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0 Einleitung

0.1 Einfiihrung ins Thema

Logik als “Fundament der Mathematik”
Hilberts Programm (ca. 1900-1928, initiiert von David Hilbert)

Ziel: formale Grundlegung der Mathematik
Mittel:  mathematische Logik:

o mathematische Strukturen als logische Strukturen
o mathematische Aussagen als logische Formeln

o mathematische Beweise durch “syntaktisches Schlieflen” (Symbolmani-
pulation: Axiome, Schlussregeln)

Ansatz: Riickfithrung der Mathematik auf Arithmetik und Mengenlehre

Zwei Kernfragen:

(1) Kann jede mathematische Aussage durch mathematisches Schlieen bewiesen oder wider-
legt werden?

(2) Gibt es ein Verfahren, das zu jeder mathematischen Aussage entscheidet, ob sie wahr oder
falsch ist?
Beachte: Es gilt (1) = (2)
Eine andere Formulierung des Entscheidungsproblems (2) ist das Allgemeingiiltigkeits-
problem — hier fiir die Logik erster Stufe:

ALLGEMEINGULTIGKEITSPROBLEM DER LOGIK ERSTER STUFE
Eingabe: FEine Formel ¢ der Logik erster Stufe
Frage: Gilt fir alle zu ¢ passenden Interpretationen Z: 7 erfillt ¢?

Beispiel: Sei ¢ die Formel

Va:EIyEIz( <y AN z=y+1+1 A
Yu Yo ((umzy \Y, u~v:z) — (u:l V v:l))).

Beachte: ¢ besagt “es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge”.

Der Nachweis, dass die Formel ¢ in der Arithmetik der natiirlichen Zahlen erfiillt ist, wiirde also
ein beriihmtes offenes Problem aus der Zahlentheorie 16sen, ndmlich die Frage, ob es unendlich
viele Primzahlzwillinge gibt.



Zwei wichtige Aspekte der logischen Fundierung:

(1) Prézisierung von Aussagen (“Logik fiir Penible”)

(2) Automatisierung des Beweisens ( “Logik fiir Faule”)

Zwei “Spielverderber”:

(1) Kurt Godel (1931)

+: jede giltige Aussage kann durch syntaktisches Schlieflen bewiesen werden
(Vollstandigkeitssatz)

— : in der Arithmetik gibt es Aussagen, die weder beweisbar noch widerlegbar sind
(Unvollsténdigkeitssatz)

= Hilberts (1) funktioniert nicht!

(2) Alan Turing (1936)

+ : Der Begriff “automatisch entscheiden” ldsst sich einfach und sauber definieren
(Turingmaschine)

—: Fiir die Arithmetik gibt es kein automatisches Verfahren — sie ist unentscheidbar
= Hilberts (2) funktioniert nicht!

Logik und Mathematik: Geschichte

um 325 v. Chr.:

um 1700:

um 1850:

1854:

1879:
um 1880:

um 1900:

um 1900:

um 1910:

« Aristoteles: Syllogismen
e Euklid: Versuch einer Axiomatisierung der Geometrie

Leibniz formuliert das Ziel einer universellen Sprache zur Formulierung al-
ler mathematischen Aussagen und eines Kalkiils zur Herleitung aller wahren
Aussagen.

Axiomatisierung der Analysis
Boole: Formalisierung der Aussagenlogik
Frege: Formalisierung der Logik erster Stufe

Cantorsche Mengenlehre, Riickfithrung der Analysis und Arithmetik auf die
Mengenlehre

Antinomien: Cantorsche Mengenlehre fithrt zu Widerspriichen
(vgl. die Russellsche Antinomie zur “Menge aller Mengen, die sich nicht
selbst als Element enthdlt”)

—> Notwendigkeit einer neuen Grundlegung der Mathematik/Mengenlehre
Hilberts Programm. Ziel:

¢ Formalisierung der Mathematik

o Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Arithmetik

Russel, Whitehead: Mengenlehre mit Typen



um 1920: | Zermelo, Fraenkel: Axiomatische Mengenlehre
1930: | Godels Vollstéandigkeitsatz
1931: | Godels Unvollstandigkeitsatze

1936: | Church/Turing: Es gibt kein Programm, das fiir alle mathematischen Aus-
sagen entscheidet, ob sie wahr oder falsch sind.

Logik in der Informatik

Anwendungsbereiche der Logik in der Informatik

¢ Logische Programmierung

¢ automatisches Beweisen

e Programm-Verifikation

e Model Checking (automatische Verifikation)

¢ Logik als Datenbank-Anfragesprache

Model Checking

Zwei Beispiele zur Motivation:

(1) Der Pentium-Fehler
Pentium-Prozessor (1993):
o Zur Effizienz-Steigerung der Division wurden Wertetabellen verwendet.

o ABER: 5 Eintrége waren falsch!
~» ca. 1 Fehler je 9 Milliarden Divisionen
(= Fehler durch “Testen” nicht leicht zu finden)

Kosten: ca. 475 Millionen US-Dollar

Intel hat danach viele Experten fiir automatische Verifikation gesucht!

(2) Die Ariane 5-Rakete (1996)

Messwerte wurden von 64-Bit-Zahlen in 16-Bit-Zahlen umgewandelt.

o Das hatte bei Ariane 4 gut funktioniert

« ABER: aufgrund der technischen Anderungen waren die Werte bei Ariane 5 grofer
als erwartet
~+ Uberlauf! Das System schaltete sich ab und die Rakete stiirzte ab.

Kosten: ca. 370 Millionen US-Dollar



Signatur,
Vokabular
Stelligkeit

ar(R), ar(f)

N, N,

Prinzip der automatischen Verifikation

(1) Modelliere das zu testende System durch ein Transitionssystem 7 (eine be-
stimmte logische Struktur; ein beschrifteter Graph).

(2) Driicke die (erwiinschte oder unerwiinschte) Systemeigenschaft durch eine Formel
@ einer geeigneten Logik aus.

(3) Teste, ob T die Formel ¢ erfiillt.

Logik als Grundlage fiir Datenbank-Anfragesprachen
Grundprinzip:
o Datenbank = logische Struktur A
o Anfrage = Formel ¢ einer geeigneten Logik
e Auswerten der Anfrage auf der Datenbank = Testen, ob “A erfiillt ¢” gilt

Details: Vorlesungen Logik in der Informatik [Sch16b] und Einfihrung in die Datenbanktheorie
[Schl6al.

0.2 Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Abschnitt 0.2 rekapituliert Schreibweisen und Definitionen zur Syntax und Semantik der Logik
erster Stufe, die aus der Vorlesung Logik in der Informatik [Sch16b] weitgehend bekannt sein
sollten.

0.2.1 Strukturen

Die Objekte, tiber die Formeln der Logik erster Stufe Aussagen treffen kénnen, heiflien Struk-
turen. Viele Objekte lassen sich auf natiirliche Weise durch solche Strukturen représentieren,
beispielsweise

e Graphen G = (V, E) oder Bidume B = (V, E),

o die natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation: (N, +,-),

o die reellen Zahlen mit Addition, Multiplikation und Konstanten 0 und 1: (R,+,-,0,1),
« relationale Datenbanken.

Die im Folgenden definierten Signaturen legen den “Typ” (bzw. das “Format”) der entspre-
chenden Strukturen fest.

Definition 0.1.

Eine Signatur (auch Symbolmenge bzw. Vokabular) ist eine Menge o von Relationssymbo-
len, Funktionssymbolen und/oder Konstantensymbolen. Jedes Relationssymbol R € ¢ und jedes
Funktionssymbol f € o hat eine Stelligkeit (bzw. Aritét, engl. arity)

ar(R) € Ny, bzw. ar(f) € Ny,.
Wir benutzen hier folgende Notation: N :={0,1,2,3,...} und N, :=N\ {0}.



Notation 0.2.
e Der griechische Buchstabe o bezeichnet in diesem Vorlesungsskript stets eine Signatur.

e Fiir Relationssymbole verwenden wir normalerweise Groflbuchstaben wie R, P, E,Q, Ry,
R, . ...

e Fiir Funktionssymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie f, g, h, f1, fa, .. ..
e Fiir Konstantensymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie ¢, d, c1, ca, . . ..

o Gelegentlich verwenden wir als Relations- und Funktionssymbole auch Zeichen wie < (2-
stelliges Relationssymbol) bzw. +, - (2-stellige Funktionssymbole), und als Konstantensym-
bole Zahlen wie 0, 1.

o Die Stelligkeit eines Relations- oder Funktionssymbols deuten wir héufig an, indem wir sie
unter das Symbol schreiben.

Beispiel: Die Notation ]23 deutet an, dass R ein 2-stelliges Relationssymbol ist.
Definition 0.3.
Eine o-Struktur (bzw. Struktur iiber o) besteht aus

o einer nicht-leeren Menge A, dem so genannten Universum (bzw. Triger, Grundbereich;
engl. domain) von A und folgenden Komponenten:

« fiir jedes Relationssymbol R € o eine ar(R)-stellige Relation R4 C A1)
o fiir jedes Funktionssymbol f € ¢ eine Funktion fA : A2(/) — A
o fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ein Element ¢ € A.

Notation 0.4.

e Strukturen bezeichnen wir meistens mit kalligraphischen Buchstaben A, B, G, ...; das Uni-
versum der Strukturen durch die entsprechenden lateinischen Buchstaben A, B, G, .. ..

o Ist A eine o-Struktur, so schreiben wir oft A = (4, (S*)ses), um die Komponenten von
A anzugeben. Falls o endlich und von der Form

ag = {Rl,...Rk,fl,...,fg,cl,...,cm}
ist, so schreiben wir auch
A= (AR .CRA A ),
um eine o-Struktur A zu bezeichnen.

Beispiel 0.5 (Arithmetische Strukturen).
Sei oar :={<,+,-,0,1}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol, +, - zwei 2-stellige Funktions-
symbole und 0,1 zwei Konstantensymbole sind.

(a) Das Standardmodell der Arithmetik ist die oa,-Struktur
N = AN = (Na <N7+N7'NaQN7lN)7

wobei < die natiirliche lineare Ordnung auf N ist, +N und N die Addition bzw. die
Multiplikation auf N sind und QN bzw. lN die Zahlen 0 bzw. 1 sind.

o-Struktur

Universum

Standardmodell
der Arithmetik,
N



Z,9 R

Isomorphismus

(b) Entsprechend konnen wir oa,-Strukturen Z, Q, R mit Universum Z, Q, R definieren.

Beispiel 0.6 (Graphen und Biume).

Sel 0Graph := { E'}, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist. Jeder gerichtete Graph bzw.
gerichtete Baum (V, E) (mit Knotenmenge V und Kantenmenge E C V x V) ldsst sich als
OGraph-Struktur A = (4, EA) mit

e Universum A := V und
e Relation FA:= E
auffassen.

Beispiel:
Graph: zugehorige ograph-Struktur:

A= (A, E4) mit
« A= {a,bm}
« BA={(a,b),(b,b),(a,c),(c,a)}

Isomorphie
Frage: Wann sind zwei Strukturen A und B “prinzipiell gleich” (Fachbegriff: isomorph)?

Antwort: Falls B aus A entsteht, indem man die Elemente des Universums von .4 umbenennt.
Analog zum Begriff der Isomorphie von Graphen wird dies durch folgende Definition prézisiert:

Definition 0.7.
Seien A, B o-Strukturen. Ein Isomorphismus von A nach B ist eine Abbildung 7 : A — B mit
folgenden Eigenschaften:

(a) 7 ist bijektiv.
(b) Fiir alle Relationssymbole R € o, fiir k := ar(R) und alle k-Tupel (ay,...,a;) € A* gilt:

(ai,....,ar) € R*Y <= (m(a1),...,m(ar)) € RP.

(c) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und alle k-Tupel (ay,...,a;) € A* gilt:
7 (A ) = B, w(a).

(d) Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o gilt:

Notation:
Seien A, B o-Strukturen. Wir schreiben 7 : A = B um auszudriicken, dass 7 ein Isomorphismus
von A nach B ist.

10



Definition 0.8.
Zwei o-Strukturen A und B sind isomorph (kurz: A 2 BB), wenn es einen Isomorphismus 7 von  isomorph
A nach B gibt. A~B

Satz 0.9.
Isomorphie (=) ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller o-Strukturen, d.h. fir alle
o-Strukturen A, B und C gilt:

(a) A= A (Reflexivitit).
(b) Falls A= B, so auch B A (Symmetrie).
(c) Falls A= B und B=C, so auch A= C (Transitivitdt).

Beweis: Ubung.

O
0.2.2 Syntax der Logik erster Stufe
Bestandteile:
« aussagenlogische Junktoren
_‘7 /\) v) _>
,hicht“  und“ ,oder* ,wenn ..., dann“
e Variablen vg, v1,vs,... um Elemente aus dem Universum einer Struktur zu bezeichnen
o Quantoren: 3 (“es existiert”), V (“fiir alle”)
e Symbole fiir Elemente aus der Signatur o
Prazise:
Definition 0.10 (Variablen und Alphabet der Logik erster Stufe).
(a) Eine Individuenvariable (kurz: Variable) hat die Form v;, fiir ¢ € N. Variable
Die Menge aller Variablen bezeichnen wir mit VAR. D.h. VAR
VAR := {v; : ie N} = {vg,v1,v2,03,...}.
(b) Sei o eine Signatur. Das Alphabet Apg[s) der Logik erster Stufe iiber o besteht aus AFolo]
e den Variablen in VAR
e den Symbolen in o
o den Quantoren 3 (Existenzquantor) und V (Allquantor) Existenzquantor
e dem Gleichheitssymbol! = Allquantor

e den Junktoren =, A,V,—
o den Klammern (, )

e dem Komma ,

D.h.:
Arole) = VARU o U {3V} U{=}U{-,AV,=}U{()}U{,}

11



A;‘O[U]

o-Terme

FO[o]
FO[o]-Formeln

atomare Formeln

Notation:
A;‘O[a] bezeichnet die Menge aller endlichen Zeichenketten iiber Apo(y)-

Definition 0.11 (Terme der Logik erster Stufe).
Sei o eine Signatur. Die Menge T, aller o-Terme ist die folgendermaflen rekursiv definierte
Teilmenge von A;O[a]:

o Fir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist ¢ € T},.
o Fir jede Variable x € VAR ist z € T,,.

o Fiir jedes k € N, und jedes k-stellige Funktionssymbol f € o gilt:
Sind t; € Ty, ..., t; € Ty, so ist auch f(t1,...,t;) € Tp.

Definition 0.12 (Formeln der Logik erster Stufe).

Sei o eine Signatur. Die Menge FOJo] aller Formeln der Logik erster Stufe iber der Signatur
o (kurz: FOJ[o]-Formeln; FO steht fiir die englische Bezeichnung first-order logic) ist die
folgendermaflen rekursiv definierte Teilmenge von A;O[o]:

(a) Fir alle o-Terme t; und to gilt
t1 =1ty € FO[U]

(b) Fiir jedes Relationssymbol R € o, fir k := ar(R) und fiir alle o-Terme t1,...,t; gilt:

R(t1,...,ty) € FO[o].

(c) Ist ¢ € FOlog], so auch —¢ € FO[o].

(d) Ist ¢ € FO[o] und ¢ € FO[o], so ist auch
 (pAY) € FOa],
« (pVe) € FOd],
o (p— 1) € FO[o].

(e) Ist ¢ € FO[o] und ist « € VAR, so ist auch
. Jvp € FOo],
o Vx ¢ € FO[o].

Bemerkung:

o FOlo]-Formeln der Form t; = t3 bzw. R(t1,...,t) heilen auch atomare Formeln.

e In manchen Biichern wird FO[o] auch mit L, bzw. L° bezeichnet, und FO[o]-Formeln
werden auch o-Ausdriicke genannt.

Beispiel 0.13.
(a) Sei o ={f,c}. Folgende Worte sind FO[o]-Formeln:
2

o flvo,v1) =c

o Vuy f(vg,c) =vo

IManche Biicher schreiben = an Stelle von =

12



o = 3vug (f(ve,v3) =v3 A —vg =c)
Folgende Worte sind keine FO[o]-Formeln:
o (f(vo,v1) =¢)
o f(vo,v1) (dies ist ein o-Term, aber keine FO[o]-Formel)
« (Vog (f(v2,¢) = v2))
o Je f(vo,c) =g

Sel 0Graph = {g) }. Folgendes ist eine FO[oGraph]-Formel:
V’UO Vvl ((E(’Uo,vl) A E(Ul,’UO)) — Vg = ’Ul).

Intuition zur Semantik (die formale Definition der Semantik wird auf den néchsten
Seiten angegeben):

In einem gerichteten Graphen A = (A, EA) sagt die Formel
V’UO Y ((E(’Uo, 'Ul) AN E(’Ul,vo)) — Vg = ’Ul)
Folgendes aus:
HFir alle Knoten ag € A und fiir alle Knoten a; € A gilt:
Falls (ag,a1) € B4 und (a1, a0) € EA, so ist ag = a1“
Die Formel sagt in einem Graphen A = (A, EA) also gerade aus, dass die Kantenrelation

antisymmetrisch ist. Ein Graph A = (A, EA) erfiillt die Formel genau dann, wenn die
Kantenrelation E4 antisymmetrisch ist.

Notation 0.14.

L]

Statt mit vg, v1,ve, ... bezeichnen wir Variablen oft auch mit =, y, z, 21, zo, . . ..

Formeln bezeichnen wir meistens mit griechischen Kleinbuchstaben ¢, ), x, . ...
Formelmengen mit griechischen Grolbuchstaben ®, ¥, .. ..
Beziiglich Klammerung verwenden wir folgende Bindungsregeln:

(a) — bindet stérker als alle anderen Junktoren.

(b) A und V binden stérker als — und <.

Die dufleren Klammern einer Formel lassen wir manchmal weg.
D.h. wir schreiben z.B. ¢ A9 — x an Stelle von ((p AYp) — x)).

Fiir gewisse 2-stellige Funktionssymbole wie +,- € o4, und gewisse 2-stellige Relations-
symbole wie < verwenden wir Infix- statt Préfixschreibweise und setzen Klammern
dabei auf natiirliche Weise, um die eindeutige Lesbarkeit zu gewéhrleisten.

Beispiel:
— An Stelle des (formal korrekten Terms) -(4(vy,v2), v3) schreiben wir (vq 4 v2) - vs3.

— An Stelle der (formal korrekten) atomaren Formel < (v1, v2) schreiben wir vy < vs.

Bei Termen und atomaren Formeln schreiben wir manchmal
— Rty ...t an Stelle des (formal korrekten) R(t1, ..., k),
— fti...tr an Stelle des (formal korrekten) f(ti,...,tx).

13
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0.2.3 Semantik der Logik erster Stufe

Um die formale Definition der Semantik der Logik erster Stufe angeben zu koénnen, benétigen
wir noch folgende Notationen:

Definition 0.15 (Subformeln bzw. Teilformeln).

sub(y) Fir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge sub(p) C FOlo] aller Subformeln (oder:
Subformeln Teilformeln) von ¢ wie folgt:
Teilformeln o Ist ¢ eine atomare o-Formel, so sub(y) = {¢}.

o Ist ¢ von der Form —4) fiir eine FO[o]-Formel ¢, so ist sub(y) = {¢} U sub(¢).

o Ist v von der Form (1)1 %12 fiir * € { A, V, — } und FO[o]-Formeln ¢ und 12, so sub(p) :=
{©} U sub(y1) U sub(¥s).

o Ist ¢ von der Form Qx ¢ fiir Q@ € {3,V },z € VAR und ¢ € FOlo], so ist

sub(p) = {¢} U sub(v).

Beispiel:

sub ( Yo V1 ((E(Uo,vl) A E(vi,v9)) — vg = vl) ) =
{VUQVUl ((E(vo,vl) A E(vi,v9)) — vg = 'U1>7

Y, ((E(vo,vl)/\E(vl,vo)) — 00:111),

((E(Uoﬂ)l) A E(’Ul,’Uo)) — Vg = Ul),
(E(vo,v1) A E(v1,9)),

Vo = V1,
E(vo,v1),

E(vl,vo)}

Definition 0.16 (Variablen in Termen).
var(t) Fiir jeden o-Term t € T, definieren wir die Menge var(t) C VAR der Variablen von ¢ wie folgt:

o Fiir z € VAR ist var(x) := {z }.
o Fir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist var(c) := 0.

e Ist t € T, von der Form f(¢1,...,tx), wobei f € o ein k-stelliges Funktionssymbol ist und
ti,...,tg € Ty, s0 ist var(t) := var(ty) U - - - Uvar(ty).

Definition 0.17 (Freie Variablen in Formeln).
frei(p) Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge frei(¢) C VAR aller freien Variablen von

Freie Variablen ¢ wie folgt:

o Ist ¢ von der Form t; = to mit t1,t2 € Ty, so ist

frei(p) := var(t1) U var(ts).

14



o Ist ¢ von der Form R(1,...,tx), wobei R € o ein k-stelliges Relationssymbol ist und
t1,...,ty € Ty, so ist

frei(p) = wvar(t1) U--- Uvar(ty).
o Ist ¢ von der Form = mit ¢ € FO[o], so ist
frei(p) := frei(y).
o Ist ¢ von der Form (11 % 19) mit ¢ € { A,V, — } und 1,19 € FO[o], so ist
frei(p) = frei(yy) U frei(eq).
o Ist ¢ von der Form Qx ¢ mit Q € {3,V }, z € VAR und ¢ € FO[o], so ist

frei(p) := frei(¢y)) \ {= }.

Beispiel: ¢ := ( f(vo,¢) =v3s A Jvg flvg,v1)=¢ )
—_——— [ —
freie Variablen: vg, vs freie Variablen: vg, v1

freie Variablen: vy

freie Variablen: vg, v1, vs

Definition 0.18 (Satze).
Eine FO[o]-Formel ¢ heifit Satz (genauer: FO[o]-Satz), falls frei(yp) = 0. Satz
Die Menge aller FO[o]-Sétze bezeichnen wir mit S, . So

Definition 0.19 (Belegungen und Interpretationen).

(a) Eine Belegung in einer o-Struktur A ist eine Abbildung 8 : D — A mit Def(8) := Belegung in einer
D C VAR. o-Struktur
(b) Eine Belegung $ heifit passend zu ¢ € T,, falls Def(5) D var(t). passende
Belegun
(¢) Eine Belegung $ heifit passend zu ¢ € FO[o] (bzw. eine Belegung fiir ¢), wenn Def(5) D sune
frei(¢p).
(d) Eine o-Interpretation ist ein Paar Z = (A, ) bestehend aus einer o-Struktur A und  o-Interpretation

einer Belegung S in A.

(e) Eine o-Interpretation Z = (A, 8) heifit passend zu (oder Interpretation fiir) ¢ € FO[o] passende
(bzw. t € T,), falls 8 passend zu ¢ (bzw. t) ist. o-Interpretation

Definition 0.20 (Semantik von o-Termen).

Rekursiv tiber den Aufbau von T, definieren wir eine Funktion [-]", die jedem o-Term ¢ € T,

und jeder zu ¢ passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen Wert [t]Z € A zuordnet: [1]%
o Fiir alle € VAR ist [z]% := B(x).
« Fiir alle Konstantensymbole ¢ € ¢ ist [c]? := c¢*.

o Fiir alle k € N, alle k-stelligen Funktionssymbole f € o und alle o-Terme ¢, ...,t; € T,

ist
[ftr, . t)]F = A []F) -

15



‘Wahrheitswert
le]*

Beispiel:
Sei o :={ f,c}, und sei A := (A,fA,cA) mit A:=N, f4:= 4V (die Addition auf N), ¢ := 0.
2

Sei 8 die Belegung mit S(v1) = 1 und B(v2) = 7, und sei Z := (A, 8). Sei t := f(va, f(v1,¢)) € Ty
Dann gilt

It* 4 ([[’02]]17 [f (v1, C)HI)
[oa]* + [f (01, 0)]*

= Bv2) + f* ([oal* [c]*)
= 7+ (B(v1) +c*)

7+ (140)

= 8.

Definition 0.21.

(a) Ist B eine Belegung in einer o-Struktur A, ist 2 € VAR und ist a € A, so sei B2 die
Belegung mit Def (3%) := Def(3) U {z }, die fiir alle y € Def (32) definiert ist durch

a falls y = =

Bely) = { B(y) sonst.

(b) Ist Z = (A, B) eine o-Interpretation, ist x € VAR und ist a € A, so sei
TE = (A5%).

Definition 0.22 (Semantik der Logik erster Stufe).

Rekursiv iiber den Aufbau von FOlo] definieren wir eine Funktion [-], die jeder FO[o]-Formel
© und jeder zu ¢ passenden o-Interpretation Z = (A, §) einen Wahrheitswert (kurz: Wert)
[e]* € {0,1} zuordnet:

o Fiir alle t1,t; € T, ist

[tr = ta]" o= { L falls [0 = [ra]”

0 sonst.

o Fiir jedes k € N, jedes k-stellige Relationssymbol R € ¢ und alle ¢1,...,t, € T, ist

1 falls ([ta]?,..., [te]?) € RA

0 sonst.

[[R(th s 7tk)]]I = {
o Fiir alle ¢ € FO[o] ist

r 1 falls [¥]Z =0
Fol” = { 0 falls [] = 1.

o Fiir alle 91,12 € FO[o] ist

— [(¥1 Ap2)]E = { 1 falls [¢1]% =1 und [1o]* =1

0 sonst.
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0 falls [¢1]*F =0 und [¢2]* =0

— [ vl = { 1 sonst (d.h. [11]F =1 oder [¢o]* = 1).

- 1 falls [¢1]% = 0 oder [i2]* =1
~ {0 =)l = { 0 sonst (d.h. [¢1]F =1 und [¢2]f = 0).

o Fir alle ¢ € FO[o] und alle z € VAR ist

e 1 falls es mindestens ein a € A gibt, so dass [¢]F% =1
o EY = .
0 sonst (d.h. fiir alle a € A gilt [¢/]*+ = 0).
Wt 1 falls fiir alle a € A gilt []7z =1
— [Vx =
0 sonst.

Beispiel:

« o={E}, p:=VaVy (E(x,y) — E(y,2))

o A= (AEY) mit A={1,2,3}, EA={(1,2),(2,1),(2,3)}

Skizze:
izze n

o (3 sei die Belegung mit Def(3) = ()
o« 1T := (.A, ﬁ)

fur alle a € A, fiir alle b € A gilt: [(E(z,y) — E(y,x))]]zgg =1

fiir alle a € A, fiir alle b € A gilt: (a,b) € B4 oder (b,a) € EA

fiir alle a € A, fiir alle b € A gilt: falls (a,b) € B4, so auch (b,a) € EA
EA ist symmetrisch.

Da in unserem konkreten Graphen A fiir a = 2, b = 3 gilt: (a,b) € E4, aber (b,a) ¢ E4,
ist hier [¢]% = 0.

o JelF=1

I

Definition 0.23 (Modell, Erfillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit).
Sei ¢ eine FO[o]-Formel.

(a) Eine o-Interpretation Z = (A, 8) erfiillt ¢ (bzw.: ist ein Modell von ¢, kurz: 7 |= ¢), Modell

falls Z passend zu ¢ ist und [¢]% = 1. Ilko
(b) ¢ heift erfiillbar, falls es eine o-Interpretation gibt, die ¢ erfiillt. erfiillbar
o heilt unerfiillbar, falls ¢ nicht erfiillbar ist. unerfiillbar
(c) ¢ heiBt allgemeingiiltig, wenn jede zu ¢ passende o-Interpretation ¢ erfiillt. allgemeingiiltig
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Beobachtung:
Fiir alle ¢ € FOJo] gilt:

e ¢ allgemeingiiltig <= — ¢ unerfiillbar.
o o erfilllbar <= - nicht allgemeingiiltig.

Beispiel 0.24. (Graphen)
Sei 0 := {LQ?}, und sei A = (A, EA) eine o-Struktur.

(a) Fir alle a,b € A gilt: Es gibt in A4 einen Weg der Linge 3 von a nach b <

(A,ﬁ@) ': VxVy EIZl EI22 (E(xvzl)/\E(Zl,ZQ)/\E(ZQay))'
Hierbei ist 8y die Belegung mit Def(8y) = 0.

(b) A hat Durchmesser < 3, d.h. zwischen je zwei Knoten von A gibt es einen Weg der Linge
<3 —=

(A, Bp) E VaVy (x:y V E(z,y) V 3z (E(z,2) AE(z,y)) V

321 322 (E(I, Zl) A E(Zl, 22) A E(ZQ, y)) )

Beispiel 0.25 (Arithmetik).
Sei oar = {<,+,-,0,1}, sei N := (N,gN,—i—N, -N,QN,lN), seien a,b,c € N, und sei 8 die
Belegung mit f(u1) = a, A(uz) = b, Alug) = c.

(a) a|b (“a teilt bin N”) <= (N,8) E preirs(v1,v2) mit
Preitt (v1,v2) = Fvg v1 vy = V2 .
(b)yec=a—-b <= WN,8) E ¢_(v1,v2,v3) mit
o_(v1,v9,v3) =  vg+v3=01.
(c) aist eine Primzahl <= (N,B) = ¢@prim(v1) mit

Cprim(V1) = vy =0 A —vp=1 A

V’U4V’U5 (1}1 =V4 V5 — (1}4 =1V vy :l))
(d) Es gibt unendlich viele verschiedene Primzahlen <=

WN,8) E Yoo (vo<v1i A Qprim(v1)),

wobei 3 eine beliebige Belegung in N ist.
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0.2.4 Das Koinzidenzlemma

Das Koinzidenzlemma prézisiert den (anschaulich offensichtlichen) Sachverhalt, dass die Frage,
ob eine FO[o]-Formel ¢ von einer o-Interpretation Z = (A, §) erfiillt wird (d.h. ob Z = ¢ gilt),
nur abhéngt von

o der Belegung der in ¢ frei vorkommenden Variablen (d.h. fir Variablen x ¢ frei(y) ist egal,
welchen Wert S(x) annimmt) und

+ der Interpretation S der Symbole S € o, die in ¢ vorkommen (d.h. fiir Symbole S’ € o,
die nicht in ¢ erwihnt werden, ist egal, wie (S’)* aussicht).

Zur préazisen Formulierung des Koinzidenzlemmas sind folgende Notationen niitzlich:

Definition 0.26.
Seien 01,09 zwei Signaturen. Sei 7; = (A, 51) eine o;-Interpretation und sei Zo = (Ag, f2) eine
og-Interpretation mit A; = Ay (d.h. A; und Ay haben dasselbe Universum).

(a) Z; und Zy (bzw. A; und As) stimmen auf einem Symbol S iiberein, wenn S € o1 Noy
und SA1 = SA2.

(b) Z; und Zy (bzw. f; und f3) stimmen auf einer Variablen z iiberein, wenn z €
Def (1) N Def(52) und p1(z) = Ba(z).

Satz 0.27 (Koinzidenzlemma).
Seien o, o1, o9 Signaturen mit o C o1Nos. Firi € {1,2} sei Z; = (A;, 8;) eine o;-Interpretation,
so dass A1 = As.

(a) Sei t € T,, so dass Ty und Iy auf allen in t vorkommenden Symbolen und Variablen
iibereinstimmen. Dann gilt: [t]T = [t]*>.

(b) Sei ¢ € FO[o], so dass T; und Iy auf allen in ¢ vorkommenden Symbolen und auf allen
freien Variablen von ¢ idbereinstimmen. Dann gilt: T; | ¢ < I = .

Beweis:
Einfaches Nachrechnen: Per Induktion nach dem Aufbau von T, (bei (a)) bzw. FO[o] (bei (b)).
Details: Ubung. O

Bemerkung 0.28.

Wegen des Koinzidenzlemmas kénnen wir einerseits 0.B.d.A. annehmen, dass Belegungen “mini-
mal” sind (d.h. ihr Definitionsbereich enthélt gerade die freien Variablen einer Formel oder eines
Terms). Andererseits konnen wir aber auch annehmen, dass ihr Definitionsbereich “maximal” ist
(d.h. alle Variablen aus VAR enthilt). Beides wird gelegentlich niitzlich sein.

Notation 0.29.

(a) Fir ¢ € FO[o] schreiben wir ¢(z1,...,z,), um auszudricken, dass frei(p) C {z1,...,z,}.

Sei T = (A, ) eine o-Interpretation mit Def(8) D {x1,...,x1} D frei(p). Firi € {1,...,n}
sei a; := B(z;). An Stelle von Z |= ¢ schreiben wir oft auch A | o[2, ..., =]

7:1:‘”

Beachte: Diese Schreibweise ist zuléssig, da nach dem Koinzidenzlemma fiir alle o-Inter-
pretationen Z' = (A, ) mit '(z;) = a; fir i = 1,...,n gilt:

T'Ee <= IE-e.
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Redukt A,

Expansion

Presburger Arith-
metik

(b) Um die Notation weiter zu vereinfachen schreiben wir auch kurz

A E glay,...,ay] an Stelle von A F@[%, a—"}

) Ty

(¢) Fir FO[o]-Sétze ¢ schreiben wir einfach

A= ¢ anStellevon “(A,B8) [ ¢ fur eine Belegung 5”.

Beachte: Gemifl Koinzidenzlemma gilt fiir alle Belegungen 5 und 3’, dass

(AB) v = (AB) Ee

(d) Ahnliche Schreibweisen verwenden wir fiir Terme:

o Ist t € T, mit var(t) C {x1,...,2,}, so schreibe kurz auch t(x1,...,zp).
o Ist T = (A, ) eine o-Interpretation mit Def(8) 2 {z1,...,2,} und a; = S(z;) fir
i=1,...,n, so schreibe an Stelle von [t]% auch
4 [;—1, cee ;"} bzw. tA[al, ey Gp).

 An Stelle von [t]* schreiben wir manchmal auch Z(t).

Definition 0.30 (Redukte und Expansionen).
Seien o, 7 Signaturen mit 7 C o.

(a) Das 7-Redukt einer o-Struktur A ist die 7-Struktur A, mit Universum A, = A, die mit
A auf allen Symbolen aus 7 iibereinstimmt.

(b) Eine o-Expansion einer 7-Struktur B ist eine o-Struktur A, fiir die gilt: A, = B.

Beispiel 0.31.
Zur Erinnerung: Das Standardmodell der Arithmetik ist

N = (N’gj\f?_'_N’.N?QN’lN).
Das {<, +,0}-Redukt von N ist
Niewar = (N2 49,0).
Die Struktur V(< 1 o} bezeichnet man als das Standardmodell der Presburger Arithmetik

(benannt nach M. Presburger, 1904-1943).

0.2.5 Das Isomorphielemma

Das folgende Isomorphielemma besagt, dass zwei o-Strukturen, die isomorph sind, genau die-
selben FOlo]-Sitze erfillen. D.h. isomorphe Strukturen kénnen nicht durch FO[o]-Sétze unter-
schieden werden.

Satz 0.32 (Isomorphielemma).
Sei ¢ ein FO[o]-Satz und seien A und B zwei isomorphe o-Strukturen. Dann gilt

AEy¢ <= BEgp
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Beweis:
Sei 7 : A= B ein Isomorphismus von A nach B.

Behauptung 1.
Fiir alle o-Terme t(x1,...,2,) und alle a1, ...,a, € A gilt:

r(tHay, ... an]) = tB[n(a),...,7w(an)].

Beweis von Behauptung 1:
Einfaches Nachrechnen per Induktion nach dem Aufbau von T, .
Details: Ubung.

E]Bchauptung 1

Behauptung 2.
Fiir alle FO[o]-Formeln ¢(z1,...,z,) und alle a1,...,a, € A gilt:

AE plat,...,a,] <= B E ¢[n(a1),...,7(an)].

Beweis von Behauptung 2:
Einfaches Nachrechnen per Induktion nach dem Aufbau von FO[o].
Details: Ubung.

E]Behauptung 2

Beachte: Die Aussage von Satz 0.32 folgt direkt aus Behauptung 2.

Usatz 0.32
Obiger Beweis zeigt sogar folgendes Resultat:

Korollar 0.33.
Seien A, B o-Strukturen und sei 7 : A = B. Fir jede FOlo]|-Formel ¢(x1,...,z,) und alle
at,-..,a, € A gilt:

AE play,...;an] <= B Ey[r(a),...,m(a,)].

0.3 Substitutionen

Die in diesem Abschnitt definierten Substitutionen liefern einen Begriff des ,Ersetzens“ von
Variablen durch Terme, fiir den Folgendes gilt:

Sei ¢ eine FO[o]-Formel. Ersetzt man in ¢ eine freie Variable z durch einen Term ¢(y1, . . ., Yn),
so sagt die dadurch entstehende Formel ¢’ iiber den Term t(y1,...,y,) dasselbe aus wie
die Formel ¢ iiber die Variable x.

Etwas Vorsicht ist allerdings beim ,,Ersetzen“ geboten:

Beispiel 0.34.
Betrachte die FO[o,]-Formel

©(vg) = Fvg vy +v1 = vy,

die in A besagt, dass vy eine gerade Zahl ist.
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(a) Ersetzt man die Variable vy durch die Variable vs, so erhdlt man die Formel
P(vs) = Fuy v + v = vs,
die in NV besagt, dass vs gerade ist.

(b) Ersetzt man die Variable vy durch den Term (v - vg) + 1, so erhélt man die Formel
Ju1 v1 +v1 = (vo - vo) + 1,
die in NV besagt, dass (vg - vg) + 1 gerade ist.

(c) Ersetzt man aber die (gebundene) Variable v; durch die (freie) Variable vy, so erhdlt man
die Formel
Jvg vg + vg = vg.

Diese Formel hat eine vollig andere Bedeutung als die Formel ¢(vg).

Daher sollte man nur freie Variablen ersetzen!
(d) Ersetzt man die (freie) Variable vy durch vy, so erhélt man die Formel
vy v1 + v = vy,

die dhnlich wie in (c) eine ganz andere Bedeutung hat als die Formel ¢(vp).

Beim Ersetzen von freien Variablen muss man daher aufpassen, dass es keine Konflikte
mit gebundenen Variablen gibt! Die gebundenen Variablen werden dazu — falls notig —
umbenannt.

Der Begriff des ,,Ersetzens® von Variablen wird daher folgendermaflen formalisiert:
Definition 0.35.
o-Substitution (a) Eine o-Substitution ist eine Abbildung
S: D — T,
wobei D = Def(S) C VAR endlich ist.

var(S) (b) Fiir eine o-Substitution S sei var(S) die Menge aller Variablen, die in einem Term im
Bild von § vorkommen. D.h.:

var(S) = U var(S(z)).

z€Def(S)

Definition 0.36 (Anwenden von Substitutionen auf Interpretationen).
Fiir jede o-Substitution S und jede o-Interpretation Z = (A, 8) mit var(S) C Def(3) sei

IS8 = (A, BS),
wobei S : Def(3) UDef(S) — A die folgendermafien definierte Belegung ist:
« Fiir alle z € Def(S) ist 8S(z) := [S(x)]*.
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o Fiir alle z € Def(8) \ Def(S) ist S(x) := B(x).

Definition 0.37 (Substitution in Termen).
Sei S eine o-Substitution. Induktiv iiber den Aufbau von T, definieren wir fiir jedes ¢t € T, den
Term tS, der aus ¢ durch Anwenden der Substitution S entsteht: tS

e Fir alle x € VAR ist

oS {S(m) falls « € Def(S)
T sonst.

o Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist

cS = c.

o Fiir alle k € N, fiir alle k-stelligen Funktionssymbole f € o, fiir alle o-Terme ¢4, ...,
ist

f(th e ,tk)S = f(tlS, e ,tkS).

Lemma 0.38 (Substitutionslemma fiir Terme).
Sei S eine o-Substitution und sei T = (A, ) eine o-Interpretation mit var(S) C Def ().
Fiir alle o-Terme t mit var(t) C Def(8) U Def(S) gilt:

[t = [1*°.

Beweis:
Per Induktion iiber den Aufbau von Termen. Details: Ubung.

Definition 0.39 (Substitution in Formeln).
Induktiv tiber den Aufbau von FO[o] definieren wir fiir alle o-Substitutionen S und alle FO[o]-
Formeln ¢ die Formel ¢S, die aus ¢ durch Anwenden der Substitution S entsteht: pS

e Ist ¢ von der Form t; = t5 mit ty,t5 € T}, so

(pS = t18 = th.

o Ist ¢ von der Form R(ty,...,t;) mit R € o, k = ar(R), t1,...,tx € T,, s0

(pS = R(tlSl, . ,tkS).

o Ist ¢ von der Form —) mit 1) € FOlo], so

@S = —YS.

o Ist ¢ von der Form (1) * )2) mit 91,19 € FO[a], * € {A,V, =}, so

©S = (1S * PaS).
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o Ist ¢ von der Form Qz ¢ mit @ € {3,V}, x € VAR, ¢ € FOlo], so ist

pS = Qy S,
wobei y und &’ wie folgt gewihlt sind:
— Sei U := {u € Def(S) : u € frei(p) und u # S(u)} (insbes. ist ¢ U, da x ¢ frei(p)).
— Falls z ¢ var(S|yy), d.h. 2 kommt nicht in {S(u) : u € U} vor, so setze y := .

— Falls # € var(Sjyy), so sei y die erste Variable in der Aufzédhlung vo,vq,v2,v3,... von
VAR, die weder in ¢ noch in var(S|y) vorkommt.

— Setze 8" := Sjy U {(z,)}, d.h.
Def(8") = U U{z}, §'(z) = y und §'(u) = S(u) fir alle uw € U.

Notation 0.40.

(a) Wir schreiben o-Substitutionen & mit Def(S) = {z1,...,2,} und t; = S(z;) fir ¢ €

{1,...,n} auch in der Form
b1ty
L1,y Ty

Insbesondere schreiben wir fiir FO[g]-Formeln ¢ auch

p=gs an Stelle von - @S,

(b) Fiir eine Formel p(z1,...,x,) mit frei(p) C {z1,...,z,} und fiir Terme ¢y, ..., ¢, schreiben
wir auch
©(t1,...,t,) an Stelle von @aﬁii”

Entsprechende Schreibweisen verwenden wir auch fiir Terme.

Beispiel 0.41.
Sei o := {f, }2%}
2

(a) Fiir p := R(vo,f(vhvg)) gilt

V2,%0,v1

prret = R(vo, f(v2,v0))-

(b) Fiir ¢ := Jvg R(vo, f(v1,v2)) gilt

80722’,%“’“) = Juo [R(Umf(vl,Uz))iﬂv;;ﬁl)’m]
= Juo R(vo, f(v1, f(v1,11))).
(¢) Fir ¢ := Jvg R(vo, f(v1,v2)) gilt

ot = Jug [R(’Uo,f(vl»vz))%]
Jus R(vs, f(vo,v2)).

Das im folgenden Satz 0.42 formulierte Substitutionslemma fiir Formeln sowie das darauf
folgende Lemma 0.43 zeigen, dass der obige Substitutionsbegriff “sinnvoll” gewéhlt ist.
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Satz 0.42 (Substitutionslemma fiir Formeln).
Sei S eine o-Substitution und sei T = (A, ) eine o-Interpretation mit var(S) C Def(5).
Fiir alle FO[o]-Formeln ¢ mit frei(y) C Def(B8) U Def(S) gilt:

IEeS < ISEo.

Beweis:
Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln, unter Verwendung von Lemma 0.38.
Details: Ubung.
O

Lemma 0.43.
Fiir jeden o-Term t, jede FO[o]-Formel ¢ und jede Variable v € VAR gilt: t5 =1t und o2 = ¢.

Beweis:
Einfaches Nachrechnen per Induktion nach dem Aufbau von Formeln. Details: Ubung.

0.4 Literaturhinweise

Abschnitt 0.1 orientiert sich an Kapitel 1 aus [Sch07]; Zur weiteren Lektiire werden jeweils das
erste Kapitel und die Einleitung von [EFT98] und [Lib04] empfohlen. Der Artikel [HHIT07] bie-
tet einen Uberblick iiber verschiedene Anwendungsgebiete der Logik in der Informatik. Einen
Einblick in die Geschichte der logischen Grundlagen der Mathematik gibt der Comic [DPPD09].
Mehr Details zu Syntax und Semantik der Logik erster Stufe, zum Koinzidenzlemma, dem Iso-
morphielemma und Substitutionen finden sich in Kapitel 2 und 3 in [EFT98].

0.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 0.1.
Geben Sie oa,-Formeln an, die im Standardmodell N der Arithmetik folgende intuitive Bedeu-
tung haben:

(a) Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier Quadratzahlen.

(b) Jede Primzahl ist Summe zweier Quadratzahlen.

(¢) Es gibt unendlich viele Primzahlen p € N, so dass p = 3m + 2 fiir eine Zahl m € N.
(d) V2 ist irrational, d.h. es gibt keine Zahlen m,n € N mit /2 = 2.

(e) Jede zusammengesetzte Zahl n € N besitzt einen Teiler m € N mit m < y/n.

Aufgabe 0.2.
Die Signatur o bestehe aus einem 2-stelligen Funktionssymbol f und einem 1-stelligen Relati-
onssymbol P. Betrachten Sie die FO[o]-Formeln

(a) @1 := Fvg Yu1 f(vo,v1) = v1
(b) 2 := Fvg(P(vo) A Yur P(f(vo,v1)))
Geben Sie fiir jedes ¢ € {1,2} o-Interpretationen Z; und J; an mit Z; = ¢; und J; ¥ ¢;.
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Aufgabe 0.3.
Sei o eine Signatur, die aus endlich vielen Symbolen besteht und sei A eine beliebige o-Struktur,
deren Universum A endlich ist.

(a) Geben Sie einen FO[o]-Satz ¢4 an, der die Struktur A bis auf Isomorphie eindeutig be-
schreibt. Das heifit es soll fiir alle o-Strukturen B gelten: BlE o4 <— B= A.

(b) Beweisen Sie, dass ihre Formel ¢ 4 die in (a) geforderte Eigenschaft tatsichlich besitzt. Das
heifit, zeigen Sie, dass fiir alle o-Strukturen B gilt: Bl p4 < B= A

Aufgabe 0.4.

Sei o = {<, P,, Py} die Signatur, die aus dem 2-stelligen Relationssymbol < sowie zwei 1-stelligen
Relationssymbolen P, und P, besteht.

Einem endlichen Wort w = wy - - - w,, der Lange n > 1 iiber dem Alphabet ¥ := {a, b} ordnen

wir die folgende o-Struktur A, = (Aw, g*“w,P;‘w,PI;“w) AL
o Ay :=A{1,...,n},
o <Av ist die natiirliche lineare Ordnung auf {1,...,n},
o« PAvi={i€A, : wi=a}l,
. PbA“’::{Z'GAw w; =b}.

Ein FO[o]-Satz ¢ beschreibt eine Sprache L C ¥*, falls fiir jedes nicht-leere Wort w € ¥* gilt:
wel < A, E ¢

(a) Welche Sprache beschreibt der folgende FO[o]-Satz ¢o?
wo = JxJy ((mgy AN-z=y) AVz ((z<zAP(2) V (y<z A Pb(z))))

(b) Geben Sie einen FO[o]-Satz an, der die durch den regulédren Ausdruck a(alb)*bb(a|b)*
definierte Sprache beschreibt.

(¢) Konnen Sie auch einen FO[o]-Satz finden, der die Sprache aller Worte beschreibt, in denen
die Anzahl der in ihnen vorkommenden as gerade ist?
Falls ja, geben Sie den Satz an; falls nein, versuchen Sie zu erkléren, warum es keinen
solchen Satz zu geben scheint.

Aufgabe 0.5.
Beweisen Sie das Koinzidenzlemma (Satz 0.27).

Aufgabe 0.6.
Beweisen Sie das Isomorphielemma (Satz 0.32).

Aufgabe 0.7.
Es sei R ein 2-stelliges Relationssymbol und f ein 2-stelliges Funktionssymbol. Berechnen Sie

(a) (R(v1,v2) A f(vo,en)=uy) Lzl fosre)

Vo s V2

(b) Fvy (R(v1,v2) A f(vo,ve)=0;) 2%

Vo, V2

(c) Fui(R(v1,v2) A Vo f(vo,v2)=01) (vo.02). vy

U1 s V2
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(d) Jvi(R(vo,v2) A Yoo R(v1, f(va,v0))) Lonv), 90

Vo » U3

Aufgabe 0.8.
Es sei f ein 2-stelliges Funktionssymbol. Betrachten Sie die Substitution S mit S(v1) := f(vo, vo),
S(v2) := f(vg,v1) und S(vs) := f(v1,v0). Berechnen Sie ¢S fiir die folgenden Formeln ¢:

(a) w3 = f(v1,02)

(b) Voug v3=f(v1,v2)

(c) Fvg v3=f(v1,v2)

(d) Fvy Yug v3=f(v1, v2).

Aufgabe 0.9.
Beweisen Sie das Substitutionslemma (Satz 0.42).
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1 Der Vollstandigkeitssatz

Ziel dieses Kapitels ist, ein “formales Beweissystem”, den so genannten Sequenzenkalkiil, ken-
nenzulernen, mit dem man alle allgemeingiiltigen FO-Formeln herleiten kann. Insbesondere folgt
daraus dann, dass das Problem

ALLGEMEINGULTIGKEITSPROBLEM DER LOGIK ERSTER STUFE
FEingabe: Eine FO[o]-Formel ¢
Frage: Gilt T | ¢ fur alle zu ¢ passenden o-Interpretationen Z ?

semi-entscheidbar ist.

1.1 Beweiskalkiile

Definition 1.1 (Ableitungsregel; Kalkiil).
Sei M eine beliebige Menge.

Ableitungsregel (a) Eine Ableitungsregel iiber M hat die Form
iiber M a
@
b
wobei n € Nund ay,...,a,,b € M.
a
Voraussetzungen (b) Wir bezeichnen ay, ..., a, als die Voraussetzungen der Regel a
b
Konsequenz und b als die Konsequenz.
Axiome Ableitungsregeln ohne Voraussetzungen (also mit n = 0) bezeichnen wir als Axiome.
Kalkil (¢) Ein Kalkiil iiber M ist eine Menge von Ableitungsregeln iiber M.
Definition 1.2 (Ableitbare Elemente).
Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M.
ablg(V) (a) Sei V' C M eine beliebige Teilmenge von M. Die Menge ablg(V) C M aller aus V in &
aus V in & ableit- ableitbaren Elemente ist rekursiv wie folgt definiert:
bare Elemente (I) Fir alle b € V ist b € ablg(V).
(II) Fiir alle Axiome 3 in R ist b € ablg(V).
al
(III) Fir alle Ableitungsregeln a:n in R gilt: Wenn ay,...,a, € ablg(V), so auch b €
b
ablﬁ(V)

28



ablg (V) ist also die beziiglich ,,C* kleinste Teilmenge von M, die die Abschlusseigenschaften
(I), (II) und (III) besitzt.

Die Menge V' wird auch Menge der Voraussetzungen genannt.
(b) Die Menge ablg := ablg (@) ist die Menge aller in £ ableitbaren Elemente
Kalkiile sind also einfach eine andere Schreibweise fiir rekursive Definitionen.

Definition 1.3 (Ableitungen).
Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M, sei V' C M und sei a € M.

(a) Eine Ableitung von a aus V in £ ist eine endliche Folge (ay,...,a;) € M*, so dass
£eN,,,ap=aund fir alle ¢ € {1,...,¢} gilt:

e a; € V oder

e T@; ist ein Axiom in K oder
b1

e es gibt in R eine Ableitungsregel bz , so dass by,...,b, € {a1,...,a;—1}.
a

(b) Eine Ableitung von « in R ist eine Ableitung von a aus @) in 8.

Beobachtung 1.4. Offensichtlich gilt:
a ist genau dann aus V' in 8 ableitbar (geméf Definition 1.2), wenn
es eine Ableitung von a aus V in R gibt (geméf Definition 1.3).

1.2 Ein Sequenzenkalkiil
In diesem Kapitel sei o eine beliebige fest gewéhlte Signatur (im Sinne von Definition 0.1).
Notation 1.5.

o t,u,ty,to,t',u/,u”, ... bezeichnen immer o-Terme.

o ¢, X, ... bezeichnen immer FO[o]-Formeln.

o &, U Py, Py, U/, ... bezeichnen Mengen von FO[o]-Formeln.

o T AT, A1, Ag,... bezeichnen endliche Mengen von FO[c]-Formeln.

o Fir ® CFO[o] ist frei(®) := U frei(y).

Manchmal schreiben wir auch frei(®, ¢) an Stelle von frei (® U {¢}).

e Ist M eine Menge, so schreiben wir L C. M, um auszudriicken, dass L eine endliche
Teilmenge von M ist.

Definition 1.6 (Sequenzen).
(a) Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form
I'F 2,

wobei I' C, FO[o] und ¢ € FO[o].
Wir bezeichnen I' als das Antezedens und v als das Sukzedens der Sequenz I' - 1.
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abl ]

In K ableitbare
Elemente

Ableitung von a
aus V in R

Ableitung von a
in R

LC. M

Sequenz
Tk

Antezedens
Sukzedens



1 folgt aus ¢
® impliziert 1
oy

7T passt zu ¢

IE®
7 erfullt ®

korrekt

Sequenzenkalkiil
Rs

Korrektheit
Vollstandigkeit

(b) Wir schreiben Mg um die Menge aller Sequenzen zu bezeichnen, d.h.:

Mg = {T'+¢ : I' C. FO[o] und ¢ € FO[o]}.

Notation 1.7.
o Statt ' U {¢} F 9 schreiben wir auch T, ¢ - 1.

o Statt {¢1,...,9n} F ¥ schreiben wir auch ¢1,..., ¢, F .

Die folgende Definition legt (auf die naheliegende Weise) fest, wann eine Formel ¢ aus einer
ganzen Menge ® von Formeln folgt:

Definition 1.8.

Sei ® C FO[o] und sei ¢ € FO[o].

¢ folgt aus ® (bzw. ® impliziert ), kurz ® |= ¢, wenn fir alle o-Interpretationen Z, die zu
¥ und zu allen ¢ € ® passen, gilt: falls fiir alle ¢ € ® gilt Z = @, so gilt auch Z = 1.

Notation 1.9.
Sei @ C FO[o] und sei Z eine o-Interpretation.

e Wir sagen Z passt zu @, falls Z zu jedem ¢ € @ passt.
e 7T} @ (in Worten: Z erfiillt ) : <= fiir alle ¢ € ® gilt: Z = .

Definition 1.10 (Korrekte Sequenzen und Sequenzenregeln).
(a) Eine Sequenz T - 4 heifit korrekt, wenn gilt: T' |= ).

(b) Sei k e N, I'y,...,Txy1 Cc FOlo], ¢1,...,pr+1 € FO[o]. Eine Sequenzenregel
ke

T+ ok
Ciy1 B ok

heifit korrekt, wenn Folgendes gilt: Sind die Sequenzen T'; F ¢; fir alle i € {1,...,k}
korrekt, so ist auch die Sequenz I'y, 41 - g1 korrekt.

Die folgende Definition fithrt einen Kalkiil iiber der Menge Mg aller Sequenzen ein, den soge-
nannten Sequenzenkalkiil RKs. Im Verlauf von Kapitel 1 werden wir sehen, dass Folgendes
gilt:

(a) Alle Ableitungsregeln, aus denen Rg besteht, sind korrekt. Daraus folgt dann, dass auch
alle in K¢ ableitbaren Sequenzen korrekt sind.

(b) Ist ® C FO[o] und ¢ € FOJ[o], so dass ® |= ¢, dann gibt es ein I" C. @, so dass die Sequenz
' F ¢ in Rg ableitbar ist.

Die Eigenschaften (a) und (b) werden Korrektheit bzw. Vollstindigkeit des Kalkiils 8g ge-
nannt. Der Einfachheit halber werden wir nur Formeln betrachten, in denen keins der Symbole
—, +» vorkommt.
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Definition 1.11 (Sequenzenkalkiil fg).
Der Sequenzekalkiil Ry ist der Kalkiil iiber der Menge Mg aller Sequenzen, der aus den folgen-
den Ableitungsregeln besteht — fiir alle I', IV C, FOlo], ¢, %, x € FO[o], t,u € T,, x,y € VAR:

Grundregeln
o Voraussetzungsregel (V):
Ly Fo )
o Erweiterungsregel (E): (E)
'y ,
W falls T’ g T
v Aussagenlogische
Regeln
o Fallunterscheidungsregel (FU): (FU)
Lk
I 4
'ko
o Widerspruchsregel (W): (W)
'tqy
'k -y .
——— (fiir all F
TF o (fiir alle ¢ € FO[o])
o A-Einfiihrung im Antezedens (AA7), (AAsg): (AA7)
Lok x Lok x (nAz)
L (pAg) Fx L (Y Ae) b x
o A-Einfiihrung im Sukzedens (AS): (AS)
N )
'
' (pAd)
o V-Einfiihrung im Antezedens (VA): (VA)
Lok x
Ly x
I (e V) Fx
o V-Einfithrung im Sukzedens (VS1), (VS2): (VS1)
ko L'k (VSs2)
I'E(eVy) I'E@Ve)
Quantorenregeln
o V-Einfilhrung im Antezedens (VA):
(VA)
Lol Fy
I',Vzp F
o V-Einfiihrung im Sukzedens (VS): (VS)
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(35)

Gleichheitsregeln

(G)

(S)

Fl—ap%

m , fa.HS y g frel(r,vw@)

o 3-Einfuhrung im Antezedens (JA):

ol =9

W , falls Yy g frel(r, 3%907 1/))

3-Einfihrung im Sukzedens (3S):

'k cpi
'k 3xp
o Reflexivitat der Gleichheit (G):
I'k-t=t
o Substitutionsregel (S):
'k @ﬁ
[it=u F 2

Im Folgenden geben wir zwei Beispiele fiir Ableitungen im Sequenzenkalkil an.
Beispiel 1.12.
(a) Fiir alle ¢ € FO[o] ist O F (¢ V —¢) ableitbar in Kg:

1) ¢ ko (

2) ¢ F(eVv-e) (
(3) ¢k e V)
4) e F (Ve (
B) 0 F (Ve (

R(f(z)),a=f(z) F R(f(f(x)) (S)auf (1) mit t=z, u=f(z)

(
(1) R(f(2)) FR(f(x) (V)
)
) R(f(z)),Vza=f(z) = R(f(f(z))) (VA) auf (2) mit t=z.

Der folgende Satz bestétigt Punkt (a) der auf Seite 30 beschriebenen Agenda:

Satz 1.13 (Korrekheit des Sequenzenkalkiils).
Alle Ableitungsregeln, aus denen Rg besteht, sind korrekt; und jede in Rs ableitbare Sequenz ist
korrekt.

Beweis:

Wir zeigen, dass jede Ableitungsregel von Kg korrekt ist, d.h. es gilt: Wenn die Voraussetzun-
gen der Regel korrekt sind, dann ist auch die Konsequenz korrekt. Die Korrektheit aller in Kg
ableitbaren Sequenzen folgt dann leicht per Induktion nach der Linge von Ableitungen.
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(FU):

"TE—

"TpFo

Offensichtlich gilt: T' U {¢} = ¢. Daher ist die Sequenz I, ¢ F ¢ korrekt.

"TF t=t

Offensichtlich ist die Formel ¢t=t allgemeingiiltig. Daher gilt fiir alle T', dass " |= t=t. Somit
ist die Sequenz G |= t=t korrekt.

I'Fop
'k

falls C IV

Annahme: T F ¢ ist korrekt, d.h. T' = . Sei I' C T

Zu zeigen: T = .

Beweis:
Sei 7 eine zu IV und ¢ passende o-Interpretation mit Z = T". Wegen ' C TV gilt dann auch:
T E=T. Wegen I | ¢ folgt dass T = . Somit gilt: TV = ¢, d.h. TV | ¢ ist korrekt.

Lok
| %
Ik

Annahme: ')y F ¢ ist korrekt und I', = - ¢ ist korrekt.

Zu zeigen: I F ¢ ist korrekt.

Beweis:

Laut Annahme gilt T U {¢} E ¢ und T U {9} = ¢.
Sei Z eine zu T'U {9} U {} passende o-Interpretation mit Z =T

Fall 1: 7 =
Dann gilt: Z =T U {¢}. Wegen T'U {9} | ¢ gilt daher: 7 |= .

Fall 2: 7 = —:
Dann gilt: Z =T U {-¢}. Wegen I' U {9} |= ¢ gilt daher: 7 |= .
Somit gilt: I' = ¢, d.h. die Sequenz I' F ¢ ist korrekt.

Tk

Annahme: I' - v ist korrekt und I' - =) ist korrekt.

Zu zeigen: Fiir alle ¢ € FO[o] ist T' I ¢ korrekt.

Beweis:
Wir zeigen, dass es keine o-Interpretation Z geben kann, die I' erfiillt. Daraus folgt dann
unmittelbar, das I' = ¢, d.h. dass die Sequenz I' F ¢ korrekt ist.

Angenommen, 7 = (A, 8) ist eine zu T" passende o-Interpretation mit Z = T.
Offensichtlicherweise kann der Definitionsbereich von 3 so erweitert werden, dass Z auch
zur Formel 1 passt.

Laut Annahme gilt I' - ¢ und T' - —¢). Wegen Z = I’ muss daher sowohl Z |= 1, als auch
7 = — gelten. Dies ist aber nicht moglich! 4
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beweisbar
q) l_ﬁs v2)

Beweis

(/\Al)l

S

Fpbkx

To(eAY) Fx

Annahme: T',p F y ist korrekt.

Zu zeigen: T',(p A1) F x ist korrekt.

Beweis: Offensichtlich!

(AS), (VA), (VS1), (VS2), (¥A), (39), (S): dhnlich leicht!

TFrvag ° falls y & frei(T", Va ¢)

Beweis:

Annahme: T'F 2 ist korrekt, d.h. ' |= 2.
Sei y ¢ frei(T, Va ¢).

Zu zeigen: I' - Vx p ist korrekt.

Sei Z = (A, B) eine o-Interpretation mit Z = IT'. Wegen y ¢ frei(T") gilt laut Koinzidenz-
lemma fiir alle a € A: I3 =T

Geméf Annahme gilt: T' = ¢ 2. Somit gilt fiir alle a € A, dass 73 .

D.h. es gilt: 7 |= Vy 2.

Wegen y & frei(Va ¢) = frei(p) \ {z} gilt geméfB Substitutionslemma, dass Z |= Va .
Somit gilt: I' = Va ¢, d.h. die Sequenz I' - Vx ¢ ist korrekt.

Lot bvy

T3rpFo falls y & frei(T", 3z, 1)

Beweis: Analog; Details: Ubung.

Dies schliefit den Beweis von Satz 1.13 ab.

DSatz 1.13

Wir betrachten den Sequenzenkalkiil K¢ als ,formales Beweissystem*, mit dem man mecha-
nisch den Nachweis erbringen kann, dass fiir eine Formelmenge ® und eine Formel ¢ gilt: @ |= .
Dies wird in der folgenden Definition prézisiert.

Definition 1.14 (Beweisbarkeit).

Sei ® C FO[o] und sei ¢ € FO[o]. Die Formel ¢ ist beweisbar aus ® (kurz: ® g, ¢), wenn es
eine endliche Teilmenge I von ® gibt, so dass die Sequenz I' F ¢ in Kg ableitbar ist.

Ein Beweis von ¢ aus ¢ ist eine Ableitung einer Sequenz I' F ¢ in Kg fir ein I' C, ®.

Aus Satz 1.13 folgt direkt:

Korollar 1.15.
Fiir alle ® C FO[o] und alle p € FO[o] gilt: Falls D Fgy @, so ® = .

D.h.:
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Unser Ziel im Rest von Kapitel 1 ist, zu zeigen, dass auch die Umkehrung von Korollar 1.15 gilt,
d.h.: Fiir alle ® C FO[o] und alle ¢ € FO[o] gilt:

Plhg, ¢ < Do

Dies ist die Aussage des Vollstandigkeitssatzes. Man beachte, dass die Richtung ,, <= “ gerade
Punkt (b) der auf Seite 30 beschriebenen Agenda darstellt.

1.3 Ableitbare Regeln im Sequenzenkalkiil

Definition 1.16.
Sei k e N, T'y,...,Tx+1 Ce FO[o], ¢1, ..., prt+1 € FO[o]. Eine Sequenzenregel

I' Fer

I
Tei1 b prr1
heifit ableitbar (in Rg), wenn T'y41 F @iy aus der Menge V := {I’i Foi:ie{l,..., k}} in
Rg ableitbar ist.

Lemma 1.17.
Sei B¢’ eine Erweiterung des Sequenzenkalkiils Rs um eine oder mehrere ableitbare Sequenzen-
regeln. Dann ist eine Sequenz S genau dann in Rs' ableitbar, wenn sie in Rg ableitbar ist.

Beweis: Ubung (vgl. Aufgabe 1.1).
O

Im Folgenden wird eine Liste von ableitbaren Sequenzenregeln zusammengestellt, die fiir den
Beweis des Vollstdndigkeitssatzes sehr niitzlich sein werden.

Lemma 1.18 (Ableitbare aussagenlogische Sequenzenregeln).
Folgende Sequenzenregeln sind ableitbar — fiir alle T' C. FOlo] und ¢, v € FOlo]:

o Kettenschlussregel (KS):

| I )
Lok
'y
o Disjunktiver Syllogismus (DS): I
I'F(pV)
T'Fqy
e Modus Ponens' (MP): I'ko
I'F(p—=79)
'y

o Kontrapositionsregeln (KP):

I'Wir betrachten hier (¢ — 1) als “abkiirzende Schreibweise” fiir die Formel (= V ).
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ableitbar (in fg)

Kettenschlussregel

(KS)

Disjunktiver Syl-
logismus
(DS)

Modus Ponens
(MP)

Kontrapositionsregeln
(KP)



Loty

L=y k-
_ ek
T, F —¢
- Dimpk9
I ¥
B N
Loke
Beweis:
(KS):
(1) T F ¢ (Voraussetzung)
(2) T,¢ F ¢ (Voraussetzung)
B) T, k¢ (E)auf (1)
@) Time B =p (V)
®) T,—e k¢ (W) auf (3),(4)
(6) T F ¢ (FU) auf (2), (5)
(DS)
(1) T F (¢eV1) (Voraussetzung)
(2) T F —p (Voraussetzung)
B T.e F e (E) auf (2)
4) T.e Fop V)
6) Ty F Y (W) auf (3), (4)
6 Iy E o V)
(M) T(evy) B o (VA) auf (5), (6)
(8) T F o (KS) auf (1), (7)
(MP)
(1) T F (¢ V) (Voraussetzung)
Beachte: (¢ — ) ist eine Abkiirzung fir (—p V ¢)
(2) T Fop (Voraussetzung)
B) T, F e (E) auf (2)
4)  T-p i V)
(6)  T-e - (W) auf (3), (4)
6 Iy -4 V)
(M) T.(pVey) E o (VA) auf (5), (6
(8) T o (KS) auf (1), (7)
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(1) L F ¢  (Voraussetzung)
(2 I, ¢ Fy (E)auf (1)

B3 I F = (V)

4 T,,¢ F ¥ (E)auf (3)

(5) TL,wpe F —p (W)auf (2),(4)
©) Ii,=e - —p (V)

(7) T,~  F —p (FU)auf (5),(6)

Die anderen Kontrapositionsregeln kénnen analog abgeleitet werden.

Lemma 1.19 (Ableitbare Quantorenregeln).
Folgende Sequenzenregeln sind ableitbar — fir alleT C. FO[o], alle ¢ € FO[o] und alle x € VAR.

Quantorenaustauschregeln (QA):

1) ' —Vzo
'3z -
'k 3z -
9) — " FL ¥
) I'kE=vVzop
' -3z ¢
3 - ¥
) I'kEVz—-p
I' = Vz -
Y Tre
Beweis:
Zu 1):
(1 7T F —Va ¢ (Voraussetzung)
(2) T,-pi Foapf (V) seiy ¢ frei(T, Vap)
(38) TI-pi F 3z ¢ (3S) auf (2) mit t=y
(4) T,—3z-p F pZ (KP) auf (3)
(5) I,-3x—-p F Ve (VS)auf (4)
(6) TI,-Vxe + Jz-p (KP)auf (5)
7 T - 3z ¢ (KS) auf (1),(6)
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(VF)

Zu 2):

(1) r F dz - (Voraussetzung)

(2) TI,pZ ool (V) ; sei y ¢ frei(T', Vap)
(3) I')WVzp F @i (VA)

(4) TI,=pZ F =Vaxe (KP)auf (3)

(5) T,3z-¢ F Vo (3A)auf (4)

(6) T F -V ¢ (KS) auf (1),(5)

Zu 3) und 4): analog.

Lemma 1.20 (Ableitbare Gleichheitsregeln).

Folgende Sequenzenregeln sind ableitbar (fiir alle T C, FOl[o], fir alle t,u,t1,uy,ta, ug, - - -

o Symmetrie der Gleichheit (SG):

FFt=u

Fu=t
o Transitivitit der Gleichheit (TG):

I'Et =t

Tk ty=ts

I'Et =t

o Vertraglichkeitsregeln fiur die Gleichheit:
(VR): Fir alle Relationssymbole R € o und fir r := ar(R):

T b R(ty,... t)
Fl—t1:u1
't =u,

't R(ug,...,uy)
(VF): Fir alle Funktionssymbole f € o und fir r := ar(f):

'+ tl = U1
T F‘ t, = u,
'k f(tl,...,tr) = f(ul,...,u,«)
Beweis
o (SG):
(1 T F ¢t =wu (Voraussetzung)
2y T Fit=t (G)
(3) Ti=ut u=t (S)auf (2)mit p:= x=t
4 T Fu=t (KS)auf (1),(3)
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o (TG):
(1) T F t1 =ty (Voraussetzung)
2y T F to =t3 (Voraussetzung)
(38) Tita=tz F t1 =13 (S) auf (1) mit p:= t; =z, t =13, u:=1t3
o (VR): Beweis fiir = 2 (fiir andere r: analog).
(1) r F R(t1,t2) (Voraussetzung)
(2) T Ft=u (Voraussetzung)
3 T F ot = ug (Voraussetzung)
(4) T,t1=u1 b R(ui,tz2) (S)auf (1) mit ¢ := R(x,t2), t :=t1, u:= 1wy
(5) T - Rluts)  (KS) auf (2), (4)
(6) Tt =wuz F R(ui,uz) (S)auf (5) mit ¢ := R(u1,x), t :=ta, u:= us
(my T F R(uj,us) (KS) auf (3),(6)
o (VF): Beweis fir r = 2 (fiir andere r: analog).
(1) r F oty =u (Voraussetzung)
(29 T F ot =wug (Voraussetzung)
@ T B f(tte) = ft,t2)  (G)
(4) F,tl = U1 = f(tl,tg) = f(ul,t2> (S) auf (3) mit Y = f(tl,tg) = f(a?,tg)
(6) T F o f(t,t2) = flur,ta)  (KS) auf (1), (4)
(6)  Tita=wuy b f(t1,t2) = fur,uz) (S)auf (5) mit o := f(t1,t2) = f(u1,z)
() T B f(tt) = flur,uz)  (KS) auf (2), (6)

Dies schliefit den Beweis von Lemma 1.20 ab.

1.4 Widerspruchsfreiheit und das syntaktische
Endlichkeitslemma

Definition 1.21 (Widerspruchsfreiheit). Sei ® C FO[o].

(a) @ heiBt widerspruchsvoll, falls es ein ¢ € FO[o] gibt, so dass ® Fgg ¢ und @ g, —¢
D.h.: ® ist widerspruchsvoll, falls sich im Sequenzenkalkiil 85 ein Widerspruch herleiten
lasst.

(b) @ heifit widerspruchsfrei, falls ® nicht widerspruchsvoll ist.

Definition 1.22 (Erfiillbarkeit).
Eine Formelmenge ® C FOJ[o] heifit erfiillbar, falls es eine zu ® passende o-Interpretation Z
mit Z | ® gibt.

Aus der Korrektheit des Sequenzenkalkiils (Korollar 1.15) folgt, dass erfiillbare Formelmengen
widerspruchsfrei sind:
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Korollar 1.23.
Fiir alle ® C FOlo] gilt: Falls ® erfillbar ist, so ist ® widerspruchsfrei.

Beweis:
Sei ® C FO[o] und sei Z = (A, 8) eine zu ® passende o-Interpretation mit Z = ®.
Angenommen, ® wire widerspruchsvoll. Dann gibt es geméfl Definition 1.21 ein ¢ € FOlo], so
dass @ Fgy ¢ und ® g, —p. Aus Korollar 1.15 folgt, dass ® = ¢ und ® = —¢.
Natiirlich kénnen wir den Definitionsbereich von /3 so erweitern, dass Z zu ¢ passt. Wegen
ITEPund ®=pund ® E —pgilt dann: 7= und 7 E —e. 4
O

Im Rest von Kapitel 1.2 werden wir den Vollstandigkeitssatz (d.h., die Aussage “® = ¢ <= D g,

") dadurch beweisen, dass wir

1) Zeigen, dass jede widerspruchsfreie Formelmenge ® erfiillbar ist (dies ist die Aussage des
so gennanten Erfiillbarkeitslemmas, Lemma 1.28) und

2) zeigen, dass aus dem Erfiillbarkeitslemma folgt, dass fiir alle ® C FO[o] und alle ¢ € FO[o]
gilt: Falls ® = ¢, so @ g, .

Dazu werden wir die im Folgenden zusammgenstellten Eigenschaften widerspruchsfreier bzw.
widerspruchsvoller Formelmengen benutzen.

Lemma 1.24. Fir alle ® C FOlo] gilt:

(a) ® ist widerspruchsvoll <=  fiir alle ¢ € FO[o] gilt ® Fg, ¢
(b) ® ist widerspruchsfrei <= es gibt ein® ¢ € FOlo], so dass ® /g, ¢.
(c) ® ist widerspruchsvoll <= @ kg, Jvg "wo=0p.

Beweis:

(a) ,<=“:
Geméf Voraussetzung gilt fiir jedes beliebige ¢ € FOl[o], dass ® Fg, ¢ und ® g, —p.
Insbesondere ist ® daher widerspruchsvoll.
77:>“ :
Geméf Voraussetzung ist ® widerspruchsvoll, d.h. es gibt ein ¢ € FO[o], so dass ® Fg, ¢
und @ Fg, —¢. GeméB Definition 1.14 gibt es dann I';,I's C. @, so dass die Sequenzen
'y F ¢ und I's F =9 in Kg ableitbar sind.
Dann ist fiir jede beliebige FO[o]-Formel ¢ auch Folgendes in R ableitbar:

(1) It E o

(2) I )

3) TiUTs F ¢ (E) auf (1)

4) TyUTs F —¢ (E)auf (2)

(5) TyuTe F ¢ (W) auf (3), (4)

Somit gilt ® g, ¢ fiir jedes beliebige ¢ € FOlo].

2Notation: Wir schreiben ® 7&s ¥, um auszudriicken, dass nicht ® kg, ¢ gilt.
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(b) Folgt direkt aus (a).

(c) .=
Folgt direkt aus (a).
77<:“ :
Es gelte ® kg, Jug mvp=vg. D.h. es gibt ein I' C, ®, so dass die Sequenz I' - Jvg ~vg=vp
in Kg ableitbar ist.

Sei ¢ eine beliebige FO[o]-Formel. Wir zeigen im Folgenden, dass auch die Sequenz ' F ¢
ableitbar ist. Daraus folgt direkt, dass fur jedes ¢ € FO[o] gilt: ® g, ¢. Gemé&$ (a) ist ®
daher widerspruchsvoll.

Geméfl Voraussetzung ist I' F Jvg —vg=vq in Kg ableitbar. Eine Ableitung von I' F ¢ in Kg
erhalten wir wie folgt:

(1) T F Fug—wg=v9 (Voraussetzung)

(2) T F =Yvgwvg=1v9 (QA)siche Lemma 1.19

B) 0 F wo=wo (G)

(4) 0 F Yvgwg=wvg (VS) auf (3)

(5) T F VYygvg=wvg (E)auf (4)

6) TI'F o (W) auf (5), (2).

Somit gilt ® kg, ¢ fir jedes ¢ € FO[o]. Daher ist ® widerspruchsvoll. O

Lemma 1.25.
Fiir alle ® C FO[o] und alle ¢ € FO[o] gilt:

(a) DlFg, ¢ <= PU{~p} ist widerspruchsvoll.
(b)) Dbg, ¢ < PU{p} ist widerspruchsvoll.

(c¢) Falls ® widerspruchsfrei ist, so ist auch mindestens eine der beiden Mengen ® U {p} und
O U {—¢} widerspruchsfrei.

Beweis:

(a) ,==“:Sei ® kg, .
Geméf der Regel (E) von £g gilt auch ® U {-¢} kg, . AuBerdem gilt natiirlich geméa8
der Regel (V) in Rg, dass ® U {—¢} Fg, —. Somit ist & U {—¢} widerspruchsvoll.

=1 Sei ® U {—p} widerspruchsvoll.

Wegen Lemma 1.24 (a) gilt dann ® U {—p} Fgq ¢. Das heifit, es gibt ein I’ C, @, so dass
die Sequenz I', —p - ¢ in Kg ableitbar ist.

Eine Ableitung von I' F ¢ in Rg erhalten wir dann wie folgt:

(1) T,-¢ F ¢ (gemiB Voraussetzung)

(2) T F o (V)
3) T ¢ (FU) auf (1), (2).

Somit gilt: @ kg, . Oa)
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(b) Analog zu (a).

(¢) Angenommen, sowohl ® U {¢} als auch ® U {—¢} wire widerspruchsvoll.
Aus (a) und (b) folgt dann: ® kg, ¢ und ® g, —p. Somit ist ¢ widerspruchsvoll, also
nicht widerspruchsfrei. O

Dies beendet die Auflistung der Eigenschaften widerspruchsfreier bzw. widerspruchsvoller For-
melmengen.

Das folgende — sehr einfache — Lemma wird spéter, beim Beweis des Vollstdndigkeitssatzes
sowie auch beim Beweis des Endlichkeitssatzes (siehe néchstes Kapitel) sehr niitzlich sein.

Lemma 1.26 (Das syntaktische Endlichkeitslemma).
Fiir jedes ® C FOlo] gilt: @ ist widerspruchsfrei <= jedes T' C, ® ist widerspruchsfrei.

Beweis: ,=—>“ : Angenommen, I' C, ® ist widerspruchsvoll. Gemifi Lemma 1.24 (c) gilt dann
I' b, Jvo ~vo=v9. Wegen Regel (E) von Rg gilt dann auch I' g, Jvg —~vp=v9. Geméf Lem-
ma 1.24 (c) ist ® somit widerspruchsvoll. 4

»<=%: Angenommen, ¢ wire widerspruchsvoll.
Lemma 1.24 (c) ergibt ® Fg, Jvg w9 = vo. Gemif Definition 1.21 gibt es daher ein I' C, ®, so
dass ' Fgg Jug —vg = vg. Lemma 1.24 (c) ergibt wiederum, dass I" widerspruchsvoll ist. 4

O

1.5 Der Vollstandigkeitssatz

Satz 1.27 (Der Vollstidndigkeitssatz).
Fiir alle Signaturen o, alle Formelmengen ® C FO[o] und alle Formeln ¢ € FO[o] gilt:

(a) Phg, o <= PEop
(b) @ ist widerspruchsfrei <= ® ist erfillbar.

Das folgende Lemma liefert den Schliissel fiir den Beweis des Vollstiandigkeitssatzes.

Lemma 1.28 (Erfillbarkeitslemma).
Fiir alle Signaturen o gilt: Jede widerspruchsfreie Formelmenge ® C FO[o] ist erfillbar.

Bevor wir Lemma 1.28 beweisen, zeigen wir zundchst, wie es genutzt werden kann, um den
Vollstdndigkeitssatz zu beweisen.

Beweis von Satz 1.27 (Vollstdndigkeitssatz):

(b) ,=“: Dies ist gerade die Aussage des Erfiillbarkeitslemmas (Lemma 1.28).

[43

»<=%: Korollar 1.23 (einfache Folgerung aus der Korrektheit des Sequenzenkalkiils).

(a) ,=—* : Korollar 1.15 (Korrektheit des Sequenzenkalkiils).

“

<= Es gelte ® E ¢. Angenommen, D /g, ¢.
Aus Lemma 1.24(a) folgt dann, dass ® U {—¢} widerspruchsfrei und geméf Erfiillbarkeits-
lemma also auch erfillbar ist. Das heift, es gibt eine o-Interpretation Z mit Z = ® U {—¢p}.
Somit gilt Z | ® und Z | —p. Laut Voraussetzung gilt aber ® = ¢ und daher gilt
TEy 4

O
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Der Rest von Kapitel 1 ist dem Beweis des Erfiillbarkeitslemmas (Lemma 1.28) gewidmet.
Dazu sei o eine beliebige Signatur, und ® sei im Folgenden eine fest gewéahlte widerspruchsfreie
Formelmenge ® C FOlo]. Ziel: Konstruiere eine zu ® passende o-Interpretation Z mit Z = ®.

Definition 1.29 (Termstruktur Ag und Terminterpretation Zg).
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

(a) Die o-Struktur Ag ist folgendermaflen definiert As
e Ag := T, (d.h.: das Universum von Ag besteht aus der Menge aller o-Terme).
« Fiir alle Konstantensymbole ¢ € ¢ ist ¢® := c.

o Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und fir alle ¢4, ...t € Ty ist
ARt t) = ftr, .t
o Fiir alle Relationssymbole R € ¢ und fiir k := ar(R) ist

RA* = {(t1,....tx) €T : ® gy Rlt,... )}

Die Struktur Ags heifit Termstruktur von ®. Termstruktur

(b) Die Belegung Sg: VAR — Ag ist definiert durch Bo

B(x) = x, fiur alle z € VAR.

(c¢) Die o-Interpretation Zg:= (Ag, S¢) heifit Terminterpretation von &. Zo
Beobachtung 1.30. Terminterpretation
(a) Fiir alle t € T,, gilt:  [t]%* =¢.
(b) Fir alle R € o, fiir k := ar(R) und fir alle ¢y, ...,t; € Ty, gilt:
To E R(t1,...,ty) < Plg, R(ty,...,tg).
Beweis: (a) folgt leicht per Induktion nach dem Aufbau von T,.

(b) lasst sich wie folgt beweisen:

Semantik von FO[o]

To ': R(th - ,tk) < ([[tl]]zq’, ey [[tk]]Iq’) S R'A(I)
PON (t1,...,tx) € RA®
Def. 1,29 O hg, Rty,. .. t).

Beobachtung 1.31.

Fir alle ti,to € T, mit ¢4 # to gllt To l;é t1 = to.

Somit gilt: Falls es Terme ¢; und to mit t1 # to gibt, so dass ® Fg, t1 = to, so ist Zg = P.
Ziel: Modifiziere Zg so zu einer o-Interpretation [Zs], dass fiir alle ¢ € FO[o] gilt:

[Is]F o <= Plg,o.
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Definition 1.32 (Kongruenzrelation ~ auf T,). Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].
~a Die zweistellige Relation ~¢ auf T, sei folgendermaflen definiert. Fiir alle ¢,u € T, gilt:

trpu 4= Plg t=u.

Lemma 1.33. Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].
(a) Die Relation ~g ist eine Aquivalenzrelation auf T,.

(b) Fir alle Funktionssymbole f € o, firk := ar(f) und fir allec-Termety, ... tg,u1,...,ux €
T[7 mit tl ~p Upy .- ,tk ~p UL’

f(t17"'7tk}) ~p f(ul,...,uk).

(c¢) Fiir alle Relationssymbole R € o, firk := ar(R) und fir alle o-Termetq, ... tp,u1,...,up €
Ty mit t1 ~¢ U1, ...,tx ~o up gilt:

(I)ng R(tl,...,tk) < @FRS R(ul,...,uk).

Beweis:

(a) Folgt mit (G), (SG), (TG).

(b) Folgt mit (VF).

(¢) Folgt mit (VR). O
Als unmittelbare Folgerung aus Lemma 1.33 erhalten wir:

Korollar 1.34. Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].
Kongruenzrelation Die Relation ~¢ ist eine Kongruenzrelation auf Ag, das heifit es gilt:

(a) ~q ist eine Aquivalenzrelation auf Ag.

(b) Fir alle Funktionssymbole f € o, fir k := ar(f) und fir alle a1,...,a5,b1,...,b; € Ag
mit a1 ~¢ b1,...,ax ~o by gilt:

A (a1, ar) ~o A (b, D).

(¢) Fir alle Relationssymbole R € o, fir k := ar(R) und fir alle aq,...,ax,b1,...,b; € Ag
mit a1 ~ep bl, ey O VP bk; gilt.’

As ): R(al,...,ak) — Ag ': R(bl,,bk)
Wir betrachten nun die o-Struktur, die man aus Ag erhélt, indem man alle beziiglich ~g dqui-
valenten Elemente in A miteinander identifiziert.

Definition 1.35 (Die reduzierte Termstruktur [Ag], die reduzierte Terminterpretation [Zg]).
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

[t (a) Fiir jedes ¢ € T, sei
[tle = {ueTy:t~pu}

die Aquivalenzklasse von ¢ beziiglich ~g in T,,.
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(b) Die o-Struktur [Ag] sei folgendermafien definiert

(I) Das Universum von [Ag] ist die Menge
[Ag]) == {[tle : t€T, }

(das heiit: [Ag] besteht aus allen Aquivalenzklassen von o-Termen).
(IT) Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist ¢4l := [].
(III) Fiir alle Relationssymbole R € ¢ und fiir k := ar(R) ist

Rl .— {([tl]q,, ) (b th) € RA“P)}.
(IV) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und fiir alle ¢1,...,¢, € T, ist

f[A(I)] ([h]@, Ceey [tk]<1>) = [qu) (t17 ce 7tk)]<1>'

Beachte: Dies ist wohldefiniert, da geméafi Korollar 1.34 (b) fiir alle ¢4, . . ., tx, ug, . .

T, mit [t1]e = [ui]e, ..., [tr]le = [ur]e gilt:
[qu’(tl, e 7t1€):|q> = [fA‘D(ul, e 7Uk)]q>-
Die o-Struktur [Ag] heifit reduzierte Termstruktur von ®.
(c) Die Belegung [Ba]: VAR — [Ag] ist fiir alle € VAR definiert durch

[Ba](z) = [Ba(z)], = [z]a-

(d) Die o-Interpretation [Zo]:= ([As), [Bo]) heiBt reduzierte Terminterpretation von ®.

Lemma 1.36.
(a) Fir alle t € T, gilt: [t]1Z*] = [t]s.

(b) Fir alle atomaren FO[o]-Formeln ¢ gilt: [Zs] ¢ <= Plga, .

Beweis:

Einfaches Nachrechnen; Details: Ubung.

O

Eigentlich wiirden wir gern zeigen, dass Teil (b) von Lemma 1.36 nicht nur fiir atomare
Formeln, sondern fiir alle Formeln ¢ € FOlo] gilt — dann wiren wir auch mit dem Beweis
des Erfiillbarkeitslemmas fertig, da fiir alle ¢ € ® natiirlich ® kg, ¢ gilt. Leider ldsst sich Teil
(b) von Lemma 1.36 nur dann auf alle FO[o]-Formeln verallgemeinern, wenn die Menge ® die

folgenden Eigenschaften hat:
Definition 1.37. Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].
(a) @ heifit negationstreu, wenn fiir alle ¢ € FO[o] gilt:

Olg, ¢ oder ®lg, .
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enthélt Beispiele

Satz von Henkin

(b) ® enthilt Beispiele, wenn fiir alle FO[o]-Formeln der Form 3z ¢ (mit € Var und
¢ € FO[o]) gilt: Es gibt einen Term ¢ € T, so dass

D kg (chp — w%)
Der folgende Satz besagt, dass das Erfiillbarkeitslemma fiir alle widerspruchsfreien Formel-
mengen ® gilt, die negationstreu sind und Beispiele enthalten.

Satz 1.38 (Der Satz von Henkin). Sei o eine Signatur.
Sei ® C FO[o] eine Formelmenge, die widerspruchsfrei und negationstreu ist und Beispiele ent-
hélt. Dann gilt fir jedes ¢ € FO[o]:

[ZIs] @ = Plgg e

Beachte: Daraus folgt insbesondere, dass [Zs] E .

Beweis: Per Induktion iiber den Aufbau von FO[o].

Zur Erinnerung: In diesem Kapitel fassen wir die Junktoren ,—* und ,<»* als Abkiirzungen
fiir die entsprechenden Kombinationen aus A, V,— auf. Daher betrachten wir ,—“ und ,,<>* in
diesem Beweis nicht.

Induktionsanfang: @ atomar.
Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.36 (b).

Induktionsschritt:  Wir betrachten folgende Félle:
. SO = —|Q01:
[Zal F -1 = [Zs]llF @

P
Ind.annahme Vﬁs ¥

<= D gy 1

® negationstreu u. wid.frei

e o=1(p1Vp2):

[Zo] = (1 V) <= [Zo]Ey1 oder [Ig] = 2
<= Olg, o1 oder Dlg, o
Ind.annahme
= P gy (01 Ve2)

Die letzte Aquivalenz ergibt sich wie folgt:

»=—"“ : Folgt unmittelbar aus der Sequenzenregel (VS).

=" Es gelte ® Fg, (p1V @2). Falls ® /g, 1, so gilt wegen der Negationstreue, dass
D g, 1. Aus @ Fgg —p1 und @ Fgg (91 V p2) folgt mit der Regel (DS) (,,Disjunktiver
Syllogismus*, siehe Lemma 1.17), dass ® g 2.

e o= (p1Aps): Ubung!

o p=drp;:
=1 Es gelte [Zg] E Jx 1.
Geméf der Definition von [Zg] gibt es also ein ¢t € T,, so dass [l}p]% E 1. Aus dem
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Substitutionslemma (Lemma 0.42) und wegen [t] = [t]** folgt: [Za] = ¢1 L.
Gemiff Induktionsannahme gilt dann: ® Fgg 1 L.
Wegen der Sequenzenregel (3S) folgt, dass ® Fg, Jz 1.

=1 Es gelte ® g, Jx 1.
Nach Voraussetzung enthélt @ Beispiele, das heifit es gibt ein t € T,,, so dass

Olg, 3z 1 — <p1£).

Somit gilt: ® g, Iz und @ Fg, (Jz o1 — ¢1L). Die ableitbare Sequenzenregel (MP)
(,Modus Ponens*, sieche Lemma 1.17) liefert, dass ® g 3015. Gemaf Induktionsannahme
folgt, dass [Zg] = o1 L. Substitutionslemma und [t]** = [t]¢ liefern, dass

[Ié]% |: P1.
Somit gilt [Ze] = Iz ¢1.

o =V !
»—": Es gelte [Zg] E VYV ¢1.
Geméf der Definition von [Zs] gilt also fiir alle ¢ € T,,, dass [I@]% E 1.
Substitutionslemma und [t]%* = [t]e liefern, dass [Zs] = 1 L.
Gemaf Induktionsannahme folgt, dass @ kg, golé. Somit gilt fiir jedes t € Ty, dass

OBl @15. (*)

Angenommen, ¢ /g, Vz ;. Die Negationstreue von @ liefert dann, dass ® kg, Vo ;.
Die Quantorenaustauschregel (QA) (siehe Lemma 1.19) liefert dann, dass ® kg, Iz —¢y.
Da & Beispiele enthélt, gibt es einen Term u € T, so dass

P l_RS (31‘_\()01 — _\4101%).

Die Modus Ponens Regel (MP) liefert, dass ® Fgs —@1%. Aber (x) liefert auch, dass
® g, w17 Dies steht im Widerspruch zur Widerspruchsfreiheit von .

=" Es gelte ® kg, Vx 1.
Das heif3t, es gibt ein I' C, ®, so dass die Sequenz I' - Vz ¢1 in Kg ableitbar ist. Fiir jedes
beliebige ¢t € T, sind folgende Sequenzen in Kg ableitbar:

(1) T F Vz o1 (gemiB Voraussetzung)
(2) Lot F el (V)

(3) D,\Wzpr B @il (VA) auf (2)

(4) (

r F oot (KS) auf (1), (3)

Somit gilt fiir jedes t € T,,, dass ® Fgg 901% Die Induktionsannahme liefert, dass fiir jedes
t € T, gilt: [Zo] = @1 L. GeméB der Definition von [Zg] gilt also: [Zg] = Va ¢1.
Dies schliet den Beweis des Satzes von Henkin ab. O

Im Folgenden werden wir versuchen, eine widerspruchsfreie Menge ® C FO[o] zu einer Menge
O D ® zu erweitern, die widerspruchsfrei und negationstreu ist und Beispiele enthélt.
Um dies zu erreichen, werden wir Signaturen o betrachten, die hochstens abzihlbar grof sind.
Wir gehen in zwei Schritten vor, die in den beiden folgenden Lemmas durchgefiihrt werden.
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Lemma 1.39.
Sei o eine abzdhlbare Signatur, und sei ® C FO[o] eine widerspruchsfreie Formelmenge bei der

die Menge VAR frei(®) wunendlich ist. (1.1)

Dann gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge ¥ C FO[o] mit ¥ O ®, so dass U Beispicle
enthdlt.

Bemerkung: Die Voraussetzung (1.1) ist wichtig; vergleiche Aufgabe 1.7.

Beweis: Sei
dzy1 1, dwap,  Jrs s,

eine Aufzdhlung aller FO[o]-Formeln, die mit einem 3-Quantor beginnen.
Beachte: Eine solche Aufzihlung existiert, da o abzihlbar ist; Details: Ubung (Aufgabe 1.8).

Sei Wy := @. Induktiv definieren wir fiir jedes n € N, eine Formel %,, und eine Formelmenge
U, =, 1 U{tp,} = PU{¢,...,¢,} wie folgt: Zu n € N, sei y, die erste Variable in VAR
die nicht in frei(¥,,_; U{¢,}) vorkommt (eine solche Variable existiert, da VAR frei(®)| = oo
ist und daher VAR \ frei(¥,,—1 U{p,}) # 0). Setze

UV = (Elmn On — gpnl’:)

Es sei

U o= U\I’n = QU {y,:neN,,}
neN

Klar: Geméafl Konstruktion von WU gilt: ¥ enthélt Beispiele.

Behauptung: Fiir alle n € N gilt: U,, ist widerspruchsfrei.

Beweis: Per Induktion nach n.

n = 0:
Uy = & ist widerspruchsfrei geméfl der Voraussetzung von Lemma 1.39.

n—1—n:
Angenommen, ¥,, ist widerspruchsvoll. Geméfl Lemma 1.24 (c) gilt dann

\Ifn Fﬁs 31}0 —Vo=7g.

Das heif3t, es gibt ein I' C, ¥,,, so dass die Sequenz I' F Jvy ~vg=v¢ im Sequenzenkalkiil Rg
ableitbar ist.
Fall 1: v, ¢ T":
Dann ist I' C ¥,,_;, und daher ¥,,_; Fg, Jvg~wo=v9. Gemés 1.24 (c) ist ¥,,_1 also
Widerspruchsvoll. éWiderspruch zur Induktionsannahme
Fall 2: ¢, € I":

Sei IV :=T'\ {¢,,}. Insbesondere gilt: I" C, ¥,,_4.
Da die Sequenz I' F Jvy ~vg=vy in Kg ableitbar ist, sind auch die folgenden Sequenzen
in Kg ableitbar:
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(1) Fl; Yn F Jvy ~vo=wg (da r=r'u {d)n})

(—Elzvn ©n V ©n y") F Jvg ~vo=wo (da Y = (Fzp on — gpni’—:))

(3) TV, ~Tz, on F -3z, on (V)

(4) —3zn on F o (m3zn @ V ‘Pn‘g?:) (VS) auf (3)

(5) —3Tn n = Jvg ~wo=vy (KS) auf (4), (2)

(6) T pni Eopn i (V)

(M) Tent F (23zn on Voo 2r)  (VS) auf (6)

(8)  IMipple F Jvg —vo=v9 (KS) auf (7), (2)

9) TV, 3z, 00 F Jvg —vo=v9 (3A) auf (8)

(10) 1/ F Jvg —vp=vg (FU) auf (9), (5)

Das heifit, die Sequenz IV + Jvg ~vg=vyg ist in Rg ableitbar.
Da I’ C WU, ist, gilt also ¥,,_1 Fgg Jvg 7vo=vg. Geméafl Lemma 1.24 (¢) ist ¥,,_; also
Widerspruchsvoll. éWiderspruch zur Induktionsannahme
Somit haben wir gezeigt, dass fiir jedes n € N die Menge V,, widerspruchsfrei ist. Da ¥ =
Unen Pn ist, ist daher auch die Menge ¥ widerspruchsfrei (Details: Ubung; siehe Aufgabe 1.9).
DLemma 1.39

Lemma 1.40.
Sei o eine abzdhlbare Signatur, und sei ¥ C FOl[o] eine widerspruchsfreie Formelmenge. Dann
gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge ® C FO[o] mit © 2 U, die negationstreu ist.

Beweis:
Sei 1, 2, @3, ... eine Aufzihlung aller FO[o]-Formeln.
Beachte: Eine solche Aufzahlung existiert, da o abzéhlbar ist (vgl. Aufgabe 1.8).

Induktiv definieren wir fiir jedes n € N eine Formelmenge ©,, wie folgt:
Op = V¥, und fiir jedes n € N, ist

o O,—1U{p,} , falls ©,_1 U{p,} widerspruchsfrei ist.
R < T , sonst.

Sei © := U,y ©

Behauptung 3. O ist negationstreu.

Beweis:

Sei ¢ eine beliebige FO[o]-Formel. Da ¢g, ¢1, @2, ... eine Aufzéhlung aller FO[o]-Formeln ist,

gibt es ein n € N5, so dass ¢ = ¢, ist.
Wir miissen zeigen, dass © g, ¢, oder O Fg, —¢, gilt. Dazu betrachten wir zwei Falle:

Fall 1: ¢, € ©:
Dann gilt offensichtlich (geméf Regel (V) von Rg), dass © g, ©n.
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Fall 2: ¢, ¢ ©:

Dann gilt: ¢,, ¢ ©,, (da ©,, C 0). Gemif Definition der Menge O,, ist daher ©,,_1 U{¢,}
widerspruchsvoll. Lemma 1.25 (b) liefert, dass ©,,—1 Fgq —¢,. Wegen © 2 0,,_; gilt also:

@ Fﬁs 'z
UBen. 3
Behauptung 4. O ist widerspruchsfrei.
Beweis: Ubung (Aufgabe 1.10). OBgen. 4

Die Giiltigkeit von Lemma 1.40 folgt unmittelbar aus Behauptung 3 und Behauptung 4.
E]Lcmma 1.40

Wir kénnen nun endlich das Erfiilllbarkeitslemma fiir abzéhlbare Signaturen beweisen:

Lemma 1.41 (Erfullbarkeitslemma fiir abzahlbare Signaturen).
Sei o eine abzdhlbare Signatur und sei ® C FO[o] eine widerspruchsfreie Formelmenge.
Dann ist @ erfillbar.

Beweis:

Fiir jedes ¢ € ® sei ¢’ die wie folgt definierte Formel: Sei n := | frei(¢)| und seien iy,...,i, € N
so dass frei(¢) = {vi,,...,v;, }. Sei S die Substitution mit Def(S) = frei(¢) und S(v;;) = va.q;
fir alle j € [n]. Sei ¢’ := ¢S. ' '
Wir setzen @ := {¢' : p € ®}. Insbes. ist frei(®’) = {vo.; : v; € frei(®)} C {va.; : i € N}. Es gilt:

(a) Die Menge VAR \ frei(®’) ist unendlich, da keine der Variablen vy, vs,vs,v7, v, ... frei in
@’ vorkommt.

(b) @’ ist widerspruchsfrei, denn:

Angenommen @’ wére widerspruchsvoll. Dann gilt gemif Lemma 1.24 (c), dass ' Fg, L
fiir L := Jvg ~vg=vg. Somit gibt es ein IV C, ®’, so dass die Sequenz I' - L in Ag ableitbar
ist. Insbes. ist I widerspruchsvoll.

Seil':={¢: ¢ €I"}. Klar: ' C. ®. Da ® widerspruchsfrei ist, ist auch I" widerspruchsfrei.
Da T endlich ist, ist die Menge VAR \ frei(I') unendlich. Geméf Lemma 1.39 gibt es ein
widerspruchsfreies ¥ C FO[o] mit I' C ¥, so dass ¥ Beispiele enthélt. Gemal Lemma 1.40
gibt es ein widerspruchsfreies © C FO[o] mit ¥ C O, das negationstreu ist. Da ¥ Beispiele
enthélt, enthdlt auch © Beispiele. Der Satz von Henkin (Satz 1.38) liefert, dass © erfiillbar
ist. Wegen I' C © ist also I erfiillbar.

D.h. es gibt eine o-Interpretation Z = (A, 8) mit Z |=T". D.h.: Z |= ¢ fir jedes ¢ € T'. Sei
T = (A, ), wobei 3 eine Belegung ist, fir die fiir alle i € N gilt: 8/ (va.;) = B(v;). Fiir
jedes ¢ € T folgt aus Z | ¢ mit Hilfe des Koinzidenzlemmas und des Substitutionslemmas,
dass 7' |= ¢’ (Details: Ubung!). Somit gilt: Z/ = T, d.h. T ist erfiillbar. Aus Korollar 1.23
folgt, dass T widerspruchsfrei ist. Widerspruch (da I ja widerspruchsvoll ist)!

(¢) Wenn @’ erfiillbar ist, dann ist auch ® erfiillbar, denn:

Aus einer Interpretation, die @’ erfiillt, lisst sich leicht eine Interpretation bilden, die ®
erfiillt (Details: Ubung!).
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Wegen (c) geniigt es zu zeigen, dass @ erfiillbar ist. Wegen (a) und (b) erfiillt ®' die Voraus-
setzungen von Lemma 1.39. Daher gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge ¥ C FOlo] mit
¥ D @', so dass ¥ Beispiele enthélt.

Geméifl Lemma 1.40 gibt es eine negationstreue, widerspruchsfreie Formelmenge © C FO[o] mit
© C V. Da ¥ Beispiele enthilt, enthilt auch © Beispiele.
Der Satz von Henkin (Satz 1.38) liefert, dass [Zg] E ©. Wegen &' C O gilt insbesondere, dass
[Zo] = ®'. Somit ist @’ erfiillbar. Gemés (c) ist daher auch ® erfiillbar.

0

Insgesamt ist damit der Beweis der Erfiillbarkeitslemmas und damit auch der Beweis des
Vollstéandigkeitssatzes fiir den Spezialfall, dass o eine abzéhlbare Signatur ist, abgeschlossen. In
Kapitel 5.3 von [EFT98] findet sich ein Beweis des Erfiillbarkeitslemmas auch fiir iberabzéhlbar
grofle Signaturen. Auch dieser Beweis wird hier in der Vorlesung Ausgewdhite Kapitel der Logik:
klassische Resultate behandelt (siehe die verfiigbaren ,handschriftlichen Notizen).

1.6 Literaturhinweise

Zur weiteren Lektiire werden die Kapitel 4-6 in [EFT98] empfohlen.

1.7 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1.
Sei M eine Menge und sei K ein Kalkil iiber M.

Definition:
ax

(a) Eine Ableitungsregel az iiber M heifit in & ableitbar, wenn b aus {a1,...,a,}

b
in R ableitbar ist.

(b) Zwei Kalkiile £ und £ iiber M heien gleich stark, wenn fir alle V. C M
gilt: Die Menge der aus V' in K; ableitbaren Elemente ist gleich der Menge der
aus V in Ry ableitbaren Elemente.

Zeigen Sie, dass fir alle n € N und alle ay,...,a,,b € M gilt:

ai ai
ist genau dann in K ableitbar, wenn & und AU - & gleich stark sind.
b b
Aufgabe 1.2.
Do x

Zeigen Sie, dass die Regel im Sequenzenkalkiil Rg ableitbar ist.

Tk ((pAY) = x)

Aufgabe 1.3.
Betrachten Sie fiir alle I' C, FO[o] die Regel

(¥3) [dze F Voo

(a) Priifen Sie, ob die Regel (V3) korrekt ist.
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(b) Sei Rs’ der Kalkiil, der aus dem Sequenzenkalkiil &s durch Hinzufiigen der Regel (V3)
entsteht. Priifen Sie, ob jede Sequenz in K¢’ ableitbar ist.

Aufgabe 1.4.
Beweisen Sie Lemma 1.36.

Aufgabe 1.5.
Arbeiten Sie die Details fiir den Fall ¢ = (¢1 A ¢2) im Beweis des Satzes von Henkin (Satz
1.38) aus.

Aufgabe 1.6.
Sei o:={FE} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E besteht.
Berechnen Sie die reduzierte Termstruktur [Ag] fiir die Formelmenge
O = {v=vi42: 121}
U { E("UQ,'U7), E(Ul,’l)4), E(Uﬁ,’l)g), Vvag ("E(’Ul, 1)3) V E(’Ug,vl)) }

Aufgabe 1.7.
Sei o eine beliebige Signatur. Betrachten Sie die Formelmenge

o = {w=t:teT,} U {JvIvywg=v1 }.
Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

(a) @ ist widerspruchsfrei.

(b) Es gibt keine Menge ¥ C FO[o] mit ¥ D ®, so dass ¥ widerspruchsfrei ist und Beispiele
enthalt.

Aufgabe 1.8.
Beweisen Sie, dass Folgendes gilt: Ist o eine abzdhlbare Signatur, so ist die Menge aller FO[o]-
Formeln abzdhlbar.

Aufgabe 1.9.
Arbeiten Sie die Details am Ende des Beweises von Lemma 1.39 aus, d.h. zeigen Sie, dass Folgen-
des gilt: Ist fiir jedes n € N die im Beweis von Lemma 1.39 definierte Menge ¥,, widerspruchsfrei,

so ist auch die Menge ¥ := J,, .y ¥, widerspruchsfrei.

Aufgabe 1.10.
Beweisen Sie Behauptung 4 aus dem Beweis von Lemma 1.40, das heif3t, zeigen Sie, dass die im
Beweis von Lemma 1.40 definierte Formelmenge © widerspruchsfrei ist.

Aufgabe 1.11.
Zeigen Sie Folgendes:

(a) Es gibt eine widerspruchsfreie, negationstreue Formelmenge ® C FO[o], so dass [Zs] [~ ©.
Hinweis: Betrachten Sie zunéchst die Formelmenge { Jvg P(vg) } U{-P(t) : t €T, }.

(b) Es gibt eine widerspruchsfreie Menge ® C FO[o], die Beispiele enthélt, so dass [Zg] & P.
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2 Der Endlichkeitssatz und die Satze
von Lowenheim und Skolem

2.1 Der Endlichkeitssatz

Der Endlichkeitssatz ist auch unter dem Namen Kompaktheitssatz bekannt. Unter Verwen-
dung der Ergebnisse aus Kapitel 1 kann der Endlichkeitssatz leicht gezeigt werden.

Satz 2.1 (Endlichkeitssatz bzw. Kompaktheitssatz).
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o] eine Formelmenge. Dann gilt:

(a) @ ist erfillbar <= Jede endliche Teilmenge von ® ist erfillbar.
(b) Fir jedes ¢ € FO[o]| gilt:

=1y <  Es gibt eine endliche Menge T'C ® mit T |=1).

Beweis:
(a) @ erfillbar — ® widerspruchsfrei
Vollst.satz
— Jede endliche Teilmenge von @ ist widerspruchsfrei.
Lemma 1.26

(Syntakt. Endlichkeitslemma)

= Jede endliche Teilmenge von & ist erfillbar.
Vollst.satz

(b)y v = Dltg,

Vollst.satz
— es gibt ein endliches I' C @, so dass I' kg ¢

es gibt ein endliches T' C @, so dass T = 4.

<>
Vollst.satz

O

Man kann den Endlichkeitssatz nutzen, um zu zeigen, dass bestimmte Klasse von Strukturen
nicht FO[o]-definierbar (in der Klasse aller o-Strukturen) sind.
Zur Formulierung der Ergebnisse sind die folgenden Notationen niitzlich:

Definition 2.2 (Modellklassen und Axiomatisierbarkeit). Sei o eine Signatur.
(a) Fiir eine Menge ® von FO[o]-Sétzen sei
MOD,(®) := {A: Aist eine o-Struktur mit A = &}
die Modellklasse von ¢ beziiglich o.

(b) Eine Klasse K von o-Strukturen heifit (erststufig) axiomatisierbar (oder A-elementar),
wenn es eine Menge ® von FO[o]-Sédtzen gibt, so dass £ = MOD, (®).
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Méchtigkeit
abzahlbar
uberabzahlbar

(c) Eine Klasse K von o-Strukturen heifit endlich axiomatisierbar (oder elementar), wenn
es eine endliche Menge ® von FOlo]-Sitzen gibt, so dass K = MOD, ().

Beobachtung 2.3.
K ist genau dann endlich axiomatisierbar, wenn es einen FO[o]-Satz ¢ mit X = MOD, ({¢})
gibt.

Korollar 2.4.
Fiir jede Klasse KC von o-Strukturen gilt:

K ist endlich axiomatisierbar <= K¢ = {A: A ist eine o-Struktur mit A ¢ K}

ist endlich axiomatisierbar.

Beweis: Ubung.

Definition 2.5 (Michtigkeit von Mengen).

Zwei Mengen A und B heiflen gleichméachtig (kurz: A ~ B), wenn es eine bijektive Abbildung
von A nach B gibt.

A heifit hochstens so michtig wie B (kurz: A < B) und B heifit mindestens so méchtig
wie A, wenn es eine injektive Abbildung von A nach B gibt.

A heifit schméchtiger (oder: weniger méchtig) als B (kurz: A < B), wenn es eine injektive,
aber keine bijektive Abbildung von A nach B gibt.

Definition 2.6.

Die Machtigkeit einer o-Struktur ist die Méchtigkeit ihres Universums.

Wir bezeichnen eine Menge M als abzahlbar, wenn sie entweder endlich ist oder dieselbe Méch-
tigkeit wie N besitzt. Eine Menge M heifit iiberabzédhlbar, wenn sie nicht abzahlbar ist.

Eine Struktur ist endlich, unendlich, abzahlbar, iberabzéhlbar, wenn ihr Universum die entspre-
chende Méichtigkeit besitzt.

Man sieht leicht, dass Folgendes gilt:

Satz 2.7.
Fiir jede Signatur o ist die Klasse aller unendlichen o-Strukturen azxiomatisierbar.

Beweis:
Fiir jedes n € N, sei

On = Jxp---3xy /\ T=T;.
1<i<j<n

Dann gilt fiir jedes n € N und jede o-Struktur A:
A=y, = |Al>=2n

Somit gilt:
A ist unendlich < A {p, :neN,,}.

Das heiit: Die Menge {¢, : n € N5, } axiomatisiert die Klasse aller unendlichen o-Strukturen.
O

Im Folgenden zeigen wir, das die Klasse aller endlichen o-Strukturen nicht axiomatisierbar ist.
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Lemma 2.8. Sei o eine Signatur.

Sei @ C FO[o] eine Formelmenge, fir die Folgendes gilt: Fir jedes n € N gibt es ein m € N
mit m > n und eine o-Struktur A mit |A] = m und A = ® (d.h.  besitzt beliebig grofie
endliche Modelle). Dann besitzt ® auch ein unendliches Modell, d.h., es gibt eine o-Struktur B
mit |B] = oo und B |= ®.

Beweis: Fiir jedes n € N sei

Pn = 3:E131‘n /\ Xi=Ty.
1<i<j<n

Sei @' := ® U {¢p, :n €Ny, }. Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt, dass jede endliche
Teilmenge von @’ ein Modell hat. Der Endlichkeitssatz liefert, dass auch ®' ein Modell hat, d.h.
es gibt eine o-Struktur B mit B = ®'. Wegen B |= {¢,, : n € N, } muss B unendlich sein.

O

Daraus folgt direkt:

Satz 2.9 (Nicht-Axiomatisierbarkeit der Endlichkeit).
Fiir jede Signatur o gilt:

(a) Die Klasse aller endlichen o-Strukturen ist nicht aziomatisierbar.

(b) Die Klasse aller unendlichen o-Strukturen ist nicht endlich axiomatisierbar.

Beweis:
(a) Folgt direkt aus Lemma 2.8.

(b) Folgt aus (a) und Korollar 2.4.
O

Auf dhnliche Weise kann man unter Verwendung des Endlichkeitssatzes auch Folgendes zeigen:

Satz 2.10 (Nicht-Axiomatisierbarkeit von Graph-Zusammenhang).
Die Klasse

ZG = { G =(V,EY) : V ist eine Menge, ES CV x V und fiir alle a,b €V
gibt es in E¢ einen Weg endlicher Linge von a nach b}

aller stark zusammenhdngenden (endlichen oder unendlichen) gerichteten Graphen ist nicht axio-
matisierbar.

Beweis:Sei 0 := {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E besteht. Fiir
jedes n € N sei ¢, (z,y) eine FO[o]-Formel, die besagt, dass es einen Weg der Linge n von x
nach y gibt. Das heif3t:

Yo(x,y) := =y, und firallen >1 ist

n

Yn(z,y) = FrgIwy---J2y (:vozx A T,=y A /\E(xi,l,xi)).
i=1

Somit gilt fiir alle Graphen G = (V, E), fiir alle a,b € V und fiir alle n € N:

G = ¢pla,b] <= esgibt in G einen Weg der Liange n von a nach b.
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Also gilt auch:

Es gibt in G keinen Weg endlicher Lénge von a nach b <= fiir alle n € N gilt G = —[a, b].

Angenommen, die Klasse ZG wére axiomatisierbar durch eine Menge ® von FO[E]-Formeln.
Dann ist die Menge ¥ := ® U {—),, : n € N, } unerfiillbar.
Im Folgenden zeigen wir, dass jede endliche Teilmenge I von ¥ erfillbar ist. Laut Endlichkeits-
satz muss dann also auch ¥ erfiillbar sein. Widerspruch!

Sei also I' eine endliche Teilmenge von W¥. Sei m := max{n € N: -, € T'}. Sei G, der
Graph, der aus einer ungerichteten Kette aus m-+2 Knoten besteht, d.h. G,,, = (V, E¢™) mit
V= {ag,a1,---,amy1} und B¢ = {(a;_1,a;), (ai,a;—1):i € {1,...,m+1}}.

Dann gilt:
(a) G = @, da G, stark zusammenhéngend ist.

(b) fur alle n € N mit n < m gilt: G, = —¢,[ag, amy1], da der kiirzeste Weg von ag nach
Gm+1 in G, die Lange m+1 hat.

Geméf der Wahl von m gilt daher fiir die Belegung 8 mit 8(z) = ag und B8(y) = am+1:

(Gm,B) ET.

Somit ist I' erfillbar.

2.2 Die Satze von Lowenheim und Skolem

Satz 2.11 (Der Satz von Lowenheim und Skolem). Sei o eine Signatur.
Jede abzdhlbare, erfillbare Formelmenge ® C FOl[o] besitzt ein abzihlbares Modell.

Beweis:

Sei @ eine abzihlbare, erfiillbare Menge von FO[o]-Formeln.

Sei o/ die Menge aller in @ vorkommenden Symbole aus o. Da @ abzahlbar ist, ist auch o’
abzéhlbar.

O.B.d.A. kénnen wir auBerdem annehmen, dass VAR\ frei(®) unendlich ist (ansonsten ersetzen
wir — wie im Beweis von Lemma 1.41 — in ® jede Variable v; durch die Variable vy, (fiir alle
i € N)).

Da )<I> erfullbar ist, ist ® gemifl Vollstandigkeitsatz auch widerspruchsfrei (sowohl bzgl. o
als auch bzgl. ¢’). Geméafl Lemma 1.39 und Lemma 1.40 gibt es daher eine widerspruchfreie,
negationstreue Menge © C FO[o'] mit © D ®, die Beispiele enthélt.

Geméaf Satz von Henkin (Satz 1.38) wird © von der reduzierten Terminterpretation [Zg] =
([Ae],[Be]) erfiillt. GeméB Definition 1.35 ist die Méchtigkeit des Universums [Ae] héchstens
so groB, wie die Méchtigkeit der Menge T, aller o’-Terme. Da o’-abzdhlbar ist, ist auch T,
abzahlbar. Somit ist J' := [Ze] eine abzéhlbare o’-Interpretation, die ein Modell von © D & ist.
Geméf Koinzidenzlemma ist auch jede o-Expansion J von J’ ein Modell von ®.

O
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Als direkte Folgerung aus dem Satz von Léwenheim und Skolem erhalten wir:

Korollar 2.12. Sei o eine abzdhlbare Signatur.
Dann ist die Klasse aller tiberabzdhlbaren o-Strukturen nicht axiomatisierbar.

Beweis:
Da o abzahlbar ist, ist auch die Menge FO[o] abzéhlbar. Somit hat geméafl Satz von Lowenheim
und Skolem jeder erfiillbare Menge ® C FO[o] ein abzihlbares Modell. O

Auf dhnliche Art wie Satz 2.11 kann man unter Verwendung der Techniken, die wir zum Beweis
des Vollstandigkeitssatzes fiir den Fall beliebiger Signaturen entwickelt haben, auch Folgendes
zeigen.

Satz 2.13 (Absteigender Satz von Lowenheim und Skolem). Sei o eine Signatur.
Jede erfillbare Formelmenge ® C FOlo] besitzt ein Modell, dessen Mdchtigkeit héchstens so grof3
ist wie die Mdachtigkeit von FOlol].

Beweis: Ubung!
O

Satz 2.14 (Aufsteigender Satz von Léwenheim und Skolem).

Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o] eine Formelmenge, die ein unendliches Modell besitzt.
Dann gibt es zu jeder Menge M ein Modell von ®, dessen Mdchtigkeit mindestens so grof$ wie
die Mdchtigkeit von M ist.

Beweis: Sei & C FO[o] eine Formelmenge, die ein unendliches Modell besitzt. Sei M eine
beliebige Menge. Fiir jedes m € M sei ¢, ein neues Konstantensymbol, das nicht in o vorkommt,
so dass ¢, # ¢, fur alle m,n € M mit m # n gilt. Sei oy := o U{¢pm : m € M}. Wir betrachten
die Formelmenge

U = U {-¢p=¢c, : mneMmitm#n} C FOlopy].
Behauptung 1: VU ist erfiillbar.

Geméf Behauptung 1 gibt es eine oj-Interpretation Z = (A, 8) mit Z = . Geméafi Wahl von
U gilt fiir alle m,n € M, dass ¢/t # c¢*. Somit ist die Abbildung f : M — A mit f(m) := ¢
injektiv, d.h. A ist mindestens so méchtig wie M.

AuBlerdem ist geméfl der Wahl von ¥ das o-Redukt von Z ein Modell von ®.

Um den Beweis von Satz 2.14 abzuschlieflen, miissen wir nur noch Behauptung 1 beweisen. Dazu
nutzen wir den Endlichkeitssatz. Um zu zeigen, dass W erfullbar ist, reicht es zu zeigen, dass jede
endliche Teilmenge von W erfiillbar ist.

Sei also I' C, ¥. Da I' endlich ist, gibt es eine Zahl ¢ € N, und paarweise verschiedene
Elemente my,...,my € M, so dass

r ¢ o = ®U{-cn=cm :4,je{l,.... 0} mitiz#j}

Laut Voraussetzung besitzt ® ein unendliches Modell J = (B, 5). Da das Universum B von
B unendlich ist, konnen wir darin ¢ paarweise verschiedene Elemente by, ...,b, finden. Sei B’
die op-Expansion von B, bei der fir jedes ¢ € {1,...,¢} das Konstantensymbol ¢,,, mit dem
Element b; interpretiert wird, und bei der fir jedes m € M\ {my, ..., m,} das Konstantensymbol
¢y, mit dem Element by interpretiert wird.

Geméif Koinzidenzlemma gilt fir die oy/-Interpretation J' := (B, ), dass J' = ®. Insgesamt
ist also J' ein Modell von ®’, und daher auch ein Modell von I'. Dies beendet den Beweis von

Behauptung 1 und somit auch den Beweis von Satz 2.14.
O
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elementar dquiva-

lent
A=B
Theorie

Th(A)

diskrete
Ordnung

lineare

2.3 Elementare Aquivalenz und Nichtstandardmodelle

Definition 2.15. Sei o eine Signatur.

(a) Zwei o-Strukturen A und B heiflen elementar dquivalent (kurz: A = B), wenn sie die-
selben FO[o]-Sétze erfiillen (d.h.: Fiir jeden FO[o]-Satz ¢ gilt: AE ¢ < BE ¢).

(b) Die Theorie Th(.A) einer o-Struktur A ist die Menge aller FO[o]-Sétze, die A erfiillt. D.h.:

Th(A) := {p € FO[o] : ¢ ist ein Satz mit A |= ¢}.

Klar:

o Fiir alle FO[o]-Sédtze ¢ und alle o-Strukturen A gilt: entweder ¢ € Th(A) oder —p €
Th(A).

 Fiir alle o-Strukturen A und B gilt: A= B <= Th(A) = Th(B).

Daraus folgt direkt:

Korollar 2.16. Fir jede Signatur o und jede o-Struktur A ist die Klasse aller zu A elementar
dquivalenten o-Strukturen axiomatisierbar (durch die Menge ® := Th(A)).

Bemerkung 2.17. Sei o eine beliebige Signatur und sei A eine o-Struktur.

(a) Ist A endlich, so gilt fiir alle o-Strukturen :

B=A «— BzA

Die Richtung ,, <= ist offensichtlich. Die Richtung ,, = “ folgt flir endliche o aus
Aufgabe 0.3 und fiir unendliche o aus Aufgabe 2.2.

(b) Ist A unendlich, so gibt es eine o-Struktur B mit B = A, aber B % A.

Dies folgt leicht aus dem aufsteigenden Satz von Lowenheim und Skolem.

Details: Ubung (siehe Aufgabe 2.2).

Beispiel 2.18 (Nichtstandardmodell von N).

Sei N¢ := (N, <V). GemiB Bemerkung 2.17(b) gibt es eine zu A elementar dquivalente {<}-
Struktur B, die nicht isomorph zu N ist. Eine solche Struktur B wird Nichtstandardmodell
von N genannt.

Frage: Wie sieht B aus?

Wir wissen, dass N¢ = (N, <) eine diskrete lineare Ordnung ist, die ein kleinstes, aber kein
grofites Element besitzt. Der Begriff “diskrete lineare Ordnung” ist dabei wie folgt definiert: Eine
lineare Ordnung A = (A, <A) heiBt diskret, wenn fiir jedes a € A folgendes gilt:

o Falls es ein b € A gibt, das echt gréBer als a ist (d.h. b # a und a <A b), so gibt es auch
ein kleinstes Element, das echt gréBer als a ist (d.h. ein o’ mit o’ # a und a <* o’ und
a <A b, fir alle b € A mit b # a und a <A b). Dieses Element wird Nachfolger von A
bzgl. <A genannt.
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o Falls es ein b € A gibt, das echt kleiner als a ist (d.h. b # a und b <A a), so gibt es auch
ein groBtes Element, das echt kleiner als a ist (d.h., ein o’ mit a’ # a und ¢’ <* a und
b <A d, fiir alle b € A mit b # a und b <* a). Dieses Element wird Vorginger von a
bzgl. <A genannt.

Man sieht leicht, dass es einen FO[<]-Satz ¢ gibt, so dass fiir alle {<}-Strukturen A gilt (Details:
Ubung):

AEJ§d <<  Aisteine diskrete lineare Ordnung, die
ein kleinstes, aber kein grofites Element besitzt.

Wegen N¢ = 6 und B = N¢ gilt auch B |= 6. Somit ist B ist eine diskrete lineare Ordnung, die
ein kleinstes, aber kein grofites Element besitzt.

Sei by € B das kleinste Element bzgl. <B. Da <8 diskret ist und kein grofites Element besitzt,
muss es einen Nachfolger (bzgl. <%) b; von by geben, und es muss fiir jedes n € N ein Element
b, € B geben, so dass fiir alle n € N gilt: b, ist der Nachfolger von b,, (bzgl. <?).

Sei B" := {b, : n € N}. Klar: B’ C B, und B = N¢. Wegen B % N¢ muss also gelten: B’ C B,
das heifit, es es gibt ein dg € B\ B’.

Da <8 eine diskrete lineare Ordnung ohne gréfites Element ist, gilt auBerdem Folgendes:

o Fiir alle n € N ist b, <8 dy (und b, # dp).
o Fiir alle n € N5, gibt es ein d,, € B, so dass d,+1 der Nachfolger von d,, bzgl. <B ist.
o Fiir alle n € N, gibt es ein d_,, € B, so dass d_,41) der Vorgénger von d_,, bzgl. <B ist.
o Firalled e {d;:i€Z} und alle n € N gilt: b, < d und b, # d.
Insgesamt gilt fir B” := {d; : i € Z}:
B = Zc=(2,<),

und Bjg:ypr sieht folgendermafien aus:

1 l I
bO bl bQ bg ...d_3 d_2 d_l do d1 d2 d3

,Kopie von N¢* ,Kopie von Z*
AuBlerdem muss fir alle ¢ € B\ (B’ U B”) gelten:
e b, <c firallen €N,

e es existiert ein ¢ € Z, so dass d; < ¢ <= fir alle: € Z gilt d; < c.

Sei nun 7 : B — B die Abbildung mit
o mp\p~ = id|p\p~ (das heiBit 7(c) = ¢, fiir alle c € B\ B")
o 7(d;) :=d;it1, fir alle i € Z.
Man sieht leicht, dass 7 ein Isomorphismus von B auf B ist, d.h., 7(B) = B und 7(<8) = < 5.

Beispiel 2.19.
Wir nutzen die Erkenntnisse aus Beispiel 2.18 nun, um einen Beweis der Aussage
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“Die Klasse der endlichen linearen Ordnungen gerader Kardinalitdt (EVENg) ist nicht
FO-definierbar in der Klasse aller endlichen linearen Ordnungen (ORDg).”

anzugeben, der nicht auf Ehrenfeucht-Fraissé Spielen beruht.!

Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Angenommen, EVEN¢ wére FO-definierbar in
ORD¢ durch einen FO[<]-Satz ¢. Sei x eine Variable, die nicht in ¢ vorkommt, und sei ¢(z)
die Formel, die aus ¢ entsteht, indem jeder Quantor eingeschrankt wird auf Elemente < z. D.h.:
Jede Teilformel der Form Jy 1 (bzw. Yy ¢) wird ersetzt durch die Formel Jy (y <  A—y=z A1)
(bzw. Yy ((y <& A —y=x2) —1)).

Dann gilt fiir alle n € N:
N§ Foln] = ({0’ oym—1}, <\/\{[0,...,7171} ) Ee

<= nist gerade (denn ¢ definiert EVEN¢ auf ORDg).
Fiir den FO[]-Satz

P = YuVv (gpsucc(u,v) = (¢(u) « —\4,5(11))),

wobel ¢guce(u, v) ausdriickt, dass v der unmittelbare Nachfolger von u bzgl. < ist, gilt dann
offensichtlicherweise:

Ne E 9.

Sei B die Struktur aus Beispiel 2.18. Wegen B = N gilt dann auch: B |= . Seien dy,d; € B
wie in Beispiel 2.18 gewéhlt. Wegen B = 1 gilt dann insbesondere

B = ¢ld] <= B ¢ldi].
Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall, dass

B = ¢ldo] wund B~ @ldi] (21)

(der andere Fall kann analog behandelt werden).

Sei nun 7 der Isomorphismus aus Beispiel 2.18 mit 7(B) = B. Gemé&$ Isomorphielemma (Ko-
rollar 0.32) folgt aus (2.1), dass w(B) E @[r(dy)]. Wegen 7(B) = B und w(dy) = di (vgl.
Beispiel 2.18) gilt also: B |= ¢[d1]. Dies ist ein Widerspruch zu (2.1), da B & @[d1]. O

Zur Erinnerung (Standardmodell der Arithmetik):

o oar ={<,+,%,0,1}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol ist, + und x zwei 2-stellige
Funktionssymbole sind und 0 und 1 zwei Konstantensymbole sind.

¢ Das Standardmodell der Arithmetik ist die o ,-Struktur
N — (N,<N7+N, XN70N,1N)’

wobel SN , <N , %N die natiirliche lineare Ordnung, Addition bzw. Multiplikation auf N
sind, und 0V, 1V die Zahlen 0 und 1 sind.

Nichtstandard- Definition 2.20. Ein Nichtstandardmodell der Arithmetik ist eine zu A/ elementar dqui-
modell der Arith- valente, aber nicht-isomorphe o ,-Struktur.
metik

! Der hier vorgestellte Beweis ist von Martin Otto [Ott11].
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Aus Bemerkung 2.17 (b) folgt direkt, dass es Nichtstandardmodelle der Arithmetik gibt. Gemaf
dem folgenden Satz gibt es sogar ein abzéhlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik.

Satz 2.21 (Der Satz von Skolem).
Es gibt ein abzahlbares Nichstandardmodell der Arithmetik.

Beweis:
Fiir jedes n € N sei n der folgendermaflen induktiv definierte o,-Term:

0 := 0, und fir jedesn € Nsei n4l := n+1.

In N wertet sich der Term n zur Zahl n aus, d.h. es gilt nN = n, fiir alle n € N. Sei
® = Th(N) U { ~z=n : neN }L

Dann ist jede endliche Teilmenge I' C @ erfiillbar — z.B. durch die Interpretation (N, 3) mit
B(x) :== m+1, wobei m := max{n € N: ~ax=n € T'}. Gemi Endlichkeitssatz ist daher auch ®
erfiillbar. Gemé$ Satz von Léwenheim und Skolem besitzt @ ein abzihlbares Modell (beachte
dazu: @ ist abzdhlbar, da es nur abzihlbar viele FO[oa,]-Formeln gibt).

Sei Z = (B, 8) ein abzdhlbares Modell von ®. Dann ist B = N, denn fiir jeden FO[oa,]-Satz ¢
gilt:

o Falls N = ¢, s0 ¢ € Th(N) C @, also B = ¢.
e Falls N }£ ¢, so N |= g, also = € Th(N) C &, also B = —¢ und somit B [~ ¢.

Im Folgenden zeigen wir noch, dass B % N. Angenommen, B = N. Dann gibt es einen Iso-
morphismus 7 von A nach B. Geméafl Isomorphielemma (siehe Behauptung 1 im Beweis von
Satz 0.32) gilt fiir jeden der oa,-Terme n (fiir alle n € N), dass

() = n.
Wegen nV = n gilt also fiir alle n € N, dass
m(n) = n®.

Da 7 ein Isomorphismus von A nach B ist, gilt

B = {r(n):neN} = {nf:necN}L

Somit gilt fiir die Belegung 8 und die Variable z, dass es ein n € N gibt, so dass B(z) = n”.

Somit gilt: Z = (B,[) | x=n. Dies ist ein Widerspruch zu der Aussage, dass Z ein Modell von
® ist, da ® die Formel — x=n enthalt. O

Frage: Wie sieht ein Nichtstandardmodell der Arithmetik aus?
Antwort: Sei B ein Nichtstandardmodell der Arithmetik, d.h.: B = A und B 2 A. Dann gilt:

o <B ist eine diskrete lineare Ordnung auf B, die ein kleinstes aber kein groBtes Element
besitzt,

« 05 ist das kleinste Element dieser linearen Ordnung,

(denn: jede dieser Aussagen lasst sich durch einen FO[oa,|-Satz beschreiben, der von N erfiillt
wird). AuBerdem erfiillt B die folgenden Sitze aus Th(N) (fir jedes n € N ist n dabei der im
Beweis von Satz 2.21 definierte oa,-Term):
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e Vz(0=2z V 1<),

e V(0=2z V 1=z V 2<x),

e Vx(0=2z V1i=zV 2=z V 3<x),

e usw.

Die Ordnung <? besteht damit aus einer Kopie von (N, <V ), gefolgt von Kopien von (Z, <z ).
| 1 I 1
| T I I ————
08 15 28 35...
Kopie von (N, <) Kopie von (Z, <%) Kopie von (Z,<%)

AuBerdem erfiillt B fiir jedes m,n € N die beiden folgenden FO[o s, ]-Sétze, die zu Th(A') gehoren:
e m+n = m+n,
e MmMXn = m-n.

Daraus folgt, dass N isormorph ist zu der Einschrinkung von B auf die Menge {n® :n € N}.
Auerdem gilt: Ist b € B ein Element, das in einer der Kopien von (Z, <#) liegt, so sieht diese
Kopie von (Z, <?) folgendermafien aus:

I T 1 T T
b-28 15 b+1B 428 p43P

Daher gilt: das Element (b3 b) muss in einer anderen Kopie von (Z, <%) liegen. Analog folgt:
fiir jedes b := b+5 ... 45 b muss es eine neue Kopie von (Z,<?) geben.
[ ——

i-mal, fiir i€N>,

Man kann auch zeigen, dass zwischen je zwei Kopien von (Z,<#) in B eine weitere Kopie von
(Z,<?) liegen muss.

2.4 Literaturhinweise

Zur weiterfithrenden Lektiir werden das Kapitel 6 in [EFT98], sowie der Artikel [Ott11] von
Martin Otto empfohlen.

2.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1.
Geben Sie eine Signatur o und eine Menge ® C FO[o] an, so das ® erfiillbar ist, aber kein
abzéhlbares Modell hat.

Aufgabe 2.2.
Beweisen Sie Bemerkung 2.17, das heifit zeigen Sie Folgendes: Sei o eine beliebige Signatur und
sei A eine beliebige o-Struktur. Dann gilt:
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(a) Ist A endlich, so gilt fir alle o-Strukturen B: A=B <— AXB.

(b) Ist A unendlich, so gibt es eine o-Struktur B mit B = A und B % A.

Hinweis: Fir (b) konnen Sie den aufsteigenden Satz von Lowenheim und Skolem benutzen.
Fiir (a) konnen Sie folgendermafien vorgehen: Nutzen Sie Aufgabe 0.3, um zu zeigen, dass (a)
fiir endliche Signaturen gilt. Folgern Sie daraus, dass fiir beliebige Signaturen gilt: Falls B = A,
so ist |B| = |AJ. Folgern Sie daraus, dass (a) fiir abzéhlbare Signaturen gilt. Folgern Sie dann,
dass (a) auch fur beliebige Signaturen gilt.

Aufgabe 2.3.
Sei o = {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E besteht. Zeigen Sie:

(a) Die Klasse aller azyklischen (endlichen oder unendlichen) Graphen ist axiomatisierbar.

(b) Die Klasse aller azyklischen (endlichen oder unendlichen) Graphen ist nicht endlich axio-
matisierbar.

(c) Die Klasse aller endlichen azyklischen Graphen ist nicht axiomatisierbar.

Zur Erinnerung: Ein gerichteter Graph ist azyklisch, falls er keinen Kreis endlicher Lénge
besitzt.

Aufgabe 2.4.
Geben Sie einen FO[<]-Satz ¢ an, so dass fir alle {<}-Strukturen A gilt:

AEJ <=  Aisteine diskrete lineare Ordnung, die ein kleinstes,
aber kein grofites Element besitzt.

Aufgabe 2.5.
Sei A := (N, <), und sei B die {<}-Struktur mit Universum

B = ({0} xN)uU ({1} x Z)
und Relation
<P := {((i,5),(i,5")) € Bx B : i<i oder (i =4 und j < j')}.

Sind die Strukturen 4 und B elementar dquivalent? Beweisen Sie, dass Ihre Antwort korrekt ist.
Hinweis: Sie konnen Ehrenfeucht-Fraissé Spiele benutzen.

Aufgabe 2.6.
Sei B ein Nichtstandard-Modell der Arithmetik.

Zeigen Sie: Zwischen je zwei Kopien von (Z,<#) in B liegt eine weitere Kopie von (Z, <%).
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