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Aufgabe 1: (10 +10+5+ 15+ 15 = 55 Punkte)

(a) Es seien die Radiostationen ry, ..., rg gegeben, denen jeweils eine Sendefrequenz zugeord-
net werden soll. Radiostationen, die zu dicht beieinander liegen, diirfen allerdings nicht
die gleiche Frequenz erhalten. Das nebenstehende Diagramm stellt die Lage der einzel-
nen Radiostationen dar. Um jede Station ist ein gestrichelter Kreis eingezeichnet, der die
Reichweite einer Radiostation reprasentiert. Schneiden sich die Kreise von zwei Radiosta-
tionen r; und r;, so liegen r; und r; zu dicht beieinander und dirfen nicht die gleiche
Frequenz zugeordnet bekommen.

(i) Geben Sie den Konfliktgraphen an, der als Knotenmenge die Radiostationen besitzt
und bei dem eine Kante zwischen zwei Radiostationen r; und r; anzeigt, dass r; und
r; nicht die gleiche Frequenz benutzen dirfen.

(ii) Sei G = (V, E) der Konfliktgraph aus Aufgabenteil (i). Geben Sie eine konfliktfreie
Knotenmarkierung m : V' — N fiir G an, die moglichst wenige verschiedene Markie-
rungen benutzt, das heit, | Bild(m)| soll minimal sein.

(iii) Wie viele verschiedene Frequenzen werden fiir die Radiostationen 71, . . ., 79 mindestens
benotigt? Das heif3t, wie grof§ ist die chromatische Zahl des Konfliktgraphen?

Begriinden Sie fir jede der Teilaufgaben (i) - (iii) Ihre Antwort.

(b) Ein ungerichteter endlicher Graph G = (V| E) wird kubisch genannt, wenn fiir alle seine
Knoten v € V gilt: Gradg(v) = 3.

(i) Geben Sie jeweils einen zusammenhéangenden kubischen Graphen mit 4, 6 und 8 Kno-
ten in graphischer Darstellung an.

(ii) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dass fiir jede gerade natiirliche Zahl n > 4
ein zusammenhangender kubischer Graph mit n Knoten existiert.

— auf der ndchsten Seite geht’s weiter —



Aufgabe 2: (3-5+2-5+10+ 2 -5 = 45 Punkte)
(a) Betrachten Sie die Relation R = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,b), (b,c)} tber der Menge A =

{a,b,c,d}. Welche Paare (z,y) € A x A miissen zu R mindestens hinzugefiigt werden, um
aus R eine Relation zu erhalten, die jeweils:

(i) reflexiv ist? (ii) symmetrisch ist? (iii) antisymmetrisch ist?

(b) Betrachten Sie die folgenden Relationen R; iiber der jeweiligen Menge M; fir i € {1, 2}.

(i) My ={1,2,3,4,5}, Ry :={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),(4,4),(4,5),(5,4),(5,5) }.

(11) M = {*7 [ JAVA <>}7 Ry = {(*7 ‘)7 (*: @)? (*7 <>)7 (‘7 Q?)v (‘7 <>)7 (Q?a <>)}

Stellen Sie Ry und Ry durch einen gerichteten Graphen dar. Geben Sie fiir jedes i € {1,2}
und fiir jede der Eigenschaften ,reflexiv®,  symmetrisch®, ,antisymmetrisch®, ,konnex®,
ytransitiv® an, ob die Relation R; diese Eigenschaft besitzt oder nicht.

(c) Fir einen gerichteten Baum B = (V| F) definieren wir die Relation

Rp = {(z,y) € V x V : es gibt einen Weg von z nach y in B}

(i) Beweisen Sie, dass Rp fiir jeden gerichteten Baum B eine partielle Ordnung ist.
(ii) Geben Sie gerichtete Baume B; und B, mit jeweils mindestens 3 Knoten an, sodass

(1) Rp, eine lineare Ordnung ist (2) Rp, keine lineare Ordnung ist.

Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 3: Prasenz

Fiir ein n € N seien 2" Miinzen gegeben, die wir im Folgenden mit M;, ..., Ms» bezeichnen. Alle
Miinzen bis auf eine sind gleich schwer; diese eine Miinze ist etwas schwerer als jede einzelne
andere Miinze. Diese Miinze lasst sich mithilfe einer Balkenwaage wie folgt finden:

1.
2.

(b)
(c)
(d)
(e)

Falls n = 0, ist die gesuchte Miinze die einzige, die vorhanden ist.

Ansonsten vergleiche das Gesamtgewicht der Miinzen aus der Menge A .= {M;, ..., Myn-1}
mit dem Gesamtgewicht der Miinzen aus der Menge B := {Myn-1,1,..., Mo }. Ist das
Gesamtgewicht von A grofler als das von B, muss sich die gesuchte Miinze in A befinden
und das beschriebene Verfahren wird rekursiv auf die Menge A angewendet, andernfalls
wird es rekursiv auf die Menge B angewendet.

Beschreiben Sie das Verfahren fiir n = 2 durch einen Entscheidungsbaum. Wéhlen Sie
hierfiir geeignete Kanten- und Knotenbeschriftungen.

Ist der von Thnen in Teilaufgabe (a) aufgestellte Entscheidungsbaum ein Bindrbaum? Ist
er ein vollstdndiger Binarbaum?

Welchen Situationen im Entscheidungsprozess entsprechen die inneren Knoten des Bau-
mes? Welcher Situation entspricht ein Blatt?

Wie viele Wiegevorgénge miissen fiir 2" Miinzen mindestens durchgefiihrt werden? Wie
viele Wiegevorgange sind im schlimmsten Fall, also hochstens, notig?

Gegeben seien jetzt 9 Miinzen; 8 davon sind gleichschwer und eine ist etwas schwerer als
jede der 8 anderen Miinzen. Uberlegen Sie sich ein Verfahren, mit dem Sie mit Hilfe der
Balkenwaage und so wenigen Wiegevorgangen wie moglich die schwerere Miinze finden
koénnen.

— auf der ndchsten Seite geht’s weiter —



Aufgabe 4: Prasenz

(a) Betrachten Sie die Relation R = {(a,a),(a,b), (a,c),(b,b), (b,c)} iiber der Menge A =
{a,b,c,d}. Welche Paare (z,y) € A x A miissen zu R mindestens hinzugefiigt werden, um
aus R eine Relation zu erhalten, die jeweils:

i) konnex ist? ii) transitiv ist? iii) eine Praordnung ist?
g

(b) Betrachten Sie die folgenden Relationen R; iiber der jeweiligen Menge M; fiir i € {3,4}.
(i) M3 = {_47 _37 _27 _1707 172}7 R3 = {(xvy) S M3 X M3 Ty S 3}

(ii) My = N3y, Ry = {(a,b) € My x My : ggT(a,b) > 1}, wobei ggT(a,b) der groBite ge-
meinsame Teiler der Zahlen a und b ist.

Geben Sie fur jedes i € {3,4} und jede der Eigenschaften ,reflexiv®,  symmetrisch®, ,anti-

symmetrisch“, , konnex“,  transitiv® an, ob die Relation R; diese Eigenschaft besitzt oder
nicht.

(c) Sei A eine beliebige nicht-leere Menge. Fur Worte iiber dem Alphabet A definieren wir die
Relation
Pray .= {(a,b) € A" x A" : ex. c € A*, s.d. ac = b}.

Falls (a,b) € Pray, so heiit a Prdfiz von b.

(i) Zeigen Sie, dass fiir jedes Alphabet A gilt: Préa4 ist eine partielle Ordnung auf A*.
(ii) Geben Sie zwei konkrete Alphabete A; und A, an, sodass gilt:

(1) Préy, ist eine lineare Ordnung. (2) Prég, ist keine lineare Ordnung.



