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Theorem 24.12

Es gibt einen Weihnachtsmann.
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Ein Universum voller Formeln und Lebewesen

Um das Weihnachtstheorem zu beweisen, definieren wir zuniachst eine Struktur,
welche die Logik und die Welt der Lebewesen miteinander verbindet.

Definition
Das logisch-lebendige Universum Ao besteht aus allen Formeln der Logik erster
Stufe und allen Lebewesen, die auf der Erde existieren:

Al :={¢ : ¢ € FO[o] fiir eine Signatur o} U {¢ : (st ein Lebewesen}
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Die logisch-lebendige Struktur

Um Aussagen iiber Formeln und Lebewesen zu tatigen, verwenden wir die
logisch-lebendige Signatur oy, die fiir jede Teilmenge M des logisch-lebendigen
Universums ein einstelliges Relationssysmbol Py bereit stellt. Formal:

Ol :={Pm : M C Aqg}
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Die logisch-lebendige Struktur

Um Aussagen iiber Formeln und Lebewesen zu tatigen, verwenden wir die
logisch-lebendige Signatur oy, die fiir jede Teilmenge M des logisch-lebendigen
Universums ein einstelliges Relationssysmbol Py bereit stellt. Formal:

Ol :={Pm : M C Aqg}

Die logisch-lebendige Welt |asst sich nun als die folgende o), -Struktur tiber dem
Universum A, auffassen.

Definition
Die logisch-lebendige Struktur Ay ist die ojo-Struktur

Aol = (Aloh (P[\JZXIOI)PMEUlo\)

mit Py == M fiir alle Py € oo-
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Beispiele
Wir betrachten die folgenden Teilmengen von Ay,:
e RT ...die Menge der Rentiere
e ST ...die Menge der Saugetiere
e ERF ...die Menge der erfiillbaren Formeln
e ALLG ...die Menge der allgemeingiiltigen Formeln

Dann folgt:
Aol = Vx (Prr(x) = Pst(x))
Aol = ¥ (Pst(x) = Prr(x))
Aol = 3x (Pere(x) A ~Parie(x))

Aol = 3x (ParLe(x) A Pst(x))

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 20. Dezember 2018

Folie 5



Kapitel 0: - Abschnitt 0.0:

Sei nun W C Ay, die (mdglicherweise leere) Menge der Weihnachtsminner.

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 20. Dezember 2018 Folie 6



Kapitel 0: - Abschnitt 0.0:

Sei nun W C Ay, die (mdglicherweise leere) Menge der Weihnachtsminner.
Dann ist das Weihnachtstheorem dquivalent zu der Aussage

Aol = 3y Pw(y)

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 20. Dezember 2018 Folie 6



Kapitel 0: - Abschnitt 0.0:

Sei nun W C Ay, die (mdglicherweise leere) Menge der Weihnachtsminner.

Dann ist das Weihnachtstheorem dquivalent zu der Aussage
Aol = 3y Pw(y)

Fiir jede Formel ¢ € Ay, sei
e fB,: VAR — Ay die Belegung mit (,(z) := ¢ fiir alle z € VAR und

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 20. Dezember 2018

Folie 6



Kapitel 0: - Abschnitt 0.0:
Sei nun W C Ay, die (mdglicherweise leere) Menge der Weihnachtsminner.
Dann ist das Weihnachtstheorem dquivalent zu der Aussage

Aol = 3y Pw(y)

Fiir jede Formel ¢ € Ay, sei
e fB,: VAR — Ay die Belegung mit (,(z) := ¢ fiir alle z € VAR und
e 7, := (Al B,) die dazugehdrige Interpretation.

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 20. Dezember 2018 Folie 6



Kapitel 0: - Abschnitt 0.0:

Sei nun W C Ay, die (mdglicherweise leere) Menge der Weihnachtsminner.
Dann ist das Weihnachtstheorem dquivalent zu der Aussage

Aol = 3y Pw(y)

Fiir jede Formel ¢ € Ay, sei
e fB,: VAR — Ay die Belegung mit (,(z) := ¢ fiir alle z € VAR und
e 7, := (Al B,) die dazugehdrige Interpretation.

Sei T die Menge der Formeln, die wahre Aussagen iiber sich selbst machen:

T:={p € FOlow] : I, = v}

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 20. Dezember 2018 Folie 6



Kapitel 0: - Abschnitt 0.0:

Sei nun W C Ay, die (mdglicherweise leere) Menge der Weihnachtsminner.
Dann ist das Weihnachtstheorem dquivalent zu der Aussage

Aol = 3y Pw(y)

Fiir jede Formel ¢ € Ay, sei
e fB,: VAR — Ay die Belegung mit (,(z) := ¢ fiir alle z € VAR und
e 7, := (Al B,) die dazugehdrige Interpretation.

Sei T die Menge der Formeln, die wahre Aussagen iiber sich selbst machen:
T:={p € FO[o0] : Z, = ¢}

Beispiele

e Fiir alle o-Satze p gilt: p € T <= Ao E ¢

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 20. Dezember 2018 Folie 6



Kapitel 0: - Abschnitt 0.0:

Sei nun W C Ay, die (mdglicherweise leere) Menge der Weihnachtsminner.
Dann ist das Weihnachtstheorem dquivalent zu der Aussage

Aol = 3y Pw(y)

Fiir jede Formel ¢ € Ay, sei
e fB,: VAR — Ay die Belegung mit (,(z) := ¢ fiir alle z € VAR und
e 7, := (Al B,) die dazugehdrige Interpretation.

Sei T die Menge der Formeln, die wahre Aussagen iiber sich selbst machen:
T:={p € FO[o0] : Z, = ¢}

Beispiele

e Fiir alle o-Satze p gilt: p € T <= Ao E ¢
® Perr(x) A =PaLc(x) € T,

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 20. Dezember 2018

Folie 6



Kapitel 0: - Abschnitt 0.0:

Sei nun W C Ay, die (mdglicherweise leere) Menge der Weihnachtsminner.

Dann ist das Weihnachtstheorem dquivalent zu der Aussage
Aol = 3y Pw(y)

Fiir jede Formel ¢ € Ay, sei
e fB,: VAR — Ay die Belegung mit (,(z) := ¢ fiir alle z € VAR und
e 7, := (Al B,) die dazugehdrige Interpretation.

Sei T die Menge der Formeln, die wahre Aussagen iiber sich selbst machen:

T:={p € FOlow] : I, = v}

Beispiele

e Fiir alle o-Satze p gilt: p € T <= Ao E ¢

® Pere(x) A =PaLc(x) € T,
da erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig ist.

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 20. Dezember 2018

Folie 6



Kapitel 0: - Abschnitt 0.0:

Sei nun W C Ay, die (mdglicherweise leere) Menge der Weihnachtsminner.
Dann ist das Weihnachtstheorem dquivalent zu der Aussage

Aol = 3y Pw(y)

Fiir jede Formel ¢ € Ay, sei
e fB,: VAR — Ay die Belegung mit (,(z) := ¢ fiir alle z € VAR und
e 7, := (Al B,) die dazugehdrige Interpretation.

Sei T die Menge der Formeln, die wahre Aussagen iiber sich selbst machen:
T:={p € FO[o0] : Z, = ¢}

Beispiele
e Fiir alle o-Satze p gilt: p € T <= Ao E ¢

® Pere(x) A =PaLc(x) € T,
da erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig ist.

e =Pst(y) € T, da kein Siugetier ist.
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Im folgenden sei v := (Pr(x) — 3y Pw(y)).
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Lemma 1
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Beweis

I, EPr(x) <= Bu(x) €PP  (daZy = (A By)

= veT (da By(x) := 1 und P{fl"" =
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Im folgenden sei v := (Pr(x) — 3y Pw(y)).

Lemma 1
Iw ': PT(X) < Iw ): w

Beweis

I, EPr(x) <= Bu(x) €PP  (daZy = (A By)

= veT (da By(x) := 1 und P.].4'°‘ =

= Iy =y (Definition von T)
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Im folgenden sei v := (Pr(x) — 3y Pw(y)).
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Iy = Pr(x) = ZIyE=v¢

Lemma 2

(Pr(x) =) = ¢
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Im folgenden sei v := (Pr(x) — 3y Pw(y)).
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Lemma 2

(Pr(x) =) = ¢

Beweis.
Das Lemma folgt aus einfachen Aquivalenzumformumgen:

(Pr(x) = ¥) = (Pr(x) = (Pr(x) = JyPu(y)))
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Beweis.
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Im folgenden sei v := (Pr(x) — 3y Pw(y)).
Lemma 1
Iw ': PT(X) <~ Iw ): P

Lemma 2

(Pr(x) =) = ¢

Beweis.
Das Lemma folgt aus einfachen Aquivalenzumformumgen:

(PT( ) (Pr(x) = JyPw(y)))
(=Pr(x) V (=Pr(x) V 3yPw()))

(ﬂPT )V 3yPw(y))

(Pr(x) = 3yPw(y)) = O

(Pr(x) = v)
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