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Ziel: Automatisches SchlieBen

e |n typischen Anwendungen der Logik beschreibt man mit Hilfe einer
Formelmenge das Wissen iiber ein Anwendungsszenario und will aus diesem
Wissen dann, moglichst automatisch, Folgerungen ziehen.

e In diesem Kapitel werden wir untersuchen, inwieweit sich fiir die Logik
erster Stufe das Folgern automatiseren lasst.

o Wir werden einen syntaktischen Beweisbegriff einfiihren, der genau dem
semantischen Folgerungsbegriff entspricht (Vollstandigkeitssatz).

e Dadurch werden wir einen Algorithmus erhalten, der nach und nach alle
allgemeingiiltigen Satze der Logik erster Stufe aufzihlt.

o Andererseits werden wir zeigen, dass es keinen Algorithmus gibt, der bei
Eingabe eines beliebigen Satzes der Logik erster Stufe entscheidet, ob der
Satz allgemeingiiltig ist.

e Als Folgerung aus dem Vollstandigkeitssatz werden wir auch den
Endlichkeitssatz fiir die Logik erster Stufe erhalten.
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Ableitungsregeln und Kalkiile

Definition 4.1
Sei M eine beliebige Menge.

(a) Eine Ableitungsregel iiber M (kurz: Regel) hat die Form

al E— an

wobei n >0 und a1,...,a,, b€ M.

Wir bezeichnen ay, ..., a, als die Voraussetzungen der Regel und b als die
Konsequenz.

Ableitungsregeln ohne Voraussetzungen (also mit n = 0) bezeichnen wir als
Axiome.

(b) Ein Kalkiil iiber M ist eine Menge von Ableitungsregeln iiber M.
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Ableitungen

Definition 4.2
Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M, sei V C M und sei a € M.

(a) Eine Ableitung von a aus V in £ ist eine endliche Folge (ai,...,ar) € M, so dass
£>1, ag=a und firalle i€ {1,...,¢} gilt:

e 3, ¢ V oder

e — st ein Axiom in & oder
j

e es gibt in R eine Ableitungsregel
bi,...,bs € {31,...,3,'71}.

so dass

by - by
aj

Der besseren Lesbarkeit halber schreiben wir in konkreten Beispielen Ableitungen
der Form (a1, ..., a¢) oft zeilenweise, also

(1) a
(2) a

() a

und geben am Ende jeder Zeile eine kurze Begriindung an.

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 25. Januar 2019 Folie 307



Kapitel 4: Grundlagen des automatischen SchlieBens - Abschnitt 4.1: Kalkiile und Ableitungen

(b) Ein Element a € M ist aus V in 8 ableitbar, wenn es eine Ableitung von a
aus V in R gibt.

(c) Wir schreiben ablg(V), um die Menge aller aus V in R ableitbaren
Elemente zu bezeichnen.

(d) Fiir V = 0 nutzen wir folgende Notationen:

Eine Ableitung von a in £ ist eine Ableitung von a aus () in &.

Ein Element a € M heiBt ableitbar aus &, falls es eine Ableitung von a in &
gibt.

Die Menge aller in R ableitbaren Elemente bezeichnen wir mit ablg, d.h.:
ablg := ablg(0).
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Wir werden Kalkiile nutzen, um auf elegante Art rekursive Definitionen
bestimmter Mengen anzugeben:

Um eine bestimmte Teilmenge A einer Menge M rekursiv zu definieren, geniigt
es, einen Kalkiil 8 iiber M anzugeben, fiir den gilt: ablg = A.
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Beispiel: Mengen natiirlicher Zahlen

Beispiel 4.3
Sei R der Kalkiil iber M :=N mit folgenden Ableitungsregeln:

Axiom: —
OX|om1

o Weitere Regeln: 2i , fir jedes n € N,
n

Fragen:
e Was ist ablg ?

e Was ist ablg(V) fir V:={3}7

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 25. Januar 2019

Folie 310



Kapitel 4: Grundlagen des automatischen SchlieBens - Abschnitt 4.1: Kalkiile und Ableitungen

Beispiel: Aussagenlogik

Beispiel 4.4
Sei ¥ := AaL das Alphabet der Aussagenlogik, d.h.

Y= ASU{-, AV, =01 ()},

wobei AS = {A; : i €N} die Menge aller Aussagensymbole ist.

Gesucht: Ein Kalkiil 8 iilber M :=X*, aus dem genau die syntaktisch
korrekten aussagenlogischen Formeln ableitbar sind, d.h. ablg = AL.
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Beispiel: Resolution

Die Kalkiil-Schreibweise lasst sich auch dazu nutzen, eine elegante Darstellung
der Resolutionswiderlegungen zu anzugeben.
Zur Erinnerung:

e Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen.

Ein Literal ist eine aussagenlogische Formel der Form X oder —X, wobei
X € AS.

e Wir haben in Satz 2.60 gezeigt, dass fiir jede Menge I von Klauseln gilt:

I ist unerfiillbar <= T Fg0.

Hierbei ist () die leere Klausel.
. Fr 0" bedeutet, dass es eine Resolutionswiderlegung von I gibt.

Zur Erinnerung hier die Definition des Begriffs der
Resolutionswiderlegungen:
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Resolutionsableitungen und -widerlegungen
Definition
Sei I eine Klauselmenge.

(a) Eine Resolutionsableitung einer Klausel 6 aus I ist ein Tupel (d1,...,d,)
von Klauseln, so dass gilt: ¢ > 1, §, =4, und fiir alle i € [{] ist

e §; €I, oder

e es gibt j, k € [i—1], so dass §; eine Resolvente von d; und dj ist.

(b) Eine Resolutionswiderlegung von T ist eine Resolutionsableitung der
leeren Klausel aus T

Zur Erinnerung:
Eine Klausel § ist genau dann eine Resolvente zweier Klauseln v; und 7y,, wenn

es ein Literal \ gibt, so dass gilt:
A€, A€y und 6= (71\{)\}) U (72\{X}).
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Der Resolutionskalkiil der Aussagenlogik

Gesucht: Ein Kalkiil Rz lber der Menge aller Klauseln, so dass fiir jede
Klauselmenge I und jede Klausel ¢ gilt:

de€ablg,(lN <= TFkgd

d.h.: 4 ist genau dann aus I' in Kk ableitbar, wenn es eine Resolutionsableitung
von 0 aus [ gibt.

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 25. Januar 2019 Folie 314



Kapitel 4: Grundlagen des automatischen SchlieBens - Abschnitt 4.1: Kalkiile und Ableitungen

Der Kalkiil 8z wird Resolutionskalkiil der Aussagenlogik genannt.

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 25. Januar 2019 Folie 315



Kapitel 4: Grundlagen des automatischen SchlieBens - Abschnitt 4.1: Kalkiile und Ableitungen

Kalkiile und abgeschlossene Mengen

Definition 4.5
Sei R ein Kalkil iiber einer Menge M.
Eine Menge A C M heiBt abgeschlossen unter &, wenn fiir jede Ableitungsregel
ai -+ an
b

in R gilt: Falls a1,...,a, € A, soist auch b € A.

Satz 4.6

Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M und sei V C M.

Dann ist ablg (V) die bzgl. ,,C " kleinste unter & abgeschlossene Menge, die V' enthilt.
D.h. es gilt:

(a) V Cablg(V).
(b) ablg(V) ist abgeschlossen unter K.
(c) Fiir jede Menge A mit V. C A C M gilt:
Falls A abgeschlossen ist unter £, so ist ablg(V) C A.

(d) ablg(V) = N A.
VCACM,
A abgeschlossen unter &
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Induktionsprinzip fiir die ableitbaren Elemente eines Kalkiils

Sei R ein Kalkiil Giber einer Menge M und sei V C M. Um zu zeigen, dass eine
bestimmte Aussage A(a) fiir alle aus V in £ ableitbaren Elemente a gilt, kdnnen wir
das Induktionsprinzip nutzen und einfach Folgendes zeigen:

(1) Die Aussage A(a) gilt fiir jedes a € V, und

(2) fiir jede Ableitungsregel
al .. an

b
in R gilt: Falls A(a;) fiir jedes i € [n] gilt, so gilt auch A(b).
Daraus folgt laut dem nichsten Lemma dann, dass A(a) fiir jedes a € ablg(V) gilt.

Lemma 4.7
Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M und sei V' C M. Falls

(1) eine Aussage A(a) fiir jedes a € V gilt und

(2) fiir jede Ableitungsregel
ai -+ an

b
in R gilt: falls A(a;) fiir jedes i € [n] gilt, so gilt auch A(b),

dann gilt die Aussage A(a) fiir jedes a € ablgz (V).
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Beweis.
Es seien (1) und (2) erfiillt.
Betrachte die Menge

A = {ae M : die Aussage A(a) gilt} .

Wegen (1) ist V C A.

Wegen (2) ist A abgeschlossen unter K.

Aus Satz 4.6 folgt daher: ablg(V) C A.

Somit gilt die Aussage A(a) fiir jedes a € ablg(V).
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Notation

o |n diesem Kapitel sei o eine beliebige fest gewahlte Signatur.

e Der Einfachheit halber werden wir 0.B.d.A. in diesem Kapitel nur FO[o]-Formeln
betrachten, in denen das Symbol ,—" nicht vorkommt.

e t uty,tt', u, u’, ... bezeichnen immer o-Terme.
® 0,1, X,... bezeichnen immer FO[o]-Formeln.
o O W by, &, W ... bezeichnen immer Mengen von FO[o]-Formeln.

o A" A1, A,,... bezeichnen immer endliche Mengen von FO[o]-Formeln.

* Fir ® CFO[o] ist frei(®) := [ J frei().
pEP

Manchmal schreiben wir auch frei(®, ¢) an Stelle von frei(® U {¢}).

e Ist M eine Menge, so schreiben wir L C. M, um auszudriicken, dass L eine
endliche Teilmenge von M ist.
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Sequenzen

Definition 4.8

(a) Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form

wobei ¢ € FO[o] und T C. FO[o] (d.h., T ist eine endliche Menge von
FO[o]-Formeln).

Wir bezeichnen I' als das Antezedens und v als das Sukzedens der Sequenz

(b) Wir schreiben Ms um die Menge aller Sequenzen zu bezeichnen, d.h.:

Ms = { : T C.FO[o], v € FO[o] }.
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Korrektheit einer Sequenz

Definition 4.9

Eine Sequenz heiBt korrekt, falls gilt:

Zur Erinnerung: [ = bedeutet:

Fiir jede o-Interpretation 7 gilt: Falls 7 |=

Beispiel:

Welche der folgenden Sequenzen sind korrekt fiir alle i, 1 € FO[o] und alle

x,y € VAR; welche sind nicht korrekt?
(1)
(2)
(3)
(4)
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Ziel

Wir wollen im Folgenden einen Kalkiil £ iiber Ms angeben, so dass gilt:

(1) R ist korrekt, d.h. jede in R ableitbare Sequenz ist korrekt.
(2) Rist vollstiandig, d.h. jede korrekte Sequenz ist in R ableitbar.

(3) R ist effektiv verifizierbar, d.h. es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe einer
Zahl £ > 1 und eines Tupels (a1, ..., ar) € M entscheidet, ob (a1, ..., a) eine
Ableitung in R ist.

Dies liefert dann insbesondere einen Algorithmus, der nach und nach alle Ableitungen
in 8 und somit auch genau die aus K ableitbaren Sequenzen aufzihlt.

Wegen (1) und (2) werden damit genau die korrekten Sequenzen aufgezihlt.

Da fiir ¢ € FO[o] die Sequenz () - ¢ genau dann korrekt ist, wenn v allgmeingiiltig
ist, erhalten wir auch direkt einen Algorithmus, der nach und nach alle
allgemeingiiltigen Formeln aufzihlt.
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Notationen fiir Sequenzen

Wir schreiben kurz
e [,p F ¢, um die Sequenz 'U{¢} F v zu bezeichnen.
® ©1,...,, F 1, um die Sequenz {p1,...,p,} F 1 zu bezeichnen.

e 1), um die Sequenz ) I~ 1) zu bezeichnen.
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Sequenzenregeln

Eine Sequenzenregel ist eine Ableitungsregel tiber Ms.

Sequenzenregeln der Form
ai; '+ ap

schreiben wir meistens zeilenweise, als

wobei jedes a; eine Sequenz der Form T; | ¢); ist,
und b eine Sequenz der Form Al ¢ ist.
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Definition 4.10

Eine Sequenzenregel
Mk

Mo F Y
AF o

heiBt korrekt, wenn Folgendes gilt: Sind die Sequenzen T; F 4); fiir alle
i €{1,...,n} korrekt, so ist auch die Sequenz A ¢ korrekt.

Aus dem Induktionsprinzip fiir Kalkiile (Lemma 4.7) folgt direkt:

Lemma 4.11
Ein Kalkiil R iiber Ms ist korrekt, falls jede Sequenzenregel in R korrekt ist.

Wir werden nun eine Reihe von korrekten Sequenzenregeln zusammentragen, die
alle zusammen dann den von uns gesuchten korrekten, vollstdndigen und
effektiven Kalkiil iiber Ms bilden werden.
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Grundregeln:

Firr alle I',T" C. FO[o] und alle ¢ € FO[o] betrachten wir die folgenden

Sequenzenregeln:

e Voraussetzungsregel (V):
ek e

o Erweiterungsregel (E):

I ,
m falls Fgr

Lemma 4.12
Jede der Grundregeln (V) bzw. (E) ist korrekt.
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Ausagenlogische Regeln:

Fiir alle I' C. FO[o] und alle ,4, x € FO[o] betrachten wir die folgenden
Sequenzenregeln:

e Fallunterscheidungsregel (FU):

Ny Fo
M-k ¥
r Fo
e Widerspruchsregel (W):
M=
M-y (fiir alle ¢ € FO[o])
)
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o A-Einfiihrung im Antezedens (AA:), (AA2):

e Fx My Fx

F(eAY)Fx F(eAY)Fx

o A-Einfiihrung im Sukzedens (AS):

M+ ")
Tk v
FE(p A1)

o \/-Einfiihrung im Antezedens (VA):

N Fx
I,y Fx
M (pVy)kEx

e V/-Einfiihrung im Sukzedens (VvSp), (VSy):

T v T v
FE(p V) FE(p V)
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Lemma 4.13
Jede der aussagenlogischen Regeln (FU), (W), (AA1), (AAz), (AS), (VA),
(VS1), (VvS2) st korrekt.
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Substitutionen

Um weitere wichtige Sequenzenregeln einfiihren zu kdnnen, bendtigen wir eine
Moglichkeit, fiir eine Variable x € VAR und einen o-Term t € T,, eine

FO[o]-Formel ¢ so zu einer FO[o]-Formel % abzuindern, dass gilt:

Die Formel (,pﬁ sagt liber den Term t dasselbe aus, wie
die Formel ¢ liber die Variable x.

Prazise: Es soll fiir jede o-Interpretation Z gelten:

ITkee = IiFe (4)
Dabei ist die o-Interpretation Z£ fiir Z = (A, 3) wie folgt definiert:
It .= (A,B2), fir a:=[t]".

AuBerdem soll gelten:
P = (5)
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Um zu gewihrleisten, dass (4) und (5) gilt, wahlen wir zu gegebenem ¢, t und

x die Formel @£ wie folgt:
e Falls t = x, so setze ¢ := . Andernfalls gehe wie folgt vor:

e Sei y1,...,ys eine Liste aller Variablen aus var(t) U {x}, die gebundene
Vorkommen in ¢ besitzen.

e Sei z1, ...,z eine Liste von Variablen # x, die nicht in ¢ oder t
vorkommen.

e Sei ¢’ die Formel, die aus ¢ entsteht, indem fiir jedes i € {1,...,¢} jedes
gebundene Vorkommen der Variablen y; ersetzt wird durch die Variable z;.
e Sej <p£ die Formel, die aus ¢’ entsteht, indem jedes Vorkommen der
Variablen x durch den Term t ersetzt wird.
Lemma 4.14 (Substitutionslemma)

Fiir jede FO[o]-Formel ¢, jeden o-Term t, jede Variable x € VAR und jede
o-Interpretation I gilt:

T E = It E o

Beweis.
Ubung. O

Wir kdnnen nun weitere wichtige Sequenzenregeln formulieren:
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Quantorenregeln:

Fiir alle I C, FO[o], alle p,9 € FO[o], alle x,y € VAR und alle t € T,,

betrachten wir die folgenden Sequenzenregeln:
e V-Einfiihrung im Antezedens (VA):

Les Fo
IVxp 1

e V-Einfiihrung im Sukzedens (VS):
M= o .
m falls y g frel(r,VXgo)

e J-Einfiihrung im Antezedens (JA):

Mot ¢ :
— T x '
Faxp - 0 falls y ¢ frei(l', Ixp, )
e J-Einfiihrung im Sukzedens (3S):

M e

M= 3xp
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Lemma 4.15
Jede der Quantorenregeln (VA), (¥S), (3A), (3S) st korrekt.
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Fir alle I' C. FO[o], alle ¢ € FO[o], alle x € VAR und alle t,u € T, betrachten

wir die folgenden Sequenzenregeln:

o Reflexivitat der Gleichheit (G):

M t=t
e Substitutionsregel (S):
r F ot

Lemma 4.16
Jede der Gleichheitsregeln (G) bzw. (S) ist korrekt.
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Der Sequenzenkalkiil Rs fiir die Logik erster Stufe

Definition 4.17
Der Sequenzenkalkiil Rs ist der Kalkiil iber der Menge Ms aller Sequenzen, der

fir alle T,I" C. FO[o], alle ¢,¢,x € FO[o], alle t,ue€ T, und alle
x,y € VAR aus

e den Grundregeln (V), (E),
e den aussagenlogischen Regeln
(FU). (W), (AA1), (AA2), (AS), (VA), (VS1), (VS2),
e den Quantorenregeln (VA), (vS), (3A), (35)
e und den Gleichheitsregeln (G), (S)
besteht.

Aus der Korrektheit der Regeln des Sequenzenkalkiils (Lemmas 4.12, 4.13, 4.15,
4.16) folgt mit Lemma 4.11:

Satz 4.18
Der Sequenzenkalkiil Rs ist korrekt,
d.h. jede in Rs ableitbare Sequenz ist korrekt.
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Beispiel: Ableitung von Carrolls Syllogismus
{3xS(x), =3x (S(x) A F(x)), ¥x(=S(x) V G(x)) } E 3x(-F(x) A G(x))

(1)
()
®3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

Christoph Berkholz -

S(x), F(x)
S(x), F(x)
S(x), F(x)
5(x), F(x)

S5(x), F(x),—3x (S(x) A F(X))
S(x), F(x),=3x (S(x) A F(x)
S(x), F(x),=3x (S(x)
S5(x), =F(x), ~3x (S(x) A F(x)
(S(x)

)
A F(x)
)
)

S5(x),~3x (S(x) A F(x)

HU Berlin -

Vorlesung Logik in der Informatik

T T T T T T T T T

S(x)
F(x)

S(x) N F(x)
3x (5(x) A F(x))
3x (S(x) A F(x))

=3x (S(x

~F(x)
—~F(x)

) A F(x))

—F(x§U) auf (7), (8)
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Beispiel: Ableitung von Carrolls Syllogismus

{3xS(x), =3x (S(x) A F(x)), ¥x(=S(x) V G(x)) } E 3x(-F(x) A G(x))

(19)

(20)

S(x), 73x (S(x) A F(X))

S5(x), -3x (S(X) A F(X)),(—|S(X) \Y, G(X))
5(x), =5(x)

5(x), =5(x)

5(x), =5(x)

5(x), G(x)

S5(x), (=S(x) v G(X))

S(x), =3x (S(x) A F(x)), (=S(x) V G(x))
S(x),=3x (5(x) A F(x)),(=S(x) V G(x))

S(x),=3x (5(x) A F(x)),(=5(x) V G(x))
S5(x), ~3x (S(X) A F(X)),Vx (=S(x) v G(x))

Ix S(x), ~3x (5(x) A F(x)),¥x(=S(x) V G(x))

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik
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—~F(x)
—~F(x)
S(x)
~5(x)
G(x)
G(x)
G(x)
G(x)

(FU) auf (7), (8)
(E) auf (9)

(V)

V)

(W) auf (11), (12)
V)

(VA) auf (13), (14)

(E) auf (15)

(=F(x) A G(x))

(AS) auf (10), (16)

Ix (=F(x) A G(x))

(3S) auf (17)

Ix (=F(x) A G(x))

(VA) auf (18)

Ix (=F(x) A G(x))

(3A) auf (19)
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Anhand der Definition der einzelnen Regeln sieht man leicht, dass es einen
Algorithmus gibt, der bei Eingabe einer Zahl £ > 1 und einer Folge
(a1,...,a) € M entscheidet, ob (ay, ..., as) eine Ableitung in R ist.

Das heiBt, der Sequenzenkalkiil ist effektiv verifizierbar.

Fiir abzdhlbare Signaturen ¢ kann man auBerdem einen Algorithmus angeben,
der nach und nach alle Folgen in {(a1,...,a;) € M& : ¢ > 1} ausgibt. Daher
gibt es auch einen Algorithmus der nach und nach genau die ableitbaren
Sequenzen aufzihlt.

Unser nichstes Ziel ist, zu zeigen, dass der Sequenzenkalkiil 85 auch vollstindig
ist, d.h. dass es fiir jede korrekte Sequenz eine Ableitung in Ks gibt.
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Beweisbarkeit: ® Fg. ¢

Definition 4.19

Sei ® C FO[o] und sei ¢ € FO[o].

Die Formel ¢ heiBt beweisbar aus ® (kurz: ® g, ¢), wenn es ein ' C. ® gibt,
so dass die Sequenz [ - ¢ in Rs ableitbar ist.

Ein Beweis von ¢ aus @ ist eine Ableitung einer Sequenz T F ¢ in Rs, wobei
MCe® ist.

Notation
An Stelle von @ Fg, ¢ schreiben wir auch kurz: Fg, ¢.

Aus der Korrektheit des Sequenzenkalkiils Rs (Satz 4.18) folgt:

Korollar 4.20
Fiir jede FO[o]-Formel ¢ und fiir jede Formelmenge ® C FO[o] gilt:

Prp, o = OSEo
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Widerspruchsfreiheit

In der Mathematik nennen wir eine Menge von Aussagen widerspruchsvoll, falls
sich daraus ein Widerspruch (d.h. eine bestimmte Aussage und deren Negat)
herleiten lasst.

Wenn wir unter , herleiten” einen Beweis im Sequenzenkalkiil K5 verstehen,
ergibt sich folgender Begriff:

Definition 4.21
Sei & C FO[o].

(a) @ heiBt widerspruchsvoll, falls es eine FO[o]-Formel ¢ gibt, so dass
Slg, o und P g, .

(b) @ heiBt widerspruchsfrei, falls ® nicht widerspruchsvoll ist.

Aus der Korrektheit des Sequenzenkalkiils folgt, dass erfiillbare Formelmengen
widerspruchsfrei sind:

Korollar 4.22
Fiir alle ® C FO[o] gilt: & erfiillbar = & widerspruchsfrei.
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Eigenschaften widerspruchsvoller Mengen

Lemma 4.23
Fiir jede Formelmenge ® C FO[o] sind folgende Aussagen &dquivalent:

(a) & ist widerspruchsvoll.

(b) Fiir jede FO[o]-Formel 4 gilt: ® =g 1.
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Der Vollstandigkeitssatz

Satz 4.24
Fiir alle Signaturen o, alle Formelmengen & C FO[o] und alle Formeln
¢ € FO[o] gilt:

(1) PFp, o <= oo
(2) & ist widerspruchsfrei <=  ist erfiillbar.
Die Richtung ,=" von (1) und die Richung ,,<=" von (2) haben wir bereits

in Korollar 4.20 und Korollar 4.22 bewiesen.

Die Richtung ,,=—" von (2) wird von dem folgenden, schwer zu beweisenden
Erfiillbarkeitslemma bereitgestellt:

Lemma 4.25 (Erfiillbarkeitslemma)
Jede widerspruchsfreie Menge & C FO[o] ist erfiillbar.

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 25. Januar 2019 Folie 343



Kapitel 4: Grundlagen des automatischen SchlieBens - Abschnitt 4.2: Ein Beweiskalkiil fiir die Logik erster Stufe — der Vollstandigkeitssatz

Zum Beweis des Erfiillbarkeitslemmas:
Zur Erinnerung: Das Erfiillbarkeitslemma besagt:

Jede widerspruchsfreie Formelmenge ® C FOl[o] ist erfiillbar.

Beweisidee:
Konstruiere eine o-Interpretation Zo = (A, 3), so dass gilt:

e Das Universum A von A ist die Menge T, aller o-Terme.
e Fiir jeden o-Term ¢ gilt: [t]” = t.

e Fiir jedes Relationssymbol R € o, fiir k := ar(R), und fiir alle o-Terme t1,. .., t«
gilt:
(t,...,ts) € R <= & kg, R(ti,...,t)
Diese Interpretation Zo wird Terminterpretation von ® genannt.
GemiB Definition erfiillt Zo alle atomaren Formeln der Form R(ti,..., t) in ®.
Im Allgemeinen gilt jedoch noch nicht Zo |= ® (betrachte dazu beispielsweise die
Formelmenge ® := {wy=w1}, die offensichtlicherweise erfiillbar ist, fiir die aber gilt:

To = O).
Aber nach einigen anspruchsvollen Modifikationen von Z¢ erhilt man eine
Interpretation Zg mit Zg, = ©.

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 25. Januar 2019 Folie 344



Abschnitt 4.3:
Der Endlichkeitssatz



Kapitel 4: Grundlagen des automatischen SchlieBens - Abschnitt 4.3: Der Endlichkeitssatz

Zur Erinnerung:

Wir haben bereits den Endlichkeitssatz der Aussagenlogik kennen gelernt, der
besagt, dass Folgendes fiir jede Menge ® C AL und jede Formel ¢ € AL gilt:

(1) o ist erfiillbar <= Jede endliche Teilmenge von @ ist erfiillbar.

(2) =4 <= Es gibt eine endliche Teilmenge I von ®, so dass I" = .

Der Endlichkeitssatz gilt auch fiir die Logik erster Stufe, d.h. die Aussagen (1)
und (2) gelten auch fiir alle Mengen ® C FO[o] und alle ¢ € FO[o].

Zum Beweis der Endlichkeitssatzes der Logik erster Stufe nutzen wir den
Vollstandigkeitssatz sowie das folgende Lemma.
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Das syntaktische Endlichkeitslemma

Lemma 4.26
Fiir jede Signatur o und jede Formelmenge ® C FO[o] gilt:

& ist widerspruchsfrei <= Jede endliche Teilmenge von ® ist wider-
spruchsfrei.
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Der Endlichkeitssatz (auch bekannt als Kompaktheitssatz)

Satz 4.27
Fiir jede Signatur o, jede Formelmenge ® C FO[o] und jede Formel 1) € FO[o]
gilt:

(1) o ist erfiillbar <= Jede endliche Teilmenge von & ist erfiillbar.

(2) ® =4 <= Es gibt eine endliche Teilmenge I von ®, so dass [ |= 1.

Beachte: Die Aussage des Endlichkeitssatzes ist nur fiir unendliche
Formelmengen & interessant (fiir endliche Mengen & ist sie trivial).

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 25. Januar 2019 Folie 347



Kapitel 4: Grundlagen des automatischen SchlieBens - Abschnitt 4.3: Der Endlichkeitssatz

Erststufige Axiomatisierbarkeit
Definition 4.28

Eine Klasse € von o-Strukturen heiBt erststufig axiomatisierbar, falls es eine Menge ¢
von FO[o]-Satzen gibt, so dass gilt: ¢ = MOD,(®).

Zur Erinnerung:

MOD, (@) ist die Klasse aller o-Strukturen A, fiir die gilt: A = ®.

Definition 4.29

Die Machtigkeit einer o-Struktur ist die Machtigkeit ihres Universums.

Eine o-Struktur heiBt endlich, unendlich, abzahlbar, bzw. liberabzéhlbar, wenn ihr
Universum die entsprechende Méchtigkeit besitzt.

Beispiel 4.30

Die Klasse aller unendlichen o-Strukturen ist erststufig axiomatisierbar.

Wir konnen den Endlichkeitssatz anwenden, um zu zeigen, dass bestimmte Klassen
von Strukturen nicht erststufig axiomatisierbar sind.

Im Folgenden betrachten wir dazu zwei Beispiele: die Nicht-Axiomatierbarkeit der
., Endlichkeit" von Strukturen und die Nicht-Axiomatisierbarkeit von

., Graph-Zusammenhang".
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Nicht-Axiomatisierbarkeit der ,, Endlichkeit"” von
Strukturen

Lemma 4.31

Sei ® eine Menge von FO[o]-Satzen. Falls & beliebig groBe endliche Modelle
besitzt (d.h. fiir jedes n € N gibt es eine endliche o-Struktur A mit |A| = n und
A= @), so besitzt ® ein unendliches Modell.

Satz 4.32

Die Klasse aller endlichen o-Strukturen ist nicht erststufig axiomatisierbar.

Korollar 4.33
Es gibt keine endliche Menge von FO[o]-Sétzen, die die Klasse aller unendlichen

o-Strukturen erststufig axiomatisiert.
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Nicht-Axiomatisierbarkeit von ,,Graph-Zusammenhang"

Satz 4.34

Die Klasse aller zusammenhangenden Graphen ist nicht erststufig
axiomatisierbar.
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Der Satz von Lowenheim und Skolem

Unter Verwendung von Teilergebnissen, die beim (in dieser Vorlesung nicht im
Detail behandelten) Beweis des Erfiillbarkeitslemmas anfallen, erhilt man das
folgende Resultat.

Satz 4.35 (Der Satz von Léwenheim und Skolem)

Sei o eine abzihlbare Signatur. Dann hat jede erfiillbare Formelmenge
® C FO[o] ein héchstens abzdhlbares Modell.

(Hier ohne Beweis)

Als direkte Folgerung aus dem Satz von Lowenheim und Skolem erhalten wir:

Korollar 4.36

Sei o eine abzidhlbare Signatur. Dann ist die Klasse aller iiberabzdhlbaren
o-Strukturen nicht erststufig axiomatisierbar.
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Zur Erinnerung:
Einige Begriffe zum Thema (Un)Entscheidbarkeit

Entscheidungsprobleme sind Probleme, die mit ,,ja" oder ,,nein* beantwortet

werden konnen. Genauer:

e Sei M eine abzihlbar unendliche Menge, zum Beispiel
e die Menge X aller Worte iiber einem endlichen Alphabet ¥, oder

e die Menge aller Graphen, deren Knotenmenge eine endliche Teilmenge der
natiirlichen Zahlen ist.

e Das Entscheidungsproblem fiir eine Menge L C M ist das folgende
Berechnungsproblem:
Das Entscheidungsproblem fiir L C M
Eingabe: Ein Element m € M.
Frage: Ist me L?
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Beispiele fiir Entscheidungsprobleme

e Graphzusammenhang ist das Entscheidungsproblem fiir L C M, wobei

M die Menge aller ungerichteten Graphen ist, deren Knotenmenge eine endliche
Teilmenge von N ist und

L die Menge aller zusammenhingenden Graphen aus M ist.

e Das Halteproblem ist das Entscheidungsproblem fiir L C M:
M ist die Menge aller Worte w#x mit w, x € {0,1}*, sodass w eine
deterministische Turingmaschine beschreibt und
L ist die Menge aller Worte w#x, sodass w eine deterministische
Turingmaschine beschreibt, die bei Eingabe x nach endlich vielen Schritten
anhilt.
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Entscheidungsprobleme fiir die Logik erster Stufe

Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o]
Eingabe: Eine FO[o]-Formel ¢
Frage: Ist ¢ allgemeingiiltig?

Formal:

M ist die Menge aller Worte {iber dem Alphabet Arg[s] und

L ist die Menge {¢ € FO[o] : ¢ ist allgemeingiiltig}

Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o]
Eingabe: FO[o]-Formel ¢
Frage: Ist ¢ erfiillbar?

Unerfiillbarkeitsproblem fiir FO[o]
Eingabe: FO[o]-Formel ¢

Frage: Ist ¢ unerfiillbar?

Folgerungsproblem fiir FO[o]

Frage: Gilt o =9 7

Eingabe: Zwei FO[o]-Formeln ¢, 1

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik

Version vom 25. Januar 2019

Folie 354



Kapitel 4: Grundlagen des automatischen SchlieBens - Abschnitt 4.4: Die Grenzen der Berechenbarkeit

Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit
Definition 4.37

Sei M eine abzéhlbar unendliche Menge.
(a) Eine Menge L C M heiBt entscheidbar, falls es einen Algorithmus gibt, der
bei Eingabe eines m € M nach endlich vielen Schritten anhalt und
e  ja" ausgibt, falls me L
e ,nein" ausgibt, falls m¢ L.

(b) L € M heiBt semi-entscheidbar, falls es einen Algorithmus gibt, der bei

Eingabe eines me M
e nach endlich vielen Schritten anhilt und ,ja" ausgibt, falls mée L
e nie anhalt, falls m ¢ L.

Beispiele:
e Graphzusammenhang ist entscheidbar (z.B. durch Tiefen- oder Breitensuche).
e Das Halteproblem ist semi-entscheidbar (bei Eingabe von w#x konstruiere die
von w reprasentierte deterministische Turingmaschine und lasse diese mit

Eingabe x laufen).
Ist es auch entscheidbar? Nein! — Das Halteproblem ist das Paradebeispiel eines

nicht entscheidbaren Problems.
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Einfache Beobachtungen

e Jede entscheidbare Menge L C M ist auch semi-entscheidbar (anstatt
»nein” auszugeben und anzuhalten, gehen wir einfach in eine
Endlosschleife)

e Fiir jede entscheidbare Menge L C M ist auch die Menge L := (M\ L) C M
entscheidbar (vertausche einfach die Antworten ,,ja" und , nein®)

e Wenn sowohl L C M als auch L := (M \ L) C M semi-entscheidbar sind,
dann ist L C M sogar entscheidbar.
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Semi-Entscheidbarkeit einiger Logik-Probleme

Satz 4.38

Sei o eine héchstens abzihlbare Signatur.
Jedes der folgenden Probleme ist semi-enscheidbar:

(a) das Aligemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o],
(b) das Unerfiillbarkeitsproblem fiir FO[o],

(c) das Folgerungsproblem fiir FO[o].
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Unentscheidbarkeit einiger Logik-Probleme

Unser nachstes Ziel ist, zu zeigen, dass fiir bestimmte Signaturen o gilt:
e Das Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o],
e das Unerfiillbarkeitsproblem fiir FO[o],
o das Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] und
o das Folgerungsproblem fiir FO[o]
ist nicht entscheidbar.

Wir werden dazu wie folgt vorgehen:

1. Wir nutzen das bekannte Resultat, das besagt, dass das Postsche
Korrespondenzproblem unentscheidbar ist.

2. Wir zeigen, wie das Postsche Korrespondenzproblem unter Zuhilfenahme eines
Entscheidungs-Algorithmus fiir das Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o] (fiir
eine geeignete Signatur o) geldst werden kdnnte.

Dadurch erhalten wir, dass das Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o]
unentscheidbar ist.

3. Die Unentscheidbarkeit des Unerfiillbarkeitsproblems, des Erfiillbarkeitsproblems
und des Folgerungsproblems fiir FO[o] folgen dann leicht aus der
Unentscheidbarkeit des Allgemeingiiltigkeitsproblems fiir FO[o].
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Das Postsche Korrespondenzproblem

Das Postsche Korrespondenzproblem (PKP)
Eingabe: Eine Zahl k > 1 und k Paare (x1,y1), (x2,¥2), -+, (Xk, Yk)
mit x1, ¥1,-- -, Xk, Yk € {0, 1}
Frage: Gibt es ein n > 1 und Indizes f1,...,i, € {1,..., k}, so dass
gilts Xy X, X, = Ya¥ip-Yi, ?

Beispiel:
Das PKP mit Eingabe k = 3 und
(Xl,yl) = (1, 111), (X2,y2) = (10111, ].0)7 (X3,y3) = (10, 0)
hat eine Losung mit n=4und 4 =2, h =1, 3 =1, iy = 3, denn:
X2 X1 X1 X3 = 10111 1 1 10
Bekannt:
e Das PKP ist semi-entscheidbar.  (Dies sieht man leicht.)

e Das PKP ist nicht entscheidbar.
(Dies wurde in der , Einfiihrung in die Theoretische Informatik" bewiesen.)
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Die Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe

Satz 4.39
Sei o:={R,fy, fi,c}, wobei c ein Konstantensymbol, R ein 2-stelliges
Relationssymbol und fy, fi zwei 1-stellige Funktionssymbole sind.

Das Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o] ist nicht entscheidbar.

Beweis: Auf Grund der Unentscheidbarkeit des PKP reicht es, eine Reduktion
vom PKP zum Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o] anzugeben. D.h. wir
zeigen, dass bei Eingabe eines Tupels | = (k, (x,y1), ---, (Xk,y«)), das eine
Eingabe fiir's PKP reprisentiert, eine FO[o]-Formel ¢, konstruiert werden kann,
die genau dann allgemeingiiltig ist, wenn [ eine , ja"-Instanz fiir's PKP ist (d.h.
es gibt n>1und i,... 0, € [k], sodass x;,---x, =i Vi)

Wenn das Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o] entscheidbar wire, wire daher
auch das PKP entscheidbar.

Zur Konstruktion der Formel ¢, gehen wir in mehreren Schritten vor.
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Schritt 1: Fiir jede Eingabe I = (k, (xi,y1), ..., (X, yx)) fiir das PKP
definiere eine o-Struktur A;, so dass gilt:

| ist eine ,,ja"-Instanz fiir's PKP, d.h. es gibt

A E3zR(z,z) <=
.y in € [K], so dass x; -+ x;, =

n>1undi,..
Yip© Yin-

Schritt 2: Konstruiere FO[o]-Formeln ¢?%" und <t
e 17" besagt, dass die Relation R die Tupel (x;, y;) fiir alle j € [K]
enthalt.
o Mt besagt, dass R abgeschlossen ist unter Konkatenation mit (x;, y;);
d.h.: Ist (u,v) € R4 und j € [K], so ist auch (ux;,vy;) € R4,

Schritt 3:  Setze ¢, = ( (yptert Aypehnitt) — 3z R(z, z) )

Behauptung:

¢y ist allgemeingiiltis <— A, ¢ <= [ ist,ja"-Instanz fiir's PKP.
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Aus Satz 4.38, Satz 4.39 und den bekannten Zusammenhingen zwischen
semi-entscheidbaren und entscheidbaren Problemen, sowie den Korrespondenzen
zwischen Allgemeingiiltigkeit, (Un)Erfiillbarkeit und logischer Folgerung, erhilt
man leicht:

Korollar 4.40
Sei o die Signatur aus Satz 4.39. Dann gilt:

(a) Das Allgemeingtiltigkeitsproblem fiir FO[o] ist semi-entscheidbar aber
nicht entscheidbar.

(b) Das Folgerungsproblem fiir FO[o] ist semi-entscheidbar
aber nicht entscheidbar.

(c) Das Unerfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] ist
semi-entscheidbar aber nicht entscheidbar.

(d) Das Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] ist
nicht semi-entscheidbar.

Beweis: Ubung.
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Bemerkung 4.41

Man kann zeigen, dass

(1) Korollar 4.40 fiir jede Signatur o gilt, die mindestens ein Relationssymbol
der Stelligkeit > 2 enthilt

(2) fiir Signaturen o, die ausschlieBlich aus Konstantensymbolen und
Relationssymbolen der Stelligkeit 1 bestehen, jedes der in Korollar 4.40
betrachteten Probleme entscheidbar ist.

(Hier ohne Beweis)
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Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass es keinen Algorithmus gibt, der das
Erfiillbarkeitsproblem und das Allgemeingiiltigkeitsproblem der Logik erster Stufe
I6st und stets terminiert.

e Trotzdem mdchte man fiir verschiedene Anwendungsbereiche Verfahren haben,
die das Erfiillbarkeits- oder das Allgemeingiiltigkeitsproblem der Logik erster Stufe
,SO gut wie moglich” |8sen.

e Einen Ansatz fiir die Entwicklung solcher, in der Praxis nutzbarer, Verfahren
liefert die Herbrand-Theorie, die nach dem franzésischen Logiker Jacques
Herbrand (1908-1931) benannt ist.

e Ziel dieses Abschnitts ist, den Satz von Herbrand vorzustellen, der das
Allgemeingiiltigkeits- bzw. das Erfiillbarkeitsproblem der Logik erster Stufe auf
das entsprechende Problem der Aussagenlogik zuriickfiihrt.
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Notationen
o |n diesem Abschnitt bezeichnet o stets eine endliche oder abzihlbare Signatur,
die mindestens ein Konstantensymbol enthilt.

e Die Menge aller quantorenfreien FO[o]-Formeln bezeichnen wir mit QF,,.

e Ein Grundterm iiber o ist ein variablenfreier o-Term, d.h., ein o-Term, der keine

Variable enthilt.
Die Menge aller Grundterme iiber o bezeichnen wir mit GT,.

Beispiele:
(a) Sei o:={c, f/1, g/2, R/2}.
Grundterme iiber o sind dann z.B.

¢, fe), gle,c), f(f(c)), flglc;c)), gle,f(c)), &(f(c);c),

(b) Sei o:={c, R/2}.
Dann ist ¢ der einzige Grundterm iber o. D.h.

GT, = {c}
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Herbrandstrukturen

Definition 4.42
Sei o eine Signatur, die mindestens ein Konstantensymbol enthilt.
Eine o-Herbrandstruktur ist eine o-Struktur A mit folgenden Eigenschaften:
e Das Universum A von A ist genau die Menge GT, aller Grundterme iiber o (d.h.

aller variablenfreien o-Terme).
A

e Fiir jedes Konstantensymbol c € g ist ¢” = c.
e Fiir jedes Funktionssymbol f € o, fiir k := ar(f), und fiir alle variablenfreien
o-Terme ti,...,tx € Aist
f'A(tl,...,tk) = f(t1,...,tk).

Beachte: Alle o-Herbrandstrukturen haben dasselbe Universum und dieselbe
Interpretation der Konstanten- und Funktionssymbole.

Lediglich die Interpretation der Relationssymbole kann in o-Herbrandstrukturen frei
gewahlt werden.

Zur Angabe einer konkreten o-Herbrandstruktur A geniigt es also, die Interpretation
der Relationssymbole anzugeben, d.h. fiir jedes Relationssymbol R € o die Relation

R* anzugeben.
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Beispiel

Sei 0:={c, R/2}.
Frage: Wie sehen o-Herbrandstrukturen aus?

Antwort: Fiir jede o-Herbrandstruktur A gilt:

e Universum: A= {c}

L) C'A = C
o RAC {c}? dh.

RY =90 oder R* = {(c,c) }.

Somit gibt es genau 2 verschiedene o-Herbrandstrukturen.

Christoph Berkholz - HU Berlin - Vorlesung Logik in der Informatik Version vom 25. Januar 2019

Folie 367



Kapitel 4: Grundlagen des automatischen SchlieBens - Abschnitt 4.5: Der Satz von Herbrand

Bemerkung 4.43

Sei A eine o-Herbrandstruktur.
Man sieht leicht, dass Folgendes gilt:

e Fiir jeden variablenfreien o-Term t (d.h. fiir jedes t € GT, = A) gilt:

[t = t.

o Fiir jede quantorenfreie FO[o]-Formel v gilt:
Ist var(v) C {x1,...,xn} und sind t1,...,t, € GT,, so gilt:

A):w[th-'wtn] < A):flptlaivi:

X15eeey

Dabei ist 2= die Formel, die aus 1 entsteht, indem fiir jedes i € [n] jedes

X1s-+e9Xn

Vorkommen von x; ersetzt wird durch den Grundterm t;.
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Herbrand-Modelle und gleichheitsfreie Formeln in
Skolemform

Definition 4.44
(a) Ein Herbrand-Modell eines FO[o]-Satzes ¢ ist eine o-Herbrandstruktur, die ¢

erfiillt.

(b) Eine FO[o]-Formel ¢ heiBt gleichheitsfrei, falls das Symbol ,=" nicht in ¢
vorkommt.

(c) Eine FO[o]-Formel ist in Skolemform (auch: Skolem-Normalform), falls sie von der
Form

Vxi -+ VXy w

ist, wobei gilt: n>0, xi,...,x, sind paarweise verschiedene Variablen, und % ist
eine quantorenfreie FO[o]-Formel.

Satz 4.45
Sei o eine Signatur, die mindestens ein Konstantensymbol besitzt.
Fiir jeden gleichheitsfreien FO[o]-Satz ¢ in Skolemform gilt:

@ ist erfiillbar — ¢ besitzt ein Herbrand-Modell.
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Die Herbrand-Expansion eines Satzes in Skolemform

Definition 4.46

Sei ¢ ein gleichheitsfreier FO[o]-Satz in Skolemform, d.h. ¢ ist von der Form
Vxi---Vx, ¥, wobei ¢ quantorenfrei und gleichheitsfrei ist.

Die Herbrand-Expansion von ¢ ist die Formelmenge

HE { g st oyt € GT, }

D.h.: Jede Formel in HE(¢) entsteht, indem in der quantorenfreien Formel ¢ jede
Variable x; ersetzt wird durch einen Grundterm t;.

Beispiel 4.47
Sei 0 ={c, f/1, g/2, R/3} undsei ¢ = VxVyVz R(x,f(y), g(z,x)).
Dann gehdren z.B. die folgenden Formeln zur Herbrand-Expansion HE(y):
® R(c,f(c),g(c,c)) (dies erh3lt man, indem jede der Variablen x, y, z durch den
Grundterm c ersetzt wird)
® R(f(c),f(c),g(c,f(c))) (dies erhdlt man, indem x durch den Grundterm f(c) und
jede der Variablen y, z durch den Grundterm c ersetzt wird)
® R(g(c,c),f(f(c)),g(c,g(c,c))) (dies erhdlt man, indem Variable x durch den
Grundterm g(c, ¢), Variable y durch den Grundterm f(c) und Variable z durch den
Grundterm ¢ ersetzt wird)
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Die aussagenlogische Version der Herbrand-Expansion

Fiir jeden gleichheitsfreien FO[o]-Satz ¢ in Skolemform gilt:

Jede Formel £ € HE(yp) ist quantorenfrei, gleichheitsfrei und variablenfrei, und
jede atomare Subformel von ¢ ist von der Form R(ty,...,tx), wobei R € o,
k=ar(R) und ty,...,tx € GT,.

Fiir jede solche atomare Formel stellen wir ein Aussagensymbol
XR(tr,...t,) € AS bereit.

Fiir jedes £ € HE(¢p) sei al({) die aussagenlogische Formel, die aus £ entsteht,
indem jede atomare Subformel der Form R(ty, ..., tx) ersetzt wird durch das
Aussagensymbol Xg(t,, .. 1)

Die aussagenlogische Version der Herbrand-Expansion von ¢ ist die Menge

AHE(p) = {al(€) : £€HE(p) }.
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Der Satz von Herbrand
Satz 4.48 (Satz von Godel-Herbrand-Skolem)

Sei o eine Signatur, die mindestens ein Konstantensymbol enthilt.
Fiir jeden gleichheitsfreien FO[o]-Satz ¢ in Skolemform gilt:
@ ist erfiillbar <= die aussagenlogische Formelmenge AHE() ist erfiillbar.

In Verbindung mit dem Endlichkeitssatz der Aussagenlogik erhalten wir:

Satz 4.49 (Satz von Herbrand)

Sei o eine Signatur, die mindestens ein Konstantensymbol enthilt. Sei ) eine
gleichheitsfreie und quantorenfreie FO[o]-Formel und sei {xi, ..., xn} = frei(y).
Dann gilt fiir die FO[o]-Sétze ¢ :=Vx1-+-Vx,0 und ¢’ :=3xq - Ixptp :

(a) ¢ ist erfiillbar <= jede endliche Teilmenge von AHE(yp) ist erfiillbar.

(b) ¢ ist unerfiillbar <= es gibt eine endliche Teilmenge von AHE(y), die un-
erfiillbar ist.

(c) ' ist allgemeingiiltig <= es gibt eine Zahl m € N und Grundterme
ti1,-..,tin fiir alle i € [m], so dass die folgende Formel allgemeingiiltig ist:

m

\/ 1/} ti1,--tin
X1 5+003Xn

i=1
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Anwendung des Satzes von Herbrand

Um nachzuweisen, dass ein gleichheitsfreier FO[c]-Satz ¢ in Skolemform unerfiillbar
ist, kann man auf Grund des Satzes von Herbrand wie folgt vorgehen:

Fir i=1,2,3,... tue Folgendes:

(1) Sei & die i-te Formel in AHE(yp)
(2) Teste, ob die aussagenlogische Formel (&1 A--- A&;) unerfiillbar ist.
(3) Falls ja, halte an mit Ausgabe , ¢ ist unerfiillbar"

Man sieht leicht, dass dies ein Semi-Entscheidungsverfahren ist, das eine gegebene
Formel ¢ auf Unerfiillbarkeit testet.

Durch die Einschrinkung auf gleichheitsfreie FO[o]-S&tze in Skolemform scheint dieses
Verfahren auf den ersten Blick nur sehr eingeschrankt anwendbar zu sein.

Im Folgenden zeigen wir jedoch, dass jede FO[o]-Formel in eine zu ihr
erfiillbarkeitsdquivalente Formel der richtigen Form transformiert werden kann.
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Definition 4.50
Seien o1, 02 Signaturen und ¢; eine FO[o;]-Formel, fiir jedes i € {1,2}.
Die Formel ¢, heiBt erfiillbarkeitsdquivalent zu 1, falls gilt:

o st erfiillbar = 1 ist erfiillbar.

Satz 4.51 (Skolemisierung)

Zu jeder Signatur o gibt es eine Signatur &, so dass jede FO[co]-Formel ¢ in
einen zu  erfiillbarkeitsiquivalenten gleichheitsfreien FO[5]-Satz ¢ in
Skolemform transformiert werden kann.

Beispiel 4.52

Die Formel Vx3yVz3u R(x,y,z,u) ist erfiillbarkeitsdquivalent zum folgenden
gleichheitsfreien Satz in Skolemform:

VxVz R(X, f(x),z,g(x, z))
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Einfaches Verfahren (ohne Unifikation)

Seien ¢ und 9 zwei FO[o]-Formeln.
Ziel: Automatischer Beweis, dass ¢ = v gilt.

Dazu reicht es, zu zeigen, dass die Formel (¢ A =) unerfiillbar ist.

Verfahren:

1. Erzeuge einen zu (¢ A ) erfiillbarkeitsdquivalenten gleichheitsfreien
FO[&]-Satz x in Skolemform (iiber der erweiterten Signatur &).
Nutze dazu das im Beweis von Satz 4.51 vorgestellte Verfahren.

2. Verwende das auf Folie 373 beschriebene Semi-Entscheidungsverfahren, um
zu herauszufinden, ob x unerfiillbar ist.
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Beispiel 4.53

Sei 0 :={R/1,c,f/1},
¢ = R(c) A ¥x3y ((R(x) = R(f(f(y)))) vV R(f(x)))
v = Ix R(F(F(x))).

Dannist (¢ A=) =
R(c) A ¥x3y ((R(x) = R(f(f(¥)))) V R(f(x))) A —3x R(f(f(x)))

ein gleichheitsfreier Satz. Eine Umformung in Pranex-Normalform liefert den dazu
dquivalenten Satz

w3y (R(e) A (=R() Vv RUF(F) V RIFX))) A =R(F(F(x))) ).

Wir erweitern die Signatur um ein 1-stelliges Funktionssymbol g und erhalten den dazu
erfiillbarkeitsdquivalenten gleichheitsfreien Satz in Skolemform x =

v (R(e) A (=RE) v RF(FE()) V RIFX)) A ~R(F(F(x) )
tiber der Signatur 6 = {R,c,f,g}.
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x = W (R A (RE) Vv RIF(FE() V RIF())) A ~RF(F(x) ).

Fiir jeden Grundterm t € GT; enthilt die aussagenlogische Variante AHE(x) der
Herbrand-Expansion von x die aussagenlogische Formel

&= Xre) A ( “Xrw) V Xrtren)) V' Xro) ) A = XR((r(e)-
Wir z3hlen die Grundterme in GT; in der folgenden Reihenfolge auf
ti=c, tb=f(c) ts=g(c), t=7F(f(c)), t=ug(f(c)),
und z3hlen die Formeln in AHE(x) in derselben Reihenfolge auf, also

§1 - étn 52 = gfza "53 = &37

Bei dem auf Folie 373 beschriebenen Verfahren wird dann beispielsweise im
Schleifendurchlauf fiir i = 5 getestet, ob die aussagenlogische Formel

(&G N & NG A &G ANE)

unerfiillbar ist. Dazu kénnen wir beispielsweise das Resolutionsverfahren oder den
DPLL-Algorithmus anwenden.
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In unserem Beispiel entspricht die Formel (51 A---A&s) der Klauselmenge
r:= {{XR(C)} ,

{ = XRre) » Xrit(r(e(en) » Xrirep b > " Xrerren t s

{2 XR(r(0)) » Xre(r(atr(e))) » Xeerreny b A~ Xrieeeren) oo
£(c)) » XR(F(F(a(e(0))) » XR((e(e) T+ L " Xr(r(r(g(e)) }
{2 XR(r(r0)) » XR(F(F(F(F))) » XRer(rre)) T o L XRee(rcr(re) b

{ ~XRe(r(e)) » Xr(e(F(ear())) » Xr(etre)) T+ { " Xrrratron) + }
Wir konstruieren eine Resolutionswiderlegung fiir I':

1) { X} in T

@) {Xrie) » Xris(reten)  Xrir(en ¥ in T

(3) {XR(,c(,c(g(C)))) s XR(F(c) } Resolvente aus 1,2
@ A Xre#eon in T

(5) { Xrer(ey } Resolvente aus 3,4
6)  {Xrirep » Xr(r (f(g( @) » Xr(r(rey b in T

(M A Xr((rtsr@)) » Xrirtren) ¥ Resolvente aus 5,6
®)  { " Xriry) } inT

(9) { Xrer(retrony) Resolvente aus 7,8
(10)  {~Xr((re(ron) inT

(11) o0 Resolvente aus 9,10
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Somit ist ' unerfiillbar (gem&B Satz 2.60). Das auf Folie 373 angegebene
Verfahren hilt daher (spatestens) im Schleifendurchlauf fiir i = 5 mit der
Ausgabe ,, x ist unerfiillbar” an. Da x erfiillbarkeitsdquivalent zur Formel
(¢ A ) ist, wissen wir also, dass ¢ = v gilt.

Dies beendet Beispiel 4.53.
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