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Dieses Dokument beschiftigt sich auf sehr detaillierte und theo-
retische Weise mit der Physik bewegter Ladungstriager, deren Wir-
kung aufeinander und auf ihre Umwelt. Es entstand zur Vorlesung
Theoretische Physik II von Dr. Harald Dorn im Sommersemester
2008 und ist als Skript dazu zu verstehen. Dieses Skript ersetzt
nicht den Gang zur Vorlesung, doch die Autoren hoffen, dass es un-
terstiitzend dazu beitragt eigene Fragen fiir die Vorlesung zu ent-
wickeln und sich auf die Priifung vorzubereiten. Wir sind der Mei-
nung, dass das Verstdandnis der Techniken und Kniffe bei der Formu-
lierung der Elektrodynamik essentiell fiir das Verstdndnis der Vor-
und Nachfolgevorlesungen ist (Analytische Mechanik und Quanten-
mechanik). An vielen Stellen werden Ergebnisse aus der Mathe-
matik verwendet, die Informatiker im Laufe ihres Grundstudiums
nicht lernen. Das ist uns bewusst und wir haben versucht, an diesen
Stellen Rechnungen detailliert auszufiihren und gegebenenfalls auf
externe Quellen zu verweisen. Wir mochten bereits an dieser Stel-
le Dr. Harald Dorn dafiir danken, dass er uns so geduldig bei den
vielen Verstdandnisfragen und der Suche nach inhaltlichen Fehlern
unterstiitzt hat. Das ist nicht selbstverstdndlich und das wissen wir.

Nachdem wir uns mit den verwendeten Konventionen vertraut
gemacht haben, beschéftigen wir uns im ersten Teil mit der Herlei-
tung der mathematischen Werkzeuge, die iiber das gesamte Doku-
ment verteilt benutzt werden. Danach betrachten wir zeitlich un-
verdnderliche Ladungskonfigurationen und leiten damit die Physik
der Elektro- und Magnetostatik ab. Im darauffolgenden Abschnitt
lassen wir die Einschrankung der zeitlichen Unverdnderlichkeit fal-
len und untersuchen frei bewegliche Ladungsmengen im Vakuum
sowie die durch diese induzierten Felder. Als nachstes schauen wir
uns die Physik an, die entsteht, wenn das umgebende Medium
selbst elektromagnetische Eigenschaften hat und kommen damit
beispielsweise zur Erkldrung optischer Effekte. Abschliel3end ver-
suchen wir uns an einer Formulierung der Elektrodynamik, die ih-
re Verkniipfung mit der speziellen Relativitdtstheorie offensichtlich
macht.

Viel Erfolg wiinschen euch Moritz und Dorian!
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KONVENTIONEN

Teil 1.
Mathematische Hilfsmittel

Konventionen
Im Laufe dieses Skriptes werden verschiedene etablierte Notationskonventio-

nen verwendet, von denen die aufgelistet sind, die nicht im Text erldutert wer-
den.

Summenkonvention

Li*Yi = szyz
i
Aii = ZAn'
i

Partielle Ableitung

_ 0f(») n 0" f(=)
e OF(F) gy 0" ()
Betrag eines Vektors
] =V
Matrixnotation
ailr ot Qim
(aij)gzl .n =
j=l.m
anl - Qpm




1. Vektoranalysis

1.1. Skalare und Vektorfelder
Skalares Feld

Definition 1 (Skalares Feld). Es sei ¢ eine Funktion
¢:R* =R
d. h. jedem Punkt des Raumes wird eine reelle Zahl zugeordnet.
FER? = p(F) €R

Dann nennen wir ¢ ein Skalarfeld.

Vektorfeld

Definition 2 (Vektorfeld). Es sei A eine Funktion
AR5 R
d. h. jedem Punkt des Raumes wird ein 3-dimensionaler Vektor zugeordnet.
FeR® = AF) e R®

Dann nennen wir A ein Vektorfeld.

1.2. Gradient, Divergenz, Rotation

Fakt. Es sei 7 ein beliebiger Vektor. Dann lassen sich Einheitsvektoren e; finden,
so dass 7 darstellbar ist als

7 = x1€] + x2€s + w33, {€;} Orthonormalsystem Basis in R3

Definition 3 (Gradient). Es sei ¢(7") ein Skalarfeld. Der Gradient von ¢(7) ist
definiert als

0

o, 0o D¢ o

grad (1) := a—xlel + 8—@62 + 8756‘363 = | 725 | #(7)
O3




1 VEKTORANALYSIS

Definition 4 (Divergenz). Es sei A(7) ein Vektorfeld. Die Divergenz von A(7)
ist definiert als

DA, 0A, OA 3
1_|_ 2 SZ

6901

div A(7) := axz

Definition 5 (Rotation). Es sei A(7) ein Vektorfeld. Die Rotation von A(7) ist

definiert als
. 0As 0As)\ 0A1 0Asz\ _
A == - == —_— =
rot A(7) ( >€1+ <6$3 6w1>e

(A0
8512‘2 8:):3 3

8901 81’2

1.2.1. Nabla-Operator

Alle drei Bildungen sind kompakt darstellbar unter Verwendung des Nabla-
Operators.

Definition 6 (Nabla-Operator).

V = ¢ i + € 0 + é: 9
Mo Poms | o
Dann gilt
grad p = Vo

divA=V-A

rot A=V x A
Definition 7 (Laplace-Operator).

) P ¢  9%p
Ap:=V-Vp=divgradyp = 522 + 923 + 52




Niitzliche Relationen

Vi) =@ Vip+¢-Vo
= grad(p 1) = ¢ grady + ¢ gradp
Ve(p-A)=p V- A+ AV
= div(p-A) = p- divA+ A- gradp
Vx(p-A)=p-VxA—-AxVp
= rot(p-A) = p- 1ot A — A x grad ¢
V- AxB)=B-VxA-A-VxB

( )
= div(A x B) = B-rot A— A- rot B
{-B) = B;-¢&-0;A; + A;&-0;B;
= (BV)A+ B x (V x A) 4+ (AV)B + A x (V x B)

B) = (BV)
V x (A x B) = (BV)A — B(VA) + A(VB) — (AV)B
B) = (BV)A— B divA— (AV)B + A div B

insbesondere

rot grad ¢ = 0
divrot A = 0

2. Integralsitze

2.1. Integrale

Uns begegnen in der Elektrodynamik Kurven-, Flachen- und Volumenintegrale.




2 INTEGRALSATZE

N g

(a) Kurve (b) Flache (¢) Volumen

[eyds = [ o) (flt) at

/QD(F) df = / /(,D(F(tl,tg)) - |8117>< 82F| dtl dtg
F Fyy Fyy
/gp(F)dv ::///ga(f’) dri dre drs
——
v T3 T2 T1 =d3r
Bemerkungen
o W = an‘ und 07 = g—g sind Tangentialvektoren an die Fldache F.

|O17" % 827?1 | dty dty ist der zum Parameterbereich [t1,t1 + dt1], [ta, to + dts]
gehorende Flacheninhalt.

=T
=TIy

S
=S

o Es gilt weiter |97 x 97| = /g mit g = det gl -21
17" 02

o 9 ist ein Tangentialvektor an der Kurve. \/W at ist die infinitesimale

Lange auf der Kurve, die zum Parameterintervall [¢, ¢ + dt] gehort.

Weiter kann man mit Vektorfeldern die folgenden Integrale definieren:




2.1 INTEGRALE

ffdf:://ff(f(tl,@))-(alfxan*)dtldtg

Bemerkungen
o 017 x Oor ist ein Normalenvektor der Flache.

o g—f ist wie gehabt ein Tangentialvektor der Kurve.

Dann gelten die beiden wichtigen Integralsitze:

2.1.1. Satz von Gauf’

2.1.2. Satz von Stokes

F/(rotff) df zaljdf

Dabei bezeichnet
o 0V den zweidimensionalen Rand des dreidimensionalen Volumens V'

o OF den eindimensionalen Rand der zweidimensionalen Flache F

10



2 INTEGRALSATZE

oF

(a) Volumen mit Rand (b) Flache mit Rand

Die Orientierung wird per Konvention so gewihlt, dass df aus V herauszeigt
und dr einem Umlauf im positiven Sinne entspricht.

Der Satz von Gaul} sagt, dass es egal ist, ob die Effekte der Quellen bzw.
Senken eines Vektorfeldes im Volumen aufsummiert werden, oder ob nur das
betrachtet wird, was iiber den Rand zu- bzw. abflief3t. Er hat damit den Cha-
rakter eines Erhaltungssatzes.

Beweisidee
o Zunichst werden die Satze fiir Quader bzw. Rechtecke bewiesen.

o Der allgemeine Beweis wird dann durch Approximation beliebiger Volu-
mina durch Quader gefiihrt.

Satz von Gauys.

. b1 b2 rbs
/divAdv = / / / <8A1 + 04, + 8A3> drs dxe dx
a1 Jas Jas 8.751 8x2 8x3
14

. b2 b3
= /diVAdU = / / (Al(b1,x2,x3) — Al(al,:cg,xg)) dxg dIQ
v az Jas

by pbs
+/ / (A2(z1, b2, x3) — Aa(z1, a2, x3)) dxs dxy

b b
+/ / <A3($1,!E2,b3) *A3(56175L“2,a3)> dxo dxy

al az

11



2.1 INTEGRALE

Aus der folgenden Abbildung betrachten wir die schraffierte Flache, die dem
unterstrichenen Term entspricht.

Box aus dem Beweisansatz fiir den Satz von Gaul}

ty

F(tlatQ) = t?

bs

1

= 81772 0 ,(927_“: 1

0

0

= 81’/7>< 82772 0
1

auf dem betrachteten Teil des Randes ist
/Ydf: A(alf X 8277) dtl dtQ = Ag(tl, tg, bg) dtl dtg

Das ist gerade der unterstrichene Term. Die anderen Terme folgen mit den
entsprechenden Seiten des Quaders analog.

12



2 INTEGRALSATZE

Damit ist der Satz von Gaulf3 fiir Quader beliebiger Kantenldngen bewiesen.
Komplexere Formen lassen sich nun beliebig genau abschétzen (in Analogie
zum bekannten Riemann-Integral, das den Flacheninhalt einer Kurve mithilfe
des Flacheninhalts von Rechtecken annéhert). Dabei beobachtet man, dass sich
bei der Summation iiber all diese Wiirfel die inneren Seiten der Teilvolumina
aufheben, so dass nur die ,,Aulenhiille“ des grof3en Volumens iibrig bleibt. Mit
anderen Worten, dessen Oberfldche. O

2.2. Green’sche Formeln

V(pVY) = VeV + ¢ A¢Gauﬁé§.1,1)

2.2.1. Green 1

/90 g = /(www Avp)dv
1%

ov

2.2.2. Green 2

Die Formel gilt allgemein, also auch unter Vertauschung von ¢ und 1. Vertau-
schen wir die beiden und subtrahieren die entstandenen Formeln, entsteht

/(90 grady — 1 grad ) df = /(so Ay —1p Ap)dv

ov |4

2.3. Divergenz und Rotation als Quell- bzw. Wirbeldichte
Sei F eine Fliche und A(7) ein Vektorfeld. Dann heif3t

13



2.3 DIVERGENZ UND ROTATION ALS QUELL- BZW. WIRBELDICHTE

/Edf

F

auch Fluss des Vektorfeldes durch F'. Diese Bezeichnung wird allgemein fiir
beliebige Vektorfelder von der Vorstellung {ibernommen, dass A als Geschwin-
digkeitsfeld fiir einen Teilchenstrom interpretiert wird. In diesem Fall gibt obi-
ges Integral gerade die pro Zeit durch die Flache tretende Teilchenzahl an.

Nach Gaul’ (2.1.1) ist
/ffdfz/div[fdv

ov \%4

d.h. wenn in V div A = 0 ist, dann ist der Fluss durch 8V ebenfalls gleich
Null. Wenn aus V ein von Null verschiedener Fluss herauskommen soll, muss
div A in V wenigstens stellenweise verschieden von Null sein. Da V beliebig
klein gewihlt werden kann, wird div A auch als Quelldichte des Vektorfeldes
A interpretiert.

FAERARY

(a) Verwirbeltes Vektorfeld (b) Vektorfeld mit div # 0 der Feldstarke eines
Dipols

/gdf:/rot,zdf
F

oF

Nach Stokes (2.1.2) ist

Jor A dF fiir geschlossene Kurven §F ist insbesondere dann von Null ver-
schieden, wenn A als Geschwindigkeitsfeld eines Teilchenstromes einen Wir-
bel hat, der durch 9F umlaufen wird. Da OF beliebig klein werden kann, wird
rot A als Wirbeldichte des Vektorfeldes A interpretiert.

14



2 INTEGRALSATZE

2.4. Die Deltafunktion

Die Delta-Funktion d(x) dient der mathematischen Modellierung diskreter Er-
eignisse in kontinuierlichen Systemen. Sie wird durch ihre Eigenschaft defi-
niert, fiir alle x # 0 zu verschwinden, jedoch trotzdem bei der Integration
endlich und ungleich 0 zu sein, falls x = 0 im Integrationsintervall ist. Eine
Funktion mit diesen Eigenschaften ist beispielsweise bei folgenden Anwendun-
gen hilfreich:

o Idealisierung einer Ladungsverteilung auf Punktladungen

o Eingangsimpuls fiir die Untersuchung von Impulsantworten beispielswei-
se beim Test von Lautsprechern

o diskrete Kraftsto3e in mechanischen Systemen

Eine solche Funktion existiert nicht (siehe Lebesgue Integrationstheorie), aller-
dings lasst sich eine Distribution definieren, die die Definition fiir bestimmte,
sogenannte Testfunktionen, erfiillt.

Wir werden im Folgenden auf die Bildung A ‘F_lm stof3en.

1 1
A——=VV——xs
=71 T
0 1 0 . _no-1
oo =7~ 0m TV
1 L _3
=2 () 2 ()
/
o
0? 1 0 zi—ux
al'ial'j |F—F’| - al'j ’77—77”3
0 o _3
:—a—xj(gy;Z ) ((F—7")%) "2
3 7(”_;8?{5_%) falls i # j
= 1 . (xif:r;-)Q 2
Fa +3 EEE falls i = 5
0? 1 0 ) (zi — z7) (x5 — 7})
Ox;0z; |F— 7 |7 =73 |7 — 7°

15




2.4 DIE DELTAFUNKTION

1 fallsi=j
(= { "7 J das Kronecker-Delta
0 sonst

Zur Erinnerung:

82
V= €; " = VV = —
2% o, 2 522
i=1 i=1
Dann ist fiir 7 # 7/:
3 (F—7")2
PN ——
A 1 . 5“ + 3. (.CL‘Z — l‘i/)2 o
|7 — 7| |7 — 73 7 — 7|

Was gilt fiir 7 = 7'?

Zunéchst regularisieren wir die Singularitét bei 7 — 7' = 0:

o 1 24) (zi — a})
Oi \J(F= T2+ ((F—7")2+ )3
0? 1 Q4 dij 43 (zi — z})(7; — %)
Ox;0x; | /(7 — 71)2 + €2 ((F— 72 + 62)% ((F—7")2 + 62)%
N 1 _ B (=) +€) +3-(F =)
V=T Ee (7= 72+ é2)3
3e?

Wir sehen fiir den Grenzfall e — 0

=0 JF—F)2+e |—oo firF=7

Was passiert mit dem Integral des regularisierten Ausdruckes bei ¢ — 0?

.
lim A 1 _{O fir 7 #£71

16



2 INTEGRALSATZE

% (F—=7")* + ¢
1
= —3¢2 / 5 d3r
U (=) e’
oo

Substitution mit y = x + €2.
o
= I(e) = —6me / Vy — e -y*%dy
62

2 0 2
y= € 1 _5 B
= —6me? [ —— e q/=—1-¢222dz
22 z
1

1,5
272t /1— 2 dz

= I(e) = —67-

/
/

=—6r [ V1—2zdz
N————
Jo vV dw=3
= I(e) = —4m unabhéngig von !
Da
1 =y =l
A — 0, Vr# 7

F—7")2 + &

folgt weiter, dass fiir beliebige Funktionen f (i), die differenzierbar mit schnel-
lem Abfall im Unendlichen sind, gilt:

17



2.4 DIE DELTAFUNKTION

Damit haben wir gezeigt, dass

1

— 47 5C) (7 _ 7!
7] w0 (F—7")

6B (7 — 7' ist die dreidimensionale Delta-Distribution.

Bemerkungen zur Distributionstheorie

Eine Distribution (hier eindimensional) ist ein lineares, stetiges Funktional tiber
dem Raum S der sogenannten Testfunktionen.

Funktional Hohere Funktion, die aus dem Raum der Testfunktionen auf kom-
plexe Zahlen abbildet.

Testfunktion Beliebig oft differenzierbare Funktion, die fiir |z| — oo schneller
als jede Potenz gegen Null geht.

[:S—C
e, €8, a,beC:llap+ ] =a-llp] +b-1[¢]

Beispiel

Sei f(x) eine stetige Funktion. Dann definiert

Ilg] = / f(2)- o) dz, Vg € S

ein sogenanntes reguldres Funktional.

18



2 INTEGRALSATZE

)-Distribution
d[¢] := ¢(0) (diese Distribution ist nicht regular)

Man schreibt aber trotzdem

bzw. allgemein
ol = [ ba~ ") p(o)do = (o)

Es gilt aber: Zu jedem stetigen linearen Funktional /() existiert eine Folge
stetiger Funktionen f;,, so dass

lp] = im [ fu(z)- o(x)dx

n—oo

Falls [ nicht regular ist, heil’t die Folge { f,,(z)} eine Regularisierung von .
Diese Konstruktion lésst sich in analoger Weise fiir Testfunktionen im R3?
durchfiihren. Dann gilt insbesondere:

/&$W—Wwww0fw=ww>
—_——
0(x1) - 0(x2) * 6(x3)

Bemerkung

Die ¢-Distribution ist dazu geeignet punktférmige Anhdufungen einer physi-
kalischen Grofde im Rahmen einer Dichte-Formulierung zu beschreiben, z. B.
stetig verteilte Ladung: Ladungsdichte o(7), Gesamtladung @

Q= [ or)as
1%
Punktladung ¢1,...,q, in V:

n

Q=> a

i=1

= /qi OB (7 — ) dPr

\%

19



2.4 DIE DELTAFUNKTION

Rechenregeln

o Ableitung einer Distribution:

Da per Konstruktion Testfunktionen beliebig oft differenzierbar sind, gilt
das auch fiir Distributionen. Speziell fiir §:

/ §(x—a") p(x)dr = |:g0(a:) -(5(3733’)] - / S(x—a') - (z)dz
—00 :’0-/ —o00 T

= —¢'(2)
o Sei

1 flirz>0

9(1‘)—{0 furz <0

die sogenannte Stufenfunktion. Sie ist natiirlich im gewohnliche Sinne
bei x = 0 nicht differenzierbar, als Distribution aufgefasst gilt allerdings:

o Es gilt
(f(x)) = Z |f,(]1;3n)| -0(x — xy), x, einfache Nullstelle von f(x)

denn:

/ 5(f(a)) - ole) de = / 5(f(x)) - () f,}m)df

Einfache Nullstelle Nullstelle = einer Funktion f, in der f’(z) # 0 ist.

20



2 INTEGRALSATZE

2.5. Dekomposition eines Vektorfeldes

Seien o(7") und @(7") hinreichend oft differenzierbare Skalar- bzw. Vektorfelder
mit schnellem Abfall im Unendlichen und div @(7") = 0.

Dann gibt es genau ein im Unendlichen hinreichend schnell verschwinden-
des Vektorfeld A(7) mit

div A(7) = o(7) und rot A(7) = @(7)

Weiter gilt
= Q(F/ 3./ / ZU(F/) 3./
A(7) = — grad d t d
(7) = —gra /477 Fom o T T
Eindeutigkeit

Beweis. Gibe es zwei Felder A; und A, mit den geforderten Quell- und Wir-
beldichten, dann wére B := A; — A quell- und wirbelfrei.

rotéz()jﬂgo: gzgradgp
Dann muss wegen div B=0 gelten:

Ap=divgradp =0

Green 1(2.2.1) / ¢ gradpdf = /(V@ch +Ap)dv
av v

Wegen A ¢ = 0 gilt also fiir beliebige Volumina

/sO' grad pdf = /(W@)de
1%

ov

Fiir sehr grof3e Volumina folgt

21



2.5 DEKOMPOSITION EINES VEKTORFELDES

grad@zé%()
:>/<p-§df—>0
ov
:>/(V<p)2dv—>0
14

= V=0
=B=0

Die beiden Felder sind identisch.

Explizite Formel

s A o(r” 3,/ . 1 1
divA(T)=—-Ar | ——————d d tA=0,VA
iv A(r) rv/47r"7?_7_”’ r (divro , VA)
- / o) - 8O (7 — 7y 3
\%4
= o(7)
=/ =)
rot A(7") = rot rot/ w(_?: ) 3 (rot grad a = 0, Va)
47+ |7 — 7|

v

Nun gilt allgemein (1.2.1)
rotrot B(7') = V(VB) — (VV)B = graddivB — A B

Wir miissen also berechnen

o) o 1
= s (@6 V) )

=V, ((w(F’) Vi) ~1~/|>

gradzdivy

Da V= V; fiir IF—ilf’l ist, folgt

= (=1
gradfdivfﬁlﬂ-u‘;ﬁr_)_’/‘ = (’u_)'(f”) . VF’) V=
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2 INTEGRALSATZE

Damit gilt
. ﬂ_j(’FI) 3 RN 1 3
/grad;dlv,rwd 7’/ — /(11)(7“/) .v'r'/) VT/47T |F_f»/| d /
14 a

[l =
<
=
7N
N
3
=i -
|
3
~
&
1!
\_>
ISH
s

da |, gy nichts beitrdgt, wenn die Felder im Unendlichen hinreichend schnell
abfallen und weil V% (7’) = 0 nach Voraussetzung vom Anfang des Kapitels
(Seite 21).

Nebenrechnung(*)

/cp-&dfGaug(:z’l'l)/V(go-c?)dv:/(Vgo-&'+ © V) dv
ov \% \%

Fassen wir ¢ nun als Komponente eines Vektors b auf (also ein b;), dann folgt

:/5-6df: (Vb-@ + bVa) dv

ov 1%
:/(Vb 6)dv+/(bV6)dv
1% Vv
:>V/(Vb 3 dv :agb-ﬁdf—v/(ch?)dv

Damit folgt nach der eben gefiihrten Diskussion

rot A(F) = — / G A — 7 =) O
\%4

A |7 =T

—0G) (F—7")
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3 ELEKTROSTATIK

Teil II.
Elektrodynamik

3. Elektrostatik

3.1. Grundgleichungen der Elektrostatik

Experimentelle Erkenntnis: Elektrische Ladung existiert und geladene Korper
iiben elektrostatische Kraft aufeinander aus. Im Falle der Idealisierung auf
Punktladungen gilt das Coulomb’sche Gesetz.

3.1.1. Coulomb’sches Gesetz

— —

= T — T2
Kio=kqqp ——3
|7 — T

k Coulombkonstante
¢1,2 Punktladungen

K19 Kraft wirkend auf q1 (gleichnamige Ladungen stolen sich ab)

25



3.1 GRUNDGLEICHUNGEN DER ELEKTROSTATIK

MafRsystem: SI (Systéme international d’unités)

Ladung als neue unabhdngige Grundgrof3e.
[¢) = As (Amperesekunde = Coulomb)

Dann k = i mit ¢y = 8.854- 10712 3=
In reiner Elektrostatik liel3e sich die Coulombkraft auch als Fernwirkung ver-
stehen, mit Blick auf die volle Elektrodynamik nutzen wir jedoch gleich den

Feldstandpunkt: Die Ladung ¢» erzeugt um sich herum ein elektrisches Feld.

» 1 P — 7
E r) =

Wird in dieses Feld eine weitere Ladung ¢; an die Stelle 7} eingebracht, wirkt
auf sie die Kraft

K(7) = q - E(7)
Feststellung. Das Feld ist ein eigenstdndiges physikalisches Objekt. Wir werden

spdter sehen, dass es Energie und Impuls hat.

Elektrisches Feld mehrerer Punktladungen

(JELI
Bry= -y 0,
(T) dreg ‘77— 7_1;’3 q;

i=1

3.1.2. Ubergang zu kontinuierlicher Ladungsdichte
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3 ELEKTROSTATIK

o Ladungsdichte

Bemerkung

Aus obiger Formel erhilt man riickwarts die Punktladungsversion mit
N
o) = > _ a0 (7= 7)
i=1

Wegen

=/

F—T
I d
A G e

= E(7) = — grad (%)

3.1.3. Elektrostatisches Potential

Weiter gilt

Q(F/) 3./
7= ] d’r

1 , 1
- . W
47eg /Q(r ) |7 — 7|

v

- 1
div E(7) = —div grad : /
4dmeg

d3r'

~———
=—dr 5B (F—7)
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3.1 GRUNDGLEICHUNGEN DER ELEKTROSTATIK

und wegen E = — grad ¢

rot E(7) =0

3.1.4. Poissongleichung

Wegen A ¢ = —div(—grad ¢) = —div E folgt auf der Ebene des Potentials die
Poissongleichung des elektrostatischen Potentials:

(fir o(7) = 0 wird die Gleichung ,Laplacegleichung“ genannt)
Wird die bisherige Argumentation umgekehrt, folgt die Losungstheorie der
Poissongleichung direkt:

=/

qb(F‘)— 1 . Q(r) &3

 dmeg 7 — 7|
\%4

ist eine Losung der Poissongleichung.

- =/

o Die Funktion G(7,7') = L - |F3F,| heil3t auch Green’sche Funktion zur

Poissongleichung im R3.

o Es gilt dann:

28



3 ELEKTROSTATIK

und

Behauptung. Die Losung ist eindeutig, falls gefordert wird, dass ¢(7) — 0 fiir
|| — oo.

Beweis. Wir beweisen zunichst das folgende, hilfreiche Lemma.

ou

Ho6henlinien um ein Extremum im zweidimensionalen Fall

29



3.1 GRUNDGLEICHUNGEN DER ELEKTROSTATIK

Lemma. Sei in einem endlichen Gebiet V' A ¢ = 0. Dann nimmt ¢ seine Extrem-
werte auf dem Rand 0V an.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass im Inneren keine lokalen Extrema existieren.
Sei bei 7 € V ein Extremalwert. Dann gibt es eine Umgebung U, so dass auf
0U die Funktion ¢ konstant ist, d. h. ¢ = ¢ auf OU. Green 1 in U fiir ¢ = ¢ =
¢ — ¢g ergibt

/ (6 — d0) grad(é — do) df = / (V6 — 60))° + (6 — o) Al — do)| dv

ou U 0
= / (¢ — ¢o) grad pdf = /(V¢)2 dv
———
OU =0 auf OU U

= V¢ =0in ganz U
= ¢ konstant in U
= Widerspruch zur angenommenen Existenz

eines Extremums im Inneren
O

Nun wenden wir dieses Lemma auf ein immer grof3er werdendes endliches
Gebiet mit || — oo fiir alle ¥ € OV an. Wenn ¢(7") — 0 fiir || — oo, dann
wird |¢| auf dem Rand beliebig klein. |¢| darf aber nicht groer als |¢| auf dem
Rand sein. Also ist dort ¢ = 0, d.h. insgesamt A¢ = 0 und ¢(#) — 0 fiir
|| — oo.

= () =0
Seien ¢1, ¢o Zzwei Losungen. 1) = ¢ — ¢ erfiillt dann

Ay =0und ¢ — 0, fiir |F| — oo
=1 =0=¢1 =2
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3 ELEKTROSTATIK

Feldlinien und Feldlinienbild

Feldlinie Kurve, die stets tangential zur Feldstarke lauft

Will man Feldstarken im Analogbild als Geschwindigkeitsvektoren einer (in-
kompressiblen) Fliissigkeitsstromung interpretieren, entspricht der Betrag der
Geschwindigkeit mit dem die Feldlinie durchlaufen wird genau dem Betrag des
Feldstéarkevektors.

o Feldlinien (bzw. Feldstirken) stehen senkrecht auf der Aquipotentialfliche
E=— grad ¢
Aquipotentialfliche Menge aller Punkte gleichen Potentials.

Sei 7°(t) eine Kurve in der Potentialflache

=0

_do(7(t)) 09 dz;
At Z

d.h.

—

d
O:gradqﬁd—?tn

o Der Betrag der Feldstérke ist also gleich dem Gefalle von ¢ entlang der
Feldlinien.

die Dichte der Aquipotentialkurven korreliert mit der Feldstirke
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3.1 GRUNDGLEICHUNGEN DER ELEKTROSTATIK

Visualisierung des Feldes im Feldlinienbild

o approximative Veranschaulichung mit endlich vielen Feldlinien (damit
man sie einzeln zeichen kann)

o Qualitat wird besser, je mehr Feldlinien benutzt werden

o dabei Kodierung des Betrages der Feldstirke in die Anzahl der Feldlinien,
die durch eine kleine Flache senkrecht zur aktuellen Feldlinie gehen

o Fluss der Feldstiarke durch eine Flache ist proportional zur Zahl der Feld-
linien, die betroffende Fldche durchdringen

o Feldlinien kénnen sich nicht schneiden (da die Feldstiarke eindeutig ist)

o bei Feldern von Punktladungen: Feldlinien beginnen bzw. enden an Punkt
positiver bzw. negativer Ladung (Quellen und Senken)

\J

(a) Feldlinien einer Punktla- (b) Feldlinien eines Dipols
dung

Beispiel: Potential/Feldstarke einer kugelsymmetrischen
Ladungsverteilung

Da das Potential kugelsymmetrisch ist, gilt fiir die Ladungsdichte

o) = or"),1" = |7

Trotzdem gilt fiir das Potential ¢(7) = [, o) 43, wenn auch nur von

77|

r’ = |F'| abhéngig. Die direkte Rechnung ist umstandlich, besser ist die Ar-
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3 ELEKTROSTATIK

ndherungsweise kugelsymmetrische Ladungsverteilung

gumentation iiber den Satz von Gaul$ (2.1.1). Wegen der Symmetrie des Pro-
blems ist auch ¢ nur vom Betrag von  abhéingig.

¢ =¢(r)
= E(7) = — grad ¢(r)
=—¢/(r)- gradr
=—¢/(r)*

<

Also hat die elektrische Feldstirke die Form E(7) = E(r) - g, mit F(r) = —¢'(r)
divE=2 :>/de(2i—'1)/E_’d]?
€0 €0
1% R)%

Wir wiahlen fiir V' die Kugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung und einem Ra-
dius r. Wir stellen fest, dass der Normalenvektor an 0V in die gleiche Richtung
zeigt wie der Radiusvektor.

33



3.1 GRUNDGLEICHUNGEN DER ELEKTROSTATIK

<3y
Sy
&

oV 1

aéﬁdf:/ﬁ;(r)-\-/

Spezialfall: homogen geladene Kugel vom Radius R mit Gesamtladung @

9 firr<R
ofr) = VTR -
0 sonst
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3 ELEKTROSTATIK

Falls » > R:
— T 2
E(F) = - . . ! !
() r er? 43w R3 /7“ dr
0
S
he
TQ Q
_ . Blr) = —%
3 Areg ( "= 5 607"2>
Falls r < R:
L1 Q[
E — . . . ! /
() r er? 43w R3 /T dr
0
——
7 Q Q-r
_ . Blr)= <
R3 4reg < () 47T60R3)
Bemerkungen

o Das Feld verhélt sich auRerhalb der Ladungswolke (auch bei beliebigem
o(7")) stets so, als wére die Gesamtladung () im Ursprung konzentriert.

o Im Inneren der Ladungswolke weicht die Feldstdrke von der eines Punkt-
ladungsfeldes ab, insbesondere verschwindet die Divergenz fiir » — 0.

3.2. Multipolentwicklung

Wie wir eben gesehen haben, erscheint das Feld auf3erhalb der kugelsymmetri-

schen Ladungswolke wie das einer Punktladung. Als nichstes untersuchen wir

das allgemeine Verhalten beliebiger Ladungswolken in grofen Abstanden.
Seir:=|F|,r" := || und o(7’) = 0 fiir ' > R.

O(7) = 1 / Q(F:)/' B

 4rmeg |7 — 7

Dann ist fiir » > R und ' < R die Taylorentwicklung bei 7/ = 0 eine gute
Approximation.

1 1 1 1 1 1 1
= ; — x;&; + = x;x;&@j . ; - — x;a:;x;&&jﬁk . ; 4+ ...

2 3!
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3.2 MULTIPOLENTWICKLUNG

1 X; 1 x
e
U Bwgwy —oyr? 1 g, i
Ay = T = (37 )
aiajak} _ 3 (5ij$k + ik + 5kj$i) r2—15- T;T;T;

r7

Sei m wie folgt definiert:

1%
= ¢(7)
L (@, myl 1 oyl N~ gy L., 1
 Adre (r m O +2 M, OiOk +l:3( 1) N M 95, 8er

Der Tensor mEZ) ist symmetrisch, woraus folgt, dass es nur 6 unabhéangige

Komponenten gibt. Er wird aber nur in der Konstruktion mit dem Tensor 8,~8k%

gebraucht. Dieser Tensor ist spurlos, weil seine Spur genau der Deltafunktion
(2.4) AL entspricht.

Wegen der Spurlosigkeit von 9;0;,1 gilt

1 1=*1 1 1
QwQQ@@TZQ-GﬁﬁgﬁW@?m)@@T
spurlogrnach *

1

| =
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3 ELEKTROSTATIK

Nebenrechnung(*)

Lemma. Es gilt fiir beliebige (n x n)-Matrizen A und B mit tr B = 0:

tr(A-B) =tr((A— —- tr

N
=
&
I
2
N
=

SN

::A, tr A=0

Beweis. Die Spur einer (n x n)-Matrix A ist definiert als die Summe der Diago-

nalelemente. "
trA = Z A“
i=1

Also gilt folgende Uberlegung

tr((A — % trA-T)-B) = tr(A- B — = - tr(A) - B)

Zahl
— tr(A-B) — % tr(4)- 3 By
i=1
— tr(A-B) — L - tr(A)- tr (B)
n ——

= tr(A- B)

Betrachte die Spur von A=A- % trA-I:

~ 1 n
trA=trA——-trA- E I)=0
r r oot i_l()

——

=N

Q= / o(")d*r’ Gesamtladung
v
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3.2 MULTIPOLENTWICKLUNG

m o= / o(F) 7' d®r’! Dipolmoment
v
Qi = /Q(F’) (3 wha) — 6Z-kF’2) d3r’ Quadrupolmoment
1%
hohere Ordnungen
" 1 Q 1 Qi 1 1
qﬁ(r)—4mo <r —m; 3zr+ 5 8zakr+0(r4)>
* 1 Q m Qi T T 1
— AL TR o2
4meq (r r2 r 2r3 r r + (7“4)>
Nebenrechnung(*)

Wir wissen, dass Q; spurlos ist, dass also tr Q;; = 0.

Qik 1 Qi (3 ximp i
ik 5.8, — L 2 itk Oik
6 ke 6 rd r3
_ Qi wimp Qe ik
2r3 2 6
@T 1
— . —t e
2r3 2 i Q,-«Zk 613
=0
Qik 1 Qi x
= 2. a — 0 Y o
6 ke T 93 v r

Dafiir haben wir die Spurlosigkeit von @, ausgenutzt!

3.2.1. Unabhéngige Komponenten bei Multipolmomenten

Wir stellen fest

o @j; ist symmetrisch und spurfrei — 5 unabhédngige Komponenten
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3 ELEKTROSTATIK

o m hat 3 unabhédngige Komponenten

Im allgemeinen Fall fiir | > 3 gilt: da der Tensor mz(?” vollstindig symme-
trisch ist, also alle Permutationen von Indexanordnungen den gleichen Ein-
trag haben, ist die Anzahl der unabhéngigen Komponenten kombinatorisch die
Gleiche, als wiirde man [ mal aus einem Topf mit drei verschiedenen Kugeln
ziehen (mit zuriicklegen). Die drei Kugeln repréasentieren in diesem Gedanken-
experiment die drei Dimensionen, die jeder Index i;, annehmen kann. Es gibt

demnach

341-1\  [1+2) _ (+2)! (+1)-(1+2)
l 1) -2t 2
unabhingige Komponenten. Nur die spurlosen Anteile beziiglich jedes Ind-

expaares werden gebraucht, es fallen also so viele Komponenten weg, wie es
Indexpaare gibt (jedes Paar erzeugt auch eine spurlose Hauptdiagonale). Bei
(é) = # Indexpaaren werden also insgesamt

I+1)-1+2) 1-(1-1

(VRS NERED NP

unabhéngige Komponenten benotigt.

Der Beitrag zum Potential ¢(7) in der Ordnung —+ wird durch 2/ + 1
unabhingige Komponenten des 2'-Polmomentes beschrieben. Diese Zahlen
charakterisieren die Ladungswolke.

Realisierung von Multipolen durch Punktladungen (und damit
Erklarung des Wortes Multipol)

o Monopol

Q=q

o Dipol

Ny

m:/<q-5<3>(f— %)—q-5(3)(F’+ )) 73
Vv

= q . 6
Fiir diese Anordnung zweier Punktladungen ist Q = 0, Q;x = 0 aber das
Oktupolmoment ungleich 0.
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3.2 MULTIPOLENTWICKLUNG

@ STmw®

(a) Monopol (b) Dipol

(d) Oktupol

(c) Quadrupol

o Quadrupol
@Lbund |@ = |b|

N | Sy

—

b

Q= [ <q-5<3><f’ ~ )0+ D) g sV - )

N oy

—q- 5(3)(77’ +

—2 72
. @il ay bib o 07
=q <<3 1 Oik 1 ) 2 (3 1 Oik 1 ) 2)

: (3 “(asap — biby) — ik (@* — 52))

)> . (ngxfk — (ka"z) d3r
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3 ELEKTROSTATIK

Mit den Bedingungen @b und || = |b| ist das eine Parametrisierung
durch 5 unabhédngige Parameter (von @ und b kommen vier, ¢ ist der
finfte).

3.2.2. Multipolmomente und Kugelfunktion

¢ (7) ist auBBerhalb der Ladungswolke eine Losung der Laplacegleichung (3.1.4).
Wir fiihren die Multipolentwicklung nun in Kugelkoordinaten durch. Da sich
der Laplace-Operator auf kartesische Koordinaten bezieht, muss eine Transfor-
mation von kartesischen in Kugelkoordinaten erfolgen.

x1 =1"-sinv- cosp

To =71 sind- sing

r3 =17- cost

Op = sin?d - cos 1 + sind - sin ¢ s + cos ¥ s

Oy =1 cost¥-cospd) +1-cost sinpdy —r-sind ds
Op = —r-sinv- sinpdy + - sinv - cos p 02

Das heif3t
O sin?d+ cos sin?d -+ sin ¢ cos o1
Oy | = | r-cosv-cosp r-cosd-sinp —r-sind 0o
Oy —r-sind-siny r-sind- cosy 0 03
=:A
01 Or
= (o] =471 0
03 0y
= det(A) = 7%+ sin®
. sind- cosp L-cosd-cosp —1 :ﬁ‘g
= A= [sindg-sing 1. cos?-sinp 1-92%
cos L. siny 0

r

Nebenrechnung (*)

Zur Erinnerung: sin o + cos’ o = 1, Vo
Mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz bekommt man:
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http://de.wikipedia.org/wiki/Determinante_(Mathematik)#Laplacescher_Entwicklungssatz

3.2 MULTIPOLENTWICKLUNG

det(A) = cos?- det (r' cosd- cosgp 7 cosy- Sin(ﬂ)

—r-sind-sinp r-sind- cosy

crosng-aa (e iy )

= cos®- (12 cos¥- sinﬂ-m+r2- cos ¥ sinﬁ-w)
+ 7+ sind- (r- sin® 9 - cos® p + - sin® 9 - sin® p)

=72 sind-cos’ 9 + r? - sindd - sin® I

=72 sin®

Mit dieser Determinante lisst sich nun die inverse Matrix von A berechnen.

det <A22 A23> _ det <A21 A23> det <A21 A22> g

Azy Ass Asr Asz Azr Aso
. Ajo A13) (An Alg) (An Ajo
adj(A) = | —det det —det
i4) <A32 Agg gy Asy gy Ay
Aiz A13> (An A13> <A11 A12>
det —det det
<A22 A3 A1 Az A1 Az
r2- sin? 9 cos r2- sin? 9 sinp r2- sind- cos v
= |r-sind-cos¥- cose r-sind- cosd- sinp —7 - sin?
—r:sing 7 COS Y 0
A—l — ad.](A)
det(A)
sin - cos sind - sin ¢ cos
= Al = %-cosﬂ-cosgp %-cosﬂ-singo —%-sinz?
_ 1, sing 1.cosp 0
r sind r  sind
82
A= —
- Ox?
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1 y 2
= <(sin19- cos @) Oy + < cos U coscp) Oy — < 51n.<,0 >8¢)
T r-sind

‘ ' 1 ‘ Ccos >
+ ((smﬁ sin ) O, + <r cos v s1n<p> Oy + (r' sin19> 8@)
1 2
+ ((cos ¥) 0 — ( sinﬁ) aﬁ)
r

3.2.3. Laplace in Kugelkoordinaten

Nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen der Terme, erhélt man die fol-
gende Form:

2 2
A_L1.0 1.<1a 9 1 a)

r a2 o 90 Y 59 T ane B2

Wir betrachten den Fall A ¢ = 0. Um die partielle Differentialgleichung in
Kugelkoordinaten fiir das Potentialfeld ¢ l6sen zu kdnnen, versuchen wir das
Problem auf die Losung gewohnlicher Differentialgleichungen zu reduzieren.
Das gelingt mit einem sogenannten Separationsansatz, d.h. gesucht werden

Losungen der Form

¢:f(r)' Y(ﬁ790)
———

—~—
radial winkelabhéngig
Ap=0
0=y 2L p o)
’ r Or?
r G o) 1 92
T <sin19'8198m0 oV 81n229.8902> . ¢)
o) .

. 2
p 2 f @) (st Gt ) Y (0.9)
f(r) Y (9, )

Rechts steht eine Funktion, die nur von den Winkeln ¢ und « abhéngig ist, links
eine Funktion des Radius r. Das ist konsistent nur moglich, wenn beide Seiten
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3.2 MULTIPOLENTWICKLUNG

gleich ein und derselben Konstanten )\ sind, also gar nicht von den Winkeln
oder dem Radius abhidngen. Um das zu sehen iiberlegt man sich, dass diese
Gleichung fiir alle Winkel ¢, ¢ und r gelten muss. Wiirde eine oder mehrere
der Funktionen doch vom Argument abhéngig sein, wire die Gleichheit bei
leichter Variation dieses Argumentes verletzt.

So ein A\ kdnnten wir prinzipiell auch als - (14-1) darstellen, was zunéchst noch
unsinnig erscheint, sich aber im Verlaufe der Rechnung als niitzlich erweist.

Radiale Komponente

re g (0 f ()
/()
rg )+ f)

I-(1+1) =

= 1-(I+1)-f(r) =712 f"(r) +2r- f(r)

Als Losung findet man:

f(r)=Art+Br7-1

Winkelabhangige Komponente

(5111179 a% Sm%aﬁ +S.mlzq9;;> Y (9,0)=—1-(1+1) Y (¥, 9)
Es kann erneut separiert werden:
Y (9,0) =P (9) - Q(p)
= Q) 0y s Oy Cﬂ)JFﬁ'P(ﬁ)'Q”(<P)Z—l(l+1)-Q~P
o gin?- S50y sind 0y - P (V) +1(1+1) .p(ﬁ)) _ Q@
P (v) Q ()
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3 ELEKTROSTATIK

Parametrisieren der Separationskonstanten mittels m?:

Q" (9) + m*Q (p) =0
= Q(p) =A™ 4 B-e”M¥

1 . m?

Mit cos ¥ = z, % = —sin 19d% und der Notierung P(¢ (z)) — P (z) folgt die

verallgemeinerte Legendre’sche Differentialgleichung.

3.2.4. Verallgemeinerte Legendre’sche Differentialgleichung

Damit @ (¢ + 27) = Q (i) ist, muss m ganzzahlig sein.
Die Losungen der Differentialgleichung héngen iiber

Im|  glml

P ()= (-1)" - (1-2%) % B (2)

dalml

mit denen der Legendre-Gleichung zusammen.

Legendre-Gleichung

(1-2%) P (2) — 2B +1(1+1) - P () =0
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3.2 MULTIPOLENTWICKLUNG

Nur fiir ganze [ > 0 existieren im ganzen Intervall z € [-1,1]=¢ € [0, 7]
reguldre Losungen.

Legendre’sche Polynome

1
Py(z)=1,Pi(2) =2,P(2) = 3 (322 -1),...
, 1 d(2-1)
und allgemein: P, (z) = ST 7

3.2.5. Rodrigues Formel

o
lePl(z) = (1—2'$Z+Z’2)_%
1=0

Diese Formel miissen wir leider so akzeptieren, da die Herleitung zu kompli-
ziert ist.

Bemerkung

Die Differentialgleichung hat fiir beliebiges / natiirlich stets zwei linear unab-
héngige Losungen. Die zweite Losung ist aber bei ganzem [ > 0 bei z = +1

[m]

singuldr. Fiir ganze [ > 0 ist dann auch P/ (z) bis auf den Faktor (1 — 22)z
ein Polynom.
Die zulédssigen Werte von m sind dann weiter offenbar

—! < m <, m ganzzahlig
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3 ELEKTROSTATIK

Die Funktionen

A+ (14 |m|)!

heiBen Kugelfldchenfunktionen. Sie sind orthonormiert im Sinne von

1 27
//Y;jn (19? (P) Yy (797 90) ng d‘ z = 5ll’5mm’
-10 cos ¥

und bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem fiir Funktionen auf der Ein-
heitskugel

00 l

h(ﬂ>§0) :Z Z hlm’lem(ﬂ’(zo)

=0 m=—1
mit
21

1
i ://Yl;; (9,0) b (9, 0) dipdcos
—1 0

Schlief3lich lasst sich die allgemeine Loésung der Laplacegleichung (3.1.4)
darstellen als

00 l
6@ = (Ar'+Br™1) 3" CimYim (8, 9)

=0 m=—I

Multipolentwicklung mittels Kugelfunktion

b (7) = 1 / Q(F:)/| 3

|7 — 7
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3.2 MULTIPOLENTWICKLUNG

Mithilfe eines Additionstheorems fiir Kugelfunktionen

P (cosy) = Z Yim (9, ¢)
m=—I
erhalten wir
= ¢ (*)
oo l
47T * / / 3 7
47T60 — Z l+1 / l_‘_l}/lm(ﬂ’sp)yvlm(ﬁ)@)dr

N \%4

3.2.6. Multipolmomente der Ladungsverteilung

4
Qm = 2lil '/(T/)IQ(F/) Yo, (9,¢) &’
\%

Dann folgt

0o l
1 /
) m* Yim (10,
() 471'60 ZT‘ mz 2l+1 im (7, ¢)
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3 ELEKTROSTATIK

Zu festen [ gibt es 2/ + 1 Momente. Auf die gleiche Anzahl waren wir auch bei
der Abzdhlung unabhingiger Komponenten von Q;; auf Seite 38 gekommen.
Gegeniiber der vorher behandelten Multipolentwicklung in kartesischen Koor-
dinaten hat diese Darstellung den Vorteil der expliziten Kontrolle der Winkel-
abhangigkeit. Dazu kommt, dass wir an dieser Stelle die Entwicklung in allen
Ordnungen erhalten haben.

3.3. Elektrostatik bei Anwesenheit von Leitern

Leiter sind Materialien mit frei beweghchen Ladungstragern Im statischen Fal-
le muss deshalb innerhalb von Leitern £ = 0 sein, denn anderenfalls wiirden
sich die frei beweglichen Ladungen noch verschieben. Da aul3erhalb E + 0 sein
kann, sind Leiteroberflichen zwangsweise Unstetigkeitsflichen des Vektorfel-
des E. Auferdem sitzen Ladungen gezwungenermaBen auf der Leiteroberfli-
che.

3.3.1. Effekt flaichenhaft verteilter Ladungen

Sei o die Flachenladungsdichte (Ladung/Fische)

Trager von
Flachenladungsdichte

Wie wir festgestellt hatten (3.1.3), gilt

divE =2 ,rot E Edf =— Gesamtladung inVv

60

di =0

e
-/t

Zunichst wird das erste Integral auf eine ,Dose®“ der Hohe § wie in der Abbil-
dung ausgewertet. Dann gilt (£) Grenzwerte oben/unten)
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3.3 ELEKTROSTATIK BEI ANWESENHEIT VON LEITERN

/ (Bo - B df:g%/Edf
oD

DNF
1
= —- / o df
€0

DNF

Nach Ausfiihrung dieses Grenzprozesses lassen wir die Grundflache der Dose
gegen Null gehen.

71 Einheitsnormalenvektor an Flache F'

Das heilt die Normalkomponente von E macht einen Sprung, der gleich der
Flachenladungsdichte ist.
Nun wird das zweite Integral ausgewertet.

= (E(+) = E(_)) -1 =0, Vi tangential zu F

Das heift die Tangentialkomponente von E ist an der geladenen Fléche stetig.

Bemerkungen

Diese Stetigkeitsaussagen gelten auch fiir den Fall, dass bis an die Flache heran
noch Ladungen mit der Volumen-Ladungsdichte o verteilt sind!
Da das Feld im Inneren eines Leiters verschwindet (£ = 0), folgt

o die Feldstiirke £ steht senkrecht auf den Leiteroberfléichen und

o Leiteroberflichen sind Aquipotentialflichen.
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3 ELEKTROSTATIK

Potentiale auf Leiteroberflichen und Ladungen konnen nicht vollig unabhingig
vorgegeben werden. Das sieht man am einfachsten am idealen Plattenkonden-

sator.
¢,
I 5 -
X1 * 7

SISICICICICICIC.
P EEEEEEEERE RN

POPDDDDDD "\,

zwei Leiteroberflaichen mit Flacheninhalt A

Die Randeffekte sind vernachléssigbar, wenn die Flache A gegen oo geht und
alles auf die Flacheneinheit bezogen wird. Fiir das Potential zwischen den Lei-
tern ist A ¢ = 0. Wegen der Symmetrie des Problems ist ¢ nur von x5 abhéngig.

d*¢ . .
——5 = 0 = ¢ héngt linear von 3 ab
dzs

= E (7) = E &, E konstant

1=
N d

Andererseits ist Q1 = 01 A, Q2 =02 A, E = 09/ey, —F = 01/¢€0

= —Q1=+Q2 = Q, 54:(¢2¢1)/d

Q=C": (2 — 1)

C= % ist die Kapazitat des Plattenkondensators
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3.3 ELEKTROSTATIK BEI ANWESENHEIT VON LEITERN

Kompaktes V V dehnt sich bis ins Unendliche aus

S

oVv oV

(a) Endliche Ausdehnung (b) Unendliche Ausdehnung mit der Zusatzforde-
rung ¢ — O fiir |F| — oo

Wir wollen nun die allgemeine Situation mit mehreren beliebig geformten Lei-
teroberflachen diskutieren.

Die Rinder von V seien Leiteroberflichen. Diese sind dann Aquipotentialfli-
chen. Dann gilt: Bei Vorgabe des Potentiales auf den Leiteroberflichen und der
Ladungsverteilung o () innerhalb von V/, ist die Loésung der Poissongleichung
Agp = —% eindeutig fixiert. Das fithrt zum sogenannten Dirichlet’schen Rand-
wertproblem.

Dirichlet'sches Randwertproblem Liegt vor, wenn die Losung einer partiellen Dif-
ferentialgleichung in einem Gebiet V' durch die Vorgabe von Werten fiir
die gesuchte Funktion auf dem Rand 0V eindeutig bestimmt werden
kann.

Nachweis der Eindeutigkeit der Losung
Beweis. Seien ¢1, ¢o zwei Losungen und bezeichne ¢ die Differenz.

= A¢=0inV und ¢ = 0 auf OV

(2

“/ (grad ) +¢A¢ r—/gb grad pdf

14

= /(grad ¢ d*r=0

|4
=¢=0 0O
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3 ELEKTROSTATIK

¢ = 0 folgt auch, wenn auf dem Rand grad ¢ - 7i = 0 ist.

Bei Vorgabe der Normalableitung von ¢ auf dem Rand und einer Ladungs-
verteilung o () innerhalb von V ist die Losung der Poissongleichung (3.1.4)
A¢ = —% ebenfalls eindeutig fixiert. Die Suche nach der Losung bezeichnet
man in diesem Falle als Neumann’sches Randwertproblem.

Neumann'sches Randwertproblem Liegt vor, wenn die Losung einer partiellen
Differentialgleichung in einem Gebiet V' durch die Vorgabe von Werten
fiir die Normalableitung der gesuchten Funktion auf dem Rand 0V ein-
deutig bestimmt werden kann.

Bemerkungen

Bei kompaktem V' kann 7i - grad ¢ nicht vollig beliebig vorgegeben werden. Der
von o (7) erzeugte Fluss muss sich mit dem Fluss von 0V aus ins Innere von V
zu 0 kompensieren.

Da E, = — grad ¢ - it direkt an die Oberflichenladung von Leitern gekoppelt
ist, bedeutet bei Anwendung auf von Leitern begrenzte Gebiete

o die Dirichlet-Randbedingung die Vorgabe der Potentiale der einzelnen
Leiter sowie

o die Neumann-Randbedingung die Vorgabe der Ladungen der einzelnen
Leiter.

Wir wollen zumindest fiir den Dirichlet-Fall die Existenz der Losung nachwei-
sen.
Eindeutigkeit

Beweis. Dazu nehmen wir zunéchst die Existenz einer Funktion G(7,7’) an
(Green’sche Funktion), mit

A G(7 7)) = 6O (F— 7Y und G(7,7") = 0 fiir 7 € OV

= B(F) = ~- / G, ) o) ' — / o(7)- grads G(F, ") df"

53



3.3 ELEKTROSTATIK BEI ANWESENHEIT VON LEITERN

Das ist eine Losung von A ¢ = — QEF), o(T) = (7)) fiir ¥ € OV, wie wir jetzt

zeigen wollen. Mit Green 2 (2.2.2)

t/W'A¢—¢¢MﬁfT=/@wﬁmw—w'gmwﬁf
ov

Vv

Existenz

oL 1 1
CEM) = e T

erfiillt unsere Forderungen an G, falls gilt

Ay F =0

und

. 1 1 .
F(T,T’/) = —E'm, furT’/ Eav

Da das Dirichletproblem fiir die Laplacegleichung (3.1.4) eindeutig l6sbar
ist, folgt die Existenz von G. Die explizite Konstruktion gestaltet sich im all-
gemeinen Fall allerdings schwierig. Entscheidend ist aber, dass G existiert und
ausschlieBlich durch die Geometrie des Problems bestimmt ist!
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3 ELEKTROSTATIK

Symmetrie

Wir wollen nun zeigen, dass die Green’sche Funktion symmetrisch ist. Dazu
verwenden wir Green 2 (2.2.2) mit p(7) = G(7',7) und ¢(7) = G(7", 7).

/ (G, 7) - grade (7", 7) — G(F",7) - grads G(F,7)) df
~—— ~—_——

oV =0 auf OV =0 auf OV
= /(G(F’,F)' Ar G, 7) -G, 7)) Ay G(F',F))d3r
—_——— —_————
Vv =50 (71" —7) =5 (7' —7)

=GF' 7" - GF", 7"y =0

Spiegelladungsmethode im leitenden Halbraum

A

_
N

Leiter

Jhalber R3“=: H3

Green’sche Funktion im R?
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3.3 ELEKTROSTATIK BEI ANWESENHEIT VON LEITERN

Gesucht

GHB(ﬁF’) mit AG = —§(7 — F'), F,F’ c i
und G(7,7') = 0 fiir 7 € 9H®

Wie wir bereits wissen, ist G s eindeutig bestimmt.

M
0

Induzierte Spiegelladung

Der Blick auf die Situation mit der Spiegelladung offenbart

G s (7, 7") ! ( ! qlq,>

~ir |7 — 7| B F—7

mit 7’ = x9

Nun wird die bisherige Diskussion auf den folgenden Fall angewandt (allge-
meine Kondensatorsituation):

OV =|JoVi, 0VinaV; =0Vi,j: i #j, o=0inV
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3 ELEKTROSTATIK

Intuitiv ist die allgemeine Kondensatorsituation also eine Menge von dis-
junkten Leiterstiicken, die die ganze Ladung halten.

o(Z) = ¢; fiir & € 0V;, d. h. ¢; ist das Potential des i-ten Leiters

Auf dem i-ten Leiter ist dann die Ladung

Q= [t =-a [ Edf=c [gadodf

oV; oV, ov;

d f = 7idf, 71 zeigt in den Leiter hinein! (aus V heraus)

Q; und ¢; sind aber nicht unabhéingig, denn

0=0)

o(7) = / o(7) - grady, G(F, ) df’
Vv
= Q;, = — € grad grad’ G(7,7) - ¢(F') df" df
8484

Unter Benutzung von [, = >, [, entsteht
J

QiZZCz’j'%'
J

Cij == —60//gradgrad'G(*,F')df"df
8v; 8V;

und wegen der Symmetrie-Eigenschaft der Green’schen Funktion

Cij = Cji

C;; Kapazitatskoeffizienten (rein geometrisch)
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3.4 ENERGIE DES ELEKTROSTATISCHEN FELDES

3.4. Energie des elektrostatischen Feldes

Gegeben sind N Punktladungen. Gesucht wird die Arbeit, die notig ist, um die
Punktladungen aus dem Unendlichen an ihre Positionen 7, ..., 7y zu bringen.

Ladung ¢; : keine Arbeit W7 = 0
q1
dmeg -+ |y — 7
q1 q2
—— T 43" ———
dmey - |75 — 71 e Aeq - |75 — 75

Ladung ¢o : Wo =2 °

Ladung g3 : W3 =q3-

N

qi 1 qi ;
Z ! 247760. |7 — 7 2 247760. |7 — 7]
— J J
1= > i#]

Ubertragen auf eine kontinuierliche Ladungsverteilung kommen wir zu

Diese Arbeit bezeichnet man auch als elektrostatische Energie der Ladungs-
verteilung. Man kann W durch das zugehorige elektrische Feld beschreiben:

(™) 3,0 (= _ L Y- h(7) 3
14 |4

o(F) = —¢g A¢:>W:—€20‘/A¢'¢d3r
14

:>W:—620-/V(¢V¢)d3r+€20-/v¢v¢d3r
14 1%
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3 ELEKTROSTATIK

Das erste Integral wandeln wir {iber den Satz von Gauf} (2.1.1) in ein Ober-
flachenintegral iiber eine beliebig groRe Kugel um. Der Beitrag geht im Grenz-
wert dann gegen Null.

V¢ =—-FE =

W:E‘)-/ﬁd%
2
\%

Hier kniipft nun eine (in der reinen Elektrostatik nicht zwangslaufige) Um-
interpretation an: die Energie des elektrostatischen Feldes ist auch dort, wo gar
keine Ladungen sind.

Die Energiedichte des elektrostatischen Feldes ist
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4  MAGNETOSTATIK

4. Magnetostatik

Die Beschreibung der Wechselwirkung von Permanentmagneten lasst sich vol-
lig analog zur Elektrostatik gestalten, wenn man als zusitzliche Bedingung
hinzunimmt:

# magnetische Monopole

Magnetische Felder von Permanentmagneten werden von Dipolen hervor-
gerufen. Die Messung der Richtung des Feldes ldsst sich mit kleinen Dipolen
(Magnetnadeln) durchfithren. Die Starke des Feldes kann man beispielsweise
iiber das auf die Magnetnadeln wirkende Drehmoment ermitteln.

An diesem Punkt der Diskussion ist es noch nicht offensichtlich, dass Elektro-
und Magnetostatik etwas miteinander zu tun haben, allerdings geht aus Expe-
rimenten hervor, dass bewegte elektrische Ladungen (Stréme) Magnetfelder
erzeugen.

4.1. Stationire Strome und Biot-Savart’sches Gesetz

Wir beginnen mit der allgemeinen Bilanzierung einer kontinuierlich verteilten
physikalischen GroRe, die weder erzeugt noch vernichtet werden kann, hier
am Beispiel der elektrischen Ladung.

Sei o(7,t) die im Allgemeinen zeitabhédngige Ladungsdichte und (¥, t) die
zugehorige elektrische Stromdichte (Ladung/Fiiche - Zeit).

Betrachten wir nun ein kompaktes Gebiet V. Dann ist Qy = fv od3r die
Ladung im Gebiet V. Diese kann sich nur dann zeitlich &ndern, wenn sie durch
den Rand flief3t.

:jt/Qd3r:—/j’d_)(zél)—/divj'dgr
Vv ov 1%

Weil das auch fiir beliebig kleine Gebiete gilt, folgt die Kontinuitétsgleichung.
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4.1 STATIONARE STROME UND BIOT-SAVART’SCHES GESETZ

4.1.1. Kontinuitétsgleichung

do(Fyt) | oL
T +div7(7,t) =0

Falls ¢ und 7 zeitunabhéngig sein sollen, muss auflerdem noch div j’= 0 gel-
ten. Das ist die Voraussetzung fiir die Magnetostatik.

Experimentelle Befunde

Magnetfeld um einen stromdurchflossenen Leiter

o Ein stromdurchflossener Leiter erzeugt ein Magnetfeld.

o Die Kraftwirkung des Magnetfeldes auf den stromdurchflossenen Leiter
ist sowohl senkrecht zum Magnetfeld, als auch zur Stromrichtung.
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4  MAGNETOSTATIK

4.1.2. Biot-Savart-Gesetz

B ist die magnetische Induktion

Kraftwirkung auf bewegte Ladungen bzw. Ladungsstrome

Betrachte eine Punktladung mit Ladung ¢ und Geschwindigkeit @'

4.1.3. Lorentzkraft

Fiir die Kraft, die auf ein eindimensionales Leiterstiick wirkt, das von Strom I
durchflossen wird, ergibt sich:

Bemerkung zu den Mal3einheiten

Im Prinzip konnte man fiir die magnetische Polstdrke (mgn. Dipolmoment/ysnge) ei-
ne neue, unabhingige Grol3e einfithren, wie bei der Ladung geschehen, man
benutzt aber stattdessen eine Anbindung an die elektrische Ladung, d.h. im

63



4.1 STATIONARE STROME UND BIOT-SAVART’SCHES GESETZ

T I
dl
] k >
(a) ngei parallele  Leiter; (b) Gebogener Draht
|dk| = 2-#0 L2 gy mit
dl' = é&sdz

Ausdruck fiir die Lorentzkraft verzichtet man auf ein unabhingiges v mit K =
~v+q- 7 x B und setzt v = 1. Damit folgt fiir B

_kgm m\~1 kg A
B] = =5 (As;) = +5 = 1T = 10" GauB

Man geht sogar noch weiter und nimmt die Kraftgleichung und das Biot-
Savart-Gesetz (4.1.2), um die Kraft zwischen zwei parallelen Leitern darzu-
stellen und nutzt dies zur Definition von Ampeére.

Ampére Ein Ampere ist die Stiarke eines zeitlich unverdnderlichen elektrischen
Stromes, der durch zwei im Vakuum parallel im Abstand 1 Meter von-
einander angeordnete, geradlinige, unendlich lange Leiter von vernach-
lassigbar kleinem, kreisférmigem Querschnitt flieBend, zwischen diesen
Leitern pro Meter Leiterldnge die Kraft 2- 10~7 N hervorrufen wiirde.

Im Gegensatz zu ¢, welches nach der Definition von Ampere und mit Ampére-
sekunden, der Einheit der Ladung, experimentell bestimmt werden muss, folgt
der Wert von p¢ durch die Bindung an die elektrische Ladung jetzt direkt. Da-
mit ist o dann folgendermalden definiert
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4  MAGNETOSTATIK

7 kgm

po i=4m-10" A2

Genauso wie hinter dem Gesetz von Coulomb auf Seite 25 die differentiel-
le Form div E = /¢, o(F) als Grundgesetz steht, erwarten wir auch hier eine
differentielle Formulierung der Magnetostatik. Aufgrund der Nichtexistenz von
magnetischen Monopolen gilt div B = 0. Aus der allgemeinen Diskussion tiber
Vektoranalysis wissen wir, dass ein Vektorfeld durch Quellen und Wirbel ein-
deutig bestimmt ist, deshalb betrachten wir nun die Rotation von E, wie sie
aus dem Biot-Savart-Gesetz von Seite 63 folgt.

5+ _ Mo J) x (F—7")
rot B(7) = . /V;x ( )77'— = d3r’
v

7

(1.2.1) Ko il F— 7! e 7
= T / <J<T/)' <VF_,_,3> - (](T’)‘V;) _,_,3> d3r’
A v |7 — | |7 — 7|

— —/ — —/
HO = r—r 3 7 MO =) r—r 3
— ko, S SR, | O V) L 4
ir /j(r) < T|F—F’|3) " /(J(r) ) EeE
v

Wir erinnern uns an die Herleitung der Deltafunktion von Seite 15

)
RS Vi N

r—
7= 7

= rot B() = 22 / J) (4m 6O 7= 7)) dr’
14

— —/
HO . ==\ . R r—r 3
- /(j (7') - Vz) T T d’r
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4.1 STATIONARE STROME UND BIOT-SAVART’SCHES GESETZ

o 77 0 77 77
= () - = AGOT - - divy
W) o, P o (31 & Fw3> o

Da 7 erhalten bleibt und stationdr ist, ist div 7= 0. Wir verwenden nun den
Satz von Gaulf3 (2.1.1) und 7= 0 im Unendlichen

also

4.1.4. Ampere’sches Gesetz

rot B = ot
bzw. via Stokes (2.1.2)

/éﬁEMr/wf

oF F

Vergleich der Grundgleichungen Elektrostatik/Magnetostatik

] Magnetostatik \ Elektrostatik ‘
’ divB =0 ‘ rot E =0 ‘
’ rotézuoj ‘ diVE:%Q ‘

Vektorpotential

Wir erinnern uns an die Dekomposition des Vektorfeldes in Divergenz und Ro-
tation von Seite 21.

Da
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4  MAGNETOSTATIK

divB=0=34: B=rotA
rot B = wol = rot rot A = toJ
= rotrot A 12V grad <div ff) —AA

A Vektorpotential

Da rot grad ¢ = 0 ist, ist A nicht eindeutig bestimmt. Die Transformation A —
A + grad ¢ heildt Eichtransformation.

Eichtransformation Eine Transformation, in der eine frei wéhlbare Funktion als
Transformationsparameter auftritt. Ist diese Funktion von den gewéhl-
ten Koordinaten unabhingig, spricht man von einer globalen, andernfalls
von einer lokalen Eichtransformation.

Sei div A # 0. Wir stellen nun an die Eichtransformierte A’ = A + grad e die
Forderung 0 = div A’ = div A + A . Aufgrund der Lésbarkeit der Poissonglei-
chung (3.1.4) kann ¢ stets so eingerichtet werden, dass div Al =0.

In diesem Sinne erfiille nun A die Eichbedingung div A = 0. Dann folgt

—AA=pi=

rot A = B liefert natiirlich wieder das Biot-Savart-Gesetz (4.1.2).
Explizites Nachrechnen zeigt, dass in der Tat div A = 0 ist.
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4.2 FELD LOKALISIERTER STROMVERTEILUNGEN

47
Vv
Vo =
T |E—]
/’LO =7 =/ 1 ce. = (=] 1 3./
_ o V. . —d . d
AT / T <](T ) ‘7_"—7'?,‘> v (7" ) ’,':’_7?/’ a
v =0
Mo 7o) 1 3/
— . v, : d
47_(_ / a <] (T ) ‘77_ F/‘) r
i
(2.1.1) Mo ot 1 ol
= PO . d
4wé{jﬁ)F—W\f

4.2. Feld lokalisierter Stromverteilungen

In der Formulierung mithilfe des Vektorpotentials sieht die Magnetostatik von
stationdren Stromen der Elektrostatik sehr dhnlich. Es ist deshalb sehr leicht
ein Analogon zur elektrostatischen Multipolentwicklung zu finden. Wir be-
trachten hier nur die Taylorentwicklung bei 7/ = 0 bis zum Dipolmoment.

(r=71)

1 o1 1
P r T OR)

T

O =15

=>Ak(77)—@ 1'/jk(77/>d37"/+'/jk(F/)x{.TidBT/-‘v-...
dr \r r3 ‘
v v
Nun gilt
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4  MAGNETOSTATIK

Nebenrechnung(*)
Voraussetzung: div 7= 0 und 7 — 0 fiir groRRe r

=dix
~ N

) ory . ) ) -
= 0; (zx ji) = oz, U +210; ji = jr wegen div =0
N

= Vf(r): /f(F)'jk(F)dSr:/f(F)'@'(wkji)dST
:/82‘ (f(7) -z i) / (8; f(F)) -k js dr
1%

(Z“/ff i df — /8f ) anjs dir

—0 wegen 7—0

- / () 5u(7) dr = — / (8 £(7)) - zx i dor

\%4 \%4

Wahle nun f(7) =

= /jk(F) d*r =0

e
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4.2 FELD LOKALISIERTER STROMVERTEILUNGEN

und fiir f(7) = a;:

:>—/:ckjid3r:/:cijkd3r

\%4 \%4

4.2.1. Magnetisches Dipolmoment

Durch

folgt

= 1 o 1
A(T’)_Zg'ﬁ'mmgnxr‘f’o(ﬁ)

SchlieRlich folgt daraus
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4  MAGNETOSTATIK

Bemerkung

Im elektrischen Falle folgt aus

1 . .
471'60 3 ()
E = —grad¢

L (3FmeT) W
~ drwe rd r3

Damit ist auf der Ebene der Dipole eine vollige Analogie gezeigt worden,
wenn man davon absieht, dass elektrische Dipole durch Ladungen und magne-
tische durch Strome erzeugt werden.

Magnetfeld eines stromdurchflossenen Kreises

Vorbetrachtung

Zunichst leiten wir das Biot-Savart-Gesetz (4.1.2) fiir den Fall her, dass der
Strom durch einen eindimensionalen Draht flief3t.

I(7)

e

Ringintegral ¢, Wegintegral iiber eine geschlossene Kurve C.

G >—17§d“ )5<3><f i(r)) dr
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4.2 FELD LOKALISIERTER STROMVERTEILUNGEN

Jetzt betrachten wir den spezielleren Fall eines kreisformigen Drahtes.

X3

;xz
X1
I(r)=| R-sint | = —=| R-cost
0 ! 0
i —R-sinT 1 — R-cosT
— x(F=1)=| R-cos7 | x | za— R-sinT
dr
0 x3
x3* R cosT
- x3-R-sinT
R? — R-(x1c08T + x98in7)
Mit
0 COS
F=|p sing | = z1cosT+ xgsinT = p- cos(T — @)
3
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4  MAGNETOSTATIK

gilt weiter

Pl :\/(xl—R~cosr)2+(a:2—R-sin7')2+:c§
=/z?+ a5+ 23+ R2—2R-(x1-sinT + 2 cosT)
:\/|F|2+R2—2R-Q-cos(7'—g0)
und damit
I 7 R
Bl(f):/jlo./ x3 cosST dr
0 (]r! +R —2R-g-cos(7—gp)>
7 2 R .
BQ(F):’ZT-/ Ts 1T OT 5 dr
0 (]F]2+R2—2R-Q-COS(T—<,0))2
2
I R*>—R-o- —
Bg(F):li(;-/ ercsr=v) g4

0 (!F!2+R2—2R-g- cos(T—go))2

Die Integrale liefern elliptische Funktionen. Uns interessiert nun das Verhal-
ten bei grof3en Abstdnden || > R. Wir benutzen dabei unsere Kenntnisse iiber
magnetische Dipolmomente von Seite 70.

Vv
I -
:2'%ZT)XTdT
I R- cosT —R-sinT
:2-y{ R-sint | x| R-cost | dr
0 0
0
=10
R2
I
:5'32 a;-fdf
——
27
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4.2 FELD LOKALISIERTER STROMVERTEILUNGEN

Fiir den Kreisstrom ergibt sich

Mimgn = IT- R? - &
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

5. Zeitabhiéngige Felder

5.1. Maxwellgleichungen

5.1.1. Faraday’sches Induktionsgesetz

Zeitlich veranderliche Magnetfliisse erzeugen eine elektrische Ringspannung.
Prinzipiell lief3e sich eine Proportionalitdtskonstante festlegen, allerdings ist
dieser Effekt fiir zeitlich unverdnderliche aber ortsabhidngige Felder bereits
durch die Lorentzkraft auf Seite 63 erkldrbar. Dort hatten wir bereits die Kon-
stante 1 gewahlt.

/rotﬁdf+jt /édf: 0, F beliebig =

F F
- OB(7,t)
tE =0
rot & + ot
In der Statik galt aullerdem
rot B = ol

Wegen divrot = 0 muss das fiir zeitabhéngige Stromdichten modifiziert wer-

den, denn es gilt auch div) = —% nach der Kontinuititsgleichung (4.1.1).

Maxwells Losungsansatz ist

. E
0 =¢o divE = div (j’+6086t> =0
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5.1 MAXWELLGLEICHUNGEN

Es liegt nun nahe im zeitabhéngigen Fall in rot B = o7 den Strom j durch
7+ eo%—]f = 0 zu ersetzen. Die resultierende Gleichung ist dann mathematisch
konsistent und bestétigt sich auch im Experiment. Man nennt eo%—}f manchmal
Maxwell’schen Verschiebungsstrom.

Damit ist dann

= OF
t B = 7 —
ro Lo (j—l—q)at)

5.1.2. Maxwell’sche Gleichungen

divE = ey 0 divB=0
rotE—l—E:() rotB—?Ez,uo]
1

mit der Abkiirzung ¢ =

v/ 10 " €0

Die vier Maxwell’'schen Gleichungen bestimmen das elektrische und magneti-
sche Feld bei vorgegebenen ¢ und 7. Das elektromagnetische Feld wirkt seiner-
seits auf die Ladungen und Strome. Fiir die Kraft auf eine bewegte Punktladung
gilt allgemein
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

K = qE(7(t),1) +qdz(tt) x B(7(t),t)
N————

elektrische Kraft

Lorentzkraft

Im Allgemeinen ist also ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen
zu l0sen, das sowohl die Felder als auch die Positionen der felderzeugenden
Ladungen festlegt.

5.2. Potentiale und Eichtransformation

Aus der Elektrostatik wissen wir

Mit Blick auf die Maxwellgleichungen und wegen rot grad = 0 sowie div rot =
0 folgt

1

DA(F, 1)

= 10t E + rot
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5.2 POTENTIALE UND EICHTRANSFORMATION

DA(F, 1)
ot

—

E(F; t) = = grad ¢(Fa t) _

Die Potentiale sind auch hier wieder nicht eindeutig fixiert.

Eichtheorie Die Bewegungsgleichungen einer physikalischen Theorie folgen aus
einer Wirkung, die invariant unter Eichtransformation ist.

Die Elektrodynamik ist eine Eichtheorie, deren Potentialfunktionen ¢ und A
man um die partiellen Ableitungen einer beliebig wahlbaren Funktion A aban-
dern kann, ohne die physikalische Aussage iiber die Feldstarken zu verdndern.

OA
¢%¢—E

A — A+ grad A(7, 1)

Die Potentiale werden nun in die Maxwellgleichung eingesetzt:

div (— grad ¢ — 8t/_1'> = 6109

- 10 0 - o
rotrot A — 27 (—grad¢— (%A> = loJ

mit
rot rot A = grad(div A) — A A

- 1
:>—A¢—8t diVA:fQ
€0

o - 1 6?2
— A A+ graddiv A+ 0

L1 ~
g@'A‘FC*gat grad ¢ = 0]

Wir versuchen nun, wie in der Magnetostatik, durch geschickte Wahl einer
Eichbedingung, eine Vereinfachung der Gleichungen zu erreichen.
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

5.2.1. Lorenzbedingung

divA+ ——-=0
1V A+ 3 Bt
Fall
. div i+ L9 mie £0
2 ot 7 "
Eichtransformation

A=A"—gradA

¢ = ¢ + O\
0L div A+~ a6
C
1 0%A
—’Y—AA"F*Q@
1 9%2A
also AA — Ry

Wir werden gleich zeigen, dass diese partielle Differentialgleichung stets Lo-
sungen hat. Unter Nutzung der Lorenzbedingung, folgt

5.2.2. Inhomogene Wellengleichung

1 0% 1

2 e he=Le
1 924 - .
2 oz AATH)

¢ und A geniigen der sogenannten inhomogenen Wellengleichung.
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5.2 POTENTIALE UND EICHTRANSFORMATION

Als néchstes 16sen wir die Gleichungen fiir vorgegebene o und j unter Be-
achtung der Kontinuitatsgleichung von Seite 62. Aus dem statischen Fall von

Seite 27 wissen wir :
d3 /
47reo / |7 — 7

Eine erste Uberlegung fiir die Ubertragung auf den zeitabhingigen Fall, wire

- 1 o(f',t) 5,
o(r,t) = . d’r
/

47eg |7 — 7|

Das ist aber leider falsch, da A ¢(7,t) dann gleich = s o(r, ) wére. Die Wel-

lengleichung mit dem zusatzlichen Term 12 ‘?)tf wird dadurch nicht erfiillt.
Der eben diskutierte Versuch setzte voraus, dass sich Anderungen von o(7, t)

an der Stelle 7/ # 7 augenblicklich am Orte 7 bemerkbar machen. Ein besserer

Versuch ware es, einer endlichen Signalausbreitungsgeschwindigkeit Rechnung

zu tragen. Dann kommt man auf

il

)

o7 t) = o(ryt —

=1 wéire dann die Zeit, die vergeht, bis sich eine Verdnderung von o aus-
gehend vom Ort #/ am Punkt 7 im gesuchten Potential bemerkbar macht. a ist
die Geschwindigkeit, mit der die Information iiber die Anderung iibertragen

wird.

- 4meq

— —

=7

2 o2 47‘(’6002 \7‘ 8t2 ’

A

)d37’/

o o, t—Fr

. _|_ 1 . a
R
82 o t F T a? o 1 9
-Q_'_ P .79
0z;0x; |'r—7" 8:1018163 ]r—r ] Ox; |F— 7| o0x;
+

1 o, 1 | &
(%c] |7 — 7| &ng |7 — 7| Ba:iﬁa:jg

8:@ -7 'F f'
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A

NG e B NE SEPRRCINS BN :
T =0 S——, t R '
|7 | |7 — 7| Ox; |[F— 7' Ox; 1)
— —/
—/ r—r ‘
+’—»_ —»,’ AQ(T,t_ a )
Nun ist weiter:
0 1 —
A 2)
81‘1’ |T—7’I| |77 F’|

0w, T F =
T (zi — ;)
O, (7,1 — a ):—W_;ﬂ'&t@ )
o j (@i — x7) - (5 — 25)
= — — ‘a —+ J ‘6
O0x;0x; a+ |7 =17 te a- |7F=7")? 1
N (zi —af) - (z; — ))&
a2 |F— 7P O
P — 7 2 1 0
A o7t ‘T r ‘ — _ ) __. 4
o™ a ) a- |F—71"| tg+a2 a12° “)

o(r,t — 1 T;— x; —
St e s () ()
2 g 12
o [F— P = a2 ot
|F—7|?
2- (25 — ai')? 2 1 1 82
~Am 007 04 7 |1; “jr‘* O T @ et
F— 7| 1 1o

PR o R T L

Die inhomogene Wellengleichung ist fiir ¢ nur dann erfiillt, wenn a? = 2.
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5.3 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

5.2.3. Retardierte Potentiale

Unser Ansatz liefert Lésungen der Gleichung fiir a®> = ¢?, wir kénnen also
auch ¢ = —c wéhlen. Die zugehorigen Losungen heiBen avancierte Potentiale.
Sie sind aus Kausalitédtsgriinden zu verwerfen, da die Wirkung vor der Ursache
stattfinden wiirde. Die gefundenen Potentiale erfiillen auch die Lorenzbedin-
gung auf Seite 79, falls fiir ¢ j'die Kontinuitatsgleichung gilt.

Man sollte sich an dieser Stelle noch einmal kurz Zeit nehmen, um zu re-
kapitulieren, was wir da gerade herausgefunden haben. Die Wellengleichung
ist nur dann erfiillt, wenn eine endlich schnelle Signalausbreitung zugrunde
gelegt wird.

5.3. Elektromagnetische Wellen im Vakuum

In Gebieten mit o = 0 und 7 = 0 gilt fiir ¢ und A die homogene Wellenglei-
chung.

5.3.1. Homogene Wellengleichung

1 92

2 gz ¢ A0=0
1 0% - 5 =
2 gr A-h4=0
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Mit B = rot A und E = — grad ¢ — %—f

1 9% = ~ 1 9% - S .

1 9% = _ 1 9?2 0 1 9% . .
— . _.E—_AE=— . _h—A [ A AA
2 o2 grad <02 o2 ¢ ¢> ot <c2 a1 )
=0

Sowohl E als auch B gentigen also auch einzeln der homogenen Wellenglei-
chung.

5.3.2. Ebene Wellen als Losung der Wellengleichung

Wir benutzen den Ansatz

E(*,t) _ Eo(E) ,ei-(Eﬁwt)
B(F,t) = By(k)- et (k)

E und B miissen als physikalische Felder zwar reell sein, aber man kann
trotzdem mit komplexen Feldern arbeiten, weil die Wellengleichung und die
Maxwell-Gleichungen bei p = 0 und 7= 0 als lineare Gleichungen dem Super-
positionsprinzip geniigen. Das heildt, die Summe zweier Losungen ist ebenfalls
eine Losung.

Da die Koeffizienten der Gleichungen reellwertig sind, ist mit jeder komple-
xen Losung auch der komplex-konjugierte Ausdruck eine Losung.

E Lésung = E* Losung = Re E und Im E Losung

Eingesetzt in die Wellengleichung ergibt der Ansatz

(1 (—iw)® — (iE)2> Byt Fren L

c2

Das ist genau dann erfiillt, falls folgendes gilt

w= =*c-
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5.3 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

Interpretation der Losung

An festem Ort dndern sich E und B periodisch mit der Zeit. Nach der Perioden-
lange %” liegen erneut die selben Werte vor. Deshalb ist

die Frequenz der Schwingung.

w Winkelgeschwindigkeit

‘R‘l

Fiir alle Punkte im Raum, fiir die k7 — wt = d - ‘I; ’ mit d = const bzw. = -7 —

o]

ﬁ = d gilt, liegen die gleichen Werte vor.

kP — wt = d- ‘E ‘ ist bei fester Zeit die Gleichung fiir eine Ebene im Raum. k

steht senkrecht auf dieser Ebene, deren Abstand zum Ursprung gleich d + ﬁ
ist.

€

Variiert man (bei fester Zeit) d, so erhédlt man eine Schar paralleler Ebenen.
Auf jeder dieser Ebenen sind F und B jeweils konstant. Der Wert der Felder ist
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dort bei k7 — wt und k7 — wt + 2 gleich. Der Abstand zwischen den entspre-
chenden Ebenen ist

2
d+

-

k

d. h. bei festem ¢ findet man in der Richtung von k ein raumlich periodisches
Muster.

A Wellenldnge

SchlieRlich bewegt sich das Muster als Ganzes mit der Zeit in die Richtung von
k. Die dazugehorige Geschwindigkeit ist

w

d

=c=v-A

k Wellenzahlvektor

1

V/Ho€o
len, d. h. die Lichtgeschwindigkeit.

Alsoist c =

die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wel-

Bemerkung

Bei allgemeinen Wellenphdnomenen ist w = w(E) (nichtlinear). Das trifft auch
auf elektromagnetische Wellen in kontinuierlichen Medien zu. Dann ist die
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5.3 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

Ausbreitungsgeschwindigkeit frequenzabhéngig. Liegt ein solcher Fall vor, spricht
man von Dispersion.

Die Wellen fiir E- und B-Feld miissen natiirlich auch die Maxwell-Gleichungen
erfiillen (o = 0, 7= 0)

divE =0 divB =
rOtE+E:0 I‘OtB—C*QEZO

Wie wir eben festgestellt haben, gilt

OHE = —iw- Eg(k) - e TF=b
OB =—iw- EO(E) - eilTR—wt)

Daraus folgt

k-Eo(k)=0

k-By(k) =0
k x qo(lg) = W'EO(E)
Exéda:fg-}@)

Also stehen E, EO und éo senkrecht aufeinander. Elektromagnetische Wellen
sind demnach transversale Wellen (E(7, ) und B(7,t) sind stets senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung k).

Wegen des Superpositionsprinzips folgen die allgemeinen Losungen der ho-
mogenen Gleichungen:
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i+ (kr—c* ’E‘t) + ES(—E) _ei'(EF+c"E|t)> Bk

=,
—
\.ﬁ
~
S—
Il
S
S
—
=~
N—
m&

(
(ES(E) ol (Rt [E[D) + ES(E) R ]E]t)) B
(
(

Bemerkung

Die Transversalitét folgt auch aus den Wellengleichungen fiir A und ¢ zusam-
men mit der Lorenzbedingung auf Seite 79.

Beweis.
A= A‘O . 6i(EF—wt)
b = do- ei(EF—wt)
oo 1 09
div A + 07 : E =

.1
<:>/<:A0——2~w-q50:0
C

0

-
o
I
o
ESET!
L
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5.3 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

B =r1ot A = ik x A el kr—wt)

E

—grad ¢ — LA — ik~ bo- ekm=wt) oy A - gfRTwt)

Damit folgt

5.3.3. Polarisation monochromatischer, ebener Wellen

Wir wéahlen das Koordinatensystem so, dass k=k- €3 ist.

—

= F = Eer- COS(EF— wt + 1) + E9pés - COS(EF— wt + p2)
<E = RC(EO . 67;. (EF_Wt)), Ej() = ’EjO’ . ei“’)
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Mit der Maxwellgleichung rot E + %—Jf =0 (5.1.2) folgt

L E - E -
B = —@51- cos(kT — wt + p2) + | 10‘#2' cos(ki — wt + 1)
c

Eund B liegen also stets in einer Ebene senkrecht auf E, d.h.inder (x1, x2)-
Ebene.

(a) Linear polarisiert (b) Zirkular polarisiert

Lineare Polarisation
Das ist der Spezialfall p1 = w5 = .
E= (Eyo€1 + E0és) - COS(EF— wt + )
B= <—‘E020|é’1 + |Ecloé'2> + cos(k7 — wt + @)

Zirkulare Polarisation
Das ist der Spezialfall o = 1 +7/2, Ejg = Eop = E.
= E=E- (é’l- cos(k7 — wt + ) T & - sin(EF—wt—i—go))

12 —
Dann ist |E| tberall und fir alle Zeiten konstant. Der E-Vektor durch-

lauft einen Kreis in der (x1,z2)-Ebene, dessen Umlaufrichtung durch die +-
Alternative bestimmt wird.
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5.4 ENERGIE UND IMPULS DES ELEKTROMAGNETISCHEN FELDES

Allgemeiner Fall

Allgemeiner Fall

Es ist zweckmdf3ig von ¢y auf ¢y — 7/2 liberzugehen, weil cos(z —7/2) = sinz
ist.

= E = FEioeh - cos(EF— wt + 1) + E9pés - sin(Ef’— wt + p2)

Es lasst sich zeigen, dass durch die Drehung des Koordinatensystems in der
(x1,x2)-Ebene stets p1 = @9 erreicht werden kann.
EY
Ef

2
—2 = cos? (kP — wt + 1) + sin®(kF — wt + @g) = 1

= 2
20

_l’_

Der Feldstirkevektor l4uft in der Ebene senkrecht zu k auf einer Ellipsen-
bahn.

5.4. Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes
Ein Teilchen erfahrt im elektromagnetischen Feld die Kraft
K =q- (B0 +7() x B(.t)

Die pro Zeit geleistet Arbeit ist
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Beachte: das Magnetfeld leistet keine Arbeit am Teilchen.
Daraus folgt im allgemeineren Fall einer kontinuierlichen Stromdichte

Fiir Punktteilchen ist 7(7,t) = ¢ 7(t) - 6®) (7, — 7(t)).

Wir postulieren die Energieerhaltung fiir das Gesamtsystem aus Teilchen und
Feld. Die Anderung der Energie der Teilchen ist betragsmiRig gerade gleich der
Anderung der Energie des Feldes. Daraus folgt fiir die Energie W des Feldes:

d o
Wz—/f-Ed?’r

dt
14
1 S 10 -
(5.1.2) -/(rotB 2) E d®r
o ot
1%
€0 =2 13 3
— —FE°d S tB-Ed
5 5 0 /ro T
14 14

Arbeit im elektrostatischen Feld (3.4)

Nunist E rot B = B rot E — div(E X é) nach (1.2.1).
Aus der Maxwell-Gleichung von Seite 76

. 9B
tE=——
ro at
S BrotB=—L 25 qi(E x B
= — = 7 - v
2 Ot
= — = = (2E*+ —B?) &+ — | div(E x B)d
dt ot <2 +2M0 T+IU() IV( % ) "
1% Vv
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5.4 ENERGIE UND IMPULS DES ELEKTROMAGNETISCHEN FELDES

Interpretation

5.4.1. Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

5.4.2. Poynting-Vektor

Vektor der Energieflussdichte des Feldes.

Energieflussdichte Die Dichte und die Richtung des Energietransportes einer
elektromagnetischen Welle. Der Begriff des Energieflusses ist identisch
mit dem physikalischen Begriff der Leistung, die Bezeichnung Energief-
lussdichte ist daher zur Leistungsdichte gleichwertig.

Analoge Manipulation fiir den Impuls

Fiir ein einzelnes Teilchen gilt
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ap_ - L
L =R =g (B0 +7(t) x BE.0)

Die Impulsédnderung einer kontinuierlichen Stromladungsverteilung ist dem-
nach

dp T o Bw 3
dt—/(g E(r,t)—l—ij(r,t)) dr

Wir postulieren die Impulserhaltung fiir Feld und Strome.

_, dPreid _ _/ (o B(rt) + 7% B) d*r

dt
\%
(5.1.2) - o= 1 = 10E, =\ 4
= _/<60Ed1VE+/m(rOtB_028t)XB d’r
1%
OE - 0 2 =~ = OB
— xXxB=—(ExB)—Fx —
;B (EXB) - Ex g
(5.1.2) 0

. .1 . 1 - .
— <60-EdivE—-erotB—Q-ExrotE)dST
Ho Hoc

Das zweite Integral lasst sich in ein Randintegral tiberfiihren.

+1 falls (i,5,k) : (1,2,3), (3,1,2) oder (2,3,1)
ek = § —1 falls (4,7,k) : (3,2,1),(1,3,2) oder (2,1,3) Levi-Civita-Symbol

0 sonst

Wir betrachten das Integral komponentenweise.

I I .
/[eo-EdiVE—-erotB—2‘E><1“01:E] d3r

Ho Hoc i
1%
1 _, _ 1 o R 5
= [« E 0B — —- [metB} - {ExrotE} &3y
7 Ho i, foC i
~—— ~———
€klm 91 Bm €kim O Em
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5.4 ENERGIE UND IMPULS DES ELEKTROMAGNETISCHEN FELDES

1 .
= / <€0 “E; 0jF; — % “€ijk€kim B0 By — €0 eijkeklmEjalEm) d>r

* 1 1
= / <€0 . EiajEj - BjaiBj 4+ — BjajBi — €9 EjaiEj +e€o EjajEZ) d37“
- Mo Ko —
14

1o 210

Maxwell’scher Spannungstensor

1 1 - q
— /aj <60EiEj + —B;Bj — & <B2 + 620E2>> d3r
\%

Nebenrechnung(*)

€ijk€kim TjO Tm = (0it0jm — Oim0j1) - Tj0/ Trn,
—
=0;105m—06imJ;1
= 0i0jm 10T — dimbj1 - 15011y,
Da 4, nur dann 1 ist, wenn a = b gilt und wir iiber die Indizes summieren
(Summenkonvention), folgt aus Obigen sofort, dass alle Summanden 0 sind,

wenn i # [ oder j # m ist. Dieselbe Argumentation gilt fiir den zweiten Term
(alsoi =mund j = 0).

= €ijkekim 10 Tm = T;0;T; — T;0;T;

Wir wollen die Interpretation des Maxwell’schen Spannungstensors als Zu-
sammenfassung der Impulsflussdichten nicht weiter verfolgen und halten nur
fest, dass

5.4.3. Impulsdichte
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€0 = HOICQ ergibt noch den bemerkenswerten Zusammenhang

Energieflussdichte = ¢? - Impulsflussdichte

in Analogie zum relativistischen E = mc?.

Als néchstes wenden wir diese Erkenntnisse auf die linear polarisierten ebenen
Wellen an.

5 o . . 0B
E = Ey- cos(ki — wt + @) (rot £ + a@t = 0, Maxwell(5.1.2))
— E — =,
le/c"_) Ey - cos(kP — wt + ¢)
g

Daraus folgt fiir die Energiedichte

. 1 -
8(7?, t) = EEOEQ + TMOBQ

=|2Et g, 2 W x Ey cos” (kT — wt + @)
—_——
Ej

e(7,t) = B2+ cos?(kF — wt + @)

Fiir die Energieflussdichte gilt
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5.4 ENERGIE UND IMPULS DES ELEKTROMAGNETISCHEN FELDES

1 = 1 k= 1 oL o Lo

—E()X =y X Lo | = = k (Eo'Eo)—Eo (k 0)

Ho ¢ |k ,uoc‘k:‘ el
= = ﬁ

- cos? (k7 — wt + )

Der Energiefluss erfolgt in Richtung von k.

Von Interesse sind nun noch die zeitlichen Mittelwerte:

T

| o

o) = o /e(f',t) atmit T = 2"
0

271
w'/wCOSQ(wt—EF—(p)dti1'/COS2($+a)d$
2T 2m

0

1
= [sin(x + a) - cos(x + a) + z]
1
2
—~_ 1 =
6(7’):§€0ED
=N cC € = k
5(r) = — ES
k

2
0
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Nebenrechnung(*)

% cos?(wt — k7 — ) dt

O\E ‘:‘M

Substitution mit z = tw:

T
t==
w
d(%)
dt = —“°d
dx v
1
=—dx
2m 2m .,
:>w-/(3082(wt—l;7?— )dt—i- /w-cos2(wI—EF— )lda:
2 v o w v w
0 0
27
1 =
= — /COSQ(x—kF—go)dx
2w ———
0 =:a

Das heil3t zeitliche Mittel von Energiedichte und Energieflussdichte sind pro-
portional zu EZ und von der Frequenz unabhéngig.

Verhalten von Energiedichte und Energieflussdichte bei der
Uberlagerung zweier Wellen

Sei

7 —wit+¢1) + Eg . COS(EQ — wol + @2)

E=F- cos(/%
Q(E

7
= E2? — E_? - cos” (k1T — wit + ¢1) + E% . COSQ(]{PQT_"— wal + )
+ E1Ey - (cos((ky + ka) -7 — (w1 +wa2)  t+ @1+ p2)
+cos((k1 — ko) -7 — (w1 —w2) "t + 1 — ¥2))

—
—
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5.5 ERZEUGUNG/ABSTRAHLUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN

Fiir w; # wo ist der Interferenzterm oszillierend. Dieser Beitrag verschwin-
det durch die zeitliche Mittelung der Grof3en, also verhalten sich Energie und
Energieflussdichte in diesem Fall additiv.

5.5. Erzeugung/Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, unter welchen Bedingungen La-
dungstrager elektromagnetische Wellen abstrahlen. Dazu fiihren wir zunéchst
eine allgemeine Diskussion und betrachten dann als Spezialfall die Strahlung
eines periodisch schwingenden Dipols (den Prototypen einer Antenne).

5.5.1. Feld einer bewegten Punktladung

Wir betrachten die retardierten Potentiale von Seite 82 fiir eine einzelne Punkt-
ladung mit

(7,1) = q- 6 (7 = 7(t))

7 ) = q-7(t) - 6O (7 — 7(t))

IS
=3

wobei 7(t) die Bahnkurve des Teilchens beschreibt. Fiir das Potential folgt
dann

1 Q(F/7t_ T~ ) 3 7
Ft) = . ¢ d
v
1 Q(F/7t/) / ’F_F/’ /33 1
= . ot —t dt' d
47eq /|F—F’| ( + ) "
14
L OO — (1) 0 —t+ ) s
47eq |7 — 7|
14
q / ’7?_77@/)’ dt’
= e —t
ireo / =t =) ]

Die Integration {iber ¢’ hdngt wegen der Deltafunktion nur von einem spezi-
ellen t, = ' ab. Es muss dann also gelten

|7 = 7t
C

te — 1+ =0
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

Unter Benutzung von

S(F(E)) = 8t — b, () =t — 4 T
fe.)
entsteht
N T ) =)
f(t) =1+ c- F—f’(t’)‘
oy g (M=) ()
= Jt)=1-=2 7 — 7t
_ P =) = Ve (= 7(t)) - 7(E)
|7 — 7t
5.5.2. Lienard-Wichert Potentiale
N q
(7, t) = Ireo 17 (e ?(t*)~(1z_7?(t*))

und mit analoger Herleitung

Aty =22 2:7{t)
’ 47 ’7—,»_ 77<t*)| - F(t*) ° (F*F(t*))

Da t, durch die endlich schnelle Signalausbreitung ebenfalls vom Ort abhéngt,
benotigen wir fiir die Berechnung der zugehorigen Feldstdarken den entspre-

chenden Gradienten.

B it
c
7 — 7t
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5.5 ERZEUGUNG/ABSTRAHLUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN

o o or(ts) (=
— 7t r(ty) — 7
= gradt, = —— 7; 7:,( ) e H( E ) ) grad t,
c |F=71(ts)] ¢ 7 — 7(ts)]
R R
= —— - U(ts dt.
R-c + (R-c ol )> gra
Wobei R(t,) = 7 — 7(t,), R(t,) = |R| und ¥ = 7 sind
R(t.)
= gradt, = —L¢
R(t*)'v(t*) 1
R-c
= gradt, = = R
R-7—R-c
Analog ergibt sich
ot. 1
- Ry
ot 1— &

Nach einiger Rechnung kommt man damit auf:

R 2 - ¥R 1 -
E(7t) = CR— 3-<<1—”2>-<R—”>+2-R
47T€0'<R—%) ¢ ¢ ¢

.01 - o
S=—-ExB

Ko

1 - R
:-E><<R><E)

poc R

1 .. R B\ -
=— - |E*—=—-|E-=|E
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

E hat die Form E(7,t) = E pan(7,t) + E gorn(7,t) mit Epap = O(%) und
Eforn = (’)(%) und E g, = 0 fiir ¥ = 0. Als néchstes betrachten wir die Ab-

strahlung ins Unendliche fiir diese beiden Komponenten.
Die Grol3e der Kugeloberﬂache ist proportlonal zu R?, der Beltrag von E pan
zu S proportional zu R4 und der von E g, zu S proportional zu R

Die Abstrahlung ins Unendliche tritt nur auf, falls ' # 0 ist.

Als néchstes untersuchen wir die Abstrahlung aus einer bewegten Ladungs-
wolke.

1 1 1
= = Ti0;— + 5 ! ;8107 +
L P, G
j(r',t—’ ’):j( "t — =)+ 2.0, 7( C)—i—..
C C C
=t
= A(71)
7(7 t) 1 7(F!,t 1
— Z;J_/ ](Trv *) "‘Tl‘i/ai’r'](rc’ *) —a:/@i;'f(F/,t*)—k... d37"/
N——
v M) @) 3)

Wir beschrianken uns auf den Fall, dass 7 periodisch mit der Frequenz w
schwingt.

= |7 ~ w171, [f| ~ 2171
Wir erwarten, dass die abgestrahlte Welle auch die Frequenz w hat. Dann ist
die Wellenléange
2me 27c

A=—5>L = —
— bzw.w 3
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5.5 ERZEUGUNG/ABSTRAHLUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN

/

1 R
T 1) ~ -, Tk 2) ~ —, T 3
erm (1) ;%,/ erm (2) o erm (3)
~ =, R’ Skala fiir die Ausdehnung der Quelle
r

Term (3) und hohere Entwicklungsterme konnen nicht zur Abstrahlung bei-
tragen:
a1 L1 T |
=~ o]
Es reicht also aus fiir die Abstrahlung nur die Terme (1) und (2) zu betrach-
ten. Falls die Ausdehnung der Quelle nun noch klein im Vergleich zur Wellen-
lange ist (%’ < 1), dann dominiert nur Term (1).

A7 t) = Ho . /7(?’ t*)-(1+0(§/+—/))d3r’
’ A7y ’ Ao
1%
m:/@(ﬁt) Fd3r
v
= —/divf-rd r
v
—/(j V)7
v
:/fd?’r
1%
. . R/ R/
= A7) = LY i) - (14 O( + )
r A r

Bemerkung

Analog kann der zweite Term durch die Zeitableitung des Quadrupolmomentes
und des magnetischen Dipolmomentes ausgedriickt werden.

Wir betrachten im Folgenden den Beitrag von 7.
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

1 . r T; 1z
0 (r s (t — )) =3 mj(ts) — — o “1(ts)
5 Ho T o T oo
= B(r,t) = — — ty) — - T
(72) dr2 m(t) dmre r x ()
5.5.3. Dipolstrahlung
= Ho = Ho -, 7
B — . — . t* —
(7 4mre () r o Amrr? (8) %

Fiir den Poynting-Vektor folgt

=
X
o

Uy
I I
5lo 5|~ 3]~
o
ﬁ\*l/\
Il
X
Sy
~__
X
]l

N
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5.5 ERZEUGUNG/ABSTRAHLUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN

Weiterhin gilt

2 N\ 2
5 Mo ) 5o T
B? = . _ . —
167272¢2 ( (m r) ) +O(r3)
,F‘
S 1) = 0 AT e 3.52 +0(l)
= e A - i 73
Sei weiter

m = myg - cos(wt)

= m = —w? 1Mo cos(wt)
F
V= 4L(-,m
(7o)

po 17
T

Fpy o LT s 262 o (f— 1
= S(rt) = 620 12 w*+ |mgl?sin® 9 - cos®(w - (¢ c))+o(7~3)

Der Energiefluss ist radial (~ g)
Energiefluss durch Raumwinkel df2 = sin ¥} diJ dy bei ¥, ¢ im Abstand r (Faktor

4 kiirzt sich heraus)
dI(t,9,0) = 0 A el - sin® 9+ cos?(w- (t— L)) dS
T 1672¢ c

Abstrahlung gemittelt iiber die Zeit:

T
1 1
T /COSQ(wt)dt: 3 T= "
0
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

X3 dQ =sin 9 d9 dg
[0, O + dO]
[¢, @ + dg]

dI(9, o) BO_ .t |7io|? - sin? 9 dQ

2w

4
//sinQﬁ-sinﬁdﬁchp:ZW'g
0 0

5.5.4. Zeitgemittelte Gesamtabstrahlung

T Ho 4 > 2
I o a
127c @ |m0|
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5.5 ERZEUGUNG/ABSTRAHLUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN

Polardiagramm der zeitlich gemittelten Abstrahlungsintensitit eines schwin-
genden Dipols (Antenne)
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

Bemerkungen

o Bei gleichen || erfolgt eine stirkere Abstrahlung fiir hohe Frequenzen
und damit kleine Wellenldngen. Diese Formel ist unter anderem wichtig
um die blaue Farbe des Himmels zu erkldren.

o Der bislang unterdriickte Term (2) l&sst sich sowohl durch ein magneti-
sches Dipol-, als auch durch ein Quadrupolmoment ausdriicken. (magne-
tische Dipol- bzw. Quadrupolstrahlung)
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

6. Elektrodynamik in kontinuierlichen Medien

6.1. Vergleich mit dem Vakuumfall

Bisher wurden Ladungen und Strome nur verteilt im ansonsten leeren Raum
als Quellen eines elektromagnetischen Feldes betrachtet. Nun wenden wir uns
den Fiéllen zu, in denen der umgebende Raum gefiillt mit einem kontinuierli-
chen Medium selbst elektrische und magnetische Eigenschaften hat, die das
Feld beeinflussen. Dafiir betrachten wir zunichst die Maxwell-Gleichungen
(5.1.2):

diveoﬁ =0 divB=0
. . 1 - .
rot £ = —0,B rot —B = 7+ 0o B
o

und das Kraftgesetz:
K =qE+qix B

Wir definieren weiter

D_»:ZEO_'
_ 1 =
H:=—B

Ho

und ersparen uns damit die Proportionalitidtskonstanten in den Gleichungen.

divﬁzg divB=0
rot F = —até rot H =74+ 8tl3
K=qE+qixB

Bekannt ist, dass E, die elektrische Feldstéirke, und B, die magnetische In-
duktion, fiir die Kraftwirkung auf Ladungstriger zustindig sind. D und H wer-
den direkt durch die Quellenverteilung o und die Wirbel 7+ OD bestimmt. Sie
werden Erregungsgréfsen genannt.

Experimentell entdeckt man
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6.1 VERGLEICH MIT DEM VAKUUMFALL

Die Anwesenheit kontinuierlicher Medien beeinflusst das Verhaltnis
zwischen den Erregungsgrof3en und der elektrischen Feldstarke bzw.
magnetischen Induktion.

Der einfachste Ansatz zur physikalischen Beschreibung besteht in der Einfiih-
rung von relativen Konstanten, also Konstanten, die an ein Medium gebunden
sind. Das fiithrt zu

e relative Permittivitat
1 relative Permeabilitat

Dieser Ansatz funktioniert leider nur eingeschrankt und muss fiir den allgemei-
nen Fall modifiziert werden:

o Bei anisotropen Medien wird das skalare ¢ bzw. p zu einem Tensor.

o Bei starken Feldern ist das Verhaltnis zwischen den Erregungsgrof3en und
E und B nichtlinear.

o Die Beziehung zwischen D bzw. E und H bzw. B kann von der Vorge-
schichte oder der Frequenz abhéngen. Beispiele dafiir sind

> Hysterese-Effekte
> Ferromagnetika

> Ferroelektrika
Isotropie Bezeichnet die Unabhingigkeit einer Eigenschaft von der Richtung.

Aus Resultaten der Thermodynamik und Quantenmechanik lasst sich schlie-
Ben, dass ¢ > 1 und p > 0 sein miissen. Fiir ;1 > 1 spricht man von parama-
gnetischen, fiir 4 < 1 von diamagnetischen Stoffen.

Eine weitere Auswirkung eines umgebenden Mediums besteht darin, dass
Ladungstréager, die im elektromagnetischen Feld beschleunigt werden, durch
StoRe mit den Bestandteilen der kontinuierlichen Medien abgebremst werden.
Im stationdren Fall ergibt sich in linearer Naherung das Ohm’sche Gesetz.
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

6.1.1. Ohm’sches Gesetz

|
Il
)
=

o Leitfahigkeit
o In anisotropen Medien ist o ein Tensor.

o Bei zeitlich verdnderlichen Feldern besteht im Allgemeinen eine Frequenz-
abhangigkeit.

o In starken Feldern verliert das Gesetz seine Giiltigkeit, da die Relation
zwischen 7und E nichtlinear ist.

Zusammenfassung der Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen in Medien gelten universell.

6.1.2. Maxwell-Gleichungen

divD = o divB=0
rot F = —8t§ rot H = T+ 8t1_j

6.1.3. Kraftgesetz
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6.2 MIKROSKOPISCHE THEORIE DER ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUA

wobei die Materialgleichungen wie folgt aussehen:

D = D(E) mit dem einfachsten Fall D=¢ e E
L L . 1 .
H = H(B) mit dem einfachsten Fall H= -B
fio *
7=7(E,B) mit dem einfachsten Fall 7=0-E

6.2. Mikroskopische Theorie der Elektrodynamik in Kontinua

Es ist uns im Allgemeinen nicht moglich mit Messinstrumenten tatsdchlich ein
Feld zwischen einer geringen Anzahl an Ladungstrdgern zu messen, weil die
Abstande relativ klein sein miissen, damit sie iiberhaupt messbar miteinander
interagieren konnen. Um die physikalischen Betrachtungen realistischen Ver-
héltnissen anzupassen, wollen wir deshalb Volumina von Wiirfeln mit einer
Kantenldnge von etwa 100 Molekiilen untersuchen. Ladungstrager konnen im
mikroskopischen Maf3stab in freie und gebundene Ladungen eingeteilt werden.

frei im Kontinuum beliebig beweglich

gebunden im Kontinuum nur beziiglich bestimmter Ruhelagen etwas verschieb-
bar

Ebenfalls aufgeteilt werden die Ladungsdichten in ngei(7, t) und ngep (7', ).

Nfrei = Z qi 5@ (F_ Fz(t))
Tgeb = Z M (7, 1)

7;(t) Bahn der i-ten freien Punktladung
nn(7,t) Ladungsdichte des n-ten Molekiils
7 (t) Bahn der Ladung j im Molekiil n

3, (t) Position des Molekiilmittelpunktes n
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

Wir fiihren eine Mittelungsoperation iiber die besprochenen Volumina ein und
definieren fiir eine physikalische Grof3e a(7,t)

(a7 1) = / (7)- a7+ §.0) 7
Vv

wobei f (%) eine Funktion ist, die im Inneren von V' konstant ist und am Rand
OV schnell gegen Null geht. Diese Funktion reprédsentiert in gewissem Sinne
unser Messinstrument, das alle physikalischen Einheiten von a gleichberechtigt
in V gleichzeitig misst. Sie erfiille auf3erdem die Normierung

[ @i =1
1%
= i ST = 5) =Y g dj -V F (17— 5al) + ..
J J

Wir definieren

Qn = Z Gnj Ladung von Molekiil n
J

D 1= Z Inj afnj Dipolmoment von Molekiil n
J

Also
<7ln> = Qn f(|77_ §n|) _ﬁn vf("l?— §n|) —+ ...
= (n(7,t)) = Z% FUF=F @)+ Qn F(IF = 8u(t)])

freie Trager

Makroskopische Ladungsdichte

o(,t) = Zqif(lf— B OD D Qn f(IF =52 (1))

freie Trager geladene Molekiile
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6.2 MIKROSKOPISCHE THEORIE DER ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUA

Makroskopische Dipoldichte

P(#t) =Y pn f(|7— 5n(2)])
Das bedeutet

6.2.1. Mittlere Ladungsdichte

Sei nun €(7,t) das mikroskopische elektrische Feld. Dann folgt fiir die ma-
kroskopische Variante

und damit

. 1 .
div E(7,t) = (div (7, t)) = <77> =—p——divP+...
divD = o mit D=¢-E+P
Falls P nur linear von E abhéngt, ist es in der Form P=¢ X E zu schreiben,
mit e = 1 4 x, wobei y Suszeptibilitdt genannt wird.
Suszeptibilitdt Eine Materialeigenschaft, welche die Fahigkeit der elektrischen

Polarisierung in einem externen elektrischen Feld angibt.

Eine analoge Konstruktion funktioniert fiir die magnetischen Grof3en.
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6.3. Elektromagnetische Wellen in kontinuierlichen Medien

Die Ableitung der Wellengleichung erfolgt analog zum Vakuum-Fall, wenn ¢
durch €p-e und po durch pg-p ersetzt werden. Dann folgt fiir die Lichtge-
schwindigkeit

6.3.1. Phasengeschwindigkeit in Medien

1 c

VEOHOER  \JliE

vp =

Slo

vp Phasengeschwindigkeit

n Brechungsindex

Im Allgemeinen ist der Brechungsindex frequenzabhéngig, womit sich Disper-
sionseffekte erkldren lassen.

Als Konsequenz folgt fiir den allgemeinen Fall der Ausbreitung von Wellen-
paketen als Superposition ebener Wellen

C

w(k) = - |k

n(w)

Die Beziehung zwischen w und k ist nichtlinear.
Wir wollen nun untersuchen wie sich ein Wellenpaket in einem isotropen Me-
dium verhalt. In einem solchen Medium ist w nur von der Lange des Wellen-
zahlvektors k abhéngig.

Sei

B(7.1) = / B(R) - (Fr-w(F) gdy

und E(E) nur in der Umgebung von ko von Null verschieden. Dann gilt in
linearer Naherung, dass dort
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Dispersion am Prisma

. . I ¢ -
w(k) = w(ko) + (k — ko) * =2+ ' ([ko|) + ..
o
_ Lo i (Rrew(|Ro|) b= FE Fa e (1R e
= B = [ (BTN gy

Das Paket pflanzt sich also mit folgender Geschwindigkeit fort:
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

6.3.2. Gruppengeschwindigkeit in Medien

ve Gruppengeschwindigkeit

Beiw =c- |k (also im Vakuum) ist vg = vp = c. In kontinuierlichen Medien
ist allgemein vp # vg.

o vp kann groler als ¢ werden, da Brechungsindizes n < 1 erlaubt sind.

o vg bleibt kleiner als ¢, wenn n > 1 ist und bei normaler Dispersion
S—Z > 0. Bei kleinerem Brechungsindex kann auch die Gruppengeschwin-
digkeit grolder als ¢ werden, allerdings sollten wir uns an der Stelle klar-
machen, dass die Gruppengeschwindigkeit nur linear angenahert wurde.
Um wirklich Informationen zu iibertragen, muss so etwas wie ein Impuls
ausgestrahlt werden, der einer Uberlagerung von sehr vielen ebenen Wel-
len entspricht. In diesem Fall wird die Naherung zunehmend ungenau.

o Fiir die Signalausbreitung relevant ist die Signalgeschwindigkeit vg. Es
lasst sich zeigen, dass unter sehr allgemeinen Voraussetzungen vg < ¢
ist.

Signalgeschwindigkeit Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Trennfldche zwischen
einem Gebiet mit £ = 0 und E # 0.

Verhalten elektromagnetischer Felder an Trennflachen
verschiedener Medien

Im statischen, zeitunabhéngigen Fall gilt (4.1.4)

I
o

ot

0
divB =0 rot

T
I
)
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6.3 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

Daraus folgt
/ od3r XY [ Daf o @12 / Edi
oF

0 @LD Bdf /jdf(z'i'm/ﬁdf
ja oF

Medium 2

Medium 1

Wir betrachten nun die Trennflache zwischen zwei Medien, die zur besseren
Unterscheidung nummeriert sind. Der Vektor 7i sei der Normalenvektor auf die
Grenzflache. Aus den Gleichungen folgt dann analog zu 3.3.1

sowie

(HQ — Hl) 'Z?: _‘F' (_’X 7_7:), V{J_ 7

Dabei ist o die Flachenladungsdichte und 77 die flachenhafte Stromdichte in
der Grenzflache.

Falls gesichert ist, dass sich keine flachenhaften Ladungen und Strome aus-
bilden (o = 0,]'1: = 0), sind sowohl die Normalkomponenten von D und é, als
auch die Tangentialkomponenten von E und H stetig.

Im zeitabhingigen Fall gilt diese Aussage ebenfalls, falls 8,8 und 8,D auf
der Grenzflache keine Singularitdten aufweisen.
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7. Relativistisch invariante Formulierung

Wie wir schon an mehreren Stellen gesehen haben, ,.kennt“ die Elektrodynamik
die spezielle Relativitdtstheorie. Deshalb erwarten wir, dass es keiner Modifika-
tion (wie etwa bei der Mechanik) bedarf, um die Elektrodynamik relativistisch
zu machen. Die Maxwellgleichungen sollten beziiglich der Lorentztransforma-
tion forminvariant sein. Das geht sicher nur, wenn dabei das elektrische und
das magnetische Feld ineinander transformiert werden. Zum gleichen Schluss
kommt man mit Blick auf das Kraftgesetz von Seite 63. Gleichungen zwischen
Vierervektoren und Tensoren sind automatisch in ihrer Form lorentzinvariant.
Deshalb versuchen wir die Informationen, die in den Maxwell-Gleichungen
enthalten sind, durch Vierervektoren bzw. Tensoren zu beschreiben.

Wir verwenden im Folgenden die Konvention, dass iiber lateinische Indizes,
wie z.B. a oder b von 1 bis 3 summiert wird (die drei Raumkomponenten),
wahrend tiber griechische Indizes, wie z.B. i, oder v von 0 bis 3 summiert wird
(drei Raumkomponenten plus eine Zeitkomponente).

Minkowski-Raum Ein vierdimensionaler Vektorraum, der die raumlichen Koor-
dinaten mit der Zeit verkniipft. Vergleiche dazu Theoretische Physik 1.

E- und B-Feld benutzen 6 Koordinaten, sind also ungeeignet fiir die Konstruk-
tion eines Vierervektors. Das Vektorpotential A und das skalare Potential ¢
beinhalten ebenfalls alle Informationen, um E- und B-Feld zu rekonstruieren
und benétigen nur 3 + 1 = 4 Komponenten. Es bietet sich also an aus den
Potentialen einen Vierervektor zu konstruieren.

A,u = <_¢7 A17 A27 A3)
c

bzw.

AF = <¢ A1,A2,A3>

)
C

Beachte: Metrik 7, =

o O O
o O = O
O = OO
= o O O

()

|

~

119



F = 0,A, — 8,4,

1 1 E,
= Fon = 0oAn — On Ao = —0rAn + Eanqs“':z) _Ln

Fon = 0mAp — OpAm = €mn By

d.h.

0 —El/c —E2/C —E3/C
El/c 0 Bg —BQ
E2/c —Bg 0 Bl
E3/C B2 —Bl 0

F, =

F,,, enthélt also die Information {iber die elektrische und magnetische Feld-
starke und heil3t deshalb Feldstdrkentensor.

6“FW = _80F01/ + 6mqu

E, divE
= O Fg = O Fpg = O —2 = N
c c €oC

1 E
8MFMH = —0oFon + OmFrn = _E <_Cn> + €mniOm B
1 = .
= CizatEn - (I“Ot B)n = —HoJn

Mit

ju = (_CQ7j17j27j3)
j# = (CQ7j17j27j3)

sind div E = % und rot B = pio7+ C% - E kodiert in
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7 RELATIVISTISCH INVARIANTE FORMULIERUNG

Die anderen beiden Maxwellgleichungen div 3 = 0 und rot E +

aﬂFuu = —oJv

8B _
a9 = 0

sind durch den Potentialansatz schon automatisch erfiillt. Sie lassen sich noch
explizit kodieren in

" *F,, =0
und
N 1
F = 3 €uvapF?

. . . . . /
Unter Lorentztransformation transformieren sich die Koordinaten: z# =

Ab v

Spezialfall:

= " = AL AR FP

v/c

1 _

\/1—712/02‘ \/1 —”2/62' 00

AP — e S 0
v \/1 —1’2/c2 \/1 —”2/02

0 0 1 0

0 0 0 1

= F' = ASAL P = AQALFO! + A AL P
_ ! o n Ve Fl0 _ po1
1-— U2/02 1-— U2/02
F'% = ASAZFeb = AQAZFO? 4 AQALASFY?
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FO2 —vfe. 12

= 1% =

analog
F103 _FOB o ”/c . F13
7/ 1— ”2/02
d.h.
E, = F
/ E2 — U Bg
2 1-— Uz/c2
, E3+wv-By
3 1-— U2/02
und analog
B, =B,

py_ Bot e By

N

A vi/er - By

Um kompakte Transformationen zu erhalten, die nicht auf die einzelnen
. . T
Komponenten Bezug nehmen, bemerken wir, dass mit ¥ = (v 0 0)
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7 RELATIVISTISCH INVARIANTE FORMULIERUNG

(UX E)l =0
(27)( E)Q = UgBQ — 1)133 = —U'Bg
(UX E)g = UlBQ —’UgBl = U'BQ

d.h.
5:\/1_1@- (B vI=27 + (@ x B))
) = 1_1U2/C2 ( 2+(17><§)2)
- 1_1U2/C2 (E3+(17><§)3)

und

:m(m_l CHCAL))

unsere Formeln in die folgende Form gebracht werden konnen: (B folgt da-
bei vollig analog)
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GLOSSAR

Glossar

€

€ijk

€0

E oo TR USRS S & X

S Uy oty

vp

1 fallsi=3
Kronecker-Delta: = A=y
0 sonst

Relative Permittivitét: stoffabhidngiger Tensor, der die feldschwa-
chenden Effekte innerhalb elektrisch isolierender Materialen kenn-
zeichnet. Wird auch als Dielektrizititskonstante bezeichnet.
Levi-Civita-Symbol:

+1 falls (4,4,k) : (1,2,3),(3,1,2) oder (2,3,1)
=q -1 falls (4,5,k):(3,2,1),(1,3,2) oder (2,1,3)

0 sonst
1
poc?

Elektrische Feldkonstante im Vakuum:

Wellenlange

Relative Permeabilitét: stoffabhéngiger Tensor, der die Durchlés-

sigkeit eines Materials fiir ein Magnetfeld quantifiziert.
kg*m
A2 52

Magnetische Feldkonstante im Vakuum: 47 - 107
Frequenz einer Schwingung
Winkelgeschwindigkeit: bei Schwingungen ist w = 27v

Elektrisches Potential; negativer Gradient von ¢ ergibt die elektri-
sche Feldstarke

Flachenladungsdichte: Ladung pro Flache

Ladungsdichte: Ladung pro Volumen

Vektorpotential; die Rotation von A ergibt B

Magnetische Induktion

Wellenzahlvektor: zeigt in Ausbreitungsrichtung der Welle und
-3

Stromdichte: Verhéltnis von Stromstarke zu Flache

Elektrische Feldstarke

Poynting Vektor: Vektor der Energieflussdichte

Brechungsindex: Verhaltnis zwischen der Phasengeschwindigkeit
des Lichtes im Vakuum und der im jeweiligen Medium.
Gruppengeschwindigkeit: unscharfe Naherung an die Geschwin-
digkeit eines Wellenpaketes als Ganzes.

Phasengeschwindigkeit: Ausbreitungsgeschwindigkeit der Nulldurch-
gange bei Wellen zu einer bestimmten Frequenz.
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Dirichlet Randwertproblem Liegt vor, wenn die Losung einer partiellen Differen-
tialgleichung in einem Gebiet V' durch die Vorgabe von Werten
fiir die gesuchte Funktion auf dem Rand 0V eindeutig bestimmt
werden kann.

Divergenz ~ Skalarfeld, das zu einem Vektorfeld, falls dieses als Stromungsfeld
interpretiert wird, die Tendenz angibt, ob ein Teilchen in der Ndhe
zu diesem Punkt hin- oder von diesem Punkt wegflie(3t.

Eichtheorie Physikalische Theorie, deren Bewegungsgleichungen aus einer Wir-
kung folgen, die invariant unter Eichtransformation ist.

Eichtransformation Transformation von Feldern, in der eine frei wihlbare Funk-
tion als Transformationsparameter auftritt.

Energieflussdichte Vektor, der die Dichte und die Richtung des Energietranspor-
tes in einem elektromagnetischen Feld beschreibt.

Feldlinie Kurve, die stets tangential zur Feldstarke lauft.
Funktional ~ Abbildung von Testfunktionen auf Zahlen.

Gradient Vektorfeld, welches die Anderungsrate und die Richtung des groR-
ten Anstiegs eines Skalarfeldes angibt.

Green'sche Funktion Losung des Dirichlet’schen Randwertproblems fiir eine Punkt-
quelle.

Isotropie Unabhéngigkeit einer Eigenschaft von der Richtung.

Lineare Anndherung Entwicklung der Taylorreihe bis zum Term mit der ersten
Ableitung.

Neumann Randwertproblem Bestimmung von Losungen partieller Differential-
gleichungen, die Bedingungen erfiillen, die an die Normalablei-
tung am jeweiligen Rand des Definitionsbereiches gestellt wer-
den.

Orthonormalbasis Satz von Vektoren, die alle die Norm 1 haben und zueinan-
der orthogonal sind. Weiter lassen sich alle Vektoren eines eu-
klidischen Vektorraumes als Linearkombination der Basisvektoren
darstellen.

Partielle Ableitung Ableitung einer Funktion mit mehreren Argumenten nach
einem dieser Argumente.

Polarisation Eigenschaft elektromagnetischer Wellen, welche die Richtung des
elektrischen Feldvektors im zeitlichen Verlauf beschreibt.

Rotation Vektorfeld, welches zu einem Vektorfeld, falls dieses als Stromungs-
feld interpretiert wird, die Drehgeschwindigkeit und -achse eines
mitschwimmenden Teilchens angibt.
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GLOSSAR

Suszeptibilitdit Materialeigenschaft, welche die Fahigkeit der elektrischen Pola-
risierung in einem externen elektrischen Feld angibt.

Tensor Verallgemeinerung des Vektoren- bzw. Matrizenbegriffes auf ab-
zahlbare Indexmengen.

Testfunktion Beliebig oft differenzierbare Funktion, die fiir |z| — oo schneller
als jede Potenz gegen Null geht.

Aquipotentialfliche Menge aller Punkte gleichen Potentials.

0-Distribution Grenzfall einer beliebig hohen und schmalen Funktion, deren
Flache den Flacheninhalt 1 besitzt.

A-Operator Summe der zweiten partiellen Ableitungen 8‘9—;.
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Elektrodynamik im Supermarkt

o Dr. Harald Dorn [,,dazu bin ich ja da“] fiir die gute, wenn auch unglaub-
lich, unvorstellbar schwere Vorlesung, und fiir die Kooperation beziiglich
des Skriptes. Sie sind echt knorke.

o Andreas Kunert [,,die Schriftart ist gut, wenn man sie nicht merkt“] fiir
die kompetente Unterstiitzung und Beratung bei der Typographie dieses
Dokumentes.

o Stefan Koch [,,am besten fand ich die Stelle mit dem Drachen“] fiir die 10
Seiten Skript, die hier Eingang gefunden haben.

o Wikipedia [,,freies Wissen fiir alle: unbezahlbar“] fiir den unerschopflichen
Fundus an Wissen.

FIELDS ARRANGED By PURITY
MORE PURE ~
SOCIOLOGY 1S PSYCHOLOGY IS BIOLOGY 15 WHICH 1S JUST OH, HEY, Z DION'T
TUST APFUED JusT APPLIED TJUST APPLED  APPUED PHYSCS, SEE YOU GUYS ALL
PSYCHOLOGY — BIOLOGY. CHEMISTRY  IT’S NICE TO THE WAY OVER THERE
\ BE ON TOR
\ w )
% % i J
—_———+ -+ + -
SOCIOLOGISTS  PSYCHOLOGISTS  BIOLOGISTS  CHEMISTS  PHYSICISTS MATHEMATICIANS

(Quelle: xked.com)
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