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Dieses Dokument beschéftigt sich auf sehr detaillierte und theoretische Weise mit der Physik bewegter
Ladungstréager, deren Wirkung aufeinander und auf ihre Umwelt. Es entstand zur Vorlesung Theoretische
Physik IT von Dr. Harald Dorn im Sommersemester 2008 und ist als Skript dazu zu verstehen. Dieses Skript
ersetzt nicht den Gang zur Vorlesung, doch die Autoren hoffen, dass es unterstiitzend dazu beitrégt eigene
Fragen fiir die Vorlesung zu entwickeln und sich auf die Priifung vorzubereiten. Wir sind der Meinung, dass
das Verstandnis der Techniken und Kniffe bei der Formulierung der Elektrodynamik essentiell fiir das Ver-
standnis der Vor- und Nachfolgevorlesungen ist (Analytische Mechanik und Quantenmechanik). An vielen
Stellen werden Ergebnisse aus der Mathematik verwendet, die Informatiker im Laufe ihres Grundstudiums
nicht lernen. Das ist uns bewusst und wir haben versucht, an diesen Stellen Rechnungen detailliert aus-
zufithren und gegebenenfalls auf externe Quellen zu verweisen. Wir mochten bereits an dieser Stelle Dr.
Harald Dorn dafiir danken, dass er uns so geduldig bei den vielen Verstdndnisfragen und der Suche nach
inhaltlichen Fehlern unterstiitzt hat. Das ist nicht selbstverstandlich und das wissen wir.

Nachdem wir uns mit den verwendeten Konventionen vertraut gemacht haben, beschiftigen wir uns im
ersten Teil mit der Herleitung der mathematischen Werkzeuge, die iiber das gesamte Dokument verteilt
benutzt werden. Danach betrachten wir zeitlich unverénderliche Ladungskonfigurationen und leiten damit
die Physik der Elektro- und Magnetostatik ab. Im darauffolgenden Abschnitt lassen wir die Einschrankung
der zeitlichen Unverédnderlichkeit fallen und untersuchen frei bewegliche Ladungsmengen im Vakuum so-
wie die durch diese induzierten Felder. Als nichstes schauen wir uns die Physik an, die entsteht, wenn das
umgebende Medium selbst elektromagnetische Eigenschaften hat und kommen damit beispielsweise zur
Erkldarung optischer Effekte. Abschlief3end versuchen wir uns an einer Formulierung der Elektrodynamik,
die ihre Verkniipfung mit der speziellen Relativitatstheorie offensichtlich macht.

Viel Erfolg wiinschen euch Moritz und Dorian!
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KONVENTIONEN

Teil 1.
Mathematische Hilfsmittel

Konventionen

Im Laufe dieses Skriptes werden verschiedene etablierte Notationskonventionen verwendet, von denen die aufgelistet
sind, die nicht im Text erldutert werden.

Summenkonvention

Ti'Yi = szyz
i
Ay = ZAn‘
i

Partielle Ableitung

_ 0f(x) n _ 0" f(z)
oy . OF() npray . O f()
Betrag eines Vektors
7| := V72
Matrixnotation
ailr -+ Qim
(aij)zzl .n o
j=l..m
anl " Qpm




1 VEKTORANALYSIS

1. Vektoranalysis

1.1. Skalare und Vektorfelder
Skalares Feld
Definition 1 (Skalares Feld). Es sei ¢ eine Funktion
¢:RP >R
d. h. jedem Punkt des Raumes wird eine reelle Zahl zugeordnet.

FER? = p(F) €R

Dann nennen wir ¢ ein Skalarfeld.

Vektorfeld
Definition 2 (Vektorfeld). Es sei A eine Funktion
A:R® >R
d. h. jedem Punkt des Raumes wird ein 3-dimensionaler Vektor zugeordnet.
FeR® - A7) e R®

Dann nennen wir A ein Vektorfeld.

1.2. Gradient, Divergenz, Rotation

Fakt. Es sei 7 ein beliebiger Vektor. Dann lassen sich Einheitsvektoren e; finden, so dass 7 darstellbar ist als

7= x1€] + w2y + x3€3, {€;} Orthonormalsystem Basis in R3




1 VEKTORANALYSIS

Definition 3 (Gradient). Es sei ¢(7) ein Skalarfeld. Der Gradient von ¢(7") ist definiert als

0

R Y (T B
grad () = 675161 + 870262 + 87:1:363 = @2 o(7)

Ox3
Definition 4 (Divergenz). Es sei A(7") ein Vektorfeld. Die Divergenz von A(7) ist definiert als
3
8A1 8142 8143 o 814@
8.7}1 + 8.7}2 + 8.7}3 - ; 6x,
Definition 5 (Rotation). Es sei A(7) ein Vektorfeld. Die Rotation von A(7) ist definiert als

w o (0Ay  9Ar\ L . [(0Ar  9A3\ . . [0Ay 9AL\ .
rot A(T) T <81‘2 81‘3> et <a$3 8931 ) ezt (axl 81‘2) “

div A(7) :=

1.2.1. Nabla-Operator

Alle drei Bildungen sind kompakt darstellbar unter Verwendung des Nabla-Operators.

Definition 6 (Nabla-Operator).
V = e i + e i + e i
T 18561 28332 3a$3

Dann gilt
grady = Vo
divA=V-A
rot A=V x A

Definition 7 (Laplace-Operator).
Po O O
ox?  Ox3 0z}

Ap:=V-Vyp=divgradyp =




1 VEKTORANALYSIS

Niitzliche Relationen

Vip ) =9 Vip+9-Vp
= grad(p 1) = ¢ grady + ¢ - grad ¢
V-(p-A)=p- V- A+ A-Vp
= div(p-A) = p-divA+ A- gradp
Vx(pA)=pVxA-—AxVp
= rot(p-A) = - rot A — A x grad ¢
V (AxB)=B-VxA—A-VxB
= div(Ax B) = B-rot A— A- rot B
V(A-B)=B;-&-9;Aj + A;-&-0,B;
= (BV)A+ B x (V x A) + (AV)B + A x (V x B)
= grad(A- B) = (BV)A + (AV)B + B x rot A+ A x rot B
V x (A x B) = (BV)A — B(VA) + A(VB) — (AV)B
= rot(A x B) = (BV)A — B divA — (AV)B + A div B

insbesondere

rot grad

=0
divrot A=0




2 INTEGRALSATZE

2. Integralsitze

2.1. Integrale

Uns begegnen in der Elektrodynamik Kurven-, Flichen- und Volumenintegrale.

(a) Kurve

(b) Flache

/np(F) ds ::/go(f’(t)) (Z)z dt

Y Yt

/(,0(77) df = / /@(F(tl,tg)) . \Blfx 8277‘ dtl dtg
F Fyy Fyy

/cp(F)dv ::///go(f") dri dra drs

\%4 r3 ro 1 = 3y

(c) Volumen

10



2 INTEGRALSATZE

Bemerkungen

o O = g—g und 07 = sind Tangentialvektoren an die Flache F. |07 x 0o7| dt; dty ist der zum Parameterbe-

reich [t1,t1 + dt1], [tg, tg + dto] gehorende Flacheninhalt.

67‘

O 017 017+ Do)

o Es gilt weiter |01 x 027 | = /g mit g = det OV 0o Oy O’

o & 1st ein Tangentialvektor an der Kurve. ,/(49)? 4 ist die infinitesimale Lange auf der Kurve, die zum Parameter-
1ntervall [t,t + dt] gehort.

Weiter kann man mit Vektorfeldern die folgenden Integrale definieren:

Adf = A(7(ty, t2)) - (017 x o) dty dito
[asr-] |

Fiy Fyy

/A’F / ())%dt
/

Yt

Bemerkungen
o O17 x 097 ist ein Normalenvektor der Flache.

o & 1st wie gehabt ein Tangentialvektor der Kurve.

Dann gelten die beiden wichtigen Integralsitze:

11



2 INTEGRALSATZE

2.1.1. Satz von Gauf’

2.1.2. Satz von Stokes

F/(rot A) df :lﬁ’dﬁ

Dabei bezeichnet
o 0V den zweidimensionalen Rand des dreidimensionalen Volumens V'

o OF den eindimensionalen Rand der zweidimensionalen Fliache F

Die Orientierung wird per Konvention so gewahlt, dass d f aus V herauszeigt und dr’ einem Umlauf im positiven Sinne
entspricht.

Der Satz von Gaul} sagt, dass es egal ist, ob die Effekte der Quellen bzw. Senken eines Vektorfeldes im Volumen auf-
summiert werden, oder ob nur das betrachtet wird, was iiber den Rand zu- bzw. abfliel3t. Er hat damit den Charakter
eines Erhaltungssatzes.

12



2 INTEGRALSATZE

oV F

oF

(a) Volumen mit Rand (b) Flache mit Rand

13



2 INTEGRALSATZE

Beweisidee

o Zunichst werden die Sitze fiir Quader bzw. Rechtecke bewiesen.

o Der allgemeine Beweis wird dann durch Approximation beliebiger Volumina durch Quader gefiihrt.

Satz von Gauys.

- buorb2 rbs /9A A A
/divAdv:/ / / <8 1+8 2+a 3> dxs drs dry
a; Jaz Jas 8331 8$2 8%’3

14
. bo b3 b1 b3
= /diVAdU = / / (Al(bl, 9, 1‘3) — Al(al,l‘z,l'g)) dl‘g dl‘Q —|—/ / (Ag(xl, bg,l‘g) — Ag(l‘l, ag, 1‘3)) dl‘g d.ﬁL‘l
ag as ai as
14

b1 bo
+/ / (A3(331,:r2753) — A3($1,x2,a3)> dxg dxy
al a

Aus der folgenden Abbildung betrachten wir die schraffierte Flache, die dem unterstrichenen Term entspricht.

t1
F(tl,tg) = | t2
b3
1 0
>o0r=(0],07=1(1
0 0
0
= 8177X (927_": 0
1

auf dem betrachteten Teil des Randes ist

./‘Td‘]?: /T(@lfx 8277) dtl dtg = Ag(tl,tg, b3) dtl dtQ

14



2 INTEGRALSATZE

Box aus dem Beweisansatz fiir den Satz von Gaul}

15



2 INTEGRALSATZE

Das ist gerade der unterstrichene Term. Die anderen Terme folgen mit den entsprechenden Seiten des Quaders
analog.

Damit ist der Satz von Gaul} fiir Quader beliebiger Kantenldngen bewiesen. Komplexere Formen lassen sich nun
beliebig genau abschitzen (in Analogie zum bekannten Riemann-Integral, das den Fldcheninhalt einer Kurve mithilfe
des Fliacheninhalts von Rechtecken annihert). Dabei beobachtet man, dass sich bei der Summation iiber all diese
Wiirfel die inneren Seiten der Teilvolumina aufheben, so dass nur die ,,Auf3enhiille“ des groen Volumens iibrig bleibt.
Mit anderen Worten, dessen Oberfléche. O

2.2. Green’sche Formeln

V(SOV@/J) = Vgpvq/} +o A¢ GaUBz(g.l,l)

2.2.1. Green 1

[ o madvai= [(vovs+ o avav
174

ov

2.2.2. Green 2

Die Formel gilt allgemein, also auch unter Vertauschung von ¢ und . Vertauschen wir die beiden und subtrahieren
die entstandenen Formeln, entsteht

16



2 INTEGRALSATZE

/(go el — b o) A = /(so A — o Ap)du

ov \%

2.3. Divergenz und Rotation als Quell- bzw. Wirbeldichte
Sei F eine Flache und A(7) ein Vektorfeld. Dann heif3t

F/A’df’

auch Fluss des Vektorfeldes durch F'. Diese Bezeichnung wird allgemein fiir beliebige Vektorfelder von der Vorstel-
lung tibernommen, dass A als Geschwindigkeitsfeld fiir einen Teilchenstrom interpretiert wird. In diesem Fall gibt
obiges Integral gerade die pro Zeit durch die Flache tretende Teilchenzahl an.

Nach Gaul? (2.1.1) ist
/ffdfz/div/fdv

ov |4

d.h. wenn in V div A = 0 ist, dann ist der Fluss durch 8V ebenfalls gleich Null. Wenn aus V' ein von Null verschie-
dener Fluss herauskommen soll, muss div A in V' wenigstens stellenweise verschieden von Null sein. Da V' beliebig
klein gewéhlt werden kann, wird div A auch als Quelldichte des Vektorfeldes A interpretiert.

Nach Stokes (2.1.2) ist
/M: /mtgdf

oF F

17



2 INTEGRALSATZE

(a) Verwirbeltes Vektorfeld

5y Nt
N ““%' VHErr/
QAN 7
R T
> ! S SRR
o T IR o

/////

(b) Vektorfeld mit div # 0 der Feldstédrke eines Dipols

18



2 INTEGRALSATZE

Jor A dF fiir geschlossene Kurven dF ist insbesondere dann von Null verschieden, wenn A als Geschwindigkeitsfeld
eines Teilchenstromes einen Wirbel hat, der durch 0F umlaufen wird. Da OF beliebig klein werden kann, wird rot A

als Wirbeldichte des Vektorfeldes A interpretiert.
2.4. Die Deltafunktion

Die Delta-Funktion §(z) dient der mathematischen Modellierung diskreter Ereignisse in kontinuierlichen Systemen. Sie
wird durch ihre Eigenschaft definiert, fiir alle x # 0 zu verschwinden, jedoch trotzdem bei der Integration endlich und
ungleich 0 zu sein, falls + = 0 im Integrationsintervall ist. Eine Funktion mit diesen Eigenschaften ist beispielsweise
bei folgenden Anwendungen hilfreich:

o Idealisierung einer Ladungsverteilung auf Punktladungen
o Eingangsimpuls fiir die Untersuchung von Impulsantworten beispielsweise beim Test von Lautsprechern
o diskrete Kraftsto3e in mechanischen Systemen

Eine solche Funktion existiert nicht (siehe Lebesgue Integrationstheorie), allerdings lésst sich eine Distribution defi-
nieren, die die Definition fiir bestimmte, sogenannte Testfunktionen, erfiillt.

Wir werden im Folgenden auf die Bildung A |F3F,| stofRen.

1 1
Ao =VV——
|7 — 7] |7 =]
o 1 O . a1
9 77~ am, (7))
N N 1 /
= =5 ((F=7)7) 2 -2+ (@ — )
__mom
7 — 1)

19
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0? 1 = 0 z—3
8:13¢a$j |F—F’| - a:Ej 77—77’|3
0 L. _3
=5 (@—a) (F—7)) 7
J
3% falls § 2 j
= 2
— e 3 (l"’f;j,i‘l falls i = j
9? r dij ey (zi — z})(z; — 75)
Oz;0x; |7 — 7| 7 — 7! |7 — 7![°
1 fallsi=y
= { 7" das Kronecker-Delta
0 sonst
Zur Erinnerung:
3 3 82
V= € = VV = —
Zez ox; £at g2
i=1 i=1 ?
Dann ist fiir 7 # 7':
5 (F—7")2
PN ——
A 1 _ (Sm + 3. (I‘z — x/)2 _
e N A 7 — )

Was gilt fiir 7 = 7'?

Zunéchst regularisieren wir die Singularitét bei 7 — 7' = 0:

20
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i 1 (2 4)_ (xz - :L‘;)
Ori JF=T2+ e ((F—7)2 +e2)3
0? 1 24) dij n 3(951' — ;) (x; — )
00 (F—7')2 + €2 ((F— 72 + 62)% ((F =72 + 62)%
LA 1 _ 3 ()2 + ) +3-(F )
S (7 e

Wir sehen fiir den Grenzfall e — 0

, 1 0 fur 7 £ 7’
lim A = -~
=0 (F—7")% 4 € —o0 furF=r

Was passiert mit dem Integral des regularisierten Ausdruckes bei ¢ — 0?

I(e) := / A ! d3r

7 (F—7")% + €
1
= —362 / 5 d37“
J((F—7)? +€2)?
= — 3¢ / T =dr
(r2 +€2)2
= —127€%- = VT = dx
) (x+e€)?

21
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Substitution mit y = x + €2.

Jy v dw=2

= I(e¢) = —4m unabhéngig von !
Da

A

— 0, Vi £ 7

1
V(F—=77")2 + €

folgt weiter, dass fiir beliebige Funktionen f(7), die differenzierbar mit schnellem Abfall im Unendlichen sind, gilt:

lim

. 1
e—>0v/f(r) A /(7:’_77/)2+62

d*r = —4m - f(7)

Damit haben wir gezeigt, dass

22



2 INTEGRALSATZE

‘—» —»/‘

6B) (7 — 7') ist die dreidimensionale Delta-Distribution.

Bemerkungen zur Distributionstheorie

Eine Distribution (hier eindimensional) ist ein lineares, stetiges Funktional iiber dem Raum S der sogenannten Test-
funktionen.

Funktional Hohere Funktion, die aus dem Raum der Testfunktionen auf komplexe Zahlen abbildet.

Testfunktion Beliebig oft differenzierbare Funktion, die fiir |x| — oo schneller als jede Potenz gegen Null geht.

1:8—C
o, €8, a,be C:llap+bp] = a-l[p] +b-I[]

Beispiel

Sei f(z) eine stetige Funktion. Dann definiert
le)i= [ 1) pla)da, Vo € S

ein sogenanntes reguldres Funktional.

23
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)-Distribution
d[¢] := ¢(0) (diese Distribution ist nicht reguldr)
Man schreibt aber trotzdem
sigl = [ 8(0)- p(w) dz = 9(0)
bzw. allgemein
Sl = [ o~ ") plo) di = (o)
Es gilt aber: Zu jedem stetigen linearen Funktional /() existiert eine Folge stetiger Funktionen f,,, so dass

o] = lim [ fo(z)-@(x)ds

n—o0

Falls [ nicht regulér ist, hei3t die Folge { f,,(x)} eine Regularisierung von I.
Diese Konstruktion lisst sich in analoger Weise fiir Testfunktionen im R? durchfiihren. Dann gilt insbesondere:

[ 896 =) el = )
S —
o(z1) " 6(w2) " 6(z3)

Bemerkung

Die §-Distribution ist dazu geeignet punktférmige Anhdufungen einer physikalischen Gréf2e im Rahmen einer Dichte-
Formulierung zu beschreiben, z. B. stetig verteilte Ladung: Ladungsdichte o(7), Gesamtladung )

Q= [ otr)dr
1%

Punktladung ¢1,...,q, in V:

24
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Rechenregeln

o Ableitung einer Distribution:

=1
= /qi-é(g)(F— rl)d?’r
1%
Ulpl == —l[¢']

Da per Konstruktion Testfunktionen beliebig oft differenzierbar sind, gilt das auch fiir Distributionen. Speziell

fir o:

/ 5z — ') pla) do = [@m -6<xx’>] - / 5w —af)- ¢/ (x) do = —/(a')
I —~— L

o Sei

—0

1 firz>0

9(1:):{0 furz <0

die sogenannte Stufenfunktion. Sie ist natiirlich im gewdhnliche Sinne bei = = 0 nicht differenzierbar, als Distri-

bution aufgefasst gilt allerdings:

0'(z) = 6(x)
denn:
/ 0(x)- pla) dz = - / 0(x) -/ (x) dx = — (@ ¢(0)> — (0)
=0

25
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o Es gilt
)) = Z |f’(13) *0(x — xy,), x, einfache Nullstelle von f(z)
denn:
1
[ st ety de = [ (7)) ¢lo) s ar

Einfache Nullstelle Nullstelle = einer Funktion f, in der f’(x) # 0 ist.

2.5. Dekomposition eines Vektorfeldes

Seien o(7) und @(7) hinreichend oft differenzierbare Skalar- bzw. Vektorfelder mit schnellem Abfall im Unendlichen

und div @(7) = 0.
Dann gibt es genau ein im Unendlichen hinreichend schnell verschwindendes Vektorfeld A(+) mit

div A(7) = o(7) und rot A(7) = @(F)

Weiter gilt

A‘(F) - = gl“ad/ 47_‘_‘(;)‘ d3T/ + rot
Vv

<\
i
3
&
=y /:31
N
=3
Q,
w
ﬁ\

26
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Eindeutigkeit

Beweis. Gibe es zwei Felder A; und A, mit den geforderten Quell- und Wirbeldichten, dann wére B

und wirbelfrei.
rotézOz>E|cp: ézgradgo
Dann muss wegen div B=0 gelten:
Ap=divgradp =0

Green 1(2.2.1) / o grad pdf = /(V¢V¢ +Ap)dv
av v

Wegen A ¢ = 0 gilt also fiir beliebige Volumina

/cp' grad pdf = /(Vw)de
1%

ov

Fiir sehr grof3e Volumina folgt
grad p = B—0
= / w: Bd f — 0
v

= /(ch)2 dv — 0
1%

= V=0
= B=0

Die beiden Felder sind identisch.

= A'l — /YQ quell-
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INTEGRALSATZE

Explizite Formel

=/
div A(F) = — A / 4Q(T d3r’ (divrot A = 0, YA)
o

d3r' (rot grad o = 0, Yar)

Nun gilt allgemein (1.2.1)
rotrot B(7) = V(VB) — (VV)B = graddivB — A B

Wir missen also berechnen

. w(r") - 1
gradfdlvrvm = grad; <(w(7" " V7) 477|7;»_7:»/|)
1
J— - _’/ . —_
= Vs <(w(r ) Vi) A ‘7:»_7:’/‘>
1
J— - _’, . —
(W(") - V) VT47T 7 — |
. U_j(F/) — =/
d-divp ———— = V) Vg
grady divy i = (00 Vo) Ve e

Damit gilt
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2 INTEGRALSATZE

’U_)'(F/) 3 o 3
/grad;dlvr P dor' = /(w(rl) Vi) Vr’47T 7 — | d’r’
\% a
b
= v (o () df”
A |7 — 7|
oV

da [, nichts beitragt, wenn die Felder im Unendlichen hinreichend schnell abfallen und weil V@ (7’) = 0 nach
Voraussetzung vom Anfang des Kapitels (Seite 26).

Nebenrechnung(*)

ov %

/(p‘ Gauﬁ(ml/ dv—/(Vw-EH-ch&)dv
v

Fassen wir ¢ nun als Komponente eines Vektors b auf (also ein b;), dann folgt

:»/E-a*df:/(vz?-mz?va)dv
oV \%

14 14
:>/(Vb a)dv—/z?-adf—/(z?va)dv
|4 oV 14
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2 INTEGRALSATZE

Damit folgt nach der eben gefiihrten Diskussion

S 1
rot A(F) = —/71)’(7_”/) A m d3T/ = lﬁ(?) O
\%
—6) (7—7")
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3 ELEKTROSTATIK

Teil II.
Elektrodynamik

3. Elektrostatik

3.1. Grundgleichungen der Elektrostatik

Experimentelle Erkenntnis: Elektrische Ladung existiert und geladene Korper iiben elektrostatische Kraft aufeinander
aus. Im Falle der Idealisierung auf Punktladungen gilt das Coulomb’sche Gesetz.

3.1.1. Coulomb’sches Gesetz

— —

T1 7

[\

Ko=kqq —
’7’1—7’2

k Coulombkonstante
¢1,2 Punktladungen

K15 Kraft wirkend auf q1 (gleichnamige Ladungen stolen sich ab)

Mal3system: SI (Systéme international d’unités)

Ladung als neue unabhdngige Grundgrol3e.
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3 ELEKTROSTATIK

q,

[¢9] = As (Amperesekunde = Coulomb)

Dann k = 47360 mit ¢p = 8.854- 10712 &=

In reiner Elektrostatik lielse sich die Coulombkraft auch als Fernwirkung verstehen, mit Blick auf die volle Elektro-
dynamik nutzen wir jedoch gleich den Feldstandpunkt: Die Ladung ¢» erzeugt um sich herum ein elektrisches Feld.

Wird in dieses Feld eine weitere Ladung ¢; an die Stelle 7, eingebracht, wirkt auf sie die Kraft
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3 ELEKTROSTATIK

K () = q - E(7)

Feststellung. Das Feld ist ein eigenstdndiges physikalisches Objekt. Wir werden spdter sehen, dass es Energie und Impuls
hat.

Elektrisches Feld mehrerer Punktladungen

= 1 T —T;
E(F) = . .
"= 2

3.1.2. Ubergang zu kontinuierlicher Ladungsdichte

o Ladungsdichte

Bemerkung

Aus obiger Formel erhilt man riickwérts die Punktladungsversion mit
N
o(F) =g ¥ (F —7)
i=1

Wegen
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3 ELEKTROSTATIK

3.1.3. Elektrostatisches Potential

Weiter gilt
=/

g(rz d37J
4d7eq |7 — 7|
1

1 , 1
=—— ) A d*r’'
4meg /Q(r) |7 — 7| "
1%

~——
=—dr* 5B (F—7")

div E(7) = — div grad
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3 ELEKTROSTATIK

= div B(F) = — ofF)

und wegen E = —grad¢

rot E(7) =0

3.1.4. Poissongleichung

Wegen A ¢ = — div(— grad ¢) = —div E folgt auf der Ebene des Potentials die Poissongleichung des elektrostatischen
Potentials:

(fiir o(7) = 0 wird die Gleichung ,Laplacegleichung” genannt)
Wird die bisherige Argumentation umgekehrt, folgt die Losungstheorie der Poissongleichung direkt:

o0 = o [ AL

47reg |7 — 7|

ist eine Losung der Poissongleichung.
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3 ELEKTROSTATIK

o Die Funktion G(7,7') = ;- - == heit auch Green’sche Funktion zur Poissongleichung im R?.

=

o Es gilt dann:
AG(F,7") = =0 (7 — 7'

~:/GF~
|4

Behauptung. Die Losung ist eindeutig, falls gefordert wird, dass ¢(7") — 0 fiir || — oo.

und

Beweis. Wir beweisen zunéachst das folgende, hilfreiche Lemma.

Lemma. Sei in einem endlichen Gebiet V' A ¢ = 0. Dann nimmt ¢ seine Extremwerte auf dem Rand 0V an.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass im Inneren keine lokalen Extrema existieren. Sei bei ¥ € V ein Extremalwert.
Dann gibt es eine Umgebung U, so dass auf 0U die Funktion ¢ konstant ist, d.h. ¢ = ¢¢ auf OU. Green 1 in U fiir
=1 =¢— ¢ ergibt

/ (& — do) grad (6 — do) df = / V(6 — 00))% + (6 — do) A6 — o) | dv

oUu =0

$/¢>¢o@mmﬁ /V¢
OU =0 auf 8U

= V¢ =0in ganz U

= ¢ konstant in U

= Widerspruch zur angenommenen Existenz
eines Extremums im Inneren
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3 ELEKTROSTATIK

Hohenlinien um ein Extremum im zweidimensionalen Fall
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3 ELEKTROSTATIK

Nun wenden wir dieses Lemma auf ein immer groBer werdendes endliches Gebiet mit || — oo fiir alle 7 € 9V an.
Wenn ¢(7) — 0 fiir || — oo, dann wird |¢| auf dem Rand beliebig klein. |¢| darf aber nicht grof3er als |¢| auf dem
Rand sein. Also ist dort ¢ = 0, d. h. insgesamt A ¢ = 0 und ¢(7) — 0 fir || — oc.

= o) =0

Seien ¢1, o zwei Losungen. ) = ¢1 — ¢ erfiillt dann

Ay =0und ¢ — 0, fiir || = co
=9 =0=¢1 =2

Feldlinien und Feldlinienbild

Feldlinie Kurve, die stets tangential zur Feldstiarke lauft

Will man Feldstarken im Analogbild als Geschwindigkeitsvektoren einer (inkompressiblen) Fliissigkeitsstromung in-
terpretieren, entspricht der Betrag der Geschwindigkeit mit dem die Feldlinie durchlaufen wird genau dem Betrag des
Feldstarkevektors.

o Feldlinien (bzw. Feldstirken) stehen senkrecht auf der Aquipotentialflciche
E=— grad ¢
Aquipotentialfliche Menge aller Punkte gleichen Potentials.

Sei 7(t) eine Kurve in der Potentialfldache
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3 ELEKTROSTATIK

d.h.

—

d
Ozgradqﬁd—:

o Der Betrag der Feldstérke ist also gleich dem Gefélle von ¢ entlang der Feldlinien.

die Dichte der Aquipotentialkurven korreliert mit der Feldstirke

Visualisierung des Feldes im Feldlinienbild

o approximative Veranschaulichung mit endlich vielen Feldlinien (damit man sie einzeln zeichen kann)
o Qualitat wird besser, je mehr Feldlinien benutzt werden

o dabei Kodierung des Betrages der Feldstédrke in die Anzahl der Feldlinien, die durch eine kleine Flache senkrecht
zur aktuellen Feldlinie gehen
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o Fluss der Feldstérke durch eine Flache ist proportional zur Zahl der Feldlinien, die betroffende Fldche durchdrin-
gen

o Feldlinien kénnen sich nicht schneiden (da die Feldstiarke eindeutig ist)

o bei Feldern von Punktladungen: Feldlinien beginnen bzw. enden an Punkt positiver bzw. negativer Ladung (Quel-
len und Senken)

A
\

\)
(a) Feldlinien einer Punktladung (b) Feldlinien eines Dipols

Beispiel: Potential/Feldstédrke einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung
Da das Potential kugelsymmetrisch ist, gilt fiir die Ladungsdichte

/ ‘—-\/‘

o) = olr).' =
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ndherungsweise kugelsymmetrische Ladungsverteilung
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3 ELEKTROSTATIK

o) 43¢/, wenn auch nur von ' = |7'| abhangig. Die direkte Rechnung

|r—r"|

. F) = fv —
ist umstandlich, besser ist die Argumentation iiber den Satz von Gauf} (2.1.1). Wegen der Symmetrie des Problems ist

Trotzdem gilt fiir das Potential ¢(

auch ¢ nur vom Betrag von 7~ abhingig

¢ = ¢(r)
= E(F) = — grad ¢(r)
= —¢'(r)- gradr
— T
= ()"
Also hat die elektrische Feldstérke die Form E(7) = E(r) - £, mit E(r) = —¢/(r)
(mE_f /Qd@m/Eﬁ

Wir wahlen fiir V' die Kugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung und einem Radius r. Wir stellen fest, dass der Norma-

lenvektor an OV in die gleiche Richtung zeigt wie der Radiusvektor.

/EM:/MWZC#
av av e
=FE(r) | 1df
/
= 472 E(r)
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3 ELEKTROSTATIK

Spezialfall: homogen geladene Kugel vom Radius R mit Gesamtladung Q)

Tanre firr <R

o(r)
0 sonst
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3 ELEKTROSTATIK

Falls » > R:
= T 2
E — . . / /
() r er? 43w R3 /r dr
0
——
e
TQ Q
_ . Elr) = <
r3 dmey < ) 47T60r2>
Falls r < R:
L F L Q[
Biry="-—~_ 2
() r er? 43w R3 /r "
0
—_———
Q Q-r
B(r)=-—<*"_
(r) dmeg R3

Bemerkungen
o Das Feld verhalt sich au3erhalb der Ladungswolke (auch bei beliebigem o(7)) stets so, als wéire die Gesamtla-

dung @ im Ursprung konzentriert.
o Im Inneren der Ladungswolke weicht die Feldstdarke von der eines Punktladungsfeldes ab, insbesondere ver-

schwindet die Divergenz fiir r — 0.

3.2. Multipolentwicklung

Wie wir eben gesehen haben, erscheint das Feld aulderhalb der kugelsymmetrischen Ladungswolke wie das einer

Punktladung. Als nachstes untersuchen wir das allgemeine Verhalten beliebiger Ladungswolken in gro3en Abstanden.
Seir:=|F|,r := || und o(¥') = 0 fiir v’ > R.
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3 ELEKTROSTATIK

[
47T€0 |77 — 7
\%

Dann ist fiir » > R und 7/ < R die Taylorentwicklung bei 7/ = 0 eine gute Approximation.

1 1 11 11 ]
F— xé@i; ) w;50:0; - ] 2;2;,0;0; 0 - ot
8'7 = —— = —— —
“r r3 r2 or
1 Bz —o0yr? 1 T
aiajakl _ 3 (0ijxy + Oiz; + 5k?arz) r? — 15 zxjx)
r

Sei m wie folgt definiert:
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Der Tensor mgz) ist symmetrisch, woraus folgt, dass es nur 6 unabhéngige Komponenten gibt. Er wird aber nur in
der Konstruktion mit dem Tensor 6i8k% gebraucht. Dieser Tensor ist spurlos, weil seine Spur genau der Deltafunktion

(2.4) AL entspricht.
Wegen der Spurlosigkeit von 9;0;,1 gilt

1 1+*1 1 1
spurlos nach *
_ 1 (3. @ 5 (2)) 50,1
= 6 m;e zkmjj (3 kT‘

Nebenrechnung(*)
Lemma. Es gilt fiir beliebige (n x n)-Matrizen A und B mit tr B = 0:

tr(A-B) =tr((A— —-trA-I)-B) =tr(A- B)

::A,trAZO

S

Beweis. Die Spur einer (n x n)-Matrix A ist definiert als die Summe der Diagonalelemente

tr A= Zn: A;i
=1

Also gilt folgende Uberlegung
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tr((A — % trA-T)-B) = tr(A- B — % t(A)- B)

— tx(A- B) —zn:; tr(A) - By

1=1 N——
Zahl
= tr(4-B) — — - tr(4)- > Bi
=1

— tr(A-B) — L - tr(A)- tr (B)

" =0

Betrachte die Spur von A := 4 — % tr A-I:

~ 1 "
trA=trA——-trd: I) =
r r ot ZEl() 0
N——

=n

o(Fd3r! Gesamtladung

QO
i

o(F) 7' d3r! Dipolmoment

=1
li

<\ <\
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Qir = [ o) <3 ria) — 6ikF’2) d3r’ Quadrupolmoment

/

hohere Ordnungen

. 1 1 ; 1 1
) = s (Q i+ 00+ OW)
1 Q 777, F sz Tr; Tk 1
_ N AL Rl Al RN Y
4meg (r+r2 7"+2r3 r or + (7'4>
Nebenrechnung(*)
Wir wissen, dass Q; spurlos ist, dass also tr Q;; = 0.
Qik 1 Qi (3w Ok
0.0, = — . _ Ttk
6 Zakr 6 7o r3
_ Qir zimk  Qik ik
23 g2 6 3
Qir  TiTk 1
— . t e
2r3 2 \r Q,-/Zk 673
=0
Qik 1 Qu z; =
0.0, = — Nk .1
= 6 kLT 93 Ty

Dafiir haben wir die Spurlosigkeit von @, ausgenutzt!
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3.2.1. Unabhingige Komponenten bei Multipolmomenten

Wir stellen fest
o @j; ist symmetrisch und spurfrei — 5 unabhédngige Komponenten
o m hat 3 unabhédngige Komponenten

Im allgemeinen Fall fiir [ > 3 gilt: da der Tensor m(l) i, vollstandig symmetrisch ist, also alle Permutationen von
Indexanordnungen den gleichen Eintrag haben, ist d1e Anzahl der unabhingigen Komponenten kombinatorisch die
Gleiche, als wiirde man [ mal aus einem Topf mit drei verschiedenen Kugeln ziehen (mit zuriicklegen). Die drei
Kugeln représentieren in diesem Gedankenexperiment die drei Dimensionen, die jeder Index i; annehmen kann. Es
gibt demnach

(3+§—1> _ (lJlr2> _ (l;;)! _ (l+1)é(l+2)

unabhéngige Komponenten. Nur die spurlosen Anteile beziiglich jedes Indexpaares werden gebraucht, es fallen
also so viele Komponenten weg, wie es Indexpaare gibt (jedes Paar erzeugt auch eine spurlose Hauptdiagonale). Bei
(l) = # Indexpaaren werden also insgesamt

2
(z+1)é(z+2) _z-(z2_1> o

unabhingige Komponenten bendtigt.

Der Beitrag zum Potential ¢(7) in der Ordnung 'rl% wird durch 2/ + 1 unabhédngige Komponenten des
2!-Polmomentes beschrieben. Diese Zahlen charakterisieren die Ladungswolke.
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(a) Monopol (b) Dipol (c) Quadrupol (d) Oktupol

Realisierung von Multipolen durch Punktladungen (und damit Erkldrung des Wortes Multipol)

o Monopol
Q=q
o Dipol
= / <q-5<3>(f— g) —q- 6O F + ;>> 7 d3!
1%
= q'(_i

Fiir diese Anordnung zweier Punktladungen ist Q = 0, Q;; = 0 aber das Oktupolmoment ungleich 0.

o Quadrupol
@Lbund |@ = |b|
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3 ELEKTROSTATIK

) 72
a;ag a b;bg. b
— - . — 80— -2 . —5.—1 -2

= % . (3 : (aiak — bzbk) - (Slk((_lQ — l?))

Mit den Bedingungen @Lb und |@| = |b] ist das eine Parametrisierung durch 5 unabhingige Parameter (von @
und b kommen vier, g ist der fiinfte).

3.2.2. Multipolmomente und Kugelfunktion

¢ () ist aulerhalb der Ladungswolke eine Losung der Laplacegleichung (3.1.4). Wir fithren die Multipolentwick-
lung nun in Kugelkoordinaten durch. Da sich der Laplace-Operator auf kartesische Koordinaten bezieht, muss eine

Transformation von kartesischen in Kugelkoordinaten erfolgen.

r1 =7"8nv- cosp
To =1 sin?y - siny

T3 = 1" cost
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3 ELEKTROSTATIK

Or =sind - cosp 1 +sind - sind do + cos ) O
Og =1 cos¥:cospd) +7-cost) sinpdy —r- siny s

Op = —r-sind-sinpd; + - sind - cos ¢ O

Das heif3t
Or sin1 - cos sin - sin ¢ cos v 01
Oy | = | r-cosd-cosp r-cost-sing —r-sind 02
0, —r-sind-sinp r-sind- cosy 0 03
=:A

o1 Or

= |0 | = A1 Oy
05 Oy

= det(A) = r?- sin®

sind- cosp L-cosd- cosg —L-Ene

I T o 1S

= A7 = | sind-sing 5 C(l)sﬁ sing  1-S5%
cos v —= - sind 0

Nebenrechnung (*)

Zur Erinnerung: sin? a + cos? a = 1, Vo
Mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz bekommt man:
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det(A) = cos?- det <T' cost)- cosp 7 cosd- Sin@)

—r-sind-sinp r-sind- cosy

—i—r-sinz?-det( sind - cos ¢ sind - sin ¢ >

—r-sind-sing r-sind- cosp

= cos®- (r?- cos ¥~ Sinﬁ-@—i—ﬂ- cos V- sinﬂ-@)
+ 7+ sind- (r- sin® 9 - cos® p + - sin® 9 - sin® p)

=72 sin-cos>V + r? - sind - sin’ Y

=72 sin®

Mit dieser Determinante lasst sich nun die inverse Matrix von A berechnen.

et <A22 A23> et <A21 A23> et <A21 A22> !

Aszz Asz Az Asz Az As2
. A1 A13> <A11 A13> <A11 A12>
adj(A) = | —det det —det
i(4) <A32 Asz Asp Asg Az Az
A1z A13> <A11 A13> <A11 A12>
det —det det
¢ <A22 A3 \Ay  Ags \dy Ay
72 sin? 9+ cos @ r2- sin? - singp r2- sind- cosv
= |r-sinv-cost-cosp r-sind-cosd- sing —r- sin? 9
—7r+ sing T+ COS 0
-1 _ adj(4)
det(A)
sin - cos @ sin - sin ¢ cos ¥
=>A1= %-cosﬁ-cosgo %-cosﬁ-singo —%-sinﬁ
_l.S%ng 1.698;{; 0
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82
A=2 52
_ ((sind- )3+1,ﬁ oo (e )oY
= S11 COS @ COS COS @ 9 - sin 19 ©

2 2
+ <(sm19 sin ) Oy + (1 cos ¥+ smgp) Oy + (:2?519) &,) + <(COS?,9) oy — (1. sin19> 519>

r

3.2.3. Laplace in Kugelkoordinaten

Nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen der Terme, erhilt man die folgende Form:

A_lﬁ _|_i. 1 g 9- 84_#872
Ty a2 T2 \sing a9 sin 99 sin?9 Oy?

Wir betrachten den Fall A ¢ = 0. Um die partielle Differentialgleichung in Kugelkoordinaten fiir das Potentialfeld ¢

16sen zu konnen, versuchen wir das Problem auf die Losung gewohnlicher Differentialgleichungen zu reduzieren. Das
gelingt mit einem sogenannten Separationsansatz, d. h. gesucht werden Losungen der Form

p=f(r) Y (o)
—~

N——
radial winkelabhingig

Ap=0
- 1 02 f(r) 1 9 0 1 0?
@O—Y(ﬁ,(p) ; W(T’ f(?"))+ T2 <Sln’(9 %smﬁ aﬂ—f-m W)Y(ﬁ,g@)
sy _ (e d o0 gty ) Y00
f(r) Y (3, )
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Rechts steht eine Funktion, die nur von den Winkeln ¢ und ¢ abhéingig ist, links eine Funktion des Radius r. Das ist
konsistent nur moglich, wenn beide Seiten gleich ein und derselben Konstanten \ sind, also gar nicht von den Winkeln
oder dem Radius abhédngen. Um das zu sehen iiberlegt man sich, dass diese Gleichung fiir alle Winkel ¢, 9 und r gelten
muss. Wiirde eine oder mehrere der Funktionen doch vom Argument abhéngig sein, wére die Gleichheit bei leichter
Variation dieses Argumentes verletzt.

So ein A\ konnten wir prinzipiell auch als /- (I 4+ 1) darstellen, was zunéchst noch unsinnig erscheint, sich aber im
Verlaufe der Rechnung als niitzlich erweist.

Radiale Komponente

Als Losung findet man:

flr)y=Art+ Br7i!
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3 ELEKTROSTATIK

Winkelabhangige Komponente

1 0 a 1 0
<mmaﬁ$“%ﬁfmﬁa¢>Y@@——%U+DYwm>

Es kann erneut separiert werden:
X Y (9,0) = P(9)-Q(¢)
= Q) o P0) @ () =1 +1)-Q-P

sin2y- [ o2 Oy sind Oy - (19) +1 (l +1)-P (79) B _Q” (p)
- ﬁ( P () ) Q)

Oy sind dy - P () +

Parametrisieren der Separationskonstanten mittels m?:

Q" (¢) +m*Q(p) =0

= Q(p) = A€ 4 B
Dy sind) D 1l " 9
s1n19 o sind 0y P () + <(+1>Sin219>.P()_0
Mit cos ) = z, % = —sin 196% und der Notierung P(¢ (z)) — P (z) folgt die verallgemeinerte Legendre’sche Diffe-

rentialgleichung.
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3.2.4. Verallgemeinerte Legendre’sche Differentialgleichung

d 2
(dz( 2) L+ 1_22> (z)=0
Damit @ (¢ + 27) = Q () ist, muss m ganzzahlig sein.
Die Losungen der Differentialgleichung hangen tiber
m m Il d|m|
P (2) = (=1)" - (1=2°) = -0 Pi(e)

mit denen der Legendre-Gleichung zusammen.

Legendre-Gleichung

(1—2%) -P/(z) —2zP/ +1(1+1) -P(2) =0

Nur fiir ganze [ > 0 existieren im ganzen Intervall z € [—1,1]=¢ € [0, 7] reguldre Losungen.

Legendre’sche Polynome

Py(z)=1,P1(2) =2, P (%) = (322—1),...

N |
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1 d(22-1)
2l dz!

und allgemein: P, (z)

3.2.5. Rodrigues Formel

N

ZmlPl(z) = (1-2-zz+422%)"
=0

Diese Formel miissen wir leider so akzeptieren, da die Herleitung zu kompliziert ist.

Bemerkung

Die Differentialgleichung hat fiir beliebiges / natiirlich stets zwei linear unabhéngige Losungen. Die zweite Losung ist
||

aber bei ganzem [ > 0 bei z = +1 singulér. Fiir ganze [ > 0 ist dann auch P" (z) bis auf den Faktor (1 — 22) 2 ein
Polynom.
Die zuldssigen Werte von m sind dann weiter offenbar

—1 <m <, m ganzzahlig

Die Funktionen
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fim(0:2) = \/(zl;.l)(z}(lr;ﬂ’ﬁb! L P" (cos9) - ¢

heiBen Kugelfldchenfunktionen. Sie sind orthonormiert im Sinne von

1 27
[ [ ¥ 0.0 Y 09) dipd = b
-10 cos

und bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem fiir Funktionen auf der Einheitskugel

o) l
h(@,0)=> )" i Vi (9,9)
=0 m=-1
mit
1 27
hlm—//nw,@ h (9, ) dpdcosd
-1 0

SchlieRlich lasst sich die allgemeine Losung der Laplacegleichung (3.1.4) darstellen als
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3 ELEKTROSTATIK

Multipolentwicklung mittels Kugelfunktion

erhalten wir

= ¢
471'60
=0 m= Vv

0o l
L dr
Z Z rl+1 / 'Q(T’/) ’ 2[11 Yim (19/790/) }/Zm (197 90) d37’/
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3 ELEKTROSTATIK

3.2.6. Multipolmomente der Ladungsverteilung

Qim = ir_ /(r’)lg (7) - Yk, (¥, ¢) d*r

2041
v
Dann folgt
1 X1« [ dn
=Y — . . Y
$(r) 4meg ; ritl mzzzl 2041 Gim * Yim (9, ¢)

Zu festen [ gibt es 2] + 1 Momente. Auf die gleiche Anzahl waren wir auch bei der Abz&hlung unabhéngiger Kom-
ponenten von ;. auf Seite 49 gekommen. Gegeniiber der vorher behandelten Multipolentwicklung in kartesischen
Koordinaten hat diese Darstellung den Vorteil der expliziten Kontrolle der Winkelabhéngigkeit. Dazu kommt, dass wir
an dieser Stelle die Entwicklung in allen Ordnungen erhalten haben.

3.3. Elektrostatik bei Anwesenheit von Leitern

Leiter sind Materialien mit frei beweglichen Ladungstragern. Im statischen Falle muss deshalb innerhalb von Leitern
E = 0 sein, denn anderenfalls wiirden sich die frei beweglichen Ladungen noch verschieben. Da auferhalb E # 0
sein kann, sind Leiteroberflichen zwangsweise Unstetigkeitsflichen des Vektorfeldes E. AuBerdem sitzen Ladungen
gezwungenermalfden auf der Leiteroberflache.
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3 ELEKTROSTATIK

3.3.1. Effekt flichenhaft verteilter Ladungen

Sei o die Flachenladungsdichte (Ladung/Fische)

_____

Trager von
Flachenladungsdichte

Wie wir festgestellt hatten (3.1.3), gilt

Edf == Gesamtladung inV

5 di = 0

Q\ G\

Zunichst wird das erste Integral auf eine ,Dose“ der Hohe § wie in der Abbildung ausgewertet. Dann gilt (E(i)
Grenzwerte oben/unten)
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3 ELEKTROSTATIK

/ (B - E) df:}i_r%/Edf
DNF oD
1
= —- /Udf
€0
DNF

Nach Ausfiihrung dieses Grenzprozesses lassen wir die Grundfldche der Dose gegen Null gehen.

= (Em - E(—)) =

7 Einheitsnormalenvektor an Flache F'

Das heilst die Normalkomponente von E macht einen Sprung, der gleich der Flachenladungsdichte ist.
Nun wird das zweite Integral ausgewertet.

U
/N
=
x

[

sl

(,)> -t =0, Vi tangential zu F

Das heift die Tangentialkomponente von E ist an der geladenen Fliche stetig.
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3 ELEKTROSTATIK

Bemerkungen

Diese Stetigkeitsaussagen gelten auch fiir den Fall, dass bis an die Flache heran noch Ladungen mit der Volumen-
Ladungsdichte p verteilt sind!
Da das Feld im Inneren eines Leiters verschwindet (E = 0), folgt

o die Feldstiirke E steht senkrecht auf den Leiteroberflichen und
o Leiteroberflichen sind Aquipotentialflichen.

Potentiale auf Leiteroberflichen und Ladungen konnen nicht vollig unabhéngig vorgegeben werden. Das sieht man
am einfachsten am idealen Plattenkondensator.

X3

b,

Xs

X

v
CISISICICICICIC
P EEEEEEEEEE NN,

PPDRDPRDD "\,

zwei Leiteroberflaichen mit Flacheninhalt A

Die Randeffekte sind vernachlédssigbar, wenn die Flache A gegen oo geht und alles auf die Fldcheneinheit bezogen
wird. Fiir das Potential zwischen den Leitern ist A ¢ = 0. Wegen der Symmetrie des Problems ist ¢ nur von z3 abhéngig.
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3 ELEKTROSTATIK

d*¢ . .
——5 = 0 = ¢ héngt linear von 3 ab
dxg
= E () = E &, E konstant
_ 1=
d
Andererseits ist Q1 = 01 A, Q2 =02 A, E = 09/ep, —F = 01/¢€p
Q

=>*Q1=+Q2=Q’607A=(¢2*¢1)/d

Q=C"(¢2—¢1)

C= % ist die Kapazitit des Plattenkondensators

Wir wollen nun die allgemeine Situation mit mehreren beliebig geformten Leiteroberflachen diskutieren.

Die Rinder von V seien Leiteroberflichen. Diese sind dann Aquipotentialflichen. Dann gilt: Bei Vorgabe des Potentia-
les auf den Leiteroberflachen und der Ladungsverteilung o (7) innerhalb von V, ist die Lésung der Poissongleichung
A¢p= —% eindeutig fixiert. Das fiihrt zum sogenannten Dirichlet’schen Randwertproblem.

Dirichlet’'sches Randwertproblem Liegt vor, wenn die Losung einer partiellen Differentialgleichung in einem Gebiet V'
durch die Vorgabe von Werten fiir die gesuchte Funktion auf dem Rand 0V eindeutig bestimmt werden kann.
Nachweis der Eindeutigkeit der Losung

Beweis. Seien ¢, ¢o zwei Losungen und bezeichne ¢ die Differenz.

= A¢=0inV und ¢ = 0 auf 9V
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3 ELEKTROSTATIK

Kompaktes V

LS
NS

(a) Endliche Ausdehnung

V dehnt sich bis ins Unendliche aus

S

oV

(b) Unendliche Ausdehnung mit der Zusatzforderung ¢ — 0 fiir |¥| — oo
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3 ELEKTROSTATIK

(2

”/ (grad ¢)° +¢A¢ r—/qb orad pdf

|4

= [ (grad¢)?® d®r =0
/
=¢=0 [

¢ = 0 folgt auch, wenn auf dem Rand grad ¢ - 7i = 0 ist.

Bei Vorgabe der Normalableitung von ¢ auf dem Rand und einer Ladungsverteilung o () innerhalb von V ist die
Losung der Poissongleichung (3.1.4) A¢ = _T) ebenfalls eindeutig fixiert. Die Suche nach der Losung bezeichnet
man in diesem Falle als Neumann’sches Randwertproblem.

Neumann'sches Randwertproblem Liegt vor, wenn die Losung einer partiellen Differentialgleichung in einem Gebiet V/
durch die Vorgabe von Werten fiir die Normalableitung der gesuchten Funktion auf dem Rand 0V eindeutig
bestimmt werden kann.

Bemerkungen

Bei kompaktem V kann 7i - grad ¢ nicht vollig beliebig vorgegeben werden. Der von g () erzeugte Fluss muss sich mit
dem Fluss von 9V aus ins Innere von V' zu 0 kompensieren.

Da E,, = — grad ¢ - 7 direkt an die Oberflichenladung von Leitern gekoppelt ist, bedeutet bei Anwendung auf von
Leitern begrenzte Gebiete

o die Dirichlet-Randbedingung die Vorgabe der Potentiale der einzelnen Leiter sowie
o die Neumann-Randbedingung die Vorgabe der Ladungen der einzelnen Leiter.

Wir wollen zumindest fiir den Dirichlet-Fall die Existenz der Losung nachweisen.

Eindeutigkeit

Beweis. Dazu nehmen wir zunidchst die Existenz einer Funktion G(7,7’) an (Green’sche Funktion), mit
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3 ELEKTROSTATIK

=
|
R

Das ist eine Losung von A ¢ = —£;
/(90' Ay —y- Ap) dr = /(g@ grad — - grad @) df
v v
mit
@ =0("), Y =G(r)
folgt:

/ $(F") - AG(F, ) ~G(F,7") - A(i") | d*' = /

(7;), o(7) = () fir ¥ € OV, wie wir jetzt zeigen wollen. Mit Green 2 (2.2.2)

\% —6B) (F—71) _o(Fh)
€0
1
= H(F) + - / G(F, ) - o) &' = / o(7") - grad G(7, ) df"
€
0 oV
Existenz
11
= . F
L ET
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3 ELEKTROSTATIK

erfiillt unsere Forderungen an G, falls gilt

Ap F =0

und
1 1

F(r) = = o fir 7/ € 0V

Da das Dirichletproblem fiir die Laplacegleichung (3.1.4) eindeutig 16sbar ist, folgt die Existenz von G. Die expli-
zite Konstruktion gestaltet sich im allgemeinen Fall allerdings schwierig. Entscheidend ist aber, dass G existiert und
ausschliel8lich durch die Geometrie des Problems bestimmt ist!

Symmetrie

Wir wollen nun zeigen, dass die Green’sche Funktion symmetrisch ist. Dazu verwenden wir Green 2 (2.2.2) mit
o(F) =G, 7)und Y(7) = G(F", 7).

/ (G, 7) - grads G(F",7) — G(7",7) - grads G(", 7)) df
——

N —
oV =0auf oV =0 auf OV
= /(G(F’, 7) Aq G, 7) =G, ) - Ar G(, 7)) d°r
v =6 (7' —7") =5 (7' -7)

=G, 7" - GF", 7)) =0
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3 ELEKTROSTATIK

Spiegelladungsmethode im leitenden Halbraum

A

N Ve

W\

Leiter

Jhalber R3“=: {3

Green’sche Funktion im R?

Gesucht

GHS(F, ’]7,) mit AG = _(5(77_ 7:»/)’ 77’ 77/ c H3
und G(7,7") = 0 fur 7' € OH?3

Wie wir bereits wissen, ist Gs eindeutig bestimmt.
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3 ELEKTROSTATIK

M
i

Induzierte Spiegelladung

Der Blick auf die Situation mit der Spiegelladung offenbart

1 1 1
G _»7 —/ _ . o
(0T = g <|f—m |f—w>

x1
mit 7 = xo
x3
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3 ELEKTROSTATIK

Nun wird die bisherige Diskussion auf den folgenden Fall angewandt (allgemeine Kondensatorsituation):
oV =|Jovi, 0VinadV; =0Vi,j: i#j, 0=0inV

Intuitiv ist die allgemeine Kondensatorsituation also eine Menge von disjunkten Leiterstiicken, die die ganze Ladung
halten.

o(¥) = ¢; fir ¥ € 0V, d. h. ¢; ist das Potential des i-ten Leiters

Auf dem i-ten Leiter ist dann die Ladung

QiZ/Udf:—Go /Edfz % /grad¢df

av; av; ov;

d f = ndf, il zeigt in den Leiter hinein! (aus V' heraus)

Q; und ¢; sind aber nicht unabhéngig, denn

0=0)

o(7) =0 — / O(F) - grade, G(7,7") df"

v
= Qi = — €0 //gradgrad’G(F,F’)'qb(F/) df'df

oV; oV

Unter Benutzung von [, = >, [, entsteht
J
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3 ELEKTROSTATIK

Qi=) Cij ¢
i

Cij == —e€g / /gradgrad’G(F, ydf’ df
av; av;

und wegen der Symmetrie-Eigenschaft der Green’schen Funktion

Cij = Cjs

C;; Kapazitatskoeffizienten (rein geometrisch)

3.4. Energie des elektrostatischen Feldes

Gegeben sind N Punktladungen. Gesucht wird die Arbeit, die notig ist, um die Punktladungen aus dem Unendlichen
an ihre Positionen 77, ..., ¥y zu bringen.

Ladung ¢; : keine Arbeit W, =0
q1
dmeq - |To — 71
q1 q2
T = S [ I re——
Areq - |75 — 7| dmeq - |75 — 75

Ladung ¢s : Wo = ¢o -

Ladung ¢3 : W3 = q3-
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3 ELEKTROSTATIK

N
qi qj 1 qi qj
= W = W = _— = — - -
Z ’ ZMEO'I?%—@I 2 Z47r60'\77i—?j|
=1 1>] i#£j

Ubertragen auf eine kontinuierliche Ladungsverteilung kommen wir zu

Diese Arbeit bezeichnet man auch als elektrostatische Energie der Ladungsverteilung. Man kann W durch das
zugehorige elektrische Feld beschreiben:

o(7) 3,0 (= . NN =
/Wdr—qb(r)éW— /Q(’r) (b(?“)d?“
14

14
Q(F):—EO A¢:>WZ_€2O'/A¢'¢d3r
\%4

N | =

:vvz—? /vwv@J%+§-/va¢£r
Vv 1%

Das erste Integral wandeln wir iiber den Satz von Gaulf3 (2.1.1) in ein Oberflaichenintegral {iber eine beliebig grol3e
Kugel um. Der Beitrag geht im Grenzwert dann gegen Null.

Vo =—E =
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3 ELEKTROSTATIK

W:ZO-/EQCI?’T
\%

Hier kniipft nun eine (in der reinen Elektrostatik nicht zwangslaufige) Uminterpretation an: die Energie des elektro-
statischen Feldes ist auch dort, wo gar keine Ladungen sind.
Die Energiedichte des elektrostatischen Feldes ist
€0

Vg2
2
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4 MAGNETOSTATIK

4. Magnetostatik

Die Beschreibung der Wechselwirkung von Permanentmagneten lasst sich vollig analog zur Elektrostatik gestalten,
wenn man als zusétzliche Bedingung hinzunimmt:

7 magnetische Monopole

Magnetische Felder von Permanentmagneten werden von Dipolen hervorgerufen. Die Messung der Richtung des
Feldes lasst sich mit kleinen Dipolen (Magnetnadeln) durchfiihren. Die Stiarke des Feldes kann man beispielsweise
iiber das auf die Magnetnadeln wirkende Drehmoment ermitteln.

An diesem Punkt der Diskussion ist es noch nicht offensichtlich, dass Elektro- und Magnetostatik etwas miteinander
zu tun haben, allerdings geht aus Experimenten hervor, dass bewegte elektrische Ladungen (Strome) Magnetfelder
erzeugen.

4.1. Stationire Strome und Biot-Savart’sches Gesetz

Wir beginnen mit der allgemeinen Bilanzierung einer kontinuierlich verteilten physikalischen Groe, die weder er-
zeugt noch vernichtet werden kann, hier am Beispiel der elektrischen Ladung.

Sei o(7,t) die im Allgemeinen zeitabhéngige Ladungsdichte und 7(¢,t) die zugehorige elektrische Stromdichte
(Ladung/ Flache - Zeit) .

Betrachten wir nun ein kompaktes Gebiet V. Dann ist Qy = [, o d®r die Ladung im Gebiet V. Diese kann sich nur
dann zeitlich 4ndern, wenn sie durch den Rand flief3t.

d —
== /@d3r:—/jd (Zél)—/divjd?’r

|4 ov 14

76



4 MAGNETOSTATIK

Weil das auch fiir beliebig kleine Gebiete gilt, folgt die Kontinuitatsgleichung.

4.1.1. Kontinuititsgleichung

do(7,1)

ot 0

+div 7'(7,t)

Falls ¢ und ) zeitunabhéngig sein sollen, muss auerdem noch div )= 0 gelten. Das ist die Voraussetzung fiir die
Magnetostatik.

Experimentelle Befunde
o Ein stromdurchflossener Leiter erzeugt ein Magnetfeld.
o Die Kraftwirkung des Magnetfeldes auf den stromdurchflossenen Leiter ist sowohl senkrecht zum Magnetfeld,

als auch zur Stromrichtung.

4.1.2. Biot-Savart-Gesetz

=01 -
E(F)—MO-/](”X(T ™) gy

— —»/|3
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4 MAGNETOSTATIK

Magnetfeld um einen stromdurchflossenen Leiter
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4 MAGNETOSTATIK

B ist die magnetische Induktion

Kraftwirkung auf bewegte Ladungen bzw. Ladungsstrome

Betrachte eine Punktladung mit Ladung ¢ und Geschwindigkeit @'

4.1.3. Lorentzkraft

Fiir die Kraft, die auf ein eindimensionales Leiterstiick wirkt, das von Strom I durchflossen wird, ergibt sich:

dk =Idl x B

Bemerkung zu den Mal3einheiten

Im Prinzip konnte man fiir die magnetische Polstirke (mgn. Dipolmoment/i;nge) eine neue, unabhingige GroRe einfiihren,
wie bei der Ladung geschehen, man benutzt aber stattdessen eine Anbindung an die elektrische Ladung, d.h. im
Ausdruck fiir die Lorentzkraft verzichtet man auf ein unabhingiges v mit K = - ¢ @ x B und setzt v = 1. Damit folgt
fir B

kgm m\—1 kg 4
Bl = =5 (A=) =15 =17 = 10" Gauk
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4 MAGNETOSTATIK

— K —

(a) Zwei parallele Leiter; |dk| = (b) Gebogener Draht
240 Inlz gy mit di = &5 dz
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4 MAGNETOSTATIK

Man geht sogar noch weiter und nimmt die Kraftgleichung und das Biot-Savart-Gesetz (4.1.2), um die Kraft zwi-
schen zwei parallelen Leitern darzustellen und nutzt dies zur Definition von Ampére.

Ampére Ein Ampere ist die Stiarke eines zeitlich unverdanderlichen elektrischen Stromes, der durch zwei im Vakuum
parallel im Abstand 1 Meter voneinander angeordnete, geradlinige, unendlich lange Leiter von vernachléssigbar
kleinem, kreisférmigem Querschnitt flieRend, zwischen diesen Leitern pro Meter Leiterldnge die Kraft 2- 10~ N
hervorrufen wiirde.

Im Gegensatz zu ¢, welches nach der Definition von Ampére und mit Amperesekunden, der Einheit der Ladung,
experimentell bestimmt werden muss, folgt der Wert von pg durch die Bindung an die elektrische Ladung jetzt direkt.
Damit ist o dann folgendermal3en definiert

7 kgm

o =4m-10" A2

Genauso wie hinter dem Gesetz von Coulomb auf Seite 31 die differentielle Form div E = /¢, - o(7") als Grundgesetz
steht, erwarten wir auch hier eine differentielle Formulierung der Magnetostatik. Aufgrund der Nichtexistenz von
magnetischen Monopolen gilt div B = 0. Aus der allgemeinen Diskussion {iber Vektoranalysis wissen wir, dass ein
Vektorfeld durch Quellen und Wirbel eindeutig bestimmt ist, deshalb betrachten wir nun die Rotation von E, wie sie
aus dem Biot-Savart-Gesetz von Seite 77 folgt.

ot () = 10 /VFX <T(F) x (f_m) B
4
v

=7
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4 MAGNETOSTATIK

Wir erinnern uns an die Herleitung der Deltafunktion von Seite 19

_ 27" - 53 (7 — 7\ B3 — HO o2 v r=r
= e [ 7600 = [ |56 T | T
\4 1% =—V;/
S =
=/ = :u“o = =/ r—r 3
_ O \v
o 3F)+ o [ 06 9r) T d
\%
= () 83;@ |7::1:,|3
. 0 7 -7 0 ( . F—F’) -7 oy
G C— = () ———= - — - div 7 (7
" our i 0w, M ) e )

Da 7 erhalten bleibt und stationér ist, ist div 7 = 0. Wir verwenden nun den Satz von Gauf$ (2.1.1) und 7 = 0 im

Unendlichen

0 o F—F’) =7 . ,) 3/
— | (7" - — -divy(7F) | d2r' =0
V/(axg (J( Vi —ep) T rep

also
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4 MAGNETOSTATIK

4.1.4. Ampere’sches Gesetz

rot B = ol
bzw. via Stokes (2.1.2)

/édf:uo-/idf
oF

F

Vergleich der Grundgleichungen Elektrostatik/Magnetostatik

] Magnetostatik \ Elektrostatik ‘
| divB=0 | rotE=0 |
’ rotézuoj' ‘divE:%g‘

Vektorpotential

Wir erinnern uns an die Dekomposition des Vektorfeldes in Divergenz und Rotation von Seite 26.

Da

divB=0=34: B=rotA
rotgzuojj rotrot/Y:,uoj'

—

= rotrot A "2V grad (div A) AA
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4 MAGNETOSTATIK

A Vektorpotential

Da rot grad ¢ = 0 ist, ist A nicht eindeutig bestimmt. Die Transformation A — A + grad ¢ hei8t Eichtransformation.

Eichtransformation Eine Transformation, in der eine frei wéhlbare Funktion als Transformationsparameter auftritt. Ist
diese Funktion von den gewéhlten Koordinaten unabhéngig, spricht man von einer globalen, andernfalls von
einer lokalen Eichtransformation.

Sei div A # 0. Wir stellen nun an die Eichtransformierte A’ = A + grad ¢ die Forderung 0 = divA’ = div A + A ¢.
Aufgrund der Losbarkeit der Poissongleichung (3.1.4) kann ¢ stets so eingerichtet werden, dass div A =0.
In diesem Sinne erfiille nun A die Eichbedingung div A =0.Dann folgt

—AA=poj=
A’: @. / Z<F/_? d37«/
4 |7 — 7|
1%

rot A = B liefert natiirlich wieder das Biot-Savart-Gesetz (4.1.2).
Explizites Nachrechnen zeigt, dass in der Tat div A = 0 ist.
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4 MAGNETOSTATIK

=( =/
divA =V “O-/ AGORpEN

47r.

Ho =7 =/ 1 s = (=) 3,/
=29 | v, . -d . d
ir V/ " (‘7“’) |F—f"]) &y ()

Ho =y 1 3./
_ v . d
4 / " (j(r) ]F—F’]) "

1%
(2.1.1) Mo o 1 21
=) 20 . d
An /](T) 7
ov

4.2. Feld lokalisierter Stromverteilungen

In der Formulierung mithilfe des Vektorpotentials sieht die Magnetostatik von stationidren Stromen der Elektrosta-
tik sehr dhnlich. Es ist deshalb sehr leicht ein Analogon zur elektrostatischen Multipolentwicklung zu finden. Wir
betrachten hier nur die Taylorentwicklung bei #/ = 0 bis zum Dipolmoment. (r = |7|)
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4 MAGNETOSTATIK

1 1,1 1
= —2/8 - +0O(=
o e OGS
X
%=
— Ho 1 . I\ 33 CaIN 3
:>Ak(7')_4 T'/]k(r)dr—i-rg /jk(r)xixidr—k...
1% \%4

Nun gilt

- o, 11 - ,
jAk(T):Zﬂ‘732‘/(]19(7“')'96/—]13:;@’) g d3r
v

=L+ 17/ %F (7)) %7, d3r

Nebenrechnung(*)

Voraussetzung: div 7= 0 und 7 — 0 fiir groRRe r

=6k

Oz,

= 0; (w1, Ji) = £ ji +x1.0; §i = jr. wegen div7= 0
T

=Jk
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4 MAGNETOSTATIK

Wahle nun f(7) =

und fiir f(7) =

N GE V/f r—/f (24 i)

az " T .7@ / 7? xk]z dgr
\%

<\

2.1.1)

L0 £(7) - oy i df — /af ) - ap i dor

)%

—0 wegen 7—0

- / ) 5u(F) dr = — V/ (8 F(7)) - wp jir dor

4.2.1. Magnetisches Dipolmoment

Durch
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4 MAGNETOSTATIK

folgt

SchlieRlich folgt daraus

Bemerkung

Im elektrischen Falle folgt aus
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4 MAGNETOSTATIK

1 |
_47'['6().7“73 (7 -77)
E=—grad¢
1 3r-(m-r) m
_47reo.< rd _r?’)

Damit ist auf der Ebene der Dipole eine vollige Analogie gezeigt worden, wenn man davon absieht, dass elektrische
Dipole durch Ladungen und magnetische durch Stréme erzeugt werden.

Magnetfeld eines stromdurchflossenen Kreises
Vorbetrachtung

Zunichst leiten wir das Biot-Savart-Gesetz (4.1.2) fiir den Fall her, dass der Strom durch einen eindimensionalen
Draht flief3t.

()

e

Ringintegral ., Wegintegral {iber eine geschlossene Kurve C.
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4 MAGNETOSTATIK

Jetzt betrachten wir den spezielleren Fall eines kreisformigen Drahtes.
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4 MAGNETOSTATIK

. R- cost ar —R-sint
I(t)=| R-sint | = —=| R-cost
0 g 0

ar - —R-sinT x1 — R-cosT
— x(F=1)=| R-cosT | x | zg— R-sinT

0 T3

r3*R- cosT
= r3 R sinT
R? — R-(x1cosT + xasin7)
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4 MAGNETOSTATIK

0 COSp
7= |0 sing | = x1cosT+ zasinT = p- cos(T — )
T3

gilt weiter

Pl :\/(xl—R'COST)2+(LU2—R'SiDT)2+.T§
:\/x%+x%+$§+R2—2R‘($1'SinT—‘y-l'Q'COST)
:\/]F]2+R2—2R-Q-cos(7'—g0)

und damit
17 R

B1(7_"):MO'/ 3 CoST = dT

47T —12 2

0 (|r| —|—R2—2R-Q-cos(7—g0)>

7 2T R .

By(7) = 'MO./ T3 sinT o

47T 12 2

0 (]r! +R2—2R-g-cos(r—go)>

I R-R

BS(F)ZMO'/ — ¢ COS(T_(P) 3 dr

47 5

0 (|F|2+R2 —2R-p- cos(T—go))

Die Integrale liefern elliptische Funktionen. Uns interessiert nun das Verhalten bei grof3en Abstdnden || > R. Wir
benutzen dabei unsere Kenntnisse iiber magnetische Dipolmomente von Seite 87.
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4 MAGNETOSTATIK

Fiir den Kreisstrom ergibt sich

mmgn_;}z{/y? % I-6®(F = 1(7)) d®r dr
1%
I - d
=5 fl(T)XdeT
I R- cosT —R-sinT
:2-f R-sint | x| R-cos7T | dr
0 0

mmgn :IW'RQ'gs
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5. Zeitabhingige Felder

5.1. Maxwellgleichungen

5.1.1. Faraday’sches Induktionsgesetz

Zeitlich veranderliche Magnetfliisse erzeugen eine elektrische Ringspannung. Prinzipiell liel3e sich eine Proportio-
nalitdtskonstante festlegen, allerdings ist dieser Effekt fiir zeitlich unverdnderliche aber ortsabhingige Felder bereits
durch die Lorentzkraft auf Seite 79 erklérbar. Dort hatten wir bereits die Konstante 1 gewahlt.

oo od [ -
/rotEdf—i—dt /Bdf:O,Fbeliebig =

In der Statik galt auRerdem
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rot B = wos

Wegen div rot = 0 muss das fiir zeitabhidngige Stromdichten modifiziert werden, denn es gilt auch div = —% nach
der Kontinuitatsgleichung (4.1.1). Maxwells Losungsansatz ist

B OE
0 = ¢g div E = div <f+eoat> =0

Es liegt nun nahe im zeitabhéngigen Fall in rot B = pgjden Strom 7durch j—i—eo%—f = 0 zu ersetzen. Die resultierende
Gleichung ist dann mathematisch konsistent und bestétigt sich auch im Experiment. Man nennt eo%—f manchmal
Maxwell’schen Verschiebungsstrom.

Damit ist dann

t B 7+ OF
Tro = €E0—
Ho | J 0 ot

95



5 ZEITABHANGIGE FELDER

5.1.2.

Maxwell’sche Gleichungen

divE = e, 0 div B =0
- 9B = 109E B
rotE—i—E:O rotB—c—QE:/Lo]

mit der Abkiirzung c = ———
Vo€

Die vier Maxwell’schen Gleichungen bestimmen das elektrische und magnetische Feld bei vorgegebenen ¢ und 7. Das
elektromagnetische Feld wirkt seinerseits auf die Ladungen und Strome. Fiir die Kraft auf eine bewegte Punktladung

gilt allgemein

R = qBF1),t) +q dz(tt) « B((t),1)
—————

elektrische Kraft Lorentzkraft

Im Allgemeinen ist also ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen zu 16sen, das sowohl die Felder als auch

die Positionen der felderzeugenden Ladungen festlegt.
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5.2. Potentiale und Eichtransformation

Aus der Elektrostatik wissen wir

E(F) = —grad ¢(7)
B(7) = rot A(7)

Mit Blick auf die Maxwellgleichungen und wegen rot grad = 0 sowie div rot = 0 folgt

—

- OA(T,t)
E -
= rot &/ + rot BN 0
= FE + A1) = —grad ¢(7, t)
ot
q DA(F,1)

E(7,t) = — grad ¢(7,t) — 5
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Die Potentiale sind auch hier wieder nicht eindeutig fixiert.

Eichtheorie Die Bewegungsgleichungen einer physikalischen Theorie folgen aus einer Wirkung, die invariant unter
Eichtransformation ist.

Die Elektrodynamik ist eine Eichtheorie, deren Potentialfunktionen ¢ und A man um die partiellen Ableitungen einer

beliebig wahlbaren Funktion A abandern kann, ohne die physikalische Aussage iiber die Feldstarken zu verdndern.

OA
¢ — T

A — A4 grad A(7,t)

Die Potentiale werden nun in die Maxwellgleichung eingesetzt:

div <— grad ¢ — Btff) = 6109

- 10 0 » .
rotrot A — 27 <— grad ¢ — &SA) 1407

mit
rot rot A = grad(div A) — A A
= —A¢p—0 divg:ig
€0

2
— A A+ graddiv A+ Lo

-1 .
?@AJFC?(% gradgb:,uoj

Wir versuchen nun, wie in der Magnetostatik, durch geschickte Wahl einer Eichbedingung, eine Vereinfachung der
Gleichungen zu erreichen.
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5.2.1. Lorenzbedingung

Falls

Eichtransformation

1 0¢

leA‘f‘C*QE—

divg%—i%:’ymit'y;é()

c2 ot
[fzf?—gradA
6=¢'+ A
- 1
0=div A+ — 9/
c
1 0%A
N AAL
YA +62 ot?
1 0%A
alSO AA*C?W:’Y

Wir werden gleich zeigen, dass diese partielle Differentialgleichung stets Losungen hat. Unter Nutzung der Lorenz-

bedingung, folgt
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5.2.2. Inhomogene Wellengleichung

1 0% 1

= c “Ad= —

02 8t2 (b €0

1 924 .

2 o AAT R

¢ und A geniigen der sogenannten inhomogenen Wellengleichung.
Als néchstes 16sen wir die Gleichungen fiir vorgegebene ¢ und 7 unter Beachtung der Kontinuitétsgleichung von
Seite 77. Aus dem statischen Fall von Seite 34 wissen wir :

1 o(F") s,
p— . d
¢ 4meg /|F—F’| "
1%

Eine erste Uberlegung fiir die Ubertragung auf den zeitabhingigen Fall, wire

O(F 1) = 1 ./Q(F/»tl)| B’

 4meg |7 — 7

Das ist aber leider falsch, da A ¢(7,t) dann gleich 5—10 o(7,t) ware. Die Wellengleichung mit dem zusétzlichen Term
5 %27‘5 wird dadurch nicht erfiillt.

Der eben diskutierte Versuch setzte voraus, dass sich Anderungen von o(7, ) an der Stelle 7"’ # 7 augenblicklich am
Orte 7 bemerkbar machen. Ein besserer Versuch wiére es, einer endlichen Signalausbreitungsgeschwindigkeit Rech-

nung zu tragen. Dann kommt man auf

el

o(r,t) = o(r,t —

)
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F—7! . . . . . . . . - — .
I — | wire dann die Zeit, die vergeht, bis sich eine Verdnderung von g ausgehend vom Ort #' am Punkt 7 im ge-

suchten Potential bemerkbar macht. a ist die Geschwindigkeit, mit der die Information iiber die Anderung iibertragen
wird.

1 Q(F/7t_ L ) 3 7
P = —— - a g
W) = Treg / |7 =] '
\%4
1 9 1 10, P
= — —&(r.t) = . . —’t_idfi/
c? 8t2¢(r’) 4renc? /|FF’| ot? ol )&
\%
A ="
o oty e 19
or; -7  Nomr-7]) T -7 ox®
o o) (1 N (9 1\ 9 (o 1\ 9 1 O
dmdz;  |F—7'|  \owow; i—i|) ¢ \ow [F—i) 0x,° \ow; F—7|) 0x:°" [F—7'| 0wsdx;°
- |7—7"] ==
o, t — ) 1 o 1 0o 1 VR Gt
o A 2 . 0 A o(F t— 1
=7 R I ol M e P MU a ) =
Nun ist weiter:
0 1 x; —
— = = -3 HZ3 (2)
Ox; |7 — 7| |7 — 7|
a ’_»_ _,/‘:xz_w;
D 7 — 7]
0 , |7 — 7| (x; — 2b)
7t — = V.9 3
8mig(r’ a ) a- |7 =7 te 3
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0x;0x; a-[F—7 " a- |7 — 7> t a2- |7 — i [? 2
A o7t |F__Fq) S R
' - _ . .2
T a a- |F—7" e 2 a?

Mit (2), (3) und (4) wird aus (1)

R il / /
o(F,t — ) 1 z; — T x; — 2 1 1
A2 e S A g o ) L[ g ) 2 5 - .2
L I I N ) B RS ey ) A e R TR NN
P
2
2 (z; — ) 2 1 1 02
— Qg 5O (F =70+ L g — o4 ——
T (F—7")-0 ] ro o o TR Pl
|7 — 7| 1 1 9?

— A §ONF— P o7t o2
™ (T 7”) Q(Tv a ) |7:»77:’/| a2 8752Q

Die inhomogene Wellengleichung ist fiir ¢ nur dann erfiillt, wenn a? = ¢?.

5.2.3. Retardierte Potentiale

= |
1 Q(Tat_ ) 3 7
_‘t =] . € d
9(71) dmeg / |7 — 7| g
Vv
oo, =]
= Mo J(Tat_ ) 3 7
A5 = 20 ey
("8 = /‘ = O
|4

4

82
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Unser Ansatz liefert Losungen der Gleichung fiir > = ¢?, wir konnen also auch ¢ = —c wihlen. Die zugehorigen
Losungen heillen avancierte Potentiale. Sie sind aus Kausalitatsgriinden zu verwerfen, da die Wirkung vor der Ursa-
che stattfinden wiirde. Die gefundenen Potentiale erfiillen auch die Lorenzbedingung auf Seite 99, falls fiir o- 7 die
Kontinuitatsgleichung gilt.

Man sollte sich an dieser Stelle noch einmal kurz Zeit nehmen, um zu rekapitulieren, was wir da gerade heraus-
gefunden haben. Die Wellengleichung ist nur dann erfiillt, wenn eine endlich schnelle Signalausbreitung zugrunde
gelegt wird.

5.3. Elektromagnetische Wellen im Vakuum

In Gebieten mit ¢ = 0 und 7= 0 gilt fiir ¢ und A die homogene Wellengleichung.

5.3.1. Homogene Wellengleichung

1 9

2 gp 0T 80=0
1 92 - - o
2 g 47840

1 9? = 1 9 2\ =
02'@ B—AB_I'Ot<CQ'at2 A-AA)ZO
1 9® = - 1 02 0 1 9* - -

Sowohl E als auch B geniigen also auch einzeln der homogenen Wellengleichung.
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5.3.2. Ebene Wellen als Losung der Wellengleichung

Wir benutzen den Ansatz

E und B miissen als physikalische Felder zwar reell sein, aber man kann trotzdem mit komplexen Feldern arbeiten,
weil die Wellengleichung und die Maxwell-Gleichungen bei o = 0 und 7 = 0 als lineare Gleichungen dem Superpositi-

onsprinzip geniigen. Das heil3t, die Summe zweier Losungen ist ebenfalls eine Losung.

Da die Koeffizienten der Gleichungen reellwertig sind, ist mit jeder komplexen Lésung auch der komplex-konjugierte

Ausdruck eine Losung.

E Losung = E* Losung = Re E und Im E Losung

Eingesetzt in die Wellengleichung ergibt der Ansatz
1 . . \2 L 2
- (—iw)? = (iF)

Das ist genau dann erfiillt, falls folgendes gilt
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Interpretation der Losung

An festem Ort dndern sich E und B periodisch mit der Zeit. Nach der Periodenlinge %’r liegen erneut die selben Werte
vor. Deshalb ist

die Frequenz der Schwingung.

w Winkelgeschwindigkeit

‘??‘l

Fiir alle Punkte im Raum, fiir die ki —wt =d- ‘IZ ‘ mit d = const bzw. | - ﬁ
VOr.

kP —wt=d- ‘E ‘ ist bei fester Zeit die Gleichung fiir eine Ebene im Raum. k steht senkrecht auf dieser Ebene, deren

= d gilt, liegen die gleichen Werte

!

Abstand zum Ursprung gleich d + ’%‘ ist.

Variiert man (bei fester Zeit) d, so erhilt man eine Schar paralleler Ebenen. Auf jeder dieser Ebenen sind E und
B jeweils konstant. Der Wert der Felder ist dort bei k¥ — wt und k7 — wt + 27 gleich. Der Abstand zwischen den
entsprechenden Ebenen ist

2
d+ =

—

k

d. h. bei festem ¢ findet man in der Richtung von k ein rdumlich periodisches Muster.
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A Wellenldnge

SchlieRlich bewegt sich das Muster als Ganzes mit der Zeit in die Richtung von k. Die dazugehérige Geschwindigkeit
ist

k Wellenzahlvektor

L__ die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen, d. h. die Lichtgeschwindigkeit.

Also ist ¢ =
v/ H0€0

Bemerkung

Bei allgemeinen Wellenphinomenen ist w = w(k) (nichtlinear). Das trifft auch auf elektromagnetische Wellen in konti-
nuierlichen Medien zu. Dann ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit frequenzabhéngig. Liegt ein solcher Fall vor, spricht
man von Dispersion.
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—,

Die Wellen fiir £- und B-Feld miissen natiirlich auch die Maxwell-Gleichungen erfiillen (o = 0, 7= 0)

divE =0 divB=0
. 9B . 10E
I'OtE"‘E:O I'OtB—C*QEZO

Wie wir eben festgestellt haben, gilt

div E = ik - Ey(k) - !+«
div B = ik - Bo(k) - elF—t)
rot E = ik x Eo(k) - gilTR—wt)
rot B = ik x By(k) - il —wt)
OE = —iw- Ey(k) - gilTR—wt)
OB = —iw- By(k) - et
Daraus folgt
k- Eo(k) =0
k- Bo(k) =0
k x Eo(k) = w- By(k)
k x Bo(k) = —%- N
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Also stehen E, E, und By senkrecht aufeinander. Elektromagnetische Wellen sind demnach transversale Wellen
(E(7,t) und B(7,t) sind stets senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k).
Wegen des Superpositionsprinzips folgen die allgemeinen Losungen der homogenen Gleichungen:

Bemerkung

Die Transversalitit folgt auch aus den Wellengleichungen fiir A und ¢ zusammen mit der Lorenzbedingung auf Sei-
te 99.

Beweis.
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1 99 _
2 ot

|
C

div A + 0

Eooo
po=c —=-Aop
||
B =10t A — ik x ffo eZ(EF_Wt)
E = —grad¢ — 8;A C il gy R A iR

gozigxgo
EOZZWJO—ZE¢O

Damit folgt
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=i | wk- Ay — K c-@-AO
k
=1 (c ’E‘E go—c k| -k A0>
=0
k- By = ik- (Ex 7))
=0

5.3.3. Polarisation monochromatischer, ebener Wellen

Wir wahlen das Koordinatensystem so, dass k=k-ésist.
= E = F1pé; - COS(ET_"— wt + 1) + E9pés - COS(EF— wt + ©2)
<E = Re(Fy- " 70 Bjg = | 9| 'ew>
Mit der Maxwellgleichung rot E + %—Jf =0 (5.1.2) folgt

E .
|Eol €9+ cos(ki — wt + 1)

. E .
B = —Méﬁ - cos(kT — wt + @2) +
c

Eund B liegen also stets in einer Ebene senkrecht auf E, d.h. in der (z1, x2)-Ebene.
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N
)

Q
S

/ €

ool

(a) Linear polarisiert (b) Zirkular polarisiert
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Lineare Polarisation
Das ist der Spezialfall o1 = s = .
E = (B108) + Ey&) + cos(ki — wt + ¢)
= <— ’ECQO‘ €1+ ‘E20’€2> - cos(kF — wt + @)

S}

Zirkulare Polarisation

Das ist der Spezialfall o = ¢ + /2, Ejg = Eop = E.
= E=E- (é’l- cos(ki — wt + @) F & sin(EF—wt+go))

|2 -
Dann ist ‘E‘ iiberall und fiir alle Zeiten konstant. Der E-Vektor durchlduft einen Kreis in der (x;, z2)-Ebene, dessen
Umlaufrichtung durch die +-Alternative bestimmt wird.

Allgemeiner Fall

Es ist zweckmal3ig von ¢, auf po — 7/2 tiberzugehen, weil cos(x — 7/2) = sin x ist.
= E = Fqpé} - COS(EF— wt + (pl) + FEogéy + sin(EF— wt + (,02)

Es lésst sich zeigen, dass durch die Drehung des Koordinatensystems in der (z1,x2)-Ebene stets p; = @2 erreicht
werden kann.

E2 E2 - -
= —L 4+ —2 = cos?(kF — wt + ¢1) + sin® (k7" — wt + p2) = 1
Bty Ea

Der Feldstirkevektor lduft in der Ebene senkrecht zu & auf einer Ellipsenbahn.
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Allgemeiner Fall
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5.4. Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Ein Teilchen erfdahrt im elektromagnetischen Feld die Kraft
K =q (E(,0) +7(0) x B, 1)

Die pro Zeit geleistet Arbeit ist

Beachte: das Magnetfeld leistet keine Arbeit am Teilchen.
Daraus folgt im allgemeineren Fall einer kontinuierlichen Stromdichte

Fiir Punktteilchen ist 7(7,t) = ¢ - 7(t) - 6®) (7, — 7(t)).

Wir postulieren die Energieerhaltung fiir das Gesamtsystem aus Teilchen und Feld. Die Anderung der Energie der
Teilchen ist betragsmiRig gerade gleich der Anderung der Energie des Feldes. Daraus folgt fiir die Energie W des

Feldes:

dw o

—=— [ Ed

o= B
1%

1 - 10E\ = .
(5'22)—-/<rot3—2> B d¥r
140 c? Ot
14
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a — < 1 — —
:60~/E2d3r—'/rotB'Ed3r
2 ot 1o
14 14

Arbeit im elektrostatischen Feld (3.4)

Nunist £ rot B = B rot E — diV(E X é) nach (1.2.1).
Aus der Maxwell-Gleichung von Seite 96

= 0B
tEH=——
Iro at
N L
= —=| = | F —B* ) d — [ div(E x B)d
" /875 5 + o r+ o iv(E x B)d’r
\4 \%4
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Interpretation

5.4.1. Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

= €0 =9/ 1 2/
t):=—-F t —-B t
e( ? ) 2 ( ? )+ 2MO <T7 )
5.4.2. Poynting-Vektor
L 1 - =
S(r,t):=— ExB
Ho

Vektor der Energieflussdichte des Feldes.
Energieflussdichte Die Dichte und die Richtung des Energietransportes einer elektromagnetischen Welle. Der Begriff
des Energieflusses ist identisch mit dem physikalischen Begriff der Leistung, die Bezeichnung Energieflussdichte
ist daher zur Leistungsdichte gleichwertig.

Analoge Manipulation fiir den Impuls

Fiir ein einzelnes Teilchen gilt
% =K =q (B0 +7(0) x BF.1))
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Die Impulsdnderung einer kontinuierlichen Stromladungsverteilung ist demnach

dﬁ_ =, . = 3
dt—/(g E(r,t)+j><B(r,t)) d’r
\%4

Wir postulieren die Impulserhaltung fiir Feld und Stréme.

_, Wrea _ _/ (Q-E(ﬁ t) + 7% é) d*r

dt
v

| . 10E,. <
(5~1:-2)_/(60-E divE + — - (rot B — )><B> d3r
1%

o 072675
OF - 0 =~ = =~ OB
wB=—(ExB)—Ex =
v oi B X B) = Ex o
(5.1.2)

dp 1 = = - L1 4 O L\
pFeld:/a-Ede?’r—/(eO-EdivE—-erotB—Q-ExrotE>d3r
C
“ Ho Ho

Das zweite Integral lasst sich in ein Randintegral tiberfiihren.

+1 falls (i,7,k) : (1,2,3),(3,1,2) oder (2,3,1)
ek = —1 falls (i,7,k) : (3,2,1),(1,3,2) oder (2,1,3) Levi-Civita-Symbol

0 sonst

Wir betrachten das Integral komponentenweise.
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1

~ . 1 o . 1 = .
/[eg-EdivE—-erotB—2-E><rotE] d*r
“ Ho Hoc

1 _ _ _, _
:/EO'E};@jEj—- [erotB} [ExrotE] d3r
Ho

i oC2 . i
1% —_— — -
EijkBj[v X B}k EijkEj[V >< E]k
SN—— N——
€kim 91 Bm €kim 9 Em
1
= / <60'Ei 0;E; — %'fijkfklmBjale - eo'eijkeklmEjalEm> d*r
\%
* 1 1
= / <€U : Ela]E] - B]&B] + —- B]a]Bz — €0 E]azE] + €0 E]8]E1> d*r
- Mo Ho -

240

TV
Maxwell’scher Spannungstensor

\%4
1 1 - q
— /aj (eoEiEj + —B;Bj — & <32 + 620E2>) d3r
Ho
14

Nebenrechnung(*)

€ijk€kim Tj0Tm = (6i10jm — Gim0j1) - T;0/Tm
——
:5il6jm_5i7n5jl
= 030jm * T;0/ T — dimji* T;0 T,

Da 04, nur dann 1 ist, wenn a = b gilt und wir iiber die Indizes summieren (Summenkonvention), folgt aus Obigen
sofort, dass alle Summanden 0 sind, wenn 7 # [ oder j # m ist. Dieselbe Argumentation gilt fiir den zweiten Term
(alsoi =mund j = 0).

= €55€kim 1§01 T = T;0;T; — T;0;T;
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Wir wollen die Interpretation des Maxwell’schen Spannungstensors als Zusammenfassung der Impulsflussdichten

nicht weiter verfolgen und halten nur fest, dass

5.4.3. Impulsdichte

1
poc?

€ = ergibt noch den bemerkenswerten Zusammenhang

Energieflussdichte = ¢? - Impulsflussdichte

in Analogie zum relativistischen E = mc?.

Als nachstes wenden wir diese Erkenntnisse auf die linear polarisierten ebenen Wellen an.

E = Ey- cos(k7 — wt + @)

ol

B= Ver — Ey- cos(EF—wt—i—go)

—

o~

0, Maxwell(5.1.2))
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Daraus folgt fiir die Energiedichte

B 1 -
e(F,t) = FE + ol
. 2
€0 =2 1 k o 2=
_ | Lo + cos (K7 — wt
p ot o 3 )E‘ 0 cos” (kT — wt + ¢)
———
E}

e(7,t) = eE2 - cos? (k7 — wt + ¢)

Fiir die Energieflussdichte gilt
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Der Energiefluss erfolgt in Richtung von k.
Von Interesse sind nun noch die zeitlichen Mittelwerte:

T

1 2

o) = /e(F,t) dt mit T = ;ﬁ
0

¥e
O\E‘:‘M

2
. w1
cos?(wt — kP — @) dt = o /cosg(x—l-a) dx
™
0

- [sin(z + a) - cos(x 4 a) + 23"
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= 1 =

e(r)ziegEg
= ce€g = k
S(r) = B g'T
i

Nebenrechnung(*)

cos?(wt — k7P — ¢) dt

yle
O\E‘§

Substitution mit z = tw:

T
t=2=
w
d()
dt = —%“~d
dx v
1
= —dx
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[\
¥
ey
—~
€
*
|
Eaf
|
S—
Q,
~
1
‘ —_
€
@)
o
wn
©
|
™
=)
|
©
S—
\
j<H
8

0
27
1 -
=—" /COSQ(.%' —k"— p)dz
27 ~——
0

=:a

Das heif3t zeitliche Mittel von Energiedichte und Energieflussdichte sind proportional zu Eg und von der Frequenz
unabhingig.
Verhalten von Energiedichte und Energieflussdichte bei der Uberlagerung zweier Wellen
Sei

T — wat + p2)
(1r—w1t—|—<p1)+E2 cos” (ko — wat + ©2)
+E1E2 (co ((k1+k2) 7 — (w1 +w2) t+ @1+ p2) +cos((k1 — ko) 7 — (w1 —wa) "t + 1 — ¥2))

E= El Cos( —wit+e1)+ Ey- cos(l;
= EQ 2 2

Fiir w; # wo ist der Interferenzterm oszillierend. Dieser Beitrag verschwindet durch die zeitliche Mittelung der
Grofden, also verhalten sich Energie und Energieflussdichte in diesem Fall additiv.

5.5. Erzeugung/Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, unter welchen Bedingungen Ladungstrager elektromagnetische Wellen
abstrahlen. Dazu fithren wir zunéchst eine allgemeine Diskussion und betrachten dann als Spezialfall die Strahlung
eines periodisch schwingenden Dipols (den Prototypen einer Antenne).
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

5.5.1. Feld einer bewegten Punktladung

Wir betrachten die retardierten Potentiale von Seite 102 fiir eine einzelne Punktladung mit

o) = q- 6 (7' — 7(1))
T 1) = q- (1) 0O (7 — (1)

wobei 7(t) die Bahnkurve des Teilchens beschreibt. Fiir das Potential folgt dann

1 Pt —
o) = e [ H e

 dmeo

\%4
1 o(',t') ' r I 33,
= . Ot —t+ ———)dt'd
47eg /|F—F’| ( + c ) "
v

B Y R G R e e BT
4meg |7 — 7]
1%
q , =), dt
= o —t
dreq / =t =) 7w

te — 1 " T(t*”_()
C
Unter Benutzung von
1 7 — 7t
S = 8t — 1), f) =1 — 1+ c( )
F(t.)

entsteht
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

; F(t) - (F(t) — 7)
N =1 7"(
MO =1 sy
oy g (F=Tt)) (k)
R L ]
|7 — ()| = Ve (F = 7(ts)) - 7(ts)
|7 — 7(ts)|
5.5.2. Lienard-Wichert Potentiale
1 q
(b(f; t) = ’ T Mol
dmeo |7 (g, )| — Tl ToT(E))

und mit analoger Herleitung

A1) = 22 )

 Ar |7:*_ F(t*)‘ _ ?(t*)'(i*f‘(t*))

Da t, durch die endlich schnelle Signalausbreitung ebenfalls vom Ort abhéngt, benétigen wir fiir die Berechnung der

zugehorigen Feldstdarken den entsprechenden Gradienten.
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

L
Oit, = o= ")
S o O7(ts) (74 .) 7
= grad t, :—1- 7; i(t*) _1, 6t*ﬂ( E ) )
c [F—=7ts)| ¢ 7 — 7(ts)]
R R
-~ T n.. —— " U(l« : [
R'c+ (R'C v( )) grad
Wobei R(t.) = 7" #(t.), R(t.) = | K| und # = i sind
R(t.)
= gradt, = — fi'c
R(t*)'v(t*) _ 1
R*c
= gradt, = = R
R-v—R-c
Analog ergibt sich
Ot 1
Ry
ot 1- &

Zur Energieflussdichte (5.4.2)

- grad t,
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

E hat die Form E(F,t) = E pan (7, t) + E fern (7, ) mit E papy = O(:5) und E ger = O(L) und E gy, = 0 filr & = 0. Als
néchstes betrachten wir die Abstrahlung ins Unendliche fiir diese beiden Komponenten.
Die Grof3e der Kugeloberﬂache ist proportional zu R2, der Beitrag von E ., zu S proportional zu R4 und der von

Efernzu S proportional zu RQ

Die Abstrahlung ins Unendliche tritt nur auf, falls &' # 0 ist.

Als nachstes untersuchen wir die Abstrahlung aus einer bewegten Ladungswolke.

, 7!t — 1=
xﬂﬁﬂzlm-/]w =) g

47 |77 — 7|
1 T, 1
= 8 /'88
7] 7 PR A P
=T ”Wj—f
7t =TT g Dy s g T c)+
——
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

. - ‘ 1 5 7t 1
= A(’F,t) = 7#0 . / ](T . ) +fxi’8ir-‘77(r ) —l’ilai*'j_(f’/,t*)—i-... d37’/
4r r r c r
YA

(2) 3)

Wir beschranken uns auf den Fall, dass ' periodisch mit der Frequenz w schwingt.

= |7 ~ w171 [ ~ 2171

Wir erwarten, dass die abgestrahlte Welle auch die Frequenz w hat. Dann ist die Wellenldnge

2 2
A= ore bzw. w = £re
w A

/

1 R R
Term (1) ~ ;,Term (2) ~ o Term (3) ~ or R’ Skala fiir die Ausdehnung der Quelle

Term (3) und hohere Entwicklungsterme konnen nicht zur Abstrahlung beitragen:

1

T

1—>
7,2

1—>
T2

Es reicht also aus fiir die Abstrahlung nur die Terme (1) und (2) zu betrachten. Falls die Ausdehnung der Quelle nun
noch klein im Vergleich zur Wellenlidnge ist (R% < 1), dann dominiert nur Term (1).

/T(Ft):’““)-/*(F’t)-(1+O(R/+/))d3r’
’ 4mr JAT o b A r
14
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

= [ 7dr
T Ho - R R
AT t) = — M) (1+O(— + —
= A1) = () - (L+ O(5- + 7))

Bemerkung

Analog kann der zweite Term durch die Zeitableitung des Quadrupolmomentes und des magnetischen Dipolmomentes
ausgedriickt werden.

Wir betrachten im Folgenden den Beitrag von 7.

B(7,t) = rot A(7, )
_ Ho s T
= rot <4 m(t ))

wr C

o0 Lyt = 1)) = ~Zheig(e) - - iy

C

130



5 ZEITABHANGIGE FELDER

5.5.3. Dipolstrahlung

= to = T fo 7
B(7,t) = = * (T« =
(7%) 4drre () r  4mr? () x r
Nach Maxwell auf Seite 96 gilt E = ¢ rot B auBerhalb der Ladungswolke.
o Ho 3 T T
E=c? £) % = | x — -
= A — <m( ) X r) X = + O(TQ)
= Ho -, T T 1
E="% ) x — | x - —
(m( )><T>><T—|—O(T2)

Fiir den Poynting-Vektor folgt
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

I B
S=—FExB
Ko
1 L7 _
:-c-< ><T>><B
Ho r
_C.<T.§2g.( g)>
Ho r
Weiterhin gilt
yi3 7\
32 0 59 %9
1672722 ( ( r) >+ (7‘)
T 1
T Bo0o+0(=
" B=0+0(y)
=t 175 (5 T))| vold)
7 t) = — - |m=m - -
’ 16m2¢ r2 r r — r3
Sei weiter
m = My cos(wt)
= m = —w? 1Mo cos(wt)
,r_.’
9= L(—,m
(Tam())
Gr= gy MO 1_77,4,42-2, 20, .. 1
= S(7,t) T6m2e 12 5 |mio|” sin” ¥+ cos®(w (t—g))+(’)(r—3)
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

Der Energiefluss ist radial (~ f).
Energiefluss durch Raumwinkel d2 = sin ¥ dv dy bei ¥, ¢ im Abstand r (Faktor - kiirzt sich heraus)

r

AI(t,9,9) = 7ot w'+ o[+ sin® 9+ cos®(w- (£ — =)

Abstrahlung gemittelt iiber die Zeit:

Nl

T
1
. /0082(wt) dt = X T=—
0

dI(9, ) = 32;;020 -wh Jmgl* - sin® 9 dQ

2r

//sinzﬂ-sinﬁdﬁdw—Qﬂ-;l
00

5.5.4. Zeitgemittelte Gesamtabstrahlung
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

X3 dQ = sin 9 d9 do
[9, O + dO]
[¢, ¢ + d]

134



5 ZEITABHANGIGE FELDER

Polardiagramm der zeitlich gemittelten Abstrahlungsintensitét eines schwingenden Dipols (Antenne)
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5 ZEITABHANGIGE FELDER

Bemerkungen

o Bei gleichen || erfolgt eine stdrkere Abstrahlung fiir hohe Frequenzen und damit kleine Wellenlédngen. Diese
Formel ist unter anderem wichtig um die blaue Farbe des Himmels zu erklédren.

o Der bislang unterdriickte Term (2) l&dsst sich sowohl durch ein magnetisches Dipol-, als auch durch ein Quadru-
polmoment ausdriicken. (magnetische Dipol- bzw. Quadrupolstrahlung)
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

6. Elektrodynamik in kontinuierlichen Medien

6.1. Vergleich mit dem Vakuumfall

Bisher wurden Ladungen und Strome nur verteilt im ansonsten leeren Raum als Quellen eines elektromagnetischen
Feldes betrachtet. Nun wenden wir uns den Féllen zu, in denen der umgebende Raum gefiillt mit einem kontinuier-
lichen Medium selbst elektrische und magnetische Eigenschaften hat, die das Feld beeinflussen. Dafiir betrachten wir

zundchst die Maxwell-Gleichungen (5.1.2):

div GOE =0

rot E = faté

und das Kraftgesetz:

Wir definieren weiter

5::605

- 1 =

H:=—2B
Ho

und ersparen uns damit die Proportionalititskonstanten in den Gleichungen.

divD = 0
rot £ = —Bté

divB =0
rotﬁ:j'—i—atl_j
KI(]E—{—(]ﬁXé
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

Bekannt ist, dass E, die elektrische Feldstirke, und B, die magnetische Induktion, fiir die Kraftwirkung auf Ladungs-
trager zustandig sind. D und H werden direkt durch die Quellenverteilung ¢ und die Wirbel 7+ 9D bestimmt. Sie
werden Erregungsgréfsen genannt.

Experimentell entdeckt man

Die Anwesenheit kontinuierlicher Medien beeinflusst das Verhéltnis zwischen den Erregungsgrofsen und der
elektrischen Feldstdrke bzw. magnetischen Induktion.

Der einfachste Ansatz zur physikalischen Beschreibung besteht in der Einfiihrung von relativen Konstanten, also
Konstanten, die an ein Medium gebunden sind. Das fiihrt zu

-]l
1
=,

T
I

Ko " b
e relative Permittivitat

u relative Permeabilitat

Dieser Ansatz funktioniert leider nur eingeschréankt und muss fiir den allgemeinen Fall modifiziert werden:
o Bei anisotropen Medien wird das skalare € bzw. i, zu einem Tensor.
o Bei starken Feldern ist das Verhéltnis zwischen den Erregungsgrof3en und E und B nichtlinear.

o Die Beziehung zwischen D bzw. E und H bzw. B kann von der Vorgeschichte oder der Frequenz abhingen.
Beispiele dafiir sind

> Hysterese-Effekte
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

> Ferromagnetika

> Ferroelektrika
Isotropie Bezeichnet die Unabhdngigkeit einer Eigenschaft von der Richtung.

Aus Resultaten der Thermodynamik und Quantenmechanik lasst sich schlieen, dass ¢ > 1 und p > 0 sein miissen.
Fiir ;1 > 1 spricht man von paramagnetischen, fiir 4 < 1 von diamagnetischen Stoffen.

Eine weitere Auswirkung eines umgebenden Mediums besteht darin, dass Ladungstriger, die im elektromagneti-
schen Feld beschleunigt werden, durch Sto3e mit den Bestandteilen der kontinuierlichen Medien abgebremst werden.
Im stationdren Fall ergibt sich in linearer Naherung das Ohm’sche Gesetz.

6.1.1. Ohm’sches Gesetz

=y
I
S
=,

o Leitfahigkeit
o In anisotropen Medien ist o ein Tensor.
o Bei zeitlich verdnderlichen Feldern besteht im Allgemeinen eine Frequenzabhéngigkeit.

o In starken Feldern verliert das Gesetz seine Giiltigkeit, da die Relation zwischen j'und E nichtlinear ist.

Zusammenfassung der Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen in Medien gelten universell.
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6.1.2. Maxwell-Gleichungen

divD = o divB =0
rot E = —9,B rot H =74+ oD

6.1.3. Kraftgesetz

wobei die Materialgleichungen wie folgt aussehen:

D = D(E) mit dem einfachsten Fall D=¢-eE
Lo . 1 -
H = H(B) mit dem einfachsten Fall H= ‘B
fo *
7=7 (E, E) mit dem einfachsten Fall 7=0c-E

6.2. Mikroskopische Theorie der Elektrodynamik in Kontinua

Es ist uns im Allgemeinen nicht moglich mit Messinstrumenten tatsachlich ein Feld zwischen einer geringen Anzahl
an Ladungstridgern zu messen, weil die Abstdnde relativ klein sein miissen, damit sie iiberhaupt messbar miteinander
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

interagieren konnen. Um die physikalischen Betrachtungen realistischen Verhiltnissen anzupassen, wollen wir des-
halb Volumina von Wiirfeln mit einer Kantenlédnge von etwa 100 Molekiilen untersuchen. Ladungstrager konnen im
mikroskopischen Maf3stab in freie und gebundene Ladungen eingeteilt werden.

frei im Kontinuum beliebig beweglich
gebunden im Kontinuum nur beziiglich bestimmter Ruhelagen etwas verschiebbar

Ebenfalls aufgeteilt werden die Ladungsdichten in ng;(7, t) und ngep, (7, ).

Nfrei = Z qi 5(3) (7?_ ﬁ(t))
Tlgeb = Z M (7, t)
nn(":; t) = Z Adnj 5(3) ("?_ Fnj (t))
J

-

Tnj = Sn(t) + dpj
7;(t) Bahn der i-ten freien Punktladung
nn(7,t) Ladungsdichte des n-ten Molekiils
;(t) Bahn der Ladung j im Molekiil n
3, (t) Position des Molekiilmittelpunktes n

Wir fiihren eine Mittelungsoperation iiber die besprochenen Volumina ein und definieren fiir eine physikalische Grofe
a(7,t)

(a(i 1)) = / (7) - a(F+7.t) &%
1%
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

wobei f(y) eine Funktion ist, die im Inneren von V konstant ist und am Rand 0V schnell gegen Null geht. Diese
Funktion représentiert in gewissem Sinne unser Messinstrument, das alle physikalischen Einheiten von a gleichbe-
rechtigt in V gleichzeitig misst. Sie erfiille aullerdem die Normierung

= ( (7, 1)) :Zan'f(| — Ty (t an] ST = 8nl) Zan'Jnj'vf(‘F_gn‘)+
J

Qn = Z Gnj Ladung von Molekiil n

D 1= Z Inj ~cfnj Dipolmoment von Molekiil n

Also
< >_Qn (‘F_gn‘)_ﬁnvf(yf_gn‘)'i_

ZQZ |T - Tz )|)+2Qn f(|77_ gn(t)‘) -V Zﬁn f("'?_ gﬂ(t”) +

freie Trager

Makroskopische Ladungsdichte

o(Tt) := Zqz FUF =7 O+ Qn f (17— 50 (1))

freie Trager geladene Molekiile
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Makroskopische Dipoldichte

Das bedeutet

6.2.1. Mittlere Ladungsdichte

Sei nun €&(7, t) das mikroskopische elektrische Feld. Dann folgt fiir die makroskopische Variante
E(7,1) = (e(F.t))
und damit

L, 1 1 1 3
div E(7,t) = (div e(7, t)) = <77> =—p——divP+...
€0 €0 €0

divﬁzgmit ﬁzeo-ﬁ+ﬁ
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Falls P nur linear von E abhingt, ist es in der Form P = ¢ x E zu schreiben, mit ¢ = 1 + y, wobei y Suszeptibilitdt
genannt wird.

Suszeptibilitdt Eine Materialeigenschaft, welche die Fahigkeit der elektrischen Polarisierung in einem externen elektri-
schen Feld angibt.

Eine analoge Konstruktion funktioniert fiir die magnetischen Grofen.

6.3. Elektromagnetische Wellen in kontinuierlichen Medien
Die Ableitung der Wellengleichung erfolgt analog zum Vakuum-Fall, wenn ¢y durch ¢y e und po durch pg - i ersetzt

werden. Dann folgt fiir die Lichtgeschwindigkeit

6.3.1. Phasengeschwindigkeit in Medien

1 c

VEOHOER  \Jli€

vp =

S|lo

vp Phasengeschwindigkeit

n Brechungsindex

Im Allgemeinen ist der Brechungsindex frequenzabhingig, womit sich Dispersionseffekte erkldaren lassen.
Als Konsequenz folgt fiir den allgemeinen Fall der Ausbreitung von Wellenpaketen als Superposition ebener Wellen

Cc

wik) = — < |

n(w)
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Dispersion am Prisma
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6 ELEKTRODYNAMIK IN KONTINUIERLICHEN MEDIEN

Die Beziehung zwischen w und k ist nichtlinear.
Wir wollen nun untersuchen wie sich ein Wellenpaket in einem isotropen Medium verhélt. In einem solchen Medium
ist w nur von der Liange des Wellenzahlvektors k abhangig.

Sei

B(rit) = [ E(R)-e (70 g

und E (E) nur in der Umgebung von ko von Null verschieden. Dann gilt in linearer Ndaherung, dass dort

-

m%=w®ﬂ+@—%»ﬁ°

k0’

1

oo i+ (Fr—w(|fo) - t— E=Fo) 0-w'(|k‘0\)t+...)d3k

. i,
ik (F— =0+ W't
( o] )

A3k

Das Paket pflanzt sich also mit folgender Geschwindigkeit fort:

6.3.2. Gruppengeschwindigkeit in Medien

_dw
dk
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ve Gruppengeschwindigkeit

Beiw =c- )E ’ (also im Vakuum) ist vg = vp = c. In kontinuierlichen Medien ist allgemein vp # vg.
o vp kann groller als ¢ werden, da Brechungsindizes n < 1 erlaubt sind.

o v bleibt kleiner als ¢, wenn n > 1 ist und bei normaler Dispersion g—f} > 0. Bei kleinerem Brechungsindex kann
auch die Gruppengeschwindigkeit grof3er als ¢ werden, allerdings sollten wir uns an der Stelle klarmachen, dass
die Gruppengeschwindigkeit nur linear angendhert wurde. Um wirklich Informationen zu iibertragen, muss so
etwas wie ein Impuls ausgestrahlt werden, der einer Uberlagerung von sehr vielen ebenen Wellen entspricht. In
diesem Fall wird die Naherung zunehmend ungenau.

o Fiir die Signalausbreitung relevant ist die Signalgeschwindigkeit vg. Es lasst sich zeigen, dass unter sehr allge-
meinen Voraussetzungen vg < c ist.

Signalgeschwindigkeit Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Trennfliche zwischen einem Gebiet mit £ = 0 und E # 0.

Verhalten elektromagnetischer Felder an Trennflaichen verschiedener Medien

Im statischen, zeitunabhéingigen Fall gilt (4.1.4)

divB=0 rot H = T
Daraus folgt
/gd%@él)/ﬁdf 0@L? [ Bar
v oV oOF
o(z'é'”/édf /jdf(z’iz)/Hd“
ov F OF
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Medium 2

Medium 1

Wir betrachten nun die Trennfldche zwischen zwei Medien, die zur besseren Unterscheidung nummeriert sind. Der
Vektor 7i sei der Normalenvektor auf die Grenzflache. Aus den Gleichungen folgt dann analog zu 3.3.1

sowie

(ﬁg—ﬁl)'F:j (tXTL) VFJ_T_i

Dabei ist o die Flachenladungsdichte und )% die flachenhafte Stromdichte in der Grenzfléiche

Falls gesichert ist, dass 51ch kelne flaichenhaften Ladungen und Stréme ausbllden (U =0 j » = 0), sind sowohl die
Normalkomponenten von D und B, als auch die Tangentialkomponenten von E und H stetig.

Im zeitabhingigen Fall gilt diese Aussage ebenfalls, falls 8,8 und 8;,D auf der Grenzfliche keine Singularititen
aufweisen.
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7. Relativistisch invariante Formulierung

Wie wir schon an mehreren Stellen gesehen haben, ,kennt“ die Elektrodynamik die spezielle Relativitatstheorie. Des-
halb erwarten wir, dass es keiner Modifikation (wie etwa bei der Mechanik) bedarf, um die Elektrodynamik relativis-
tisch zu machen. Die Maxwellgleichungen sollten beziiglich der Lorentztransformation forminvariant sein. Das geht si-
cher nur, wenn dabei das elektrische und das magnetische Feld ineinander transformiert werden. Zum gleichen Schluss
kommt man mit Blick auf das Kraftgesetz von Seite 79. Gleichungen zwischen Vierervektoren und Tensoren sind au-
tomatisch in ihrer Form lorentzinvariant. Deshalb versuchen wir die Informationen, die in den Maxwell-Gleichungen
enthalten sind, durch Vierervektoren bzw. Tensoren zu beschreiben.

Wir verwenden im Folgenden die Konvention, dass iiber lateinische Indizes, wie z.B. a oder b von 1 bis 3 summiert
wird (die drei Raumkomponenten), wahrend tiber griechische Indizes, wie z.B. y oder v von 0 bis 3 summiert wird
(drei Raumkomponenten plus eine Zeitkomponente).

Minkowski-Raum Ein vierdimensionaler Vektorraum, der die rdumlichen Koordinaten mit der Zeit verkniipft. Verglei-
che dazu Theoretische Physik 1.

E- und B-Feld benutzen 6 Koordinaten, sind also ungeeignet fiir die Konstruktion eines Vierervektors. Das Vektorpo-
tential A und das skalare Potential ¢ beinhalten ebenfalls alle Informationen, um E- und B-Feld zu rekonstruieren und
benotigen nur 3 + 1 = 4 Komponenten. Es bietet sich also an aus den Potentialen einen Vierervektor zu konstruieren.

Ay = <—¢,A1,A2,A3>
c
bzw.

A= <¢7A1,A2,A3>
c
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Beachte: Metrik 7, =

o O O

d.h.

O O = O

O = OO

1 1
= FOn = aoAn - 8nAO = EatAn + Eanqs =
Fn

_ o O O
o
|
~

Fo = 0,4, — 0,A,

52) _ En

n — amAAn - 8nAm = €mnl Bl

0 —El/c —E2/c _E3/C
Eife 0 Bs —B,
EQ/C —B3 0 Bl
E3/C BQ —B1 0

F, =

F,,, enthélt also die Information iiber die elektrische und magnetische Feldstdrke und heif3t deshalb Feldstdrkenten-

sor.

aMF;w = —0oFoy + Oy

E, divE o

= OMFl0 = O Fio = Oy — = _
C

C €gC
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1 E
aﬂF,un = —0oFon + O Fmn = _E <_Cn> + €mniOm B

1

= 0By — (rot B)p = —piojin

Mit

j,LL = (_CQ7j17j2>j3)
jﬂ = (CQ7j17j27j3)

sind div E = Z und rot B = uoJ+ C% - E kodiert in

auFH,V = _,U’Ojl/

Die anderen beiden Maxwellgleichungen div B = 0 und rot E + %—? = 0 sind durch den Potentialansatz schon
automatisch erfiillt. Sie lassen sich noch explizit kodieren in
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" F, =0
und
8 1
F, = 5 €uvapFP

. . . . . /
Unter Lorentztransformation transformieren sich die Koordinaten: z# = Affac”

= F'" = Ak AL PP

Spezialfall:
1 ‘ 71}/0 ‘ 0
VT VT
Al = — C2 ' L 2 ' 0
v \/1_1)/02 \/1—U/02
0 0 10
0 0 01

= F'% = AQAL P = AQALFO 4 A9 AR
1 01 iFm _ po1
C2

T 1 11—/
F'% = ADAZFeb = AJAZFO? 4 AQAJASFY?
_ 1 02 v/e 12
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analog

d.h.

und analog

1 *U2/02
E| = By
’ EQ —U'B3
2 1 —7)2/02
Eé _ FEs+v- By
1 —U2/62
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B, =B

B, =22t v*/e? - E
£/ 1— Uz/c2

g Bo e By

3 \/1—1)2/02

Um kompakte Transformationen zu erhalten, die nicht auf die einzelnen Komponenten Bezug nehmen, bemerken
. . T
wir, dass mit 7= (v 0 0)

B) =0
(17 X E)Q = 'U3BQ — UlBg = = 'Bg
B

(17>< )3=U132—02B1:U'BQ
d.h.
, 1 5 L =
= (B VT=v + (7 x B)y)
1—”2/02
o1 (E + (7 x B)
= . v
2 /—‘1—”2/02 2 2
4 ! (E + (7 x B) )
= v
3 1—”2/02 3 3
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7 RELATIVISTISCH INVARIANTE FORMULIERUNG

und

:m(m_l CHCAL)

unsere Formeln in die folgende Form gebracht werden kénnen: (B folgt dabei véllig analog)
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€0

=

=
=)

L S =gy 9 © & R

1 fallsi=3
Kronecker-Delta: = allst =17
0 sonst

Relative Permittivitét: stoffabhéngiger Tensor, der die feldschwéchenden Effekte innerhalb elektrisch iso-
lierender Materialen kennzeichnet. Wird auch als Dielektrizitdtskonstante bezeichnet.

Levi-Civita-Symbol:
+1 falls (i,7,k) : (1,2,3),(3,1,2) oder (2,3,1)
=q -1 falls (i,7,k) : (3,2,1),(1,3,2) oder (2,1,3)
0 sonst
1
poc?

Elektrische Feldkonstante im Vakuum:

Wellenlange

Relative Permeabilitit: stoffabhédngiger Tensor, der die Durchléssigkeit eines Materials fiir ein Magnetfeld
quantifiziert.

Magnetische Feldkonstante im Vakuum: 47 - 107 ’292'573

Frequenz einer Schwingung

Winkelgeschwindigkeit: bei Schwingungen ist w = 27

Elektrisches Potential; negativer Gradient von ¢ ergibt die elektrische Feldstirke
Flachenladungsdichte: Ladung pro Flache

Ladungsdichte: Ladung pro Volumen

Vektorpotential; die Rotation von A ergibt B

Magnetische Induktion

Wellenzahlvektor: zeigt in Ausbreitungsrichtung der Welle und |E | = 2{
Stromdichte: Verhéltnis von Stromstirke zu Flache

Elektrische Feldstarke

Poynting Vektor: Vektor der Energieflussdichte
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n Brechungsindex: Verhaltnis zwischen der Phasengeschwindigkeit des Lichtes im Vakuum und der im je-
weiligen Medium.

VG Gruppengeschwindigkeit: unscharfe Naherung an die Geschwindigkeit eines Wellenpaketes als Ganzes.

vp Phasengeschwindigkeit: Ausbreitungsgeschwindigkeit der Nulldurchgénge bei Wellen zu einer bestimm-

ten Frequenz.

Dirichlet Randwertproblem Liegt vor, wenn die Losung einer partiellen Differentialgleichung in einem Gebiet V' durch
die Vorgabe von Werten fiir die gesuchte Funktion auf dem Rand 0V eindeutig bestimmt werden kann.

Divergenz  Skalarfeld, das zu einem Vektorfeld, falls dieses als Stromungsfeld interpretiert wird, die Tendenz angibt,
ob ein Teilchen in der Ndhe zu diesem Punkt hin- oder von diesem Punkt wegfliel3t.

Eichtheorie Physikalische Theorie, deren Bewegungsgleichungen aus einer Wirkung folgen, die invariant unter Eichtrans-
formation ist.

Eichtransformation Transformation von Feldern, in der eine frei wiahlbare Funktion als Transformationsparameter auf-

tritt.

Energieflussdichte Vektor, der die Dichte und die Richtung des Energietransportes in einem elektromagnetischen Feld
beschreibt.

Feldlinie Kurve, die stets tangential zur Feldstérke lauft.

Funktional ~ Abbildung von Testfunktionen auf Zahlen.

Gradient Vektorfeld, welches die Anderungsrate und die Richtung des groften Anstiegs eines Skalarfeldes angibt.
Green'sche Funktion Losung des Dirichlet’'schen Randwertproblems fiir eine Punktquelle.

Isotropie Unabhingigkeit einer Eigenschaft von der Richtung.

Lineare Anniherung Entwicklung der Taylorreihe bis zum Term mit der ersten Ableitung.

Neumann Randwertproblem Bestimmung von Losungen partieller Differentialgleichungen, die Bedingungen erfiillen,
die an die Normalableitung am jeweiligen Rand des Definitionsbereiches gestellt werden.

Orthonormalbasis Satz von Vektoren, die alle die Norm 1 haben und zueinander orthogonal sind. Weiter lassen sich
alle Vektoren eines euklidischen Vektorraumes als Linearkombination der Basisvektoren darstellen.

Partielle Ableitung Ableitung einer Funktion mit mehreren Argumenten nach einem dieser Argumente.
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Polarisation Eigenschaft elektromagnetischer Wellen, welche die Richtung des elektrischen Feldvektors im zeitlichen
Verlauf beschreibt.

Rotation Vektorfeld, welches zu einem Vektorfeld, falls dieses als Stromungsfeld interpretiert wird, die Drehge-
schwindigkeit und -achse eines mitschwimmenden Teilchens angibt.

Suszeptibilitit Materialeigenschaft, welche die Fahigkeit der elektrischen Polarisierung in einem externen elektrischen
Feld angibt.

Tensor Verallgemeinerung des Vektoren- bzw. Matrizenbegriffes auf abzidhlbare Indexmengen.

Testfunktion Beliebig oft differenzierbare Funktion, die fiir |x| — oo schneller als jede Potenz gegen Null geht.

Aquipotentialfliche Menge aller Punkte gleichen Potentials.

0-Distribution Grenzfall einer beliebig hohen und schmalen Funktion, deren Flache den Flacheninhalt 1 besitzt.
A-Operator Summe der zweiten partiellen Ableitungen 83;2.
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Elektrodynamik im Supermarkt

o Dr. Harald Dorn [,dazu bin ich ja da“] fiir die gute, wenn auch unglaublich, unvorstellbar schwere Vorlesung,

und fiir die Kooperation beziiglich des Skriptes. Sie sind echt knorke.

o Andreas Kunert [,,die Schriftart ist gut, wenn man sie nicht merkt“] fiir die kompetente Unterstiitzung und Bera-

tung bei der Typographie dieses Dokumentes.

o Stefan Koch [,,am besten fand ich die Stelle mit dem Drachen“] fiir die 10 Seiten Skript, die hier Eingang gefunden

haben.

o Wikipedia [,,freies Wissen fiir alle: unbezahlbar“] fiir den unerschopflichen Fundus an Wissen.

FIELDS arrancED By PORITY
FORE PURE  ~

-

SOCIOLOGY IS PSYCHOLOGY IS BIOLOGY 15 WHICH 1§ JusT
JUST APRUED JUsT APPLIED JUST APPUED  APPUED PHYSICS,

PsYCHOLOGY BIOLOGY, CHEMISTRY IT'S NICE TO
GE CON TOR

7% %94

OH, HEY, T DIDNT
SEE YOU GUYS ALL
THE WAY OVER THERE.

L

S E—

SOCILOGISTS  PSYCHOLOGISTS BJEI-E."IGESTS CHEMISTS PHYSIEAHS

MATHEMATICIANS

(Quelle: xked.com)
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