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Generelle Beweisidee

* Beweisaussage:
- “Jedes hinreichend machtige formale System ist
entweder widersprtichlich oder unvollstandig.”
* Generelle Methode:
— Abzahlung aller Satze innerhalb eines formalen
Systems
— “Der Satz mit der Nummer x ist nicht beweisbar”

¢ = “Ich bin nicht beweisbar.”

- Kann nur wahr sein, da sonst die Korrektheit nicht
gewahrleistet ware
— Funktioniert nur mit formalen Systemen, die
Zahlungen erlauben
* Erinnerung: Knappen, Ritter und der Logiker



Godels Incompleteness Theorems

Eigenschaften und Relationen



Syntax

* Es existieren in £
— Abzahlbare Menge €: Ausdriicke von .~
- Untermenge S von &: Satze von £

— Untermenge P von S: beweisbare Satze von ¥
- Untermenge ‘R von S: widerlegbare Satze von &



Syntax

- Untermenge H von &: Pradikate von ¥
— Funktion &: weist jedem Ausdruck E und jeder
natirlichen Zahl n den Ausdruck E(n) zu
* muss Bedingung erfiillen, dass fiir jedes
Pradikat H und jede nattirliche Zahl n der
Ausdruck H(n) ein Satz ist
* Fir den ersten Unvollstandigkeitsbeweis, werden wir
ein bestimmtes System - verwenden, so dass
zusatzlich gelten muss:
— Menge T von Satzen: wahre Satze von .~



Illustration der Relationen zwischen
den Mengen

Menge T?

& — Expression
P — Provable

T — True
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Tools & Rules



Prdadikate

* Pradikat H fiir Nummer n genau dann wabhr,
wenn H(n) ein wahrer Satz

* Menge ausgedriickt durch H: Menge aller n,
die H erfiillen

* Daher gilt fiir alle Zahlenmengen A, H driickt
A genau dann aus, wenn fur alle n gilt:

Hnh)e TeneA



Zahlensysteme

* Menge A ist benennbar in .£°, wenn
ausdruickbar durch beliebiges Pradikat
e abzahlbar viele Ausdricke in ¥ = abzahlbar

viele Pradikate (H ist Untermenge von &)

* tiberabzahlbar viele Mengen von nattirlichen
Zahlen = es lasst sich nicht jede Menge

ausdricken



Korrektheit

* System - ist genau dann korrekt, wenn jeder
beweisbare Satz wahr und jeder widerlegbare
Satz falsch ist.

* Das heilst:

PCT A (RNT)=0

Gibt es einen wahren Satz in .°, der nicht beweisbar ist?



Funktionen

* Godelisierungsfunktion g weist jedem
Ausdruck E eine naturliche Zahl zu

e Zahl wirkt wie eine Referenz auf den
Ausdruck (eindeutig identifizierbar)

* jede natirliche Zahl ist Godelnummer eines
Ausdrucks

e Ausdruck E_ ist der Ausdruck, dessen

Godelnummer n ist, d.h. g(E_ ) =n.



Funktionen

* Diagonalisierungsfunktion d, berechnet die
Godelnummer des Ausdrucks E_(n)

e wenn E_ ein Pradikat ist, ist seine

Diagonalisierung ein Satz
e Satz ist genau dann wahr, wenn n E_ erftillt



Zusammenfassung der Funktionen

e Function ¢()

- Input:

* E as expression e .

e GoedelNum as integer Wenn E sogar Pradikat ist,
- Output: kommt ein Satz heraus.

* E(n) as expression
* Function g()
- Input:
* E as expression
- Output:
* GoedelNum as integer
* Function d()
- Input:
* GoedelNum as integer
- Output:
* DiagNum as integer



Eigenschaften

* Fiur alle Mengen von nattirlichen Zahlen A
meinen wir mit A* die Menge aller
Godelnummern n, so dass d(n) € A ist.

ne A*<dn) €A



Komplement

e Fiir alle Zahlenmengen A meinen wir mit A
das Komplement von A relativ zur Menge der
naturlichen Zahlen.

* P ist Menge der Godelnummern aller
beweisbaren Satze
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Beweise, 1. Teil



Theorem (GT)

* Behauptung:
- Wenn die Menge P* in . ausdriickbar und -’

korrekt ist, gibt es einen wahren Satz in -/, der in
diesem System nicht beweisbar ist.



Beweis von Theorem GT

e Annahmen:
- < korrekt
— P* lisst sich ausdriicken
* Sei:
- H das Pradikat, was P* ausdriickt
- h die Godelnummer von H
— G die Diagonalisierung von H (der Satz H(h))



Beweis von Theorem GT

* Daraus folgt:

H(n) ist wahr © n € P* V¥n
= H(h) ist wahr < h € P*
>heP*odh)eP<dh) P
d(h) ist die Godelnummer von H(h), da h die Godelnummer von
H ist, deshalb gilt:
d(h) € P & H(h) ist beweisbar in .~
d(h) ¢ P & H(h) ist nicht beweisbar in .~



Beweis von Theorem GT

* Wir haben jetzt also:
— H(h) ist wahr & H(h) ist nicht beweisbar in .
- entweder H(h) wahr und nicht beweisbar oder
falsch und beweisbar
— letzte Alternative verletzt Voraussetzung der
Korrektheit des Systems
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Anforderungen



Anforderungen an &

—~

 P* ist ausdruckbar in .~
(G1) Fir alle Mengen A ausdrickbar in £, ist die
Menge A* ausdriickbar in 7.
(G2) Fir alle Mengen A ausdrickbar in £, ist die
Menge A ausdriickbar in .7
(G3) Die Menge P ist ausdrtickbar in ..
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Tools & Rules, 2. Teil



Definition: Godelsdtze

e Satz E_ist genau dann ein Godelsatz einer

beliebigen Menge A, wenn er folgende
Eigenschaft besitzt:

E.€eTeneA
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Beweise, 2. Teil



Theorem (D)

* Behauptung:
(a) Fur alle Mengen A gilt, wenn A* ausdrtickbar in
< ist, dann existiert ein Godelsatz fiir A.
(b) Wenn fiir alle Mengen A, die ausdriickbar in .~
sind, auch A* in .2° ausdriickbar ist, dann existiert
fiir alle A ein Godelsatz.



Beweis von Theorem D

* Sei:
- H das Pradikat, welches A* in .#” ausdruckt

— h die Godelnummer von H
— d(h) ist die Godelnummer von H(h)



Beweis von Theorem D

* Dann folgt:

H(n) ist wahr ©® n € A* Vn

= H(h) ist wahr @ h € A*

he A* < d(h) € A

= H(h) ist wahr & d(h) € A

Da d(h) die Godelnummer von H(h) ist, ist H(h)
ein Godelsatz fiir A.

Behauptung (b) folgt direkt daraus.



Alternativer Beweis von Theorem GT

e Da P* benennbar in .7, gibt es einen
Godelsatz G fiir P

e Godelsatz fiir P ist genau dann wahr, wenn er
nicht beweisbar ist

* Der Satz muss in allen korrekten Systemen
wahr, aber nicht beweisbar sein.



Theorem (T)

* Behauptung:
— Wenn T die Menge der Godelnummern aller

wahren Satze in .~ ist, dann gilt:

(1) Die Menge T* ist nicht benennbar in 7.

(2) Wenn fiir alle Mengen A, die in -2 ausdriickbar sind,
auch A* auszudriicken ist, dann ist auch T nicht in .2
auszudricken.

(3) Wenn fiir alle Mengen A, die in -2 ausdriickbar sind,
sowohl A* als auch A ausdriickbar sind, dann ist die
Menge T nicht in . auszudriicken.



Beweis von Theorem T

* Sei:
- T die Menge der Godelnummern aller wahren Satze.
* Dann gilt:
(1) Wenn T* ausdriickbar in ', dann existiert ein Godelsatz fiir T
»kann nicht sein, da der Satz genau dann wahr ware, wenn
seine Godelnummer nicht die Nummer eines wahren Satzes ist
(2) Wenn (G1) stimmt und T benennbar ist in 7, dann ist T*
benennbar in ¥ = Widerspruch zu (1)

(3) Wenn (G2) stimmt und T benennbar ist in -2, dann ist T auch
benennbar = Widerspruch zu (2)
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Konsequenzen



Konsistenz

* System ist genau dann konsistent, wenn kein
Satz sowohl beweis- als auch widerlegbar ist
((RNP)=L), ansonsten inkonsistent

* korrekte Systeme automatisch konsistent,
Umkehrung gilt nicht zwingend (PST nicht

verlangt).



Entscheidbarkeit

e Satz X ist genau dann entscheidbar, wenn er
entweder beweis- oder widerlegbar ist in .-~

* System heilst vollstandig, wenn jeder Satz
entscheidbar, ansonsten unvollstandig.



Konsequenzen: Theorem 1

e wenn Theorem (GT) erfiillt und - korrekt,
dann ist ein Satz G wahr, aber nicht beweisbar
in .~

* demzufolge G unentscheidbar

* Wenn £ korrekt ist und die Menge P* sich in
" ausdriicken lasst, dann ist .2° unvollstandig.



Duales Theorem zu 1

* Behauptung:
- Wenn " korrekt ist und die Menge R* lasst sich in
<, ausdriicken, dann ist .¥” unvollstandig.



Beweis des Theorems

* Annahmen:
- ist korrekt
— R* lasst sich in " ausdriicken
* Sei:
- K ein Pradikat, dass die Menge R* ausdrtickt
- k die Godelnummer von K



Beweis des Theorems

* Dann folgt:

— Da K die Menge R* ausdriickt, ist nach Theorem D,
Behauptung a K(k) ein Godelsatz fiir R.

— Dieser Satz ist genau dann wahr, wenn seine
Godelnummer in R liegt, d.h. er ist genau dann wabhr,
wenn er widerlegbar ist.

- Dieser Satz muss falsch, aber nicht widerlegbar sein in
allen korrekten Systemen. Damit ist er
unentscheidbar.



Anforderungen an das System fiir
dieses Theorem

* Die Menge R* lasst sich ausdriicken:
(G1) Fir alle ausdriickbaren Mengen A, ist die
Menge A* auszudriicken.
(G3") Die Menge R ist ausdrtickbar.



