Ganzzahlige Optimierung (Gomory-Schnitt)

Sei

(P) =max{c'z| Az <bxr >0,z €Z}

ein ILP und sei

G:={zeZ" | Az <bx>0}.

Betrachte die Relaxation (Fp) von (P):

(Py) :={c"x | Ax <b,x >0},

d.h.

My:={zeR"| Az <b,x >0}.

Es gilt: G C M.

e Falls ein z* € Z™ existiert, sodass x* optimal fiir (Fp) ist, so ist * auch

fiir (P) optimal.

Im Allgemeinen ist z* € Z"; man darf nicht runden, denn:

3 . . . .
2 . . . .
1 . . . .

Offensichtlich ist z* sowohl aufgerundet als auch abgerundet nicht zuléssig!

e Falls 2* ¢ Z™, fiigen wir eine Restriktion a”z < a¢ hinzu, die x* abschnei-

det, also

2 ¢ My = Myn{zecRn|a"z<ap}.

Durch diese Restriktion soll aber kein ganzzahliger Punkt von M, abge-

schnitten werden, d.h. es soll gelten: G C M;.
e Lise (P1) =max{c"z|x € M }.

Wie findet man solche Schritte?



Formal: Betrachte das ILP
(P)=max{c"z | A, =bx >0,z €Z" }

mit
rgA=m, Ae M(m,n)

sowie die Relaxation

(Py) =max{c'z| Az =b,x >0}

G={z€Z"| Az =b,z >0 }und
My={zeR"| Az =b,2>0}.

Sei (Py) 16sbar mit z* ¢ R™ optimal fiir (Py). Dann nennt man die Hyperebene
a”z < Py eine Schnittebene / Cut von My, falls My alle ganzzahligen Punkte
auBer z* enthélt, d.h.

2 ¢ Mogn{zeR" |a"z<ap}2DG.

Berechnung der Gomory-Schnitte: Betrachte (P), (Fy), G, M.
Sei * Losung von (Pp) und seien

Sei Ax = b dquivalent zu

.’L‘Z“FZEU"I]‘ :Ei Vi € BVz € M,

JEN
mit B
Es gilt:
T+ Y @y wy =Db; VeeGVie B (1)
JEN
GCR" _
—= 2+ Y |a@) - <b VzeGVie B
JEN
G ai+ Y layl -y < |5 VreGvYieB  (2)
JEN
D= S gy~ @) a2 hi- k] YreGYieB  (3)
JEN



Bemerkung: Es gilt:

(a) z* wird abgeschnitten, d.h.

My = Mon{z € R"|x geniigt (3) } Zx".
(b) Wenn & € Z™ N My, so ist & € M;.
D.h. (3) definiert eine Schnittebene fiir M.

Beweis:

zu (a) Wir wissen, dass
r;=0 VjeN

Angenommen, z* € M; = z* erfiillt auch (3).

= 0= (ay—|ay)) =} >bi— |hi] VieB
JEN

Wegen

gibt es aber ein g € B mit L@OJ #* Bio und damit EZ—O — {EZ'OJ > 0.
Damit gilt fiir iy wegen (4):

OZBZ'O— LE'OJ >0 %
zu (b) Sei £ € Z™ und & € My = & € G. Wegen (3) gilt:

ze Myn{zeR"|x geniigt (3) }.

Bezeichnung: Die in (3) definierte Schnittebene heifit Gomory-Schnitt.



Beispiel: max{ zs | 3z + 225 <6,—3x; +222 < 0,2 >0,z €Z}

z = doo — Z dojxj

JEN
z; = dio — Z dijx;
JEN
T T2 T ug up Uz
3 1 3 1 1
w | 6|3 2 w6 [(6) - SR I (e
clulo|s @ |m|olt 4 |m|3|
= z ¢ Z — Gomory-Schnitt fiir z:
1 1 n 1 >3 3
Z_ |z ‘u Z_ |z e > 2|2
4 |4 L PR >=2 |2
~—~—
=0 =0 =1
<~ iul+%U22%
S ouptug > 2
S UL+ us —uz =2
& —up—uzt+uz=—2
— Nachoptimieren:
ur b uz uz  up | uz Uy
z % % i z 1 i 0 z 1 i 0
R TR w1 A
us | —2 [E) 1 w | 2 -1 1 w | 1 1
g |-4 |1 wp | 1] 1 1




— Gomory-Schnitt fiir z;:

(é_@) .u3+<—;—t§l> ~U2Z§‘@

=0 =—1 =0
1 2 2
< Eus + §U2 > 3
& uzt4dus >4
& —dus —ugz + uy = —4.

= Tk = (1) ist optimal fur das ILP, ZF(z*) = 1.

N

2.5 A

2. Schnittebene: 1 = x5

1. Schnittebene: x5 = 1

—

Berechnung der Schnittebenen:
Lojui+guz >3 <= wutu>2 <= z<1, well

u; =6 —3x1 —2xs und wus = 3z — 229,

2. ug+4us >4 <= x1—2x9 >0, weil

uz = —2+uy + uo
=—246—4xs
:4—4{)32.



Betrachte das ILP
max{c’x | Az <bx>0,z€2Z}
sowie das LP
max{c’z| Az < b,z >0}
und die Zielfunktion

*
—z

~ =
z=c"x = do() - Z dOjIj

JEN
T; = diO — Z dijl'j.
JEN
NBV

—Z doj
Ha]

BV | : dio dN
T

Satz: Wenn man bei der dualen Simplex-Methode folgendermaflen vorgeht:
(a) Wéhle die erste Zeile mit nicht-ganzzahigem d;o aus und
(b) Benutze ggf. die lexikographische Version der SM,

und das ILP zuldssig, d.h. nach unten beschrankt ist, so berechnet die DSM in
endlich vielen Schritten eine ganzzahlige Losung oder stellt die Unlosbarkeit des
ILP fest.

Beweis: Sei die Hauptschleife definiert als die Reoptimierung, in der man man
(Py) berechnet (mit ug).

Betrachte eine Abschlusstabelle (optimale Tabelle) einer solchen Reoptimierung.
Sei diese Tabelle A! nach der [-ten Reoptimierung.

Sei weiterhin die i-te Zeile (i > 0) die erste Zeile, in der die 0-te Spalte eine

nicht-ganzzahlige Zahl enthélt, d.h. b,y ¢ Z.

int




Die 0-ten Spalten A}, [ = 1,2, ... bilden eine lexikographisch monoton fallende
Folge, d.h. es gilt:

Ad = A2 - (1)

und der Wert dl, ist nach unten beschrinkt.
Wegen der Monotonie konvergiert also die Folge (déo)l gegen

Woo = [Woo| + foo-
= dk € N, so dass VI > k gilt:
dgo = [Wool + fdo-
M Die 0-te Zeile ist die erzeugende fiir die (k 4 1)-te Reoptimierung.

Der Schritt ist:
- Z f(?jxj +s=—fl-

JEN
Tp
dlSO e d’gp
s _féco L. fécp
OBdA sei die p-te Spalte die Pivot-Spalte.
Pivot-Schritt k k d’g k
1vot-ocnri +1
— doo :dOO*Tkp'foo-
Op

Es gilt:
g, >0 = di, > fl,

denn wegen
do; = |dg;] + fo

gilt
fij = Q5 — LaijJ 5 bzw.
foj = doj — | do;]
fio = bio — [ bio
= degt < dby — fo0 = Ldgoj = | Woo]

dh. Wl >k+ 1 gilt:
dyy = [Woo] -

Ab hier (k4 1) ist also did ' ganzzahlig.



Da die Folge der 0-ten Spalten A}, A3, ... lexikographisch monoton fallend ist
(d.h. (1) gilt), muss fiir die Folge der 2. Komponenten (die grofer oder gleich 0

ist) gelten: (Blé)z ist
e monoton fallend und
e nach unten beschrankt.
Analog zu oben ist (Blé)l ab einem hinreichend groflen ! konstant und ganz-

zahlig. Diese Argumentation kann bis (Elin) fortgesetzt werden. O
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