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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

Definition: Monoid

Ein Monoid ist ein Tripel (M, ◦, e), e ∈ M, ◦ : M ×M → M mit

folgenden Eigenschaften:

1 Assoziativität:

∀x , y , z ∈ M : (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z)

2 neutrales Element:

∀x ∈ M : e ◦ x = x ◦ e = x
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

Aufgabe 1

Sind folgende Tupel ein Monoid?

({1},÷, 1) JA(
R2,+,

(
0

0

))
JA

({ 12 , 1, 2},÷, 1) NEIN, denn 2÷ 1
2 = 4 und auch nicht assoziativ

({0, 1}, �, 0) mit

� 0 1

0 0 1

1 1 0

JA

({0, 1, 2},�, 0) mit

� 0 1 2

0 0 1 2

1 0 1 2

2 0 1 2

NEIN, denn 0 ist nicht

(links-)neutral (0� 1 = 0)
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

Beweis, dass

(
R2,+,

(
0

0

))
assoziativ ist:

∀

(
x1

x2

)
,

(
y1

y2

)
,

(
z1

z2

)
∈ R2 gilt:((

x1

x2

)
+

(
y1

y2

))
+

(
z1

z2

)
Def. +
=

(
x1 + y1

x2 + y2

)
+

(
z1

z2

)
Def. +
=

(
(x1 + y1) + z1

(x2 + y2) + z2

)
Ass. in R
=

(
x1 + (y1 + z1)

x2 + (y2 + z2)

)
Def. +
=

(
x1

x2

)
+

(
y1 + z1

y2 + z2

)
Def. +
=

(
x1

x2

)
+

((
y1

y2

)
+

(
z1

z2

))
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

∅ vs. {ε} via DFAs

Aufgabe 2

Sei Σ = {a, b}. Geben Sie einen DFA M1 der ∅ und einen DFA M2

der {ε} akzeptiert an.

M1 : 0

a,b

M2 : 0 1
a,b

a,b
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

Sei Σ = {a, b, ?} und seien A = {ε, a, ab, ?a?},B = {b, ?} und

C = {??} Sprachen über Σ.

Aufgabe 3

Geben Sie folgende Sprachen an:

a) BC b) ΣB c) B ∩ Σ

d) (A ∪ B) ∩ Σ e) AB ∩ Σ f ) AB ∩ ΣAC

g) A∗ \ A+ h) B2 \ C i) CABA ∩ BAΣ

Zur Erinnerung: L∗ :=
∞⋃
i=0

Li , L+ :=
∞⋃
i=1

Li
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

Lösungen:

a) BC = {b ? ?, ? ? ?}
b) ΣB = {ab, bb, ?b, a?, b?, ??}
c) B ∩ Σ = B

d) (A ∪ B) ∩ Σ = Σ

e) AB ∩ Σ = B

f ) AB ∩ ΣAC = {?a ? ?}
g) A∗ \ A+ = ∅
h) B2 \ C = {bb, b?, ?b}
i) CABA ∩ BAΣ = {? ? a ? a}
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

Aufgabe 4

Geben Sie die vom folgenden Automaten M erkannte Sprache

L(M) an.

M :

0

b

1

a

a b

L(M) = {w ∈ {a, b}∗|#a(w) gerade }
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

Aufgabe 5

Geben Sie die von M erkannte Sprache L(M) an.

M :
0 1a

a b

e
b

b

a

L(M) = {w ∈ {a, b}∗|#a(w) gerade und w endet auf b}
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

Gebeben Sie für folgende Sprachen über Σ = {a, b} einen DFA an:

1 L1 = {ab}∗

2 L2 = {a}+

3 L3 = {w ∈ Σ∗|#b(w) ≡5 2 ∨#b(w) ≡5 4}
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

L1 = {ab}∗

M1: B A

b

a

F

b a

a,b
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

L2 = {a}+

M2: z0 z1

a
a

zf

b b

a,b
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Monoide Operationen auf Sprachen DFAs

L3 = {w ∈ Σ∗|#b(w) ≡5 2 ∨#b(w) ≡5 4}

M3 :

4a

3

a

b

2

a

b

1 a

b

0

a
bb

Michael R. Jung

EThI - Tutorium I 14


	Monoide
	Operationen auf Sprachen
	DFAs

