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1 Grundbegriffe

1.1 Einleitung, Geschichte

Geschichte (1)

e antikes Griechenland Begriff der Wahrscheinlichkeit Naturgesetze driicken sich durch eine Vielzahl von zufilligen

Erscheinungen aus.

e 1654, Chevalier de Méré, Pascal Wiirfelspiele, Wiirfe mit 2 Wiirfeln. Wenn in 25 Wiirfen einmal eine Doppelsechs

so hat C.d.M. gewonnen, sonst sein Gegner.

Geschichte (2)

Geschichte (3)
Pascal, Fermat (Briefwechsel)
2 Personen-Spiele. Gespielt wird eine Serie von Partien, z.B. Schach (nur 0,1). Gewinnen soll der Spieler, der zuerst S

Partien gewonnen hat, d.h. dieser Spieler erhélt den vollen Einsatz. Abbruch des Spiels (z.B. wegen Zeitmangel) A

a

hat a Gewinnpartien, a < S B hat b Gewinnpartien, b < .S Wie ist der Einsatz gerecht zu verteilen? Variante: 7,

aber S wird nicht berticksichtigt! Es wére also der weitere mogliche Verlauf nach dem Abbruch zu analysieren.

Geschichte (4)

e 1662, Graunt; 1693 Halley Sterlichkeitstafeln (Uberlebenswkt. in Abhéingigkeit vom Lebensalter) — Rentenbe-

rechnung, Schiffsversicherung

e 1713, Jacob Bernoulli “Ars conjectandi”: 1. Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung Bernoulli-Gesetz der
Grofien Zahlen, p = P(A) h,(A) = 1# Auftreten v. A, h,(A) —p —n 00 0

T n

e 1733, Moivre Grenzwertsatz von Moivre-Laplace +/n - Y—;’i — N(0,1)
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Geschichte (6)

e 1812, Laplace klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

P(A) = #fir A glinstigen Elementarereignisse

#moglichen Elementarereignisse
e 1800, Laplace, Gauss Untersuchung von Beobachtungsfehlern Kleinste Quadrat-Schiatzung
e um 1800, Bessel Annahme Normalverteilung (X rechtfertigen)

e Quetelet (1796-1874): Normalverteilung sei allgemeingiiltig

Geschichte (7)

e Ende 19. Jh., Tschebyschev, Markov, Ljapunov
e Ende 19. Jh., v. Bortkiewicz Anzahl der todlichen Unfélle bei Pferdetritten
e Fnde 19. Jh., Galton Begriffe Regression, Korrelation

e 1900, David Hilbert (2. Intern.Mathematikerkongress Paris) 23 Probleme der Mathematik, u.a. Axiomatik der
Wahrscheinlichkeitsrechnung.



Geschichte (8)

e 1919 R.v. Mises statistische Definition der Wahrscheinlichkeit, Erfahrung: P(A) := lim, o hn(A4) Existiert

der Grenzwert?

e 1933, A.N. Kolmogorov Axiomsystem der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Stochastik

e Statistik: Gesamtheit aller Methoden zur Analyse zufallsbehafteter Datenmengen — Aussagen iiber die zu-

grundeliegende Grundgesamtheit treffen.

e Wahrscheinlichkeitsrechnung: gegebene Grundgesamtheit (Verteilung) — Aussagen iiber Realisierungen einer

Zufallsvariablen treffen.

e Stochastik: (grch.) im Rechnen geschickt.
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1.2 Zufillige Ereignisse

Def. 1 Ein zufilliger Versuch (Experiment)

ist ein Versuch mit ungewissem Ausgang.

Beispiel: Gliicksspiele.

Wichtig bei solchen Experimenten ist:

e die Beschreibung des Experiments (Kartenspiele, Miinzwurf),

e die Erfassung der Menge aller moglichen Ausgédnge des Experiments.
Zufallige Ereignisse (2)
Def. 2 (Grundbegriffe)

e Elementarereignis: moglicher Versuchsausgang, Bez.: w, w € Q.

e Ereignis: Menge von Elementarereignissen, A C

sicheres Ereignis: Menge aller El.ereignisse: 2.
e unmogiches Ereignis: .
e Komplementirereignis: A = Q\ A

Ein Experiment kann diskret sein, d.h. endlich oder abzahlbar viele Ausgédnge besitzen, oder es kann iiberabzéhlbar

viele Ausgénge haben.

Zufallige Ereignisse (3)

Ezxperimente mit einer endlichen Anzahl von Elementarereignissen

o Miinzwurf

— zwei Elementarereignisse: {Zahl (2)}, {Wappen (w)};
— das unmogliche Ereignis 0 = {z} N {w};

— das sichere Ereignis 2 := {z, w}.

Die Menge der auftretenden Ereignisse ist P(Q2) := {0, {z}, {w}, Q}, die Potenzmenge von .

Zufallige Ereignisse (4)

Wiirfeln (1 mal)

Elementarereignisse: 1,2,3,4,5,6, d.h. Q ={1,2,3,4,5,6}.

Damit erhalten wir fiir paarweise verschiedene i, 5, k,1,m € {1,2,3,4,5,6} die moglichen Ereignisse :
Ereignistyp 0 {i} {i,j} {i,j,k} {ij.k1} {i,jkl,m} Q gesamt
Anzahl 1 6 15 20 15 6 1 26=64

Also insgesamt 26 = 64 mogliche Ereignisse.



Zufallige Ereignisse (5)

Ezperimente mit abzdhlbarvielen Elementarereignissen

1. Werfen einer Miinze, bis zum ersten Mal die Zahl fallt

Q = {z,wz, wwz, Wwz, WVWZ, . . .}.

2. Anzahl der ankommenden Fahrzeuge an einer Kreuzung in einem bestimmten Zeitbereich

Q=1{0,1,2,...}.

Zufallige Ereignisse (6)

Ezxperimente mit tberabzdihlbar vielen Elementarereignissen

e Lebensdauer einer Glithbirne

Q=10,00].
Ereignisse sind z.B. Intervalle und Punkte.
Es gilt beispielsweise: ) = [0,1] N [3,5].
Das Ereignis A = [0.4,3.1] U {7} bedeutet, dafl die Glithbirne eine Lebensdauer von 7s oder eine Lebensdauer
zwischen 0.4s und 3.1s hat.

Anmerkung: Die Aussage gilt in Unkenntnis physikalischer Gesetze iiber diskrete Zeittakte.

Zufallige Ereignisse (7)
tberabzdhlbar viele Elementarereignisse

e Messung einer physikalischen Konstante

= m + €
Y ~— ~—
MeBwert Konstante = Meffehler

Die Meffehler sind die Elementarereignisse. Ereignisse sind beispielsweise Intervalle.

e Experimente, deren Ausginge Funktionen der Zeit sind, Q2 = Qg x T. Ereignisse im Experiment sind dann

bestimmte Funktionsverlaufe = stochastische Prozesse.

1.3 Ereignisfeld

Ein Ereignisfeld £ ist (grob) ein System von Teilmengen der Menge Q. Es gilt: £ C P(Q).

Def. 3 (U,N, Komplement)
Es seien A; € £ und Ay € £ Ereignisse. Dann

e A3 :=A1NAy={weN:we A und w € Ay} das Ereignis, bei dem A; und A, eintreten;
e A=A jUAy={weQ:we A oder w € Ay} das Ereignis, bei dem A; oder A, eintreten;

e A1 =0\ A ={we:w¢ A} das zu A; komplementire Ereignis.



Ereignisfeld (2)
Es gilt offenbar:

e AUA=Q (sicheres Ereignis),

e ANA=10 (unmégliches Ereignis).

Ereignisfeld (3)

Satz (Rechenregeln fiir Ereignisse)

(i) AUB = BUA (Kommutativgesetz)

(i) (AuB)UC = AU (BUCQC) (Assoziativgesetz)

(ili) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

(iv) Au(BNC)=(AUB)N(AUC) (Distributivgesetze)

(v) (De’Morgansche Regeln)

(AUB) = AnB
(AnB) = AUB
Ereignisfeld (4)
Def. 4
Seien Aj, ..., A,, ... Ereignisse. Die Vereinigung | J;-, A; ist das Ereignis, das eintritt, wenn mindestens eines Ereignisse

Ay, A, As, ... eintritt. Der Durchschnitt (;—, A; ist das Ereignis, das eintritt, wenn alle Ereignisse A;, Ao, A3, ...

eintreten.

Ereignisfeld (5)

Verallgemeinerungen der Rechenregeln

Seien A, Ay, ... Ereignisse.
(i) An(UZ, 4) =UZi (AN 4)
(iv)  AU(NZA) =N (AU A)

v)
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Ereignisfeld (6)

Def. 5 £ CP(Q) heifit Ereignisfeld iiber 2
falls folgendes gilt:

1. Qeg;

2. Gilt A; € € fir i € N, dann folgt () 4; € &;
i=1

1=

3. AcE = Ac&.

& heifit auch o—Algebra iiber (2.

Ereignisfeld (7)
Grundlegende Figenschaften

e Elementarereignisse schlieflen sich gegenseitig aus.
e Es tritt immer nur genau ein Elementarereignis ein.

e Ein Ereignis tritt genau dann ein, wenn eines seiner Elementarereignisse eintritt.

Folgerung

1. Ist A; € £ Vie N, so folgt: |J A4; € €.
i=1

1=

2. Fir das unmogliche Ereignis gilt: ) € £.

Ereignisfeld (8)
Beweis der Folgerung
1.
A, €€ VieN = €&, Vie N (Def. 5.3)

A;
= [4i €& (Def 5.2)
=1

= U A; € £ (de Morgan)
=1

= | JAie€ (Def 5.3)
i=1

2. Nach Def. 5.1 gilt: Q € £. Wegen () = Q und Def. 5.3 folgt dann: ) € £.

Ereignisfeld (9)

Def. 6 Zwei Ereignisse A, A; € £ heif3en

unvereinbar (disjunkt), falls A; N Ay = @ gilt. Wir sagen dann auch, diese beiden Ereignisse schlieen einander aus.



1.4 Kolmogorov’sches Axiomensystem

Def. 7 (Wahrscheinlichkeit) Sei £ ein Ereignisfeld.
Eine Abbildung P: £ — R heifit Wahrscheinlichkeit, falls sie die folgenden Eigenschaften hat:

1. Fir alle A € £ gilt: 0 < P(A) < 1;
2. P(Q) = 1;

3. Sind die Ereignisse A1, Ao, ... paarweise unvereinbar (d.h. A; N A; = 0 fiir i # j, 4, j € N), so gilt die sogenannte
o—Additivitdtseigenschaft:

(00) - S

i=1 =1

Kolmogorov’sches Axiomensystem (2)

Def. 8 (Wahrscheinlichkeitsraum)
Sei 2 die Menge der Elementarereignisse, £ ein Ereignisfeld iiber Q (£ C P(£2)) und P geniige den KOLMOGOROV—
Axiomen, dann heifit das Tripel (2, £, P) Wahrscheinlichkeitsraum.

Mittels dieses Begriffes ist eine vollstdndige Beschreibung eines zufélligen Experimentes moglich.

Kolmogorov’sches Axiomensystem (3)

Wir betrachten nun A C P(Q), ein System von Teilmengen der Menge 2. Dann kénnen wir die folgende Menge bilden:
E(A) ={E&: ACE,E ist Ereignisfeld} .

Dann ist die Menge
Ea= () €
EecE(A)

die von A erzeugte o—Algebra (Ereignisfeld) bzw. die kleinste o—Algebra tiber 2, die A enthélt.

Kolmogorov’sches Axiomensystem (4)
Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsrdume (Q,E, P)

Def. 9 (klassische Definition der Wahrscheinlichkeit)
Q={wy,...,wn}, €=P(Q). Pw)=P{wi})=x Vi=1,...,N.D.h. alle Elementarereignisse sind gleichwahr-
scheinlich.

Sei Aeé.

P(4) = #{w,w € A}  #fir A giinstigen EL ereign.
N N ~ #moglichen El.ereignisse

ist die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit.

Kolmogorov’sches Axiomensystem (5)

Def. 10 (Borel-Mengen)
Es sei 2 = R und
A={[a,b]: —co<a<b<oo} CP).

die Menge der halboffenen Intervalle. Dann ist B! := £4 die o-Algebra der BOREL-Mengen. (R, B!, P) ist dann ein

Wahrscheinlichkeitsraum mit irgendeiner Wahrscheinlichkeit P.



Kolmogorov’sches Axiomensystem (6)
Es sei Q = [0, 1]. Weiterhin betrachten wir:

E={A: A=Bn[0,1],B € B'}.

die Menge der Borelmengen auf dem Intervall [0, 1].

P: A— R mit P(A) := [dx.
A

Kolmogorov’sches Axiomensystem (7)

Q:A—Rmit Q(A) = [3(1—a?)dx

T o TR Y

(Q,&,P) und (2,€, Q) sind Wahrscheinlichkeitsraume.

1.5 Folgerungen aus dem Kolmogorov-Axiomensystem

Folgerung;:
Sei (Q,&, P) W.-raum und A, B Ereignisse.

1. P(A) =1- P(4).
2. P(0) =0.
3. Sei A C B. Dann gilt:

(a) B\A€¢&;
(b) P(B\ A) = P(B) — P(A) (Subtraktivitét);
(¢) P(A) < P(B) (Monotonie der Wahrscheinlichkeit).

4. P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AnB), P(AUB) < P(A) + P(B).

Gleichheit.

Folgerungen (2)

Es sei {4, : n € N} eine Folge von Ereignissen.
5. Essei A, € Ap+1, ¥n € N. Dann gilt:

P(hm An> — lim P(A,).

n—roo n—oo
»Stetigkeit (des Wahrscheinlichkeitsmafles) von unten®

6. Essei A, 2 Ap+1, ¥n € N. Dann gilt:

P(hm An) — lim P(A,).

n—r oo n—oo

»Stetigkeit (des Wahrscheinlichkeitsmafles) von oben®
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Beweis Folgerungen 1 und 2

1. Esgilt: Q=AU (Q\ A) = AU A, fiir alle A € €.
Wegen AN A = () folgt:

Wir stellen um und erhalten: P(A) =1 — P(A).

2. Wegen () = Q\ Q = Q folgt aus Aussage 1:

Beweis Folgerungen 3
3. Es seien A, B € £ zwei Ereignisse mit A C B.
(a) Es gilt:
B\A=BnA.
Wegen B € £ und A € € folgt nach Def. 5.(2.), dass auch die Menge B\ A € & ist.
(b) Aus B=AU(B\ A) und AN (B\ A4) = 0 folgt:

P(B)

P(AU(B\ A4))
P(A)+ P(B\ A)

Wir stellen um und erhalten:

P(B)— P(A)=P(B\ A).
Beweis Folgerungen 3.-4.
3. Folgerung 3.3
(a) Wenn wir die Subtraktivitdtsgleichung etwas umstellen, erhalten wir:

P(B)=P(A)+ P(B\ A).

Wegen Definition 7.(1.) folgt daraus sofort:

P(A) < P(B).

4. Es gilt AUB = AU (B\ A) und da die Ereignisse A und B\ A unvereinbar sind folgt die erste Behauptung aus
Axiom 3 und der Subtraktivitit. Die zweite Behauptung folgt aus P(B\ A) > 0.

Beweis Folgerung 5 (1)

5. Es sei nun {4,,: n € N} eine Folge von Ereignissen mit A, C A,,+1, ¥n € N. Damit gilt:

lim A, = A
k=1
Wir definieren die Ereignisse
Bl = Al, BQ = AQ\Al, Bn = An\An,1

Offenbar gilt fiir alle 4, j € N mit ¢ # j:

BinB; =0  |JA=] B
k=1 k=1

11



Beweis Folgerung 5 (2)

P ( im An>

n—oo

(04) (0

P(Bx) (Definition 7.(3.))

[M]¢

B
Il

1
oo

= P(A)+ ) P(Ax\ Ax)

k=2

= P(A)+ nlL}IIOIO;P(Ak \ Ak—1)

n—r00

= lim (P(Al)JrZ(P(Ak) P(Ak_l))>
— lim P(A).

n—oo

Beweis Folgerung 6 (1)

6. Es sei nun {A4,,: n € N} eine Folge von Ereignissen mit der Eigenschaft A, 2 A, 1, Vn € N. Dann gilt:

lim An = ﬁ Ak

n—o00
k=1

Unter Anwendung der DE MORGAN’schen Regeln erhalten wir:

lim 4, = U 4.
k=1
AuBerdem gilt: A, C Ay ;. Dann

Beweis Folgerung 6 (2)

P(nlgr;OAn) - P(Gk>

k=1
= 1-P (G k) (Aussage 1)
k=1
= 1P (JmA)
= 1- nh—>H;o P(A,) (Aussageb)
= 1- Iergo(l — P(A,))
= nl;rrgo P(A,)
Subadditivitidt von P
Satz: Seien Aj, Ao, ... Ereignisse. Dann gilt: . .
P(JA) <> P4

12



Beweis:

Bl = A1

B2 = A2 \ Al

Bg = Ag \ (Al U AQ)
j<i

B; paarw. disjunkt, B; C A;.

B; = UAi:>

i>1 i>1
P Jay = PlJB)
i=1 i=1

= Y P(B) (3Ax)

IN
ingll

3

=

(Mon.)

Folgerungen (8)

Siebformel, Prinzip von Inklusion und Exklusion

Seien Ay, ..., A, Ereignisse. Dann gilt:

P(Ja) = X )R 4)
i=1 IC{1,...,n},I#0 i€l
= Y P(A) =) _P(AinA;)+—..
i=1 i<j

D™t > P AL

11 <t < <ip v=1

auch: Formel von Poincare-Sylvester (Montmort: Briefwechsel mit Bernoulli)

Siebformel
1. TA n =1 trivial, (n = 2 : Subtraktivitét)
P(A1UAs) = P(A1)+ P(A2) — P(A1 N Ag)

= iP(Ai)— > P(Ain4y)

1={1,2}

G (ALY

IC{1,....n},I#£0 iel

2. IS: Aussage der Folgerung gelte fiir n. Dann

n+1 n n

P J 49 P({JA) + P(Ans1) = P(|J(Ai 0 Anin))

i=1 i=1

wegen Subtraktivitét.
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Siebformel
Beweis (2)
Auf den ersten und dritten Summanden wird jeweils die IV angewendet. Der dritte Summand ist gleich

n

_P(U(Ai NApt1) = - Z (_1)‘J‘_1P(n(f4i N Ant1))
i=1 JC{1,...,n},J#0 ieJ
- ) (—1)LP() A).
{n+1}CJC{1,...,n+1},J#{n+1} i€J
Siebformel
Beweis (3)
Untersuchung der Indexmengen:
1. Summe: alle nichtleeren Teilmengen von {1,...,n}
3. Summe: alle nicht-1-Element. Teilmengen von {1,...,n + 1}, die das Element n + 1 enthalten
2. Summe: das Element n + 1.
Damit tauchen alle nichtleeren Teilmengen von {1,...,n + 1} in einer der Summanden auf. Alle Summanden haben

die gleiche Form, wie in der Siebformel.

Beispiele zur Siebformel (1)

Rencontre-Problem

n Studenten sollen schriftlich von einer Anderung des Vorlesungstermins benachrichtigt werden. Im irrtiimlichen
Glauben, dafl jeder der n Briefe den gleichen Inhalt aufweist, verteilt eine Sekretérin die Briefe willkiirlich in die
verschiedenen Umschlége.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dal mindestens ein Brief in den richtigen Umschlag gelangt? Welchen Wert erhilt
man fiir n — co?

Losung: Ubung.

Beispiele zur Siebformel (2)

Sortierprobleme

geg.: Feld der Linge n Daten zuféllig angeordnet, gleichverteilt mit Wahrscheinlichkeit % Wie grofi ist die Wahr-
scheinlichkeit, da3 mindestens ein Feldelement schon an der richtigen Stelle liegt.? Welchen Wert erhélt man fur
n — oo?

das ist dasselbe wie beim Rencontre-Problem.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dal genau k Elemente bereits am richtigen Platz stehen? — Ubung

Folgerungen aus der Siebformel

Bonferroni-Ungleichungen (1)
Die Ungleichung
P(AUB) < P(A)+ P(B)

heifit Bonferroni-Ungleichung. Weitere (Bonferroni)- Ungleichungen erhéilt man durch Abbruch der Siebformel nach

Gliedern mit positivem (<) bzw. negativem (>) Vorzeichen.
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Folgerungen aus der Siebformel

Bonferroni-Ungleichungen (2)

P(AUBUC)
P(AUBUCQ)

P(AUBUCQ)

(n=3, es gilt hier sogar Gleichheit)

IN

V

IN

P(A)+ P(B) + P(0O)
P(A)+ P(B)+ P(0O)
—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)
P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)

+P(ANBNC)

1.6 Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

Wir betrachten fiir ein zufélliges Experiment die Menge der Elementarereignisse Q = {wy,

P({w;}) = %,Vi=1,...,N).

P(A)

DE MERE (1)

Wiirfeln mit 8 Wiirfeln

Folgende Ereignisse werden betrachtet:

#{W:WGA} _ 4

N

# der fur A glinstigen Elementarereignisse

N

(n=1)
(n=2)

# der moglichen Elementarereignisse

A = Es fallen 11 Augen. B = Es fallen 12 Augen.

Frage: P(A), P(B)?

Die Menge der Elementarereignisse ist

Anzahl der Elementarereignisse N := 63 = 216,

DE MERE (2)

Anzahl der Ereignisse

Q={(,4,k):
P((i,j,k)) = a15-

1

<i,j,k <6}

A (11 Augen) || B (12 Augen)
6-4-1 6 6-5-1 6
6-3-2 6 6-4-2 6
5-5-1 3 6-3-3 3
5-4-2 6 5-5-2 3
5-3-3 3 5-4-3 6
4-4-3 3 4-4-4 1
n(A)=27 n(B)=25
(A) = % > % = P(B).

15
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2 Kombinatorik

2.1 Klassische kombinatorische Probleme

Aufgabenstellung
Anzahl der verschiedenen Zusammenstellungen von Objekten. Je nach Art der zusétzlichen Forderungen, ist zu unter-

scheiden, welche Zusammenstellungen als gleich, und welche als verschieden angesehen werden.

e Permutation (ohne Wiederholung)

Permutation mit Wiederholung

Variation ohne Wiederholung
e Variation mit Wiederholung

e Kombination (ohne Wiederholung)

Kombination mit Wiederholung

Klassische kombinatorische Probleme (1)
Permutation (ohne Wiederholung)
Jede eineindeutige Abbildung 7 der geordenten Menge {1,...,n} auf eine n-elementige Menge M = {s1,...,s,} heifit
Permutation oder Permutation ohne Wiederholung,
Vie{l,...,n} (i) = s;,8: € M,s; # sj(1 # J)

Anzahl:

Wiewiel Méglichkeiten gibt es, die Fisenbahnwagen 32,33,34,35,36,37 hintereinander zu hdingen?
N = 6!

Klassische kombinatorische Probleme (2)

Permutation mit Wiederholung
Sei M = {s1,...,8k}, ki >0Vi=1,...,k mit Zle k; = n. Jedes geordnete n-Tupel von Elementen aus M, wobei

jedes Element s; genau k; mal vorkommt, heiffit Permutation mit Wiederholung.

Anzahl: N = 2

Wieviele Méglichkeiten gibt es, die Karten beim Skatspiel zusg'ergeben?

N=——
10110!10!2!
Klassische kombinatorische Probleme (3)
Variation ohne Wiederholung
Sei M = {s1,...,8n}. Jedes geordnete k-Tupel, k& < n von verschiedenen Elementen aus M heiit Variation ohne
Wiederholung.
Anzahl: ‘N:n(n—l)---(n—k—l—l)‘

Aufteilung von k Elementen auf n Facher.

Wieviele Mdglichkeiten fir die drei Erstplazierten im 100m Endlauf gibt es?
N =8-7-6=336.
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Klassische kombinatorische Probleme (4)

Variation mit Wiederholung
Auswahl von k Elementen aus einer Menge M = {s1,...,$,} mit Zuriicklegen. Die Frage ist: Wieviel verschiedene
Moglichkeiten gibt es, k Elemente aus dieser Menge zu entnehmen, wobei Elemente mehrfach entnommen werden

kénnen?

Anzahl der 10stelligen Dualzahlen:
N =2%.

Klassische kombinatorische Probleme (5)

Kombinationen (ohne Wiederholung)
Jede k-elementige Teilmenge aus einer n-elementigen Menge M heifit Kombination (ohne Wiederholung) (von & aus n

Elementen). Dabei sind Wiederholungen nicht erlaubt und die Reihenfolge der k Elemente wird nicht berticksichtigt.

_ n(n=1)....(n—=k+1) _ (n\ _ n!
N = k! - (k) T (n—k)'k!"

Anzahl der 5er im Lotto: UA

Klassische kombinatorische Probleme (6)

Kombination (mit Wiederholung)
Fasst man alle Variationen mit Wiederholung (n Elemente, Ordnung k) zu Aquivalenzklassen zusammen, so daf sie aus

aus den gleichen Elementen der gleichen Anzahl bestehen, so heifit jede solche Klasse Kombination mit Wiederholung.

N= (7

n=2k=3:4 Klassen:

{aaa},{aab, aba,baa}, {abb, bab, bba}, {bbb} werden jeweils zu einer Klasse zusammengefaft.

Klassische kombinatorische Probleme (6a)
Erlduterung zur Kombination mit Wiederholung: siehe Beispiele 4, 5 und 6. (Dieses Problem wird auf den Fall unter-

scheidbarer Wiirfel zurtickgefiihrt.)

Klassische kombinatorische Probleme (7)

Kombination von Elementen aus mehreren Mengen
Wir betrachten beliebige Mengen S, ..., Sk, wobei S; = {S;1,...,Sin, } (1 =1,..., k) gilt.

Wieviel verschiedene Kombinationen von je einem Element der Mengen Si,...,Sk konnen gebildet werden? Solche
Kombinationen haben die Form (s1;,, ..., Ski, ), wobei sg;, € Sk, gilt fiir allei =1,... k.
Anzahl: ‘N:nl-ng-...-nk.‘
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2.2 Beispiele
Beispiele (1)

Eine Gruppe von r Studenten verreist in einem Zug
Die Studenten verteilen sich zuféllig auf n > r Abteile. Es sei A das Ereignis, daf} alle Studenten in verschiedenen

Abteilen sitzen.

n(A)
pPA) = —=.
(4) N
N = n" = #Moglichkeiten fiir die Verteilung der

r Studenten auf die n Abteile

pay — M _n(nolnorsl)

Beispiele (2)

Ziehen von Kugeln
In einer Urne sollen sich n Kugeln befinden. Von diesen seien n; schwarz, n —n, dagegen weifl. Nun werden k& Kugeln
(zufallig) entnommen, und zwar ohne Zuriicklegen.

A: “von diesen k Kugeln genau k; schwarz”

N = (Z) =# Moglichkeiten, k Kugeln aus n Kugeln auszuwéhlen.

Beispiele (2a)

Ziehen von Kugeln (Fortsetzung)
n(A)= Anzahl der Moglichkeiten zur Entnahme von k& Kugeln, bei denen genau k; schwarze Kugeln ausgewéhlt werden.

In einem solchen Fall sind dann auch genau k — k; weifle Kugeln entnommen worden. Also

1. Die Anzahl der Moglichkeiten, aus n; schwarzen Kugeln k; schwarze auszuwéihlen (ohne Wiederholung und ohne

Beriicksichtigung der Reihenfolge) ist (Zi)

Beispiele (2b)
Ziehen von Kugeln (Fortsetzung)

1. Die Anzahl der Méglichkeiten, aus n—n; weiflen Kugeln k — k; weile auszuwédhlen (ebenfalls ohne Wiederholung

nfnl)

und ohne Berticksichtigung der Reihenfolge) ist ( k—h

.. . . . J— —_— nl . n - nl
#glnstige Ereignisse = n(A) = (k1> <k _ k1>
7 N R V)
(4) N B

Hypergeometrische Wahrscheinlichkeit.
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Beispiele (3)
Lotto 6 aus 49
Wenn wir uns die Zahlen als Kugeln denken, die aus einer Urne entnommen werden, und auflerdem gezogene Zahlen

im nachhinein als schwarze Kugeln ansehen, so kann jeder Tip durch die Entnahme von 6 Kugeln verkorpert werden.

A: Ereignis , dafl vier Richtige getippt werden.

n=49, 7?,126, k=6, k1:4,
6 49—6
(4) ) (674)
(%)

Beispiele (4)

Zwet nicht unterscheidbare Wiirfel
Wie grof} ist die Anzahl der Wiirfe mit 2 nicht zu unterscheidenden Wiirfeln?
Seien i, j die Augenzahlen und 0.B.d.A. i < j.

Wir vergeben die Tupel (i, ), wenn i # j.

Wir vergeben die Tupel (4,7), wenn ¢ = j.
Die gesuchte Anzahl ist die Anzahl der moglichen Auswahlen aus der Menge {1,...,7}, d.h. (;)

Beispiele (5)

Wie grof8 ist die Anzahl der Wiirfe mit 3

nicht zu unterscheidenden Wiirfeln?

Seien i, 7, k die Augenzahlen und 0.B.d.A. i < j < k. Wir vergeben die Tripel

(i,7,k), wenn i < j < k. (i,k,7), wenni=j<k. (i,7,8), wenn i < j =k. (4,7,8), wenn ¢ = j = k.
Die gesuchte Anzahl ist die Anzahl der méglichen Auswahlen aus der Menge {1,...,8}, d.h. (3).

Beispiele (6)

Verteilen von n Geldsticken an k Studenten (k <mn)

Auf wieviele Weisen ist das moglich?

e a) jeder Student bekommt mindestens ein Stiick. Geldstiicke nebeneinander legen und k—1 Trennstriche verteilen

unter n — 1 moglichen N = (Zj)

Beispiele (6a)

Verteilen von n Geldsticken

e b) es wird zugelassen, dass Studenten nichts erhalten. Trick: Borgen von k Stiicken — n + k Stiick &k — 1

n+k—1

1 ) Dann gibt jeder Student genau ein

Trennstriche verteilen unter den jetzt n + k — 1 moglichen N = (

Stiick zurtick.
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Beispiele (6b)

ein weiterer Zugang;:

Verteilen von n Geldstiicken an k Studenten

Wir basteln einen Wiirfel mit k£ Fldchen und wiirfeln n» mal. Beim i-ten Wurf bekommt der Student das Geldstiick,
dessen Nummer gewiirfelt wurde. Die gesuchte Anzahl ist dieselbe wie bei Wiirfen mit n nicht unterscheidbaren
Wiirfeln.

N= (") =5

Beispiele (7)

Hashing
Beobachtungen (oder Daten) abspeichern auf einem Feld. k: Anzahl der Beobachtungen n: Feldldnge (k < n) Das

Abspeichern geschieht mit Hilfe von Hashfunktionen (oder Hashtafeln). zufillige Daten: Kollisionen konnen auftreten.

Ay, n: Ereignis, daf Kollisionen auftreten. ges.: P(Ag )

Beispiele (7a)

Hashing (Fortsetzung)

— nn—1)---(n—k+1) - i
P(Apn) = nk = g(l - H)
k—1 ;
= exp(Zln(l — ﬁ))
i=0
k-l
< exp(— Z 5)
i=0
k—1 2
= e s (-1
Inl—z) < —zfirz<l1
Beispiele (8)
Suche von Elementen. Sei n = |Q]
Greifen zufillig eine k-elementige Teilmenge A C 2 heraus. wq,...: Schliisselelemente (vorgegeben), wy, ... €

Frage: Mit welcher Wkt. w; € A?

Frage: Mit welcher Wkt. wq,...,w, € A7

Beispiele (8a)

Suche von Elementen (Fortsetzung)

Sei die Anzahl r der Schliisselelemente fest, £ — p: P(A) ~ p"

n

~ 1 -
P(A) > 3 falls p" > G

1
3 falls k£ >
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Soll also die Wahrscheinlichkeit, daf3 alle » Schliisselelemente in der Teilmenge enthalten sind, grofler als % sein, so

muss
n
k = 21/7“
gewdhlt werden.
Kombinatorik
Zusammenfassung
n: # Elemente = |Q| k: # auszuwéihlende Elemente ki, ..., k,,: Hiufigkeit der einzelnen Elemente
ohne Wiederholung  mit Wiederholung
Permutationen n! ﬁ
Variationen nn—1)---(n—k+1) nk
o +h—1
Kombinationen () ("

2.3 Arithmetische Beziehungen zwischen den Binomialkoeffizienten

Arithmetische Beziehungen zwischen den Binomialkoeffizienten (1)

(-,
(-0
N $(1)-»

S0

Arithmetische Beziehungen zwischen den Binomialkoeffizienten (2)

S0 ()
S0~ (1)
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Arithmetische Beziehungen zwischen den Binomialkoeffizienten (3)
e 8. Definieren die Folge
S
Sp =
= (")
k=0

Zeigen Sie: Sy, 41 =S, + Sp-1.

Beweis: 3 Methoden, vollstindige Induktion algebraisch kombinatorisch
teilweise Ubungsaufgabe, teilweise Ubung
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2.4 Die Stirling Formel

Satz: Es gilt

n! ~ 27m(n> .
e

Beweis: Die Aussage des Satzes ist dquivalent zu

Sei

Es geniigt zu zeigen,

Beweis der Stirling-Formel (2)

1
Inn! ~Inv2r + (n+ g)lnn—n.

1
dp, :=lnn! — (n+ i)lnn—l—n.

lim d,, = Inv27.

n—roo

Wir schétzen die Differenz d,, — d,,+1 ab, dann das Verhalten der Folge {d,, } und versuchen den Grenzwert zu bestim-

men. Die Differenz d,, — d;, 41 ist

Inn! —In(n+ 1)! )
—(n+i)lnn—i—(n—}—l—i—i)ln(n—}—l)—i—n—(n—|—1)

ln(n%!l)! +(n+3)(In(n+1)—Inn)+In(n+1) -1

1 1
_ _1n(n+1)+(n+§)1n”+ I +1) -1
n
2 1 1
_ n+ lnnJr 1
1. 145+
= (2n—|—1)-fln¢l+l—
2 T 2n+1
Beweis der Stirling-Formel (3)
Es gilt fir -1 <z < 1:
(l+z) = Y (~1)*T
i=1 !
In(1 — — -1 i+1 (_x)l
) = e
1+2 L g2t
1 = In(1 —In(l—2)=2
n— n(l+z)—In(l —2) ;22_4_1

Beweis der Stirling-Formel (4)
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Setzen x := ﬁ und erhalten (z # 0)

dp — dnJrl =

Beweis der Stirling-Formel (5)
Offenbar gilt auch

1 1 1
3(2n +1)2 _,Z 2 +1 (2n+1)%

also
1

3(2n + 1)2

Beweis der Stirling-Formel (6)
Abschdtzung der Schranken
1

3((2n + 1)2—1)
1

3(2n+1)2

Beweis der Stirling-Formel (7)

Beide Ungleichungen zusammen

<dp —

dn+17
=1

1

- 3@+ 07— 1)

- dn+1 <

1 1 1
2n(n+1) 12n  12(n+1)
1 12

nan+1)+3  12(12n(n+ 1) +3)
12

12-12n(n+1) + 36
12

12-12n%2 +12-12n + 24n + 13
12

12-12n%2 +12- 14n + 13
12

(12n +1)(12n + 13)
1 1

2n+1 12(n+1)+1

S S B
2n+1 12+ +1 " 100 12(n+1)
1 1
dp = ) = (dns1 — ———
(dn = 35,) = (o1 = 5o23) <0<
1
Ay — =) = (1 —
(= g 7) ~ (o
Folge {d,, — Wlﬂ} ist monoton fallend Folge {d,, — 13-} ist monoton wachsend.
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Beweis der Stirling-Formel (8)

Beide Folgen haben denselben Grenzwert ¢ := limd,,,

Erinnerung:

Beweis der Stirling-Formel (9)

V()" e
€

Bleibt zu zeigen

Beweis der Stirling-Formel (10)

Hilfsrechnungen

Beweis der Stirling-Formel (11)
Hilfsrechnungen (Fortsetzung, 1)

1
dp — — <c< dp————
"Tim S " 12n+1
T T
¢ c+ —
12n+1 " 12n
1
d, = lnn!—(n+§)lnn+n
=l = n!(ﬁ)fnn*%
e
ec-‘rﬁ < ed" < eC“rﬁ
eCe T <nl(2) "nTE < et

I

/2
/ sin” z dx
0
/2
/ sin® 'z - sinz dz
0

sin” 'z - (- cos x)’g/Q -

/2
/ (n—1)sin" 2z cosxz - (—cosz)dr
0

/2
(n—1) / sin" 2% (1 — sin® x) dx
0

(n—=1)(In—2— In)

~1
“ In—2
e
= - L=1
2 1
1 1 x 2
= “h=--= L= ==
2707 272 s 173
;o _ L35-@-Dn
an 2-4-6---(2n) 2
. 2.4.6---(2n)
T 35T (2n+ 1)
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Beweis der Stirling-Formel (12)
Hilfsrechnungen (Fortsetzung, 2)

O<z <3

= 0<sinxr <1
= sin?” 'z > sin®? ¢ > sin?" !z
= Iop—1 > Iop > Iopta
= i > nin >
= B e 5>
=l e o5 = 1
= 5=Im(5EE)

— lim 2t

((2n)H)2(2n+1)

Beweis der Stirling-Formel (13)

n! = eSy/nn"e e

(2n)! = ecV2n22mn2e2nefn

wobei lim,, oo o, = lim,, oo B, = 0.

Einsetzen oben liefert
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3 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit
3.1 Einfiihrung

3-maliges Werfen einer Miinze
Menge der Elementarereignisse: Q = {22z, zzw, 2wz, wzz, zww, wzw, wwz, www}. || = 23 = 8 = N Wir definieren

zwei Ereignisse:

A: Das Wappen fillt genau einmal, d.h.

n(A) 3
A= . P(A)=—F=—.
{zzw, zwz, wzz} (A4) 3
B: # Wappenwiirfe ungerade,d.h.: n(B)

B = {zz2w, 2wz, wzz,www}. P(B)= ~N 5~ 3

Offenbar A C B.

3-maliges Werfen einer Miinze (Fortsetzung)

Angenommen, Ereignis B sei bereits eingetreten.
Wahrscheinlichkeit, dafl unter dieser Bedingung das Ereignis A eintritt?
Bei diesem Experiment ist die Menge der Elementarereignisse die Menge B. Damit gilt N = 4. Folglich erhalten wir:

P(A, falls B bereits eingetreten ist) = P(A/B) = %
Bedingte Wahrscheinlichkeit
FEinfiihrung (2)

Def. 11 (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
Es seien A, B € £ zwei zufillige Ereignisse und es gelte P(B) > 0. Dann wird

pa/p) = 240D (;1(;)3 )

als bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B bezeichnet.

Bem.: Oft wird auch die folgende Bezeichnung verwendet: Pp(A) := P(A/B).

Bedingte Wahrscheinlichkeit
Einfihrung (3)

Bem.: Wir unterscheiden folgende Fille:

1. AD B: Dann gilt: ( ) (B)
P(ANB P(B

2. AC B: Dann gilt: )
_ P(AnB) P(A)
P(4/B) = P(B)  P(B)

3. AN B # 0 (teilweise Uberschneidung): Dann gilt:

P(AN B)

P(A/B) = =5
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Unabhiéngigkeit
Definition

Def. 12 (Unabhingigkeit)
Zwei Ereignisse A, B € £ heiflen unabhéngig, wenn gilt:

P(A/B) = P(A).

Bem.: Fiir zwei unabhéingige Ereignisse gilt:
P(ANB)=P(A)-P(B).

Unabhéngigkeit

Beispiel

Skatspiel mit 32 Karten

Daraus wird eine Karte gezogen. (N = |Q] = 32). Wir betrachten die zufilligen Ereignisse:

A: Ziehen eines Konigs.

n(4) 4 1
PA)= —F = —=—
(4) N 32 8
B: Ziehen einer Herzkarte.
_n(B) 8 1
P(B) = N 32 4

Sind diese beiden Ereignisse voneinander unabhéngig?
Unabhingigkeit
Beispiel (Fortsetzung)

Skatspiel mit 32 Karten, Fortsetzung
Offenbar P(B) > 0. Es sei eine Herzkarte gezogen worden (Ereignis B also eingetreten). Wahrscheinlichkeit, da dann

der Herzkonig gezogen wurde:

(AﬂB)_é_l
—FE C 1%

Pmﬂnzppw) = - = P(A).

Folglich sind nach Definition die Ereignisse A und B voneinander unabhéingig.

Pp ist Wahrscheinlichkeit

Satz:
Es seien A, B € & zwei Ereignisse, wobei P(B) > 0 gelte. Dann geniigt die bedingte Wahrscheinlichkeit Pg den
KoLMoGOROV-Axiomen. D.h. das Tripel (2, &, Pg) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Beweis: Wir zeigen stellvertretend Axiom 2. Es gilt:

Pp() = P(Q/B)
_ PQnB) P(B) _1
- P(B)  PB)
Die anderen beiden Axiome (vgl. Definition 7) sind ebenfalls erfiillt. O
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Satz
Es seien A, B,C € & drei Ereignisse. Dann gilt:
Pp(A/C)=P(A/BNC).

Beweis: Es gilt: P(ANC)
Pp(C)

P(ANC/B)
P(C/B)

P(ANnBNC)-P(B)
P(B)-P(BNCQC)

P(ANnBNCQC)

= “PBnO) - P(A/BNC)

Pp(A/C)

Unabhingigkeit
Fortsetzung (1)

Lemma
Es seien A, B € £ zwei unabhiingige Ereignisse. Dann sind die Ereignisse A und B ebenfalls unabhingig. Gleiches gilt

fiir die Ereignisse A und B sowie fiir A und B.

Beweis: Wir zeigen die Aussage am Beispiel der Ereignisse A und B. Es gilt:

Unabhingigkeit
Fortsetzung (2)

Beweis des Lemma, Fortsetzung

P(ANB)
P(B)

P(A\ (AN DB))

= ———~— 2 (Fol 771
1= P(B) (Folgerung )

P(A/B) =

= P(Ai : ];Eg)m B) (Folgerung ?7.3b))
P(A) — P(A)P(B)
1- P(B)
_ PA)(1-P(B) _
= T iopm W

Unabhiéngigkeit
Fortsetzung (3)

Beweis des Lemma, Fortsetzung

Zusammenfassend gilt

P(A/B) = P(A) <= P(A/B) = P(A)
< P(A/B)= P(4)
< P(4/B) = P(A)
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3.2 Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Def. 13 (Vollstidndigkeit)

Es sei (Q,&, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Folge von Ereignissen
{An}2, (A4, € E,Vn eN)
heifit vollstéandig (oder ausschopfend), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
1. @1 A, =

2. AiﬂAj = @, fir alle ¢ #]

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Satz
Essei A1, Aa, ... eine vollstdndige Folge von Ereignissen. Weiterhin sei B ein beliebiges Ereignis und es gelte P(A;) # 0
fiir alle ¢ . Dann gilt:
P(B) =) P(B|A;)P(A).
i=1
Dieser Ausdruck heifit _Formel der totalen Wahrscheinlichkeit.

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit
Es sei Ay, As, . .. eine vollstidndige Folge von Ereignissen. Weiterhin sei B ein beliebiges Ereignis und es gelte P(A;) # 0

fir alle ¢ . Dann gilt:

P(B) =} _ P(B|A)P(4).

Beweis: Aus B= BN (U;2; 4i) = Uje, (BN A;) folgt (da die (BN A;) ebenfalls unvereinbar sind):

oo

pB)=P(|JBn A») = fj P(BNA;) = iP(B\A»P(A»
=1

i=1 i=1

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit
Beispiel

Bindrkanal

Bei der Ubertragung auf einem biniren Kanal kommen die Zeichen ‘0’ und ‘1’ im Verhéltnis 3:4 vor.
Ein ‘0’ wird mit Wahrscheinlichkeit von 0.2 fehlerhaft ibertragen

Ein ‘1’ wird mit Wahrscheinlichkeit von 0.3 fehlerhaft ibertragen

gesucht: e Wahrscheinlichkeit fiir eine fehlerhafte Ubertragung?
e Wahrscheinlichkeit, dass ein ‘0’ empfangen wird?
Ereignisse:
e Sp: ‘0’ wird gesendet, P(Sy) = % e Fjy: ‘0’ wird empfangen,
e Sp: ‘1’ wird gesendet, P(S1) = % e Fi: ‘1’ wird empfangen
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Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit
Beispiel

Bindrkanal, Fortsetzung
P(Eq|So) = 0.2, P(Ep|S1) =0.3

F: FEreignis, das ein Ubertragungsfehler vorliegt

P(F) = P(FEy,So)+ P(Eo,S)
= P(E1|SO)P(SO)+P(EO|51)P(Sl)
1 3 3 4 18
= -4+ —.--=—=0.2571
5 7+10 7 70 0.257
P(Eo) = P(EolSo)- P(So) + P(Eo|S1) - P(S1)
8 3 3 4 18
= —_— - = — . —=—~0.514
10 7+10 7 35 0-5143

3.3 Satz von Bayes
Gegeben: P(A;) und P(A/4;), (i € N).
Gesucht: P(A4;/A).

Unter Benutzung der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit

erhalten wir:

Satz von Bayes

P(A; N A)
P(A)
P(A;) - P(A/A;)
P(A)

P(A/4) =

Wenden die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit an,

Satz von BAYEs, Formel von BAYES

P(Ai) - P(A/A:)

Zl(P(A/Aj) - P(4;))
j:
Satz von Bayes
Beispiel
Bindrkanal, Fortsetzung
P(Ey|So)P(S,
P(So|Ey) = (Eo[S0) P(So)

P(Ey|So)P(So) + P(Eo|S1)P(S1)
8 3
ﬁ * ? o 24

3431 uy12
P(E1|S1)P(51)
P(E1|S0)P(So) + P(E1]S1)P(S1)

53 28 14

2 3 7 4 =7
Het s 2846 17

2
3

Blee
-

P(Si|Ey) =

[



3.4 Anwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten

Expertensystem
Aufbau der Wissensbasis:
K; — bestimmte Ereignisse (z.B. Krankheiten)
Py(K;) — a—priori-Wahrscheinlichkeit fiir K;
S; — bestimmte Symptome
P(S/K) — Wkt fir Symptom S, falls K vorliegt
P(S/K) — Wkt fiir Symptom S, falls K nicht vorliegt

Expertensystem (2)

“Inferenzmaschine”

P(S) = P(S|K)- P(K)+ P(S|K) - P(K)
PE) = 1-P(S)

Expertensystem (3)

Arbeitsweise:

Krankheiten K1,..., Kg

Symptome Si,...,Sg

Iy=A{1,...,K} Indexmenge der moglichen Krankheiten (wird laufend aktualisiert)

J=A{1,...,5} Indexmenge der Symptome

I: laufender Index [ =0; é&rztliches (Basis-)Wissen Py = P; Py(S|K) = P(S|K), Py(S|K) = P(S|K)
Expertensystem (4)

Berechnen der bedingten Wahrscheinlichkeiten

V(Z,]) € IZXJ:
P(S)) = R(S|K:) - B(IG) + P(S;|K) - PI(K)
P(K|S;) = P(%Ig&f(m)
P(KilS;) = Pl(Sjlgzgfz(Ki)

Expertensystem (5)

A. Bestimmen des Symptoms, das am besten die Menge der Krankheiten charakterisiert
r(j) = Y IP(IKGlS;) = P(K|S)| ¥ j e
i€l

Ji = argmaxjeJr(j) das Symptom mit dem gréfiten r(j).
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Expertensystem (6)

B. Frage an den Patienten nach Symptom Sj
P(K;) wird aktualisiert:
P(K;|S;,) falls JA
P (Ki) = P(K;|S;,)  falls NEIN
P(K;) falls WEIS NICHT

Expertensystem (7)

Aktualisieren der bedingten Wahrscheinlichkeiten.

(i, j) € IxJ:
P (S;) = P(Sj|K;) - Pa(K;) + P(S;|K;) - P (K;)
Pallsy) = DO Tl
H+1(Ki|§j) = P(Sj|K;)($I?+1(Ki)

Expertensystem (8)

C: Bestimmen des Symptoms, das am besten die Krankheit i charakterisiert
mi = max | Py (K]S5) — P (KilS))l, Viel

Expertensystem (9)

Krankheiten mit zu kleinen Abstinden werden aus der Indexmenge entfernt. Symptom j; ist abgearbeitet.
Il+1 = Il\{iEIlZmi<C}
Jir1 = I\ {u}
[ :=141; Abbruchbedingung nicht erfiillt: goto A.

Abbruchbedingung, z.B.
I = 141,85, = Sjipy s L = {i} oder Jipq =10

end.

Ein—Prozessorsystem mit I/O—Einheit

Langzeitverhalten eines Ein—Prozessorsystems mit einer I/O-Einheit

Wir betrachten ein Ein—Prozessorsystem, das auf folgende Weise arbeiten soll: Wenn ein Programm beendet wird, so
wird mit Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) die I/O-Einheit aktiviert, und mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p erfolgt ein

erneuter Programmstart. Nach Beendigung eines I/O—Vorgangs wird immer ein neues Programm gestartet.
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Ein—Prozessorsystem mit I/O—Einheit

(2)

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich das System im n—ten Zyklus im Programmzustand?
Wir legen fest (n =1,2,3,...):

A, - Ereignis, dafl im n—ten Zyklus ein Programm startet

A,, - Ereignis, da8 im n—ten Zyklus die I/O-Einheit aktiviert wird

gesucht: P(A,) . Langzeitverhalten ( lim P(A4,)).

n—oo

Ein—Prozessorsystem mit I/O—Einheit

(3)

P(A;) =1, denn es wird beim Einschalten des Systems immer mit einem Programm begonnen.

Aus der angegebenen Beschreibung der Arbeitsweise des Systems folgt:

P(Ant1/An) = ¢ = 1-p
P(An+1/An) = P
P(An-i-l/Tn) = 0
P(AnJrl/Tn) =1
gn := P(A,). Die ersten drei Werte sind:
Einprozessorsystem mit I/O—Einheit
(4)
q = P(Al) =1
@ = P(Ag)
= P(Ay/Ay)  P(A1) + P(A3/A;) - P(A;) totale W.
=0
3 = P(43)

—  P(As/A;) - P(Ay) + P(As/Ay) - P(A)

= ¢q+l-(1-g=01-p’+p=1-p+p’

Einprozessorsystem mit I/O—Einheit

(5)

Vermutung:

Beweis: (vollstdndige Induktion):
TA: Essein=1: ¢ =1.

IS: Wir nehmen an, dafl die Formel fur n gilt. Wir zeigen die Giiltigkeit fir n + 1:
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Einprozessorsystem mit I/O—Einheit

(6)

n+1 = P(An+1)
= P(An+1/An) - P(An) + P(Any1/4Ay) - P(Ay)
= qggt+t1l-(1-g)=14+(q—1) q
= 1-pa

= 1—p- ni(—p)L (nach IV)

n

= 1+ (' =) (-p)
i=1

=0

Einprozessorsystem I/O—Einheit

(7)

Untersuchen wir noch das Langzeitverhalten:

lim P(4,) = lim ¢,
n—roo n—roo
= ) (-p)
i=0
1 1

geometrische Reihe mit | — p| < 1.

Frage: Sind die Ereignisse A, 1 und A, unabhéngig?

Einprozessorsystem I/O—Einheit
(8)

Sind die Ereignisse 4,11 und A, unabhingig?[-2ex]

P(Any1NAn) = P(Anp1/An) - P(Ay)
= q-Qn
Angenommen, die beiden Ereignisse seien unabhéngig,
P(A7L+1/An) = P(An+1)

q = d(4n+1

Aber, fiir n > 2 gilt g # gn4+1. Also sind die Ereignisse A,, und A, 41 nicht unabhéngig.

Einprozessorsystem I/O—Einheit

(9)

Der gesamte Ablauf 148t sich eindeutig in Matrixform darstellen:

/0 A




Weitere Anwendungen (1)

Zuverlassigkeitstheorie
Wir betrachten ein Reihen-System mit 2 Bauteilen, die unabhingig voneinander ausfallen,
Angenommen, das System féllt (innerhalb eines bestimmten Zeitraumes) aus.

Wie grof} ist Wahrscheinlichkeit, dass genau das erste Bauteil ausgefallen ist?

Zuverlassigkeitstheorie

Beispiel, Fortsetzung
A;: Ereignis, dass Bauteil i ausfallt.

geg.: P(AZ) :p’iai = 172
ges.: P(A1 OZQ|A1 U AQ)?

P((A1NA3) N (A UA))
P(Al U AQ)
P(A1 QZQ)

= ——— = Distr. t
P(A, U Ay) istr.gesetz

P(A; N Ag|AL U Ay)

P(A) - P(Ap) e
= UA, Subtraktivitat
P(Al) + P(AQ) — P(Al N Ag)
p1(1 —p2)

p1 + P2 — P1D2

Zuverlassigkeitstheorie
Beispiel, Fortsetzung 2
Analog

_ 1—
P(Ay N | A, U Ag) = 2217 PD
P1+ P2 — p1p2

Wahrscheinlichkeit fiir Ausfall beider Bauteile: UA

Weitere Anwendungen (2)

Minzwurf-Spiel

A und B spielen: Miinze wird abwechselnd geworfen. Es gewinnt, wer zuerst Blatt hat.

B: Ereignis, dass bei einem Wurf Blatt kommt Z: Ereignis, dass bei einem Wurf Zahl kommt FE: Ereignis, dass A
gewinnt F': Ereignis, dass B gewinnt G: Spiel endet nicht.

Miinzwurf-Spiel

(Fortsetzung)

Miinzwurf-Spiel (Fortsetzung)

P(E) = P(B)+P(ZZB)+ P(ZZZZB)+ -
111 11
B R R Py
112
T2 1-173
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P(F) = P(ZB)+ P(ZZZB)+ P(ZZZZZB)+ - --

101 1
T 1T Tm

11 1
T o1Ld T3

Weitere Anwendungen
(Fortsetzung, 2)

Miinzwurf-Spiel (Fortsetzung)
oder (unter Anwendung der bedingten Wahrscheinlichkeiten.)

P(F) = P(F|B)-P(B)+P(F|Z) -P(2)
= 0-%+P(E)-% 2. wird 1. Spieler

P(E) = P(E|B)-P(B)+P(E|Z)-P(2)
= 1~%+P(F)'%

lineares Gleichungssystem l6sen — obiges Ergebnis.

Weitere Anwendungen (3)

Ruin des Spielers[1ex]

Irrfahrt auf der Geraden mit 2 absorbierenden Zustidnden, O und a + b

a: Startkapital Spieler A b:  Startkapital Spieler B

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Spieler A ruiniert?

Ey:  Ereignis, dass der Spieler, der k Euro besitzt, ruiniert wird, pi = P(Fk)
A_q1: FEreignis, im néchsten Schritt einen Euro zu verlieren.

Aiq: Ereignis, im néchsten Schritt einen Euro zu gewinnen.

Ruin des Spielers
(Fortsetzung)
Nach dem Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit gilt:

pr = P(EplA-1)- P(A_1) + P(Ek|A41) - P(A4)

1
= §(pk—1 + Prt1)

Daraus folgt:

20k = Pr+1tPr-1
Pk+1 — Pk = DPk—Pk-1=:d

Ruin des Spielers
(Fortsetzung, 2)
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Offenbar: pg =1, pgyp =0

Pk = Dk —Pk-1+Pk—1—+---+DP1—DPo+po
~—— NV end
—d =d
= kd+1
1
o = bd+1=0=d=———
Da+b (a+0b)d+ ot b
k
o= 11—
Pk atb
a b
a = 1— =
b atb a+tb
o a
Pp = et b
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4 Klassische Wahrscheinlichkeitsraume

4.1 Binomiale Wahrscheinlichkeiten

Versuche mit zwei moglichen Ausgingen: A (gut) und A (schlecht).

Q = {A A} = {,gut“, ,schlecht“}
E = {0,440}
P(A) = p
P(A) = ¢=1-p
Beispiele
Miinzwurf: p = % Wiirfeln: p = % Qualitatskontrolle: p - 100% die AusschuBquote.

Binomiale Wahrscheinlichkeiten (2)

2-malige Durchfiihrung (unabhingig voneinander)
Elementarereignisse: (4, A), (A, A), (4, A), (A, A) mit den Wahrscheinlichkeiten

P((A,4) = p°
P((A,4) = p-(1-p)
P((A,4)) = p-(1-p)
P((4,4)) = (1-p)?

Binomiale Wahrscheinlichkeiten

(Zweifaches Bernoulli-Schema,)

By.: Ereignis, dal A k—mal auftritt, wobei £ =0, 1, 2.
P(By) = (1—-p)?
P(B1) = 2-(p-(1-p)

bzw.

Binomiale Wahrscheinlichkeiten
(n-faches Bernoulli-Schema)

Def. 14 (Binomialwahrscheinlichkeit)
Fiihren das Experiment jetzt n—mal unabhéngig voneinander durch. Analog zum vorigen Experiment sei jetzt By das

Ereignis, daf§ A genau k—mal auftritt, k =0,...,n

P(By) = (1)pF(1—p)n*.

Formel fiir das n—fache BERNOULLI-Schema.

Bezeichnung: B(p,n) oder auch Bi(p,n)

Die Wahrscheinlichkeiten P(B}) bezeichnen wir auch als Binomialwahrscheinlichkeiten.
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n-faches Bernoulli-Schema (2)
Offenbar:

]
sy
E
1
M-
7N
SN—
’Us
—
I
=
i

Binomiale Wahrscheinlichkeiten

Beispiel

Fiinfmal eine Miinze werfen
A: das Ereignis, dafl bei einem Wurf Zahl“ fillt, P(A) =p =

Bs: Ereignis, dal A genau dreimal auftritt:

) = () @re-p
(

4.2 Multinomiale Wahrscheinlichkeiten

Wir betrachten ein zufélliges Experiment mit den Ausgéngen Ay, As, ..., A;. Wir setzen p; = P(4;), 22:1 p; = 1.

Es sei ein Behélter mit k Kugeln in [ verschiedenen Farben gegeben, wobei k; Kugeln die Farbe ¢ (1 = 1,...,1) besitzen,

22:1 k; = k. Wahrscheinlichkeit, mit der eine Kugel einer bestimmten Farbe aus dem Behélter entnommen wird:

P(Kugel der Farbe i) = p; = 4.

Multinomiale Wahrscheinlichkeiten (2)

Def. 15 (Multinomiale Wahrscheinlichkeit)
Das Experiment soll nun n—mal wiederholt werden. By, »,..n,: das Ereignis, da die Ereignisse A; n;-mal, As
no—mal, ..., und A; n;—mal eintreten.

n!
P(B A — LS RO\ R AU
( nl,nz,..‘,m) nl! . nZ! .. nl! P 2 Dy

Derartige Wahrscheinlichkeiten bezeichnen wir auch als multinomiale Wahrscheinlichkeiten (polynomiale Wktn.)

Potenzen von Summen

Vergleichen Sie: |
n __ n: niy .,
(a1 +...+a) 7271!_”””@1 a,

wobei die Summe tiber alle Tupel (nq,...,n;) gebildet wird mit 22:1 n; = n.

40



Multinomiale Wahrscheinlichkeiten

Beispiel

Fragebogen
Bei einem Fragebogen wird (u.a.) nach dem Alter der befragten Personen gefragt. Das Alter sei in Klassen ein-
geteilt, 10-20, 21-40, 41-60, tiber 60 Jahre. Der Bevolkerungsanteil betrigt jeweils p; fiir die i-te Altersklasse, i =

1,...,4, Zzpl:l
Es werden n=1000 Personen befragt.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens 10% der befragten bis zu 20 Jahre, und auflerdem bis zu 10%

der Befragten alter als 60 Jahre alt waren?

Multinomiale Wahrscheinlichkeiten

Beispiel, Fortsetzung

Sei X; = (X1, X2, Xi3, Xia), wobei X,;; =1 falls Person ¢ zur j-ten Altersklasse gehort, und X;; = 0 sonst. Dann ist

n
Y = ZXI = (Y17 ) ;Y4) ~ MUZt(n7p17p27p37p4)
=1

Multinomiale Wahrscheinlichkeiten
Beispiel, Fortsetzung
Sei a := 100

P(Y1,Y;<a)=
= PM1<a,Yo+Ys=n-Y,-Y,,Y,<a)

= > > PMi=i,Ya+Ys=n—i-jY;=1j)
i=0 j=0

a a

n! i, J n—i—j
ZZ 1il(n — 4 — 4)!
== iljl(n —i—j)!

4.3 Poisson-Wahrscheinlichkeiten

Beispiele, bei denen Po1ssoN—Wahrscheinlichkeiten auftreten, sind
e die Anzahl von Verkehrsunfillen in einem Ort in einem bestimmten Zeitintervall,
e die Ankiinfte von Kunden an einem Schalter oder
e der radioaktive Zerfall von a—Teilchen.

e In einer Telefonzentrale wird ermittelt, wieviel Anrufe in einer bestimmten Zeiteinheit ankommen.

Poisson-Wahrscheinlichkeiten

Elementarereignisse sind hier Anzahlen, z.B. das Ereignis, dass in einer Zeiteinheit genau i Anrufe eintreffen.

Def. 16 (Poisson-Wahrscheinlichkeit)

A ist dabei ein noch unbestimmter Parameter. Er kann als mittlere Rate aufgefasst werden.
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P(Q) =Y Plu) =) e

Wir werden spéter sehen, dafl diese Verteilung “natiirlich” ist.

42



5 Zufallsvariablen (allgemein)
5.1 Grundbegriffe

Def. 17 (Messbarkeit von Abbildungen)
Es seien (Q1, &1, P1) und (Q2, &2, Py) Wahrscheinlichkeitsraume. Eine Abbildung

X: Ql — QQ
heifit £1—E>—messbar, falls fiir alle Ereignisse A € & gilt:

X HA) ={we: X(w)e A} &

Bem.: Oftmals wird die Menge B! der BOREL-Mengen als Ereignisfeld £ betrachtet.

Zufallige Variable

Def. 18 (Zufillige Variable, Zufallsgrofie)
Es sei (€, €, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine £&-B'-mefbare Abbildung X von € in R heif}t
(reellwertige) zufillige Variable oder Zufallsgrofle.

Bem.: (R,B, P’) bildet hier einen zweiten Wahrscheinlichkeitsraum, wobei P’ eine Abbildung von B! in R ist, die
den KOLMOGOROV—Axiomen geniigt.

Zufallige Variable
Beispiel (1)

Augensumme beim dreimaligen Wiirfeln
Q={(i,j,k),1 <4,j,k <6}: Tripel von Augenzahlen & =P(Q): Ereignisfeld P(w) = P(i,j, k) = gz: Laplace-
Wahrscheinlichkeit
X: Q=
={5:3<5<18} oder ¥ =R, S: Augensumme &' = P(Q) oder &' = B:  Ereignisfeld
#(, g, k) i+j+k=s |X (s)]

PW)=P(S=s)= & S

Bedingung z.B.: X 1(s) € £ oder X *({s1,52}) € €
Zufallige Variable

Beispiel (2)

Die Indikatorfunktion ist Zufallsvariable

Sei A ein Ereignis, Q = {A, A} und € = {A, A,0,Q}. Die Abbildung

1 falls z€ A
Ta(z) =
0 sonst

ist messbar, und also Zufallsvariable, denn

I;'(1) Acé€, I;'(0)=4
I;'{0,1}) = Qe&, Ij'(y)=0
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Zufallige Variable

Fortsetzung

X: Q — R sei eine zufillige Variable, X : (Q2,&, P) — (R, B!, Px).
Sei x € R beliebig, aber fest. Betrachten das zufillige Ereignis

B=(-o00,r)={X <z} :={weQ: X(w)<x}eB"
Fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses gilt:

P(X<z) = P{{w: X(w)<z})=P{w: X(w) € B})
— P(X"}(B)) = Px(B)

Verteilungsfunktion
Def. 19 (Verteilungsfunktion von X)

Fx(z):= P(X <z) = Px ((—o0,))

Bem.: Der Einfachheit halber werden wir die Funktion F'x einfach nur mit F' bezeichnen.

Bem.: Manchmal wird die Verteilungsfunktion auch durch
Fx(z)=P(X <z

definiert (bei SAS oder Mathematica z.B.)

5.2 Diskrete Zufallsvariablen

Eine diskrete Zufallsgrofe
X:Q—{x;:ieN}=WCR.

nimmt héchstens abzdhlbar viele verschiedene Werte mit positiver Wahrscheinlichkeit an.
Notation:

r1T X2 ... Tn
X:

b1 p2 ... DPn

z; € R: Werte, die die Zufallsgroe annehmen kann p;: die entsrechenden Wahrscheinlichkeiten.

Diskrete Zufallsvariablen
Fortsetzung
Es gilt:

oo

pi 20, Zpizl, pi = P(X = ;).
i=1

Wenn wir Mengen A; definieren durch
A i=A{w: X(w) =2}, VieN,
so gilt offenbar: A; N A; = 0, Vi,j € N,i # 7. Allgemein gilt dann:

pi, fallsxz=ux;
P(XZ.’L‘): Ve, e W, i € N.
0, falls x # x;
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Diskrete Zufallsvariablen

Verteilungsfunktion

F(z) = P(X<x):P< U Ai>

i x;<x
= > PA)= > pi
i x;<x i x;<x

D.h.: Eine diskrete Zufallsgrofe, die die Werte {z;: ¢ € N} annimmt, wobei 1 < 9 < z3 < ... gilt, hat die folgende

Verteilungsfunktion:
0, falls x < 2
F(z) =
Sopi, fallsa <z
i <z
Diskrete Zufallsvariablen
Beispiele (1)
Diskrete Gleichverteilung
1 Ty ... Tp
X 1 T2
1 1 1
Diskrete Zufallsvariablen
Beispiele (2)
Binomialverteilung, X ~ B(p,n) oder X ~ Bi(p,n).
0 1 n
X :
Po P1 Pn

P(X—i)—pi—(7?>pi~(1—p)"i>0, 0<p<l

Wir haben oben gesehen, dass

;pi = zn: (?)pi(l —p)"=(p+1-p" =1

=0

Diskrete Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeitsfunktionen
Binomial Poisson

Binomial-Verteilung mit n=20 und p=0.5, 1/6, 0.1 Poisson-Verteilung mit lambda=5, 7, 12

™

[ T

"

v
o — e s
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Diskrete Zufallsvariablen
Beispiele (3)

PoissoN-Verteilung, X ~ Poi(\)
Es sei X eine diskrete Zufallsgrofe,

0 1 n
X
Po P1 Pn
)\’I‘L —
P(X:n)—pn—ﬁe , A>0

Wir haben oben gesehen, dass

5.3 Stetige Zufallsvariablen
Def. 20 (Dichtefunktion)
Eine Funktion f: R — R heifit Dichtefunktion, falls sie die folgenden Eigenschaften hat:
1. Fir alle z € R gilt: f(z) > 0.
2. Es gilt: [ f(z)dz =1.
R

Def. 21 (Stetige Zufallsvariable)
Eine zuféllige Variable X heifit stetig, falls eine Dichtefunktion f existiert, so dass gilt:

ﬂX<@zﬂ@z/f@ﬁ

Falls die Funktion f stetig ist, gilt: F'(x) = f(z).

Stetige Zufallsvariablen

Bem.: Fiir die Wahrscheinlichkeit P(X = x) gilt
PX=x)= /f(t)dt =0,
x

sogar wenn X den Wert x tatséchlich annehmen kann! D.h. z.B.
P(X <z)=P(X <z).
AuBlerdem gilt:

ngxgm:/ﬂow

a
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Stetige Zufallsvariablen

Veranschaulichung der Dichtefunktion

Es sei X eine stetige ZufallsgroBle. Wir teilen den Wertebereich von X in Intervalle I; ein und beobachten fiir jeden
der Versuche X;, in welches der Intervalle I; der Wert X; (i = 1,...,n) fallt. Es sei n; = #{X,; € I;}. A,: Lange eines
Intervalls I;. Sei Ag = m]ax{Aj}.

nj
femp.(z) == Aij’ Vo € 1.
Dann gilt:
f(@) = lim femp. (2)
Apg—=0
Stetige Zufallsvariablen
Veranschaulichung der Dichtefunktion (2)
30 \\ 12
25 / 10 */ ;‘
15 \ i \
\ / ‘
0 / a4 ”/
/
4 ;
0 [/// ﬁr;t‘ 0 ?':’/\/ T T -

T T T T T T T T T T T T T
2139 2142 2145 2148 215.1 2154 2157 2160 2183 2138 2140 2142 2144 2146 2148 2150 2152 2154 2156 2158 2160 2162 2164
laenge laenge

Ag grof Ag klein
Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (1)

Gleichverteilung, bez. X ~ R(0,1) oder X ~ U(0,1)

Es sei die Zufallsvariable X auf dem Intervall [0, 1] definiert mit der Verteilungsfunktion

0, fallsz <0
Flx)=14 z, fals0<z<1
1, fallsx>1

Die Dichtefunktion ist die Funktion f;

1, falls0<z<1

0, sonst

Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (2)

Gleichverteilung, bez. X ~ R(a,b) oder X ~ U(a,b)
Sei X gleichverteilt auf dem Intervall [a,b), X ~ R(a,b), dann hat X die Dichtefunktion:
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0, fallsz<a
flx) = ﬁ, fallsa <x <b

0, fallsz>0b

P{w: X(w) € [a,b]) = Pla<X<b)

Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (3)

Ezponentialverteilung, X ~ Exp()\)
Die Zufallsvariable X habe die Verteilungsfunktion

1—e ™ fallsz >0

F(z) =
0, falls x < 0
Die Dichtefunktion ist
) Aoe ™ fallsz >0
f(x) =F'(z) =
0, falls x < 0
lim,, o F(z) =0, limg 400 F(z) = 1.

Stetige Zufallsvariablen,Beispiele (4)

Normalverteilung, X ~ N (u,0?)

X: (& P)— (RY,B' Py)

sei der Messfehler bei Messung einer physikalischen Konstanten.
Der Wahrscheinlichkeitsraum (2, £, P) ist ein Modell eines im Hintergrund wirkenden Zufallsmechanismus, der nicht ndher

beschrieben werden kann, Fehler im MeBinstrument; zufillige &uflere Einfliisse.
Er enthilt alle nicht niher bestimmbaren zufilligen Effekte. Zur Beschreibung dient der Bildraum (R*, B*, Px).
Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (4a)

Normalverteilung, X ~ N (u1,0?)

Die Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion

Flz) = — /e—%<‘%‘>2dt_
2ro

— 00
heiflt normalverteilt mit den Parametern (u,o?). Die zugehorige Dichtefunktion hat die Form:
1

fla) = 7). o>
2mo

SIS
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Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (4b)

Satz: f(z) ist eine Dichtefunktion
Offensichtlich ist f(x) > 0 fiir alle # € R und o > 0. Es bleibt zu zeigen

T—r 00

Wir bezeichnen

“+o0

/ - 67%($;“)2dx =:1.
2mo

—o0

Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (4c)

+o0 2
1(z—p)\2
7 = 1 /e_i(mv“) dx
2no
— 00

o

+oo +oo
i )= [ sie= [ Amed

— 00 — 00
“+o0o —+o0
_1l(z=p)? _1
:27302/ 62(”)d£€62(
—00 — 00
+oo +o0o

Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (4d)

Substitution: s := =& t:= =L Dann gilt:
e g
T =380+ y =to + u,
dr =ods dy = o dt.

“+o00 +0oo

) dt = 1.

1.2 142
? = ﬁ//e 3 e 2 g2 dsdt

—00 — 00

+o0o +0o

= L e~ 3"+ dg gt

Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (4e)

Wir fiithren eine weitere Substitution durch, Polarkoordinaten:
S=Trcosy t = rsinp.

Dann gilt allgemein nach der Substitutionsregel:

//g(s,t) dsdt://g(s(r,<p),t(r,<p))detjdrdgo,

wobei J die Jacobi-Matrix ist.
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Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (4f)

Js Js :

> 5= cosp —rsing
detJ=|J] = |97 % |=

ot ot :

o bp sinp rcose

7 cos? p+r sin? ©

= 7r(cos’p +sin®p) =1

27

2 _ 1

IiQﬂ'/
0
2

T

oo
/ 67%(7"2 cos? 412 sin? go),r, dr d(p
0
oo
= %//e_%rzrdrdcp
0 0

Stetige Zufallsvariablen, Beispiele (4g)

o=

1 —ﬁ]oo
= = — d
2m [ e ? 0 ¥
2
_ ! e
o on = 27 =
0
—> I =1, d.h. f ist eine Dichtefunktion.
Zufallsvariable, Grundbegriffe
Zusammenfassung (1)
Eine Zufallsvariable ist eine (mef3bare) Abbildung
X: Q—R

Jedem Element w des Stichprobenraumes €2 wird eine reelle Zahl zugeordnet.
Die Zufallsvariable X heifit diskret, wenn X nur endlich viele oder abzéhlbar unendlich viele Werte x; annehmen kann.

Jeder dieser Werte kann mit einer gewissen Wkt. p; = P(X = x;) auftreten.

geografische Lage (N,0,S,W); Lénge einer Warteschlange; Anzahl der Punkte in der Klausur.

Zufallsvariable, Grundbegriffe
Zusammenfassung (2)
Die Zufallsvariable X heifit stetig, falls X beliebige Werte in einem Intervall (a,b), [a,b], (a,b], (a,b], (=00, a), (b, 00),

(=00, al,[b, ), (—00,00) annehmen kann.

Bem.: Jeder einzelne Wert z; € (a,b) (oder in einem der anderen Intervalle) hat die Wkt. Null.

Die Verteilungsfunktion F' wird dann durch die sogen. Dichtefunktion f beschrieben,

Flz)=P(X <z)=P(X <) = /gE F(£) dt
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5.4 Allgemeine Eigenschaften einer Verteilungsfunktion

Satz: Sei X eine Zufallsariable mit der Verteilungsfunktion
F(z)=P(X <z)=P{w: X(w) <z}) = Px((—00,)).
Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Die Funktion F'(x) ist monoton wachsend.

2. lim F(z)=0, lim F(z)=1

T——00 r—+o0

3. Die Funktion F(z) ist linksseitig stetig. Es gilt also: lim F(z) = F(xo).

Tr—>To—

4. P(a < X <b) = F(b) — F(a).

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Beweis des Satzes (1)
1. Es sei 1 < zo < x. Wir definieren zwei Mengen:
A= {w: X(@) < o1,
B :={w: X(w) < z2}.

Dann gilt:
F(z1) = P{w: X(w) < 21}) = P(A),

F(z3) = Pw: X(w) < z2}) = P(B).

Wegen A C B folgt: P(A) < P(B), d.h.
F(xl) S F(iCQ),

d.h. die Funktion F'(z) monoton wachsend.
Eigenschaften der Verteilungsfunktion
Beweis des Satzes (2)

2. Sei (x,,) eine monoton fallende Folge mit x,, — —oo und (y,) eine monoton wachsende Folge mit y,, — co. Wir

definieren:
Ay i={w: X(w) < zn},

B, ={w: X(w) <yn}

Fiir die Folgen (A,,) und B,,) gilt: (A,) ist monoton fallend (A, 2 A,+1,Vn € N), (B,) monoton wachsend
(Bn € Bp+1,Vn € N). Offensichtlich gilt:

F(z,) = P(A4,), F(yn) = P(By).
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Eigenschaften der Verteilungsfunktion
Beweis des Satzes (3)
Wegen der Stetigkeit der Wkt. von oben und unten ist
lim P(A,)=P(lim A,)=P(X < —o0) =0.

n— oo n— oo

lim P(B,) = P(lim B,)=P(X < +00) = 1.

n—oo n—oo
Das ist dquivalent zu:
lim F(z)= lim F(z,) =0,

T—r—00 n—oo
AP @) = g Flom) =1

Eigenschaften der Verteilungsfunktion
Beweis des Satzes (4)

3. Wir definieren eine Menge
A={w: X(w) <z}

und eine Folge von Mengen
Ay =Aw: X(w) < zp},

wobei (z,,) eine monotone Folge ist, die von links gegen xo konvergiert (z,, — x¢ — 0). Offenbar ist die Folge
(A,) monoton wachsend (A,, C A,41). Auflerdem gilt:

lim A, = A.
n—oo
Eigenschaften der Verteilungsfunktion
Beweis des Satzes (5)
Damit folgt:
nILH;oF(x") = nli)H;oP(X < Tp) :nILH;oP(A")
= P(lim A,)=P(A)=P(X < xg)
n—roo
= F(xo)

D.h.:
lim F(z)= F(xg).

T—xo—

Eigenschaften der Verteilungsfunktion
Beweis des Satzes (6)

4. Es gilt:

Pla<X <)) PH{X <b}\{X < a})
= PX<b—-PX<a)
(Subtraktivitdt der Wahrscheinlichkeit)

= F(b) - F(a)
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6 Diskrete zufillige Variablen

6.1 Allgemeine Ubersicht

Erinnerung: Wir beschreiben diskrete Zufallsvariablen durch

xr1 T2 T3 ccTp
X :

b1 p2 pP3 - Dn

pi=PX=xz)>0, i=123,... Zpi =
i=1
Def. 22 (Wahrscheinlichkeitsfunktion, Zdhldichte)

Die Funktion

f(zi) =pi

heiflit Wahrscheinlichkeitsfunktion.
Binomialwahrscheinlichkeit
a) Zweimaliges Werfen einer Miinze
Q= {ZZ7 ZB,BZ, BB} X := Anzahl von Blatt

0 1 2

X
1 1 1
i 2 1

b) Erfolge bei n Versuchen
X: Anzahl der “Erfolge” bei n Versuchen, wobei jeder der n Versuche eine Erfolgswahrscheinlichkeit p hat.

P(X=k) = <Z)pk(1 —p)"* Binomialwkt.
Fx(k) = P(X<k)= i (i)pz(l _ )
=0

Binomialwahrscheinlichkeit, Beispiele (1)

Es seien p = % und n = 5. Fir x = 2.5 gilt:

F(2.5) = Z bi

i 1<2,5
= po+p1+p2

IO OREI)
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Binomialwahrscheinlichkeit, Beispiele (2)

Wiirfeln 20 mal. Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit fir mindestens 4 Sechsen?
X: Anzahl der Sechsen.

P(X>4) = 1-P(X<4)=1-Fx(4)
3
= 1-) P(X=

5 5 20-19 ,1,2,5

- ()7 -20() ()" - R0 () -

- 20-19-18 1\3.5

918 Ly 0y

~ 0.43.

Poisson-Wahrscheinlichkeit
Beispiel

Telefonzentrale, X ~ Poi(\)

X: Anzahl der Anrufe, die pro Zeiteinheit von einer Telefonzentrale vermittelt werden.

Binomial und Poisson

Satz: Seien X,, ~ Bi(n,p), Y ~ Poi())
Fir n-p=Agilt: P(X,=k) —ns0 PY

= k).
P(X,=k) = ()

n(n—1)---(n—k4’f'1) (n = A N® (n — AR
El(n — A)k nk nn—k
1 nn-1)--(n—k+1) & A

= W CESNE A=
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Geometrische Verteilung

d) Minzwurf solange bis B(Blatt) kommt
O ={B,ZB,ZZB,...} X := Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Blatt.

1 2 3 4 n
X =

PGP GG Q)

Son= 30/ = —1=1

geometrische Reihe

geometrische Verteilung mit p=1/2, p; = (1/2).

Geometrische Verteilung

Def. 23 (Geometrische Verteilung)

Eine Zufallsvariable X mit

heilt geometrisch verteilt, bez. X ~ Geo(p)

Anzahl der Schritte bis zum ersten “Erfolg”.
Geometrische Verteilung mit p=0.5, 1/6, 0.1

Frob
0.50
0.48 4
046
044
0.42
040 ]
0.38
0.36
0.34
0.32 ]
0.30
028
0.26
0.24
0.22 4
0204
018
0.16
0.14
o1z
010
0.08
0.06
0.04
0.0z
0.00 4

=B 05 176 0.1

Hypergeometrische Verteilung

e) Qualititskontrolle
Gegeben sei eine Grundgesamtheit (z.B. eine Warenlieferung) mit N Stiicken, von denen genau n schlecht seien. Wie

grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stichprobe vom Umfang m héchstens k Stiick schlecht sind?

X: zufillige Anzahl der schlechten Stiicke in der Stichprobe.
n N—n
(&) Gos)
(m)

PX=x)=
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Hypergeometrische Verteilung

Fortsetzung
(z ): # moglichen Stichproben.

("): # Moglichkeiten, aus n schlechten Stiicken in der Grundgesamtheit « schlechte Stiicke zu ziehen.

x

(N-™): # Moglichkeiten, aus N — n guten Stiicken in der Grundgesamtheit m — x gute Stiicke zu ziehen.

m—x

Offenbar: 0 <z <min(n,m) m—xz < N —n.

Hypergeometrische Verteilung

Def. 24 (Hypergeometrische Verteilung)

Eine Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

(2) - Guos)
(m)

f@HNpm) =

heifit hypergeometrisch verteilt.
Bez.: X ~ Hy ,m. Verteilungsfunktion:

Satz: Fiir N — oo, n — o0, § — p gilt:

Fattn) = (7 )1 = 9" = falBitm, )

Hypergeometrische Verteilung mit m=20
und (N.n)=(1000.40).(100.4), (50.2)

PLOT (50,2) (100.4) (100040

6.2 Binomialverteilung

6.2 Binomialverteilung
Weitere Beispiele (1)

Kommunikationskanal
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Schicken Bindrzahlen durch einen Kommunikationskanal. p: Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften Ubertragung n:
Anzahl der Ubertragenen Zeichen X: Anzahl der Fehler:

P(X =)= (’Dpi(l e

Binomialverteilung
Weitere Beispiele (2)

Qualitdtskontrolle
Stichprobe (hier: mit Zuriicklegen) von 10 Computerchips aus einer sehr grolen Lieferung (Los). Wenn keine defekt,

so wird die Lieferung angenommen, sonst nicht.

p: Wahrscheinlichkeit, ein zuféllig ausgewédhlter Chip ist defekt.
X: Anzahl der intakten Stiicke, X ~ Bi(10,1 — p)

P(Los angenommen) = P(X = 10) = (1 — p)*°

Binomialverteilung
Weitere Beispiele (3)

k aus n Systeme
Jede Komponente habe die Intaktwahrscheinlichkeit p.

X: Anzahl der ausfallenden ¢ Komponenten.

PX<h) = zkj(’.‘)p“u—p)i

6.3 Geometrische Verteilung
Geometrische Verteilung (1)

Sei Y ~ Geo(p), d.h.

PY >s) = 1—2(1—p)i‘1-p=(1—p)8
P(Y >t) = kZ(lfp)““p:(l*p)t
P(Y>s)-P(Y>t) = (1-p)t!

= PY >s+1t).
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Geometrische Verteilung (2)
also:
PY >s+tY >t)
P(Y > 1)
P(Y > s+1t)
P(Y >1t)
= P >59)
Def. 25 (Markov-Eigenschaft, Gedédchtnislosigkeit)
Verteilungen mit der Markov-Eigenschaft

PY>s+tlYy >t) =

PY >s+t]Yy >t) =P >s)

heiflen geddchtnislos.

Geometrische Verteilung (3)

Satz: Sei X diskrete Zufallsvariable mit Werten in N7
und X habe die Markov-Eigenschaft. Dann ist X ~ Geo(p) fiir ein p,p € (0,1)

Beweis: Sei

1 2 3
X :
b1 P2 P3
Aus der Markov-Eigenschaft folgt:
P(X>s)-P(X>t) = P(X>s+t) Vst

s+t

1= p;
i=1

(=3 =Y n)

Geometrische Verteilung (4)

s t s+t
(1- Zpi)(l - Zpi) =1- Zpi

Setzen p := p;. Einsetzen von
s=1,t=1liefert (1 -p)*=(1-p—p2); p2=p(l—p)

s=1,t=2liefert (1—p)(1—p—p2)=1—p—p2—ps); (1—p—p2)(1—p—1) = —p3; alsops=p(l—p)> usw.

Geometrische Verteilung (5)

Qualitdtskontrolle
Wahrscheinlichkeit, daf das i-te Item das erste defekte ist.

Time-sharing computer system

mit festen Zeitscheiben.
Programm wird in der Zeitscheibe vollstdndig abgearbeitet mit Wahrscheinlichkeit p

Wenn nicht, neuer Versuch in der neuen Zeitscheibe

X: # benotigten Zeitscheiben
X ~ Geo(p).
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Geometrische Verteilung (6)

Repeat-Schleife
A: aussagenlogischer Ausdruck, A = true mit Wahrscheinlichkeit p. repeat S until A.
X = # der Durchliufe von S: ~ Geo(p).

6.4 Poisson-Verteilung

6.4 Poisson-Verteilung
Vorbemerkung, Definition Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen
Erinnerung: Unabhéngigkeit von Ereignissen

Die Ereignisse A und B heiflen unabhéngig, falls

P(A,B) = P(A) - P(B)

Def. 26 (Unabhingigkeit von Zufallsvariablen)
Zwei Zufallsvariablen X und Y heiflen unabhéngig, falls

VA, BeB;, P(Xec€AYeB)=P(XeA)- -PYeB)

Poisson-Verteilung (2)

Sei {N:}+er eine Menge von Zufallsvariablen (ein stochastischer Prozess ) mit Werten in N und mit folgenden Eigenschaften:
V1: Zuwéichse sind unabhéngig, dh. die Zufallsvariablen
Nitn — N¢ und Ny — Ni_p sind unabhéngig.
V2: es ist egal wo wir Zeitintervall betrachten, dh.
Niyn — Ny und Ny — N,_j, haben dieselbe Verteilung
V3:  Wahrscheinlichkeit, dal mindestens ein Ereignis in der Zeit h
eintritt, z.B. ein Kunde ankommt.
p(h) =a-h+o(h), a>0,h—0
V4:  Wahrscheinlichkeit fir > 2 Ereignisse in der Zeit h: o(h)

Poisson-Verteilung (3)
Ny: Anzahl der bis zum Zeitpunkt ¢ eintretenden Ereignisse (z.B. eingetroffene Kunden, zerfallene Teilchen)

Pi(t) = P(N;=k), Pu(t):=0 fir k<0
p(h) = ZPk(h) > 1Ereignis tritt ein
k=1
1 = Pi(t)
k=0

V3 = Py(h)=1—ph)=1—ah+o(h)

Vi = iPk(h) —o(h), (h—0)
k=2
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Poisson-Verteilung (4)
1. Schritt: Bestimmen Py (t).

Py(t+h) = P(Ny=0,Nyp— N, =0)
t)P(N¢rp, — Ny =0) wegen V1
t)P(Np — Ng =0) wegen V2
)Po(h) wegen Ny=0
)
)

(TR
F I

t
= B

t

1—p(h))

(
(
(
(
(t)(1 — ah + o(h)) wegen V4

(
(

t

Poisson-Verteilung (5)

Py(t + h) = Py(t)(1 — ah + o(h))

Nacheinander folgt:

Py(t+h) — Pyt o(h
LN =0 pyry(-a+ 20
Po(t + h) - Po(t) o . O(h)
W h - Ot 5T
Bt) = —aR(t)
Py(t) = ce
Wegen FPy(0) =1 folgt: ¢ =1 und
P() (t) = e_at
Poisson-Verteilung (6)
2. Schritt: Bestimmen Py(%).
Zerlegen das Ereignis {Ny;5 = k} in disjunkte Teilereignisse.
{Nt+h :k} = {Nt :O,Nt+h—Nt - k}U

(N, =1, Nepn — Ny =k — 1} U
(N, =2, Nepn —Ne=k—2}U...
{N: =k, Neyp — Ne = 0}

Poisson-Verteilung (7)

60



k
> PNy =k —j,Nepn — Ny = j)
=0

Py(t+h)

K
= Zpk—j(t)P(Nt+h — Ny =j) wegen V1
=0

=P(Np—No=j)

k
= ZPk_j(t)Pj(h) wegen V2
3=0

k
= Pult)Po(h) + Pocr(OPi(h) + ) Paej(t)Pj(h)
j=2

Poisson-Verteilung (8)

Pi(h) = Y Pi(h)=)_ Pi(h)
j=1 j=2

— p()+ olh)
= ah+o(h)

iPk,j(t)Pj (h) < in(h) =o(h) wegen V2
j=2 j=2

Poisson-Verteilung (9)
Nacheinander folgt:

Pi(t+h) — Pu(t) = (Po(h) —1)Px(t) + Pe_1(t)Pi(h)
+o(h)
= —ahPy(t) + ahPy_1(t) + o(h)

Pk(t+h})L_Pk(t) —(lP]g(t)‘F(lPkfl(t)"‘@

P,g(t) = —aPy(t) + aPy-1(t), Pr(0)=0

Poisson-Verteilung (10)

Qk(t) = Pk(t)eat
QL) = Pl(t)e™ + Py(t)ae™
QL) = e(—aPy(t) + aPe_1(t) +aPy(t))
P (t)
= aQp-1(?)
WD) = aQo(t) = aee = a = Qu(t) = at
242
W) = Qi) == Qalt) =
Durch vollstdndige Induktion:
kyk kik
Qr(t) = % Py(t) = %eﬂlt

Poisson-Verteilung mit Parameter A\ = at.
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6.5 Negative Binomialverteilung

Def. 27 (Negative Binomialverteilung)
Eine Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

m+k—1

P(X:m—l—k;):( 1

)pm(l -p)*

heifit negativ Binomialverteilt mit Parametern (m, p)

Qualitdtskontrolle
Priifen solange bis wir m defekte Stiicke entdecken. Wenn m + k “klein” — Los ablehnen Wenn m + k “grof8” — Los

annehmen (hier kann die Priifung evtl. vorzeitig abgebrochen werden.)

Negative Binomialverteilung (2)
Diese Verteilung entsteht auch, wenn man Poisson-Verteilung mit einer Gamma-Verteilung mischt.
Deshalb wird sie verwendet, wenn sich Zihldaten aus verschiedenen Quellen zusammensetzen (und Poisson nicht

geeignet scheint).

File-Dokumentenserver
Die Gesamt-Anzahl der Zugriffe auf ein bestimmtes Dokument setzt sich aus Teil-Anzahlen von vielfaltigen Zugriffen

aus verschiedenartigen Quellen zusammen.

Bem: In den Wahrscheinlichkeiten kénnen Parameter auftreten, die in der Regel unbekannt sind.

Die Parameter sind anhand der Beobachtungen (der Daten) zu bestimmen/zu schitzen! — Aufgabe der Statistik

7 Charakteristika von Verteilungsfunktionen

7.1 Der Erwartungswert
7. Charakteristika von Verteilungsfunktionen

Eine Minze wird 3 mal geworfen.

Wie oft kénnen wir erwarten, daf3 Blatt oben liegt? Wie oft wird im Mittel Blatt oben liegen?

o 1 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8

X:

Erwartungswert:O-%+1-%+2-%+3~%:%:1.5

D.h. bei 10maliger Durchfiihrung des Experiments kénnen wir im Mittel mit 15mal Blatt rechnen.

7.1 Der Erwartungswert
Sei X diskrete Zufallsvariable,

T . ITp
b1 - Pn

Def. 28 (Erwartungswert, X diskret)
Die reele Zahl

EX = i DiT;
i—1

heifft Erwartungswert von X
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Der Erwartungswert, Beispiele (1)

a) X ~ Poisson()\)

EX =

z.B. mittlere Ankunftsrate.

Der Erwartungswert, Beispiele (2)

b) X~ B(n,p)

Der Erwartungswert, Beispiele (3)

¢) X ~ Geo(p)

X :

0o 1 2 3
X:
Po P1 P2 DP3
A
bi = € A
1.
> ] e pX . e i1 Y
Zpﬂ:Zje Z:)\Zme =\
=0 =0 i=1
—_——

eX

k=0
= n! k—1 n—k
1_ v
P2 D = (1-p)
k=1
~(n=1\ —k
. 1—p)"
an(k_l)p (1-p)
k=1
n—1 n—1
b < ' )pz(l p)" k=i+1
=0 ¢
n-p.
1 2 3 k
2 k—1 q:1_p
P pq pq pgT

_ = _ = k—1 _ = k—1 _ p _ 1
B = Yo = St <y Sk = L
k=0 k=1 k=1

Beweis des vorletzten Gleichheitszeichens:
a) durch vollstdndige Induktion

b) Differenzieren der geometrischen Reihe

Erwartungswert

Def. 29 (Erwartungswert, X stetig)

Sei X stetig mit Dichtefunktion f(z). Die reele Zahl

heifit Erwartungswert von X.

EX = 7 z - f(a)dz
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Der Erwartungswert, Beispiele (4)

a) X ~ N(u,0?)

1 T2
EX = T e~ (T 24y
/ Voo

I
&)
~
+
=
—_
9]
N
S
U
=

1
=
+
9
I 3
g
)
&
a
Iy
&
Il
=

dt = %dz

Der Erwartungswert, Beispiele (5)
b) X ~ Exp()), A>0

EX = x-A-e—”dle

Der Erwartungswert, Beispiele (6)

¢) X ~ R(a,b), gleichverteilt auf dem Intervall (a,b)

1 1 2?2
EX = /xda:: r

Bemerkung: Die Erwartungswerte sind fiir stetige und diskrete Zufallsgrofien zweckmaéafligerweise unterschiedlich defi-

niert. Sie l4sst sich jedoch (mafitheoretisch) vereinheitlichen.

Eigenschaften des Erwartungswertes
Satz

Seien X, X; und X, zufillige Variablen und a, b, ¢ € R beliebig. Dann gelten folgende Aussagen:
1. Wenn P(X =¢) =1, d.h. nimmt die zuféllige Variable X genau einen festen Wert an, so folgt EX = Ec = c.
2. Wenn P(X >¢)=1,s0 EX >c.
3. E(c-X)=c-EX.
4. E(X+4+c¢)=EX+Ec=EX +c.

5. E(CLX1+bX2):CLEX1+bEX2
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Eigenschaften des Erwartungswertes
Beweis des Satzes

Beweis: Wir beweisen stellvertretend Aussage 2.

e Es sei X eine diskrete Zufallsgrofle,

X r1 T2 ... Ip
Pr P2 ... DPn
Nach Voraussetzung: ¢ =z < 22 < ... < x, < .... Daraus folgt:
EX = sz “Ppi 2 ZC‘Pi :C’Zpi =c
i€N i€N i€EN

Eigenschaften des Erwartungswertes

Beweis des Satzes (Fortsetzung)

e Es sei X eine stetige zufillige Variable mit der Dichtefunktion f. Dann gilt:

+oo
P(XZC):/f(:r)dle. =

P(X<c)—/f(x)dx—0. =

“+oo

+oo +oo
EX:/x-f(x)dx:/x-f(m)dmzc- fl@)ydz=c

c

—_——
=1

Eigenschaften des Erwartungswertes

Ergdnzungen

e Aus Aussage 4 folgt:
E(X —EX)=EX —E(EX) =0.

e Aussage 5 besagt, dafl der Erwartungswert eine linearer Operator ist.

Erwartungswert von Funktionen von Zufallsvariablen
Frage: Wie berechnen wir E(g(X))?

X diskret Dann ist Y = g(X) gegeben durch

g(w1)  g(x2)
b1 P2

E(g(X)) = g(x:)p;
1=0

X stetig 1. Variante: Dichte fy von Y = g(X) ausrechnen. Wie man das macht, sehen wir spéter. Dann E(Y) =
Jyfv(y)dy.
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Erwartungswert von Funktionen von Zufallsvariablen (2)
2. Variante: Satz (Regel des Faulen Statistikers)
Seien X und Y = ¢g(X) Zufallsgréfien. Dann gilt:
Yoic o 9(zi)pis falls X diskret

E(g(X)) = T g(e)f(z)de, falls X stetig

vorausgesetzt die Erwartungswerte existieren.

Erwartungswert von Funktionen von Zufallsvariablen (3)
Intuitive Erlauterung: Spiel

wobei wir X zufillig ziehen. Dann zahle ich den ‘Gewinn’ Y = g(X). Ihr erwartetes Einkommen ist

Zg(x)P(X =1z) bzw. /g(m)f(x) dz.
Spezialfall: g(z) = I[4(x) Indikatorfunktion eines Ereignisses A

E(IA(X)) = / La(z) fx (z) de = /A fx (@) de
P(X € A) = P(A).

Die Wahrscheinlichkeit ist ein Speziallfall eines Erwartungswertes!

Regel des Faulen Statistikers
Beispiele (1)

Sei X ~ R(0,1) und Y = g(X) = eX. Dann
1 1
E(Y):/ ezf(x)dz:/ e“dr=e—1.
0 0

Regel des Faulen Statistikers
Beispiele (2)

Stab der Linge 1 zufdllig brechen
Sei Y die Linge des langeren Stiicks. Gesucht ist die erwartete Linge E(Y).
Wenn X der zufilllige Bruchpunkt ist, dann X ~ R(0,1) und ¥ = ¢(X) = max(X,1 — X). D.h.

11—z falls 0<x<0.5

T falls 05 <x<1

E(Y):/Olg(x)f(:v)d:r:/00.5(1—96)(1;10—&—/01 xdx:%

.5

Regel des Faulen Statistikers

Beweis (1)

Wir zeigen die letzte Behauptung unter der Annahme g: R — R differenzierbar, ¢'(z) #0 Va. Wir wollen 0.B.d.A.
annehmen, dass die Zufallsvariablen X und g(X) auf (—oo, 00) definiert sind. Nach der Definition des Erwartungswertes

gilt:

oo

E(g(X)) = / y - h(y) dy,

— 00

wobei h(y) die Dichte von Y = g(X) ist.
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Regel des Faulen Statistikers

Beweis (2)
Wir bestimmen jetzt h(y): 1. Fall: Sei g monoton wachsend.

Fy(t) = Fyx(t) =
g7 ()
PeX) <t) = PX<g )= [ fa)ds
Substitution: g(x) =y, ¢ (z)dx = dy.
t
flg™ ()
Fyox(f) = / Ho— W),
sc0) Joglg W) Y
flg™'(y) .
= ——=h ist Dichte von X
9'(g7 () @) 9
Regel des Faulen Statistikers
Beweis (3)
2. Fall: Sei g monoton fallend.
Fy(t) = Fyx)(t)=

POX)<t) = PX>g'0)= [ f@)ds
g7 (®)

Substitution: g(x) =y, ¢'(z)dr=dy, g(oc0)=—0c0

Regel des Faulen Statistikers

Beweis (/)
I (U ) PO N (U ()}
Fy0(t) = t/g/(g—l(y)dy_ t/lg’(g‘l(y)ld
[ o)
4 PICRITI
Sl W) _ ist Dichte von
T Ity M e Pteven 9

Regel des Faulen Statistikers
Beweis (5)

Substitution: y = g(x),dy = ¢'(z)dz
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Regel des Faulen Statistikers
Beispiele (Fortsetzung). Verwenden die Dichte von g(X).

Fortsetzung von Bsp. X ~ R(0,1), Y = g(X) = ¥

Also

dasselbe Resultat wie mit der Regel des Faulen Statistikers.

Regel des Faulen Statistikers
Beispiele (Fortsetzung von Bsp. Gebrochener Stab)
Es war X ~R(0,1), Y = g(X) = max(X,1 — X).

g(z) = max(z,1 — z) ist stiickweise differenzierbar.

, 1, x> 0.5
g(z) =
1, x<0.5.
9 ' y) = {y.1-y}

)+ f-y) 1+1
B )R B )
E(Y):/OSyﬁ(y)dy:/OSy-?dy:Z-§y26.5:1

Also wieder dasselbe Resultat wie mit der Regel des Faulen Statistikers.

, ye(05,1)

7.2 Moment und Varianz

7.2 Moment und Varianz

Es sei X eine zuféllige Variable.

Def. 30 (Moment und Zentrales Moment)
Falls E(|X|P) < oo, heifit der Erwartungswert EX? p-tes Moment

+oo
zP - f(x)dx, falls X stetig ist
J g
EXP =({ —=
S alp;, falls X diskret ist
ieN
E(X — EX)? heifit p-tes zentrales Moment.

Varianz und Standardabweichung

Def. 31 (Varianz), bez. Var X oder o%

Das zweite zentrale Moment E(X — EX)? nennen wir auch Streuung oder Varianz der Zufallsgrofie X.

Def. 32 (Standardabweichung), o,0x

o=+Var(X)

Bem.: Var (X): mittlere quadratische Abweichung zwischen X und EX.
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Varianz

Satz (Eigenschaften der Varianz):

1. Sei ¢ € R. Wenn P(X = ¢) = 1, so Var X = 0. Ist umgekehrt Var X = 0, so existiert ein ¢ € R, so daf} gilt:
P(X=c¢)=1.

2. Fiir beliebige ¢ € R gilt: Var (X + ¢) = Var X.
3. Fiir beliebige a € R gilt: Var (a- X) = a? - Var X.

4. Fiir zwei zufillige Variablen X7 und X» gilt: Var (X; + X5) = Var Xy 4+ Var X3 + 2 - cov (X1, X3).

Eigenschaften der Varianz
Beweis (1)
Es seien X, X; und X5 beliebige zufillige Variablen. a, ¢ € R seien ebenfalls beliebig gewéhlt. Die folgenden Aussagen

folgen aus dem Satz tiber die Eigenschaften des Erwartungswertes.
1. Es gelte: P(X = ¢) = 1. Daraus folgt EX = c.
Var X =E(X —EX)?=E(X —¢)?=E(c—¢)?=0
Es sei nun Var X = 0 = E(X — EX)? = 0. Allgemein gilt fiir c € R: E(X —¢)? > 0. Also, P(X — EX =0) = 1.

und c¢:= EX leistet das Verlangte.

Eigenschaften der Varianz
Beweis (2)

2.

Var (X +¢) = E(X +c—-E(X +¢))?

Eigenschaften der Varianz
Beweis (3)

3.

Var(a-X) = E(a-X —E(a-X))?
= E(a-X —a-EX)?
= E(a- (X —EX))?
= E(d’ (X - EX)?)
= oa* - E(X -EX)?
= a? VarX
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Eigenschaften der Varianz

Beweis (/)
4.
Var (X1 + X3) = E(X;+ Xs —E(X; + X3))?
= E(X;+ X, - EX; —EX,)?
= E((X; —EX)) + (X, — EX>))?
= E((X; —EX))?+ (Xy — EXy)?

+2- (X1 —EX;) - (X, — EXy))
= E(X; -EX))?+E(X; - EX,)?
+2- B((X1 — EX1) - (X2 — BX,))

Kovarianz und Unabhéangigkeit

Def. 33 Kovarianz der zufidlligen Variablen X; und X,

cov (X1, X2) :=E(X1 —EX;) - (X2 — EX3))

cov (X1,X5) =

— E((X, —EX)) (X; — EX)))

(X1 X, — X1 -EX; — X5 - EX, + EX; - EX))

(X1 X2) — E(X, - EX,) — E(X, - EX)) + EX, - EX,
( .

X, - X,) - EX, - EX,

o
g0 o

= E

Kovarianz und Unabhingigkeit
Erinnerung:

Def. 34 Unabhangigkeit
Zwei Zufallsvariablen X; und X5 heiflen unabhéngig, falls fiir alle 1,z € R gilt:

P(Xl <I1,X2 <QZ2) :P(Xl <I’1)P(X2 <SC2)

Lemma

Es seien X7 und X, zwei unabhingige Zufallsgréfen. Dann gilt:

cov (X1, X2) =0.

Def. 35 Zwei Zufallsvariablen X; und X5 heiflen unkorreliert

falls cov (X1, X2) = 0.
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Kovarianz und Unabhangigkeit

Beweis des Lemmas (1)

Beweis: Wir betrachten den zufiilligen Vektor X = (X7, X2)7 und betrachten nur den Fall, dass die beiden Zufalls-
groffen X7 und X, stetig sind. Fir den diskreten Fall verfihrt man analog. Es sei f(x1,x2) die Dichtefunktion des
zufélligen Vektors X.

Wir definieren eine Funktion ¢g: R?2 — R durch:

g(Xl,Xg) = (Xl — EXl) . (X2 — EXQ)

Offenbar,
Ccov (Xl, XQ) = Eg(Xl, XQ)

Kovarianz und Unabhéangigkeit
Beweis des Lemmas (2)
Auflerdem ist:
Eg(X1,Xs) = /(wl —EX;): (z2 — EX>) - f(21,22) dzq dzs.
R2

Nach Voraussetzung sind die zufélligen Variablen X; und X5 unabhéngig, also

f(xlva) = fX1 (1'1) ’ fxz(xQ)'

(das folgt unmittelbar durch zweimaliges Differenzieren, nach z; und nach zo, der Gleichung Fx, x,(x1,z2) =

FX1 (xl)FXz (x2))
Somit gilt dann:

Kovarianz und Unabhéangigkeit
Beweis des Lemmas (3)
Cov (Xl, X2) =

= /(331 —EX)) - (z2 —EXy) - fx, (21) - fx,(x2) dzy dao

R2

= /(1'1 — EXl) . le (xl)dxl . /((EQ — EXQ) . fX2(£L'2) d(Ez
R R

= E(X,-EX)) -E(X; - EX))

= 0

Korrelation und Unabhiangigkeit
Die Umkehrung der Aussage des Lemmas gilt im allgemeinen nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:
Es sei X1 ~ R(0,m)

% yfalls0 <z <m

le ((E) =

0 , sonst

Die Zufallsgrofle Xo definieren wir durch X5 = sin X;. Offenbar, X; und X5 sind streng abhéngig. Wir berechnen die

Kovarianz.
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Korrelation und Unabhangigkeit
Beispiel (Fortsetzung, 1)
Nun gilt fir die Erwartungswerte EX; und EX5:

“+o00o ™
1
EX, = /x~fxl(x)dx:/x'—d:c
v
—00 0
1 z2 T 1, =2 s
= T {7}0:; 2 T 2
+oo
EX, = E(sinXl):/sina:-fxl(x)dac
= /sm:v%d:v:l'[—cosa:]g:2
0

Korrelation und Unabhangigkeit
Beispiel (Fortsetzung, 2)
Fiir den Erwartungswert E(X; - X3) gilt nach der Regel des Faulen Statistikers

T

E(X; X)) = E(X1~sinX1):/x~sinx~ L dx

P
0
kg

— [_1... Tl
= [ - Cosac]o—i—Tr /cosxdm

0
—_———
=0
= — 2. (-hr-0=1
Wir setzen alle diese Werte in die Ausgangsgleichung ein und erhalten:
Korrelation und Unabhiangigkeit
Beispiel (Fortsetzung, 3)
cov (X17X2) = E(X1 XQ) —EX1 EX2

= 1—

3o

=0

NI

Trotz der Abhéangigkeit der beiden Zufallsgroflen X; und Xs ist ihre Kovarianz gleich Null.

Folgerung
Falls zwei zuféllige Variablen X; und X5 unabhéngig sind, gilt fiir die Varianz ihrer Summe:

Var (X7 + X3) = Var (X1) + Var (X3).
Varianz, Beispiele (1)

a) Poisson-Verteilung, X ~ Poi(\)
pi=PX=i)="e ", i=0,12,...
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oo

Var(X) = B(X-BXP =Y (- N,
=0
= i = Dpit Yy i =2 i+ Ay
=2 i=0 i=0 i=0
X \i—2

e A—222 £ 2\2 =\

= )\QZ

(i —2)!

Varianz, Beispiele (2)
b) Binomialverteilung, X ~ B(n,p).
Var (X) = np(1 — p).

(ohne Beweis, UA)

Varianz, Beispiele (3)

¢) Gleichverteilung auf (a,b), X ~ R(a,b)
L 2¢€(a,b)

b—a
0 sonst.

Ex - ¢t0
2

1
b—a

b
1 1 50
2 _ 2 _ 3
EX* = /Gmb_adx—gx |a~
B b — a3 7a2+ab+b2
3(b—a) 3 '
Var(X) = EX?- (EX)?
1
= E(4a2+4ab+4b2—3a2—6ab—3b2)
(b—a)
12

1
= E(a2 —2ab+V?) =

Varianz, Beispiele (4)

d) Exponentialverteilung

0 sonst.

{)\6)"”” falls 2 > 0,
1
EX = -
By

EX? = / PN dp = 2 (UA).
0

Var (X) =
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Varianz, Beispiele (5a)
e) Normalverteilung

1 71M

f@) = e 2

2no

o 1 liz—p\2
2 —3( )
T — ——e 2V /) dx
/ 2 V2ro

& 1
= o? 7*dt
7 / V2T

o
>
|

=
I

Varianz, Beispiele (5b)

e) Normalverteilung

2 oo )
= \/UT(—te_ﬁ/Q!iow —/ (-1)e~ = dt)
77 —00

0'2 > t2 d
= e 2 dt
\/277 /—oo

t=2£L odt =dx

o )

Bei Normalverteilung sind also die Parameter p und o2 Erwartungswert und Varianz.

7.3 Schiefe und Exzess

7.3 Schiefe und Exzess

Angenommen, das 4. Moment existiert.

Def. 36 (Schiefe und Kurtosis)

ox = Var(X) (Standardabweichung)
. E(X -EX)3
Schiefe 1 ((VarX)?’/Q)
. E(X - EX)*
Kurtosis v = ((VarX)Q)

Exzess: v9 — 3.

Schiefe und Exzess, Versuch einer Klassifikation
~v1 > 0:  rechtsschiefe Verteilung
v1 = 0: symmetrische Verteilung
~v1 < 0:  linksschiefe Verteilung
9 > 3: starke Tails
v9 =3: Wolbung wie bei NV
Y2 < 3: schwache Tails

Bem.: Diese Klassifikation ist recht vage. Es gibt mehrere Verteilungen mit gleichem Erwartungswert, gleicher

Varianz, gleicher Schiefe und gleicher Kurtosis, die aber recht unterschiedlich aussehen.
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Schiefe und Exess
E(X) =0,var(X) =1, 71 =0,72 =3

D chte
0.6
0.4+
0.2
Ot
-3 -2 -1 0
X

(0]



7.4 Charakteristische Funktionen

Charakteristische Funktionen werden wir brauchen um einen wichtigen Satz, den Zentralen Grenzwertsatz (siehe
unten), zu beweisen.
Sei X Zufallsvariable mit Dichtefunktion fx (falls X stetig) oder Wkt.funktion p; (falls X diskret).

Def. 37 (charakteristische Funktion von X)

. 7 et fx(x)dr  falls X stetig

bx(t) :=Ee™™ =77
Doy €ip; falls X diskret

Bem.: Die Funktion ¢x ist (bis auf den Faktor /27) die Fourier-Transformierte von fx.

Bem.: Die charakterische Funktion existiert.

Charakteristische Funktionen
Satz (Eigenschaften)

(i) éx(t) ist in —oo < t < oo gleichméBig stetig.

|px (t)]
ox (1)

A
- =
>
=
<
>
e
I
~

(ii) Die Zufallsvariable Y = aX + b hat die charakteristische Funktion

oy (t) = ox (at)eibt
(iii) ¢@x(t) ist reellwertig < X bzgl. x = 0 symmetrisch ist.
Beweis: UA, Eigenschaften der Fkt. e’. O

Charakteristische Funktionen

Satz (Multiplikationssatz)
Seien die Zufallsvariablen X; und X, unabhingig mit den charakteristischen Funktionen ¢; und ¢. Dann hat die

Zufallsvariable X; + X5 die charakteristische Funktion ¢; - ¢s.

Beweis: Es gilt:
Dx11x, (1) = BetX1tX2) — EeitXu EeitX2 — ¢, (1) - o (1)

O
Charakteristische Funktionen
Satz (Eindeutigkeitssatz)
Die Beziehung Fx < ¢x ist eineindeutig. Fiir X stetig gilt:
1 > —itx
fx(@)=— e ox(t)dt
27 J_ o
Fiir X diskret gilt:
1 T
= lim — gk (t) dt
b= i g [ ox
Beweis: siehe z.B. Giinther, Grundkurs Analysis, Teil 3. O
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Charakteristische Funktionen

Satz (Konvergenzsatz)

Seien X, Zufallsvariablen mit X,, ~ F},. Dann gilt

F,—-F & ¢,—¢, ¢ stetigin t=0.

Charakteristische Funktionen

Wozu brauchen wir sie?

Zum Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes:
Die Summe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsgrolen ist (oft) asymptotisch normalverteilt (sieche Abschnitt

Grenzwertsétze).
o 1. charakteristische Funktion der Summe (Multiplikationssatz)
e 2. diese konvergiert gegen charakteristische Funktion der Normalverteilung (s. unten)

e 3. Konvergenz der Summe folgt aus dem Konvergenzsatz

Charakteristische Funktionen

Satz (Erzeugung der Momente)
Sei EX* < co. Dann gilt:

1
ar == BX" = 20 (0)

Beweis: Vertauschen von Integration und Differentiation. O
Die charakteristische Funktion hat also die Taylor-Entwicklung

00 N\ k -\ j
¢X(t):Ee“X=E(Z@XJ‘)= aj@m(t’f), t—0.

il |
=0 I j=0 J:
Charakteristische Funktionen
X ~N(0,1)
oo
Ec'* = 12 / e dy
T J—c0
1 /oo 22 2itet(i)2—(it)2
= 5 e 2 T
T J—c0
12 R (a—it)? d "
= e e z T z=x—1
V2T —oo
1 .2 oco—+it 2 d 2
= ez e 2 dz=e 2
V 2w /ooJrzt
Y ~ N (u,0?):

EeitY _ Eeit(aXer) _ 6itu¢X (O't)
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8 Die Exponentialverteilung
8.1 Einfiihrung

Def. 38 (Exponentialverteilung), X ~ EX())
Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in [0, c0). Sie heifit exponentialverteilt mit dem Parameter A, A > 0, falls die
Verteilungsfunktion beschrieben wird durch

1—e M falls t>0
Fit)=P(X <t)=

0 sonst.

Die Dichte der Exponentialverteilung ist

e M falls t>0

0 sonst.

Die Exponentialverteilung

Erwartungswert

EX = / m~f(x)dx:/ z- e N dx
0 0

T
= z-(—e ) SO — / 1-(—e ) dx
0
u v o v
& -1 o0 1
= 0 —)\wd - . -z = _,
+/0 e X h\ e 0 h\

Die Exponentialverteilung

Varianz, Schiefe, Fxzess

2 1 1
2 2
VarX = EX°— (EX) sbviabviaby
1
ox = 3 (Standardabweichung)
. ~ E(X-EX )3 B
Schiefe = W —9
. E(X —-EX)*
Kurtosis = W =9

Die Exponentialverteilung

Beispiel

Die zufillige Wartezeit eines Kunden

am Schalter sei exponentialverteilt mit einem Erwartungswert von 10 min.
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie mindestens 15 min. warten miissen?
X: zufillige Wartezeit eines Kunden am Schalter, X ~ Exzp(\), A= . Frage: P(X > 15) ?
P(X >15) = e '
= e % ~0.220.
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8.2 Gedachtnislosigkeit

Def. 39 (Gedichtnislosigkeit)
Eine Verteilung P (mit Verteilungsfunktion F’) heifft gedéchtnislos, wenn fir alle s, ¢ > 0, gilt:

P(X >s+t|X >t)=P(X > s).
Bem.: Bei stetigen Verteilungen ist das dquivalent zu
P(X>s54+tX >t)=P(X > s).
Es gilt (Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit)

P{X >s+tin{X >1t})
P(X > t)
P(X >s+1t)
P(X >t)

P(X>s+tX>t) =

Gedéchtnislosigkeit (2)

Eine Verteilung(sfunktion) ist also gedéchtnislos, genau dann wenn

P(X>s+1t)

RICEU
b 1— F(s+1)

W:l—F(s).

Def. 40 Uberlebensfunktion (oder Zuverliissigkeitsfunktion)
G(t)=1—F(t)

Gedichtnislosigkeit (3)

Die Verteilungsfunktion F (mit der Uberlebensfunktion G) ist also gedichtnislos genau dann wenn
G(s+t)=G(s)-G(t) firalle s,t>0

Cauchy- Funktionalgleichung

Gedichtnislosigkeit (4)

Satz: Die Exponentialverteilung ist gedichtnislos.

Beweis: Die Verteilungsfunktion ist
1—e M falls t>0

Ft)=P(X <t)=
0 sonst,
und die Uberlebensfunktion
Gt)=1-F(t)=1—(1—e ) =e

Folglich erhalten wir
G(s41) = e AT = 725N — G(s) - G(t).
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Gedichtnislosigkeit (5)

Satz: Sei F eine stetige Verteilungsfunktion mit F(0)=0 und G(t)=1- F(t).
Es gelte die Cauchy-Funktionalgleichung

G(s+t)=G(s)-G(t) furalle s,t>0. (1)

Dann gilt fiir alle ¢, ¢t > 0,
Ft)y=1—e,

wobei A > 0. D.h. F ist Exponential-Verteilungsfunktion.

Gedichtnislosigkeit (6)

Beweis des Satzes

1. Es gilt:

d.h. G(t) > 0 fir alle ¢.

Angenommen, es existiert ein ¢y mit G(to) = 0, dann folgt:
G(t) =Gt —to+to) = G(t —tg) - G(to) =0

fir alle ¢, d.h. wir erhalten die triviale Losung fiir die obige Cauchy-Funktionalgleichung, die jedoch wegen
G(0) =1 — F(0) = 1 nicht zugelassen ist.

Gedichtnislosigkeit (7)

2. Es gilt also G(t) > 0 fiir alle ¢.

Sei m, m > 0, eine natirliche Zahl. Dann folgt aus (1) fiir alle ¢ > 0:

t t t \m
—_——
m mal
insbesondere . )
G(1) = (G(%)) oder G(E) =(G)™
Gedichtnislosigkeit (8)
3. Fiir rationale Zahlen r = % erhalten wir
n 1 1
G(r) = G(E) :G(E—F...—FE)
—_———
n mal
— (@)
B m
= (GO)"
= (6"
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Gedichtnislosigkeit (9)
4. Da die Funktion (G(1))* stetig ist auf RT folgt fiir alle ¢ > 0:
G(t) — G(l)t _ et~1n(G(1))

5. Wir setzen A := —In G(1).

Da F als Verteilungsfunktion monoton wachsend ist, ist G monoton fallend, d.h. InG(1) < 0 und A > 0. Wir

erhalten demnach

also

Gedéchtnislosigkeit (10)

Bem.: Unter den diskreten Verteilungen hat nur die geometrische Verteilung diese Eigenschaft (siehe dort)

Fortsetzung von Beispiel 1
Der Kunde hat schon 10 min. gewartet. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass er insgesamt ldnger als 15 min.

warten muss?

P(X > 151X >10) = P(X >5) = e =¢0b
0.604.

Q

Gedéichtnislosigkeit (12)

Postschalter mit 2 Personen besetzt. Die Bedienungszeit sei zufdllig, exponential verteilt, mit Erwartungswert % Es
werden gerade zwei Kunden bedient, Sie sind der ndchste.
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Sie nicht der letzte der 3 Kunden sind? Antwort: Sie werden bedient, sobald der erste
Platz frei wird. Wegen der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung hat die Bedienungszeit des anderen Kunden
dieselbe Verteilung wie Ihre.

P =0.5.

8.3 Zuverlassigkeitsmodelle

Def. 41 Die Zuverlissigkeit eines Systems ¢

ist die Wahrscheinlichkeit, dass das System zum Zeitpunkt ¢ intakt ist:

Rel({) = P(X > t).
Annahmen: Das System besteht aus mehreren Komponenten Die Komponenten sind unabhéngig X; ~ Exp();).

Zuverlassigkeitsmodelle

e Reihensystem

e Parallelsystem

e [ aus n System

e Proversionswahrscheinlichkeit

e Faltung
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Zuverlassigkeitsmodelle

Reihensystem (g

G1(t) Gn(t)
Rel(CR) = P(XRZlf):P(X1>t, ,Xn>t):
= [[rxizt=]]Git) =
i=1 i=1
_ H e it = exp (— Z )\zt>
i=1 i=1
Reihensystem

Die zufillige Lebensdauer X des Reihensystems ist

Xp ~ Exp(zn:)\l).

i=1
Die mittlere Lebensdauer des Reihensystems ist

1

EXp==—.
Zi:l Ai

Zuverlassigkeitsmodelle
Reihensystem:

Rel(Cr) = e~ 20 )

)

n—o00,A; =X: Rel((g) —0.

n— OOaZAi,n —A<oo: Rel((g) —e M
i=1

Die Lebensdauer Xg des Reihensystems ist asymptotisch wieder exponentialverteilt.

Die Exponentialverteilung ist eine sogenannte Extremwertverteilung.

Zuverlassigkeitsmodelle
Reihensystem

Bem.: Die Lebensdauer Xr des Reihensystems kann beschrieben werden durch

Xp =min X;.
3

Die Zufallsvariable X hat oft  (auch dann wenn nicht X; ~ Exp()\)) asymptotisch eine Weibull-Verteilung mit
der Dichte
£ = b Lm0 £ 50,6 > 0,0 > 0.

Das ist dann der Fall, wenn die Dichte der unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen X; ‘kurze’ Tails hat.
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Zuverlassigkeitsmodelle

Parallelsystem (p

G |
L Gty
Parallelsystem
Rel(Cp) = P(XP > t) =1- P(XP < t)
= 1-P(X1<t,...,. Xp<t)=
alle Komponenten sind
vor dem Zeitpunkt ¢
ausgefallen
= 1-[[Pxi<ty=1-][F:®
i=1 i=1
= 1—(1—e )" wenn N\ =\ Vi
Parallelsystem
. . Parallelsystem
Rel(Cp) = 1—(1—e )"
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Parallelsystem

n—o00,A =A: Rel((p) —1

Bem.: Die Lebensdauer Xp des Parallelsystems kann beschrieben werden durch

Xp =max X;.
7

Zuverlassigkeitsmodelle

Mittlere Lebensdauer des Parallelsystems (A; = )

G —— ® —— ¢ ——— ¢ i
0 T T T3 Xp
~ Exp(An) ~ Exp(A(n-1)) ~ Exp(A(n-2))

Ti:  Wartezeit bis zum 1. Ausfall einer Komponente
T;:  Wartezeit zwischen (i — 1)-tem und i-tem Ausfall

einer Komponente

Xp = Zn:T
=1

Parallelsystem
mittlere Lebensdauer (2)
Zwischen (i — 1)-tem und i-tem Ausfall einer Komponente arbeiten genau n — i + 1 Komponenten gleichzeitig. Die Le-
bensdauer dieses Teilsystems aus n—i+1 Komponenten (Reihensystem) hat eine Exponentialverteilung mit Parameter
pwi=(Mn—1+1)-A

i = ) . ) .

El,=—=——— -
W, mn—i+1 A

- 1 1
EXP_Z* /\anwl *Z?

im1 i i=1

Zuverlassigkeitsmodelle
k aus n Systeme

Das System féllt aus, wenn k& Komponenten ausgefallen sind.
Lebensdauer: T= Zle T;.
Mittlere Lebensdauer:

BT — f:i Iy 1
N i /\izln—i—kl
VT S S S
T oA\ on-—1 n—k+1"

n aus n-System: Parallelsystem [-0.5ex] 1 aus n-System: Reihensystem
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Zuverlassigkeitsmodelle

Proversionswahrscheinlichkeiten
Problem: Reihensystem mit 2 Komponenten und der zufélligen Lebensdauer X1, Xo: X1 ~ Exzp(A1), Xz~ Exzp(\a).
System fillt aus.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt das an der ersten Komponente?

Proversionswahrscheinlichkeiten

P(X1 < Xg) = /OOC P(X1 < XQ‘XQ = t)fg(t)dt

/ P(X) <t)-dge M2t at
0
/ (1 —e M) hge 2t at

0
1— /OO Age~ (A1)t gy
0
1 A2

— — )\1
M+ M+

Proversionswahrscheinlichkeiten

bei Exponentialverteilung

P(X1 < Xz) = 3

1 _ 1 _ .
N 1000h, N = 500h :

1
P(X1 < X5) = 3"
Faltung der Exponentialverteilung

System mit 2 Komponenten: Zunéchst ist nur die erste Komponente eingeschaltet. Wenn diese ausfallt, wird automa-

tisch die 2. Komponente zugeschaltet. Das System féllt aus, wenn beide Komponenten defekt sind.
Die Lebensdauern X7, X5 seien unabhéingig und exponential, X, Xo ~ Exp(\) verteilt.
Frage: Wahrscheinlichkeit fiir Systemausfall?

Faltung der Exponentialverteilung
FX1+X2(t) = P(X1 + X5 < t)

- /OOO P(X1+ Xo < t| Xy = 5)f(s)ds
_ / T P(Xy <t 8)f(s)ds
- / TF(t - ) f(s)ds
Ot
/ (1- e"\(t_s))/\e_)‘s ds
0

t t
= / e M ds — e M ds
0 0

= 1—e M- e M.
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Faltung der Exponentialverteilung
Erlang-Verteilung
Dichte (¢ > 0):

fA)=F'(t) = Xe M4 N2te M N M

2 —A
Erlang-Verteilung mit Parameter (2, \). = MN-otoe

Satz: Seien Xi,...,X, unabhingig, X; ~ Exp(\)

Dann ist
X1+ X3 + - X, ~ Erlang(n, \),

Erlang verteilt mit Parametern (n, A) und Dichte:

fErl(t) — /\ef)\t ()‘t)nil

(n—1)V

Beweis: durch Induktion. O

Zuverlassigkeitsmodelle

Ausfallrate
Def. 42 Ausfallrate-Funktion (oder Hazardrate-Funktion)
ity = 710
1—F(t)

(F eine Verteilungsfunktion mit Dichte f)

Interpretation: Die Zufallsvariable X habe bereits die Zeit ¢ iiberlebt. Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
X den Zeitraum [t, t 4 dt] nicht tiberlebt

Ausfallrate-Funktion (2)
Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass X den Zeitraum [t, ¢ + dt] nicht iiberlebt, also

P(X € [t,t +dt])
P(X > 1)
ftt+dt f(x)dx
1— F(t)
F(t+dt)—F(t)
—1-rm
ft)dt

P(X <t+dt|X >t) =

u(t): Rate mit der ein Bauteil, das t alt ist, ausfallt.

Ausfallrate-Funktion (3)
F(t)=1—¢

Bei Exponentialverteilung ist die Ausfallrate konstant, sie hdngt nicht vom Zeitpunkt ab!

UA: Sei F eine stetige Verteilungsfunktion mit Dichte f und konstanter Ausfallrate. Zeigen Sie, dass f Exponential-
Dichte ist. Hinweis: Setzen Sie u(t) := 1 — F(¢t) und losen Sie die Differentialgleichung u’ 4+ Au = 0.
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Ausfallrate-Funktion (4)
Def. 43 (IFR, DFR)

e Eine Verteilungsfunktion F' hat Increasing Failure Rate (IFR), falls p(t) monoton wachsend ist.

e I hat Decreasing Failure Rate (DFR), falls p(¢) monoton fallend ist.

Weibull-Verteilung

Verteilungsfunktion: F(t) =1 — e_(M)b, t, A, b>0,
Dichtefunktion: ft) = pALEb—1e—(AD)°

Ausfallrate-Funktion (5)

Weibull- Verteilung
Ft)  bAlem (0

O=1"F@ = oo =
IFR falls b>1
IFR, DFR falls b=1 (exp)
DFR falls b<1

e System mit verdeckten Méngeln, aber langsamen “Altern” — Ausfallrate sinkt — Weibull, b < 1

e System mit wenig verdeckten Méngeln, aber schnellem “Altern” — Ausfallrate steigt — Weibull, b > 1
1.2 —
1.0 :
0.8
0.6
0.4

0.2

L e e e e L N LA B B

Weibull Dichten (griin: b < 1, blau: b =1, gelb: b > 1)

Ausfallrate-Funktion

Hjorth- Verteilung

efAtz/Q
Verteilungstkt.: F(t) =1-— W, t, A v,b>0,

At(L +bt) + Y 22
(1 + bt)r/b+1

Dichtefkt.:  f(t) =

_ @ gl
uit) = 1—F(t) =AE 1+ bt

fallend fir A = 0 badewannenférmig fiir 0 < A < by.

87



Ausfallrate-Funktion

Die Hjorth-Verteilung modelliert also badewannenférmige Ausfallraten.
e zundchst fallen viele Objekte aus (Kinderkrankheiten)
e dann Ausfallrate zeitweilig konstant

e schliellich mehren sich die Ausfille aufgrund von Alterungserscheiningen.

Kumulierte Hazardfunktion

H(t) = /0 u(s)ds = —log G(t)

“Ansammlung” von Risiko (Hazard).

8.4 Bedienungstheorie
Es werden ganz kurz einige Fragestellungen skizziert.

M/M/s - Wartesystem

e X ~ FExp(\) Zeit zwischen Ankiinften/Anforderungen

Forderungen reihen sich in eine Warteschlange ein.

e B~ FExp(u) Bedienungszeiten, unabhingig

s parallele Bedienungsplatze

e Bei frei werdendem Bedienungsplatz wird die néchste Forderung sofort bedient.

M/M/s - Wartesystem

Fragestellungen:
e  Mittlere Anzahl der Forderungen im System
e  Mittlere Warteschlangenlénge
e  Mittlere Wartezeit EW
e  Besetztwahrscheinlichkeit Ppg
e  Wartezeitverteilung (ohne Beweis)

P(W < u)=1— Pge(sh=Nu

Pp
sp— A

EW =

e 1 1
Stationérer Fall, wenn 7 <x
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Bedienungstheorie
M/M/s - Verlustsystem

e X ~ Exp()\) Zeit zwischen Ankinften/Anforderungen
e Eine ankommende Forderung wird sofort bedient, wenn ein Bedienungsplatz frei ist, ansonsten geht sie verloren.
e B~ FExp(n) Bedienungszeiten, unabhéngig

e s parallele Bedienungsplatze

Fragestellungen:
e Verlustwahrscheinlichkeit

e Mittlere Anzahl der besetzten Bedienungsplétze

8.5 Zusammenfassung (Exponentialverteilung)

e Exponentialdichte

e A if t>0
ft) =

0 else.

e Erwartungswert

e Uberlebensfunktion

e Cauchy-Funktionalgleichung
G(s+1t)=G(s) - G(t).

Zusammenfassung (Exponentialverteilung, 2)

e Die Exponential-Verteilung ist geddchtnislos.

Die einzige gedichtnislose stetige Verteilung ist die Exponential-Verteilung

Exponential-Verteilung ist eine Extremwertverteilung.

Anwendungen in der Zuverlassigkeitstheorie Reihensystem, Parallelsystem

Ausfallrate-Funktion

_f@®
p(t) = T—FQ)

Die Ausfallratefunktion der Exponentialverteilung ist konstant.
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Ergianzung (Exponentialverteilung)
Satz: Sei X Zufallsvariable auf [0, c0) mit E(X) = .

Dann ist die Entropie

maximal, falls

d.h. p(x) ist Exponentialdichte.
Beweis: der Beweis ist analog zu dem entsprechenden Satz bei Normalverteilung, siehe Abschnitt Normalverteilung.
(Man setzt dort log g(z) = o + SBz.)
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9 Die Normalverteilung
9.1 Standard-Normalverteilung

Def. 44 (Dichte)

Def. 45 (Standard-Normaldichte, =0, o2%=1)

1
p(x) = \/7277?
1
O(z) = N
o(z), ®(z) sind tabelliert!
pla) = ¢

Dichtefunktion der Standard-Normalverteilung

- e

—2%/2 Dichte

e /2 gt Verteilungsfunktion

Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

w
040
038
036
034
032
030
028
026
024
022
020
018
0.16
014
012
010
008
0.08
004

002

o0o0;

X ~N(0,1) :
Frage: Fiir welches z gilt: ®(z) = a?

Pla < X <b) = d(b) —X<I>(a).

r=®"1a) a-Quantil. ® !(a) als Funktion: Quantilfunktion

Die Normalverteilung
Vergleichen Sie
a) o2 fest, p verschieden

b) u fest, o2 verschieden
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Dichtefunktion verschiedener Normalverteilungen Dichtefunktion verschiedener Normalverteilungen

Lageunterschied Skalenunterschied

wi Dichte

040 08
038
0364
034
032
030
028
026 05
024
02 04
020

018 /\
016
014
012 02 e
0104
008
0064
004

0.02 T T T T T T
000+ 4 3 2 - 0 1 2 3
T T T T T T T T T T T

Parameter == (0,1) — (04) (00.25) phit

Die Normalverteilung

Satz: Es gilt:

X ~N(0,1) <= oX+p~N(o?)
X ~N(p,0%) <= aX + 6~ N(ap+ B,a%0?)

X —
X ~ N(p,0?) < T“ ~ N(0,1)
Beweis: : Wir zeigen nur 1. (—). Sei X ~ N(0,1).
PoX+p<z) = P(x<ZH)—eF
o o
-
L e /x 1 —w-w?/e0?)
— e dt - € G 7 du
/_oo V2 o0 V27ma?

YR =, Lldu=dt.
9.2 Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Satz: Sei X1 ~ N (p,01), Xa ~ N (u,03),
0? < o3 und @ > 0. Dann gilt: P(u—a < X; <p+a)>Plp—a< Xy < p+a).

Beweis:
Plu—a<Xi<p+a) = P(;—f Xla:” U%)
= o) -2~ )
> @) o)
= Plpu—a<Xo<p+a)
Beispiel

X1 NN(1074>,X2 NN(1079>,Q =1.

PO<X;<1l)=
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= o) -}
= ed)-(-ed)
= ze(d)-1

= 2-0.6915—1=0.383.

P(9<X2<11):

3 3
= o(3) — 2(—3)
= a(d) - (- e(d)
= 2-9(3) -1

2-0.63056 — 1 = 0.26112.

Fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten ®(z) existieren Programme und Tabellen.
e x > 0. In diesem Fall kann der Wert fiir P(X < z) direkt aus der Tabelle abgelesen werden.
e r<0. PX<z)=(x)=1—-P(—x), z.B.

P(X < —1)=®(—1) =1 —&(1) ~ 0.15.

e Pla< X <b)=2o(b) — P(a), z.B.

P(-1<z<1) = ®(1)-d(-1) =
=®(1)— (1—-®(1)) = 28(1)—1~0.68.
Berechnen von Wahrscheinlichkeiten
Beispiele
e Y ~N(0,1): P(Y <0) =1 (lt. Tabelle);
e X ~N(1,22): P(X <0) =0 (%)= (—3)=1-P(5) =1 —0.691 = 0.309.

Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Def. 46 (p-Quantil)
Sei die Verteilungsfunktion F' und die Wahrscheinlichkeiten p gegeben. Ein Wert x, mit

p=PX <zp) = F(xp)
heifit p-Quantil der Zufallsvariablen X, der Verteilungsfunktion (oder nur der Verteilung) F.

Sei Y ~ N(0,1).
Gesucht ist das p = 0.95-Quantil von Y.
Tabelle fiir p = 0.95: 2,(0,1) ~ 1.645
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Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Sei X ~ N (u,0?). Bestimmen das p-Quantil x,(u, 0?):

g g

= P(Y <x,(0,1)), Y ~ N(0,1).

p = P(X<z,(n0)=P (X—M _ apl0) —u)

D.h.

Tp(p, o) —
2p(0,1) = T,

woraus durch Umstellen folgt:

zp(p,0) =0-x,(0,1) + p.

9.3 k-o—Intervalle

Def. 47 (k- o—Intervalle)
Fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X ~ N'(u, 0?) ist [u — ko, u+ ko] ein k - o-Intervall, k € Z*. Interessant sind
dabei die Wahrscheinlichkeiten:

P(p—ko <X < pu+ ko).

PX €p—kopu+ko]) = (I)(/L-&-k:—lt)_(b(u—kgia—u>
— (k) — (k)
= (k) - (1 —-2(k))
— 2.0k -1

k - o—Intervalle

k - o-Intervalle fir k=1,...,5

k| 2-®k) —1
1] 0.6827

2 | 0.9545

3] 0.9973

4 | 0.99997

5 | 0.9999994

6 | 0.999999998

k - o—Intervalle

Ein Zeitungsverkaufer sieht die Nachfrage X nach einer Tageszeitung als angendhert normalverteilt an. Das 2 - o—
Intervall sei [322,408]. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 400 Exemplare der Zeitung verkauft

werden?
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Die Frage ist also: P(X > 400) = ? Nach Voraussetzung gilt:
322 =p — 20, 408 = p+ 20.
Losung des linearen Gleichungssystems liefert

730=2u = p=2365 86=40 = o=21,5.

k - o—Intervalle

P(X >400) = 1-P(X <400)=1— & (220=£)
= 1-0(452%) ~ 1 - (1.63)
~ 1-0.95=0.05

Hat man ein k - o-Intervall gegeben (und es wird Normalverteilung angenommen), so ist es moglich, jede andere

Wahrscheinlichkeit auszurechnen.

Anwendung z.B. bei der Untersuchung von Toleranzen bei Werkstiickmafen oder bei Gewichtseinlagen von Gerichten.

9.4 Zentraler Grenzwertsatz
Zentraler Grenzwertsatz

Seien X; unabhéngig, identisch verteilt,
EX; =pu,Var X; = o2.

Yn = ; Z?:l Xi

T n

Zn =Tl o Z Z~NO,).

Beweis: siche Grenzwertsétze.

9.5 Fehlertheorie

Satz

Fehler sind unter folgenden Annahmen (asymptotisch) normalverteilt:

V1: Jeder Fehler ist Summe einer sehr groffen Anzahl sehr kleiner, gleich groler Fehler, die verschiedene Ursachen
haben.

V2: Die verschiedenen Fehlerkomponenten sind unabhangig.

V3: Jede Fehlerkomponente ist mit Wkt. 0.5 positiv und mit Wkt. 0.5 negativ.

Fehlertheorie

Beweis des Satzes

Seien €;, j = 1,...,n die Fehlerkomponenten.

V3 = Pej =+e) =1, dh. Ee; =0, vare; = €
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V1 = Gesamtfehler X =3 ¢;, also

o
=
I
™
o
Qm
|

o

Fehlertheorie
Beweis des Satzes (2)

Charakteristische Funktion von ¢;:

X (ite)2F
¢ej (t) = E(eitfj) _ %(eite + e—ite) _ Z (Zté) .

|
Pt (2k)
Charakteristische Funktion von X:
- £,y
¢X(t) = Hd)e](t):(l_?f +E€ -+
j=1
t? o 1\n
= 1 —_— . -
( 2l n + O(n))
oo €7t262/2
Das ist die charakteristische Funktion von N(0,02).
Fehlertheorie
Beweis des Satzes (3)
Den Grenzwert kann mich sich wie folgt iiberlegen:
Sei a, =1— @ und b, = o(%). Dann ist
log ¢x (t) = IOg(an + bn)n = nlOg(an + bn)

= n(IOg(an + bn) — loga,, + log an)
1Og(an + bn) — log (¢2%)
= nb,

~—~ b
o(1)

+nloga,

~1l/an

= o(l)+nlogan,

— o(l) n —t202/2
ox(t) e ay — e
—1

Die Behauptung folgt dann aus dem Konvergenzsatz.

9.6 Maximale Entropie

Def. 48 (Entropie)
H(f) =~ [ fo)1og f(w) do

Maximale Entropie bei gegebenen Erwartungswert 1 und Varianz o°.

f: Wahrscheinlichkeitsdichte auf (—oo, 00).

(*) /xf(x) dz = p, /(a: — )2 f(z)dz = o2

Die Entropie ist zu maximieren unter den obigen Bedingungen (*).
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Maximale Entropie (2)

Satz:

Eine Dichtefunktion, die die Entropie unter den obigen Bedingungen maximiert ist normal.
Zum Beweis verwenden wir die Jensensche Ungleichung:

Jensensche Ungleichung fiir konkave Funktionen

Es sei g eine differenzierbare und konkave Funktion, und sei X eine zufillige Variable. Dann gilt:

Eg(X) < g(EX).

Maximale Entropie
Beweis der Jensenschen Ungleichung

Beweis: Sei T'(z) die Tangente an die Kurve der Funktion g im Punkt xg,

g(z) < T(x) = g(xo) + g (wo) (& — x0).
——
Anstieg der Kurve in zo

Wir setzen nun z := X und zg := EX und erhalten:
9(X) < g(EX) + ¢'(EX) - (X — EX).

Daraus folgt:

2
S
>
IA

E(9(EX) + ¢'(EX) - (X — EX))
9(EX) + ¢'(EX) - E(X — EX) = g(EX)
——

=0

Maximale Entropie
Beweis des Satzes

Seien p und ¢ beliebige Dichten. Da die Logarithmus-Funktion konkav ist folgt aus der Jensenschen Ungleichung:

[l = Budx)

InE, (%(X))

ln/(g(x))p(x) dx

p

ln(/ g(z)dz) =In1=0.

IN

Daraus folgt:

Maximale Entropie
Beweis des Satzes (2)

H(p) = f/plnpdx < f/plnqu

Sei ¢ wie folgt definiert:

Ing=a+B(z—u)+v(z—p?,
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wobei a, 3,7 so dass ¢ Dichte, ¢ ~ (i, 02).

H(p) < —/plnqdm

- [ s e+ 8= )+ 2o - 0?) da
~(a+70%)

feste obere Schranke fiir die Entropie.

Maximale Entropie
Beweis des Satzes (3)

Diese Schranke wird angenommen fiir p = g, also

np = a+pB(z—p)+y(z—p)?’
p = eotBla—p)+y(z—p)?

Offen: Gibt es «, 8,7 mit p Dichte und p ~ (u,0?)?

Antwort: ja, « = —In(v/270), 8= 0,7 = — 5.

202

Die Losung ist auch (i.W.) eindeutig, da in der Jensenschen Ungleichung das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn fast
iiberall % =1 gilt.

9.7 Summe normalverteilter Zufallsvariablen

Satz: Seien X; ~ N (uy,0?) Xo ~ N (uz2,03)

unabhéngig. Dann:
X1+ Xa ~ N (1 + p2, 07 + 03)

Beweis: : (allgemeiner fiir n Zufallsvariablen)
Seien X; u.a. Zufallsvariablen mit X; ~ N (p5,07%).
Charakteristische Funktion von X = Z?:1 X;:

n
it —o2t2 2,42
d)X(t) — Heztu] ojtt/2 _ gitn—o’t /2
Jj=1

wobei p =Y pj, 0% =Y 07 = X ~ N(u,0?) O
9.8 Treffen einer Zielscheibe

Satz: Sei (X,Y) zweidimensionale Zufallsvariable.

Folgende Annahmen seien erfiillt:
e V1: Die Randverteilungen von X und Y seien stetig.
e V2: Die Dichte h(x,y) von (X,Y) hingt nur vom Abstand /22 + y? vom Nullpunkt ab (Radialsymmetrie).

e V3: Die Fehler in 2- und y-Richtung sind unabhéngig.
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Treffen einer Zielscheibe

Sei Z die zuféllige Abweichung in beliebiger Richtung. Dann gilt
Z ~ N(0,0%).

Beweis: siche Abschnitt Transformationsformel
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10 Transformation von Zufallsvariablen

Sei X : @ — R eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(z) = P(X < x).
Wir betrachten eine Funktion g: R — R und eine Zufallsvariable Y:  — R mit Y = g(X).

v: 0 5R-SR

Y(w) =g(X(w)),Vw € Q.

Transformation von Zufallsvariablen
Die zufillige Variable Y = g(X) besitzt die Verteilungsfunktion

Fy (y)

PY <y)=P({w: Y(w) <y})

P({w: g(X(w)) <y})

= P(X e{z:g(x) <y})=P((X)<y)
————

eBt

Bem.: {z:g(z) <y} € B! gilt, wenn die Funktion g messbar ist.

Transformation von Zufallsvariablen

Frage: Wie berechnen wir Fy (y)?
Fall 1: F' diskret.

PY =y) = P(y(X)=y)
= P(z:g(z)=1y)
= P(x:z=g'(y)
= P(Xeg'(y)
= P(g'(v)
Transformation von Zufallsvariablen
F diskret, Beispiel
Sei Y = X2, wobei
1 mit Wkt. §
X=40 mit Wkt. 3
-1 mit Wkt. §
also g(z) = %, (9) = £/5 = {~ V5 v}
1
PY=0) = P(XzO):§
PY=1 = PXeV1)=PX=1VX=-1)
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Transformation von Zufallsvariablen
Fall 2: F stetig.

1. Finde fur jedes y:
Ay ={z:g(x) <y}

2. Die Verteilungsfunktion von Y ist
Fy(y) = PY <y)=Pg(X)<y)

P(z:g(xz) <y)=P(4y) = . fx(x)dx

Yy

3. Dichte von Y:

Transformation von Zufallsvariablen
Beispiel 1

X ~ R(0,%)., d.h. X hat die Dichte

% yfalls 0 <o < 5
f(z) =

0 , sonst

Welche Verteilung hat die Zufallsvariable Y = sin(X) ?

1. Finde fiir jedes y, y € (0,1)

Ay {z:g(2) <y} = {z:sin(z) <y}

{z: z < arcsin(y)}

Offenbar A, =0 fir y <0 und A, =R fir y > 1

Transformation von Zufallsvariablen

Beispiel 1 (Fortsetzung)

2. Die Verteilungsfunktion von Y ist

Fely) = P <y)= [ fxla)ds
Ay
2 arcsin(y) 2
= f/ dx = — arcsin(y)
T 0 ™
3. Dichte von Y:
2 1
d T 2 Yy S (07 1)
Frly) = S Fe(y) = 4 Vi
Y 0 sonst.

Transformation von Zufallsvariablen

Beispiel 2

Sei X stetig und X ~ Fx mit Dichte fx.
Welche Verteilung hat die Zufallsvariable Y = Fx(X) ?

1. A, ={r:Fx(z)<y}={r:2< Fy'(y)} Offenbar A, =0 fiir y <0 und A4, =R fiir y > 1
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Fy(y) = P(Y <y)=P(Fx(X)<y)=P(X <Fx'(y)
Fel(w)
= N fx(x)de = /_OO fx(x)dz

= Fx(Fx'(y)) = Fx(-o0) =y

Transformation von Zufallsvariablen

Beispiel 2 (Fortsetzung)

3. Dichte von Y:

NORE S

0 sonst.

D.h. Y ~ R(0,1)
Transformation von Zufallsvariablen
Beispiel 3

Sei umgekehrt U ~ R(0,1) und F eine Verteilungsfunktion mit Dichte f.
Welche Verteilung hat die Zufallsvariable Y = F~Y(U) ?

1. Finde fir jedes y

Ay

{u: F7'(u) <y}
= {u:u<F(y)}=(0,F(y)).

Transformation von Zufallsvariablen

Beispiel 8 (Fortsetzung)

2. Die Verteilungsfunktion von Y ist

AlsoY ~ F.

Transformation von Zufallsvariablen

Unter gewissen Zusatzannahmen gilt

Transformationssatz:
Sei X eine, auf (a,b) definierte (a = —o0,b = +o00 ist erlaubt) Zufallsgréfie mit Dichtefunktion f. Die Funktion

g: (a,b) — R sei differenzierbar mit ¢’(x) # 0 fiir alle « € (a,b). Dann hat die zuféllige Variable Y = g(X) auf dem

Definitionsbereich von g=! die Dichtefunktion

dg1
dy

hy) = flg~ () - ‘
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Transformationssatz
Beweis, Fall 1: ¢'(x) > 0

Bem.: Die Voraussetzung ¢'(z) # 0 fir alle = € (a,b) bewirkt, dass die Funktion g auf dem Intervall (a,b) streng

monoton ist.

Fall 1: Es sei ¢/(z) > 0V 2 € (a,b) und y € Db(g~!). Da g streng monoton wachsend ist, ist die Menge A, =
(a,g~*(y)) ein Intervall und die Dichte von Y ist gegeben durch

d d

d—yFy(y) = @(FX(g_l(y)) — Fx(=00)).

Anwendung der Kettenregel liefert die Behauptung.

Transformationssatz
Beweis, Fall 2: ¢’(x) <0

Fall 2: Es gilt ¢'(x) < 0, fir alle x € (a,b), Da also die Funktion g streng monoton fallend ist, ist die Menge
Ay = (97 (y),b) ein Intervall und die Dichte von Y ist gegeben durch

%FﬂwzéaEﬂm%J&QA@»

Anwendung der Kettenregel liefert die Behauptung.

Bem.: Beachten Sie, dass in der Formel des Satzes Betragsstriche stehen.

Transformationsformel
Beispiel 1
Die folgenden drei Beispiele wurden bereits oben behandelt. Sie folgen jetzt nochmal, diesmal direkte Anwendung des

Satzes.

Es sei X ~ R(0,%)., d.h. X hat die Dichte
2 fals0<z<Z

fz) =

0 , sonst
y = g(z) = sinzx.

Fiir alle z € [0, 5[ gilt: 0 < g(z) <1, g '(y) = arcsiny.

Transformationsformel
Beispiel 1 (Fortsetzung)

Die Dichte von Y = sin X ist nach Transformationsformel

d arcsin

by = Slarcsiny) |25 )
= f(arcsiny) !
2R e
2_1 falls 0 <y <1
_ ﬂ\/ﬁ b —=
0 , sonst.
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Transformationsformel

Beispiel 2

Es sei X Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F(x) = P(X < x) € [0,1] und Dichte f.
Die Dichte der Zufallsvariablen Y = F(X) ist mittels Transformationsformel (y € (0,1))

hy) = f(F '(y)

Folglich gilt: Y ~ R(0,1)

Transformationsformel

Beispiel 2 (Fortsetzung)

Bem.: Wir haben also gezeigt: Wenn X ~ F' so ist die transformierte Zufallsvariable
Y = F(X) ~ R(0,1)

Umgekehrt gilt: Ist U ~ R(0,1) und ist F eine beliebige Verteilungsfunktion, so ist Y = F~1(U) ~ F.
Anwendung: Zufallszahlen (siehe spéter).
Transformationsformel
Beispiel 4
Essei X: Q— R mit X ~ Exp(\), d.h.
F(z)=1-—e 7, x > 0.

Wegen U := F(X) ~ R(0,1) erhalten wir eine exponentialverteilte Zufallsvariable wie folgt:

u = Fz)=1—e"
e = 1-u
x = ! In(1 —w)
D)

Die Zufallsgrofe X = —11In(1 —U) ~ Exzp()), d.h. X ist exponentialverteilt mit dem Parameter A.

Transformationsformel
Beipiel 5

Es sei X eine Zufallsgrofie mit der Dichtefunktion f.
Weiter sei g die wie folgt definierte Funktion:
g(x) = ax +b.

Wir betrachten die Zufallsgrofle Y,

und bezeichnen y := g(x). Dann gilt:
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Transformationsformel
Beipiel 5 (Fortsetzung)

Fiir die Dichte der Zufallsvariable Y gilt nach dem Transformationssatz

h(y) = f(gl(y)%‘dflyl(y)‘ f<yab> ﬁ

Bem.: Im Fall der Normalverteilung, X ~ N(u,0?), o > 0, haben wir dieses Ergebnis bereits frither erhalten.

Transformationsformel

Lineare Transformation, Normal

2mo

X—p
o
Nach der in diesem Abschnitt hergeleiteten Formel ergibt sich die Dichtefunktion h der Zufallsgréfie Y:

1 y—>b 1 y+ £
h = — =— < | =
w = @ () = () = ortevsn)
1 67%(0?/+Ul"_}")2 _

\V2mo

Dichtefunktion einer Normal mit z = 0 und o2 = 1.

Y = bzw. X =oY + pu.

= q|

y2

e

Nl

g

§

Transformationsformel
Lineare Transformation, Normal (Fortsetzung)
D.h. Eine normalverteilte Zufallsgréfie wird in eine standard-normalverteilte Zufallsgrofie transformiert, indem der

Parameter p subtrahiert und anschlieBend durch den Parameter o dividiert wird. Sei also X ~ N(u,o?),

F(x)

I
b
>
A
s
I
~

P<Y<x;u>:¢(x;u>

Es gilt: Y ~ N(0,1). (vgl. auch Abschnitt Normalverteilung)
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11 Zufallsvektoren
11.1 Begriffe

Def. 49 (zufilliger Vektor)
Es seien X;, i =1,...,p, reellwertige, zufillige Variablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P). Dann heif}t

X=(X,...,X,)': Q-—RP

zufélliger Vektor.

Er transformiert den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P) in den Wahrscheinlichkeitsraum (RP, BP, Px ), wobei BP die

o—Algebra der p—dimensionalen Borelmengen ist.

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Def. 50 (Mehrdimensionale Verteilungsfunktion)
Die Funktion
Fx(z1,...,zp) = P({w: Xi(w) < z1,..., Xp(w) < xp})

heifit Verteilungsfunktion des zufilligen Vektors X. Sie wird auch mit Fix, . x, (x1,...,xp) bezeichnet.

Es gilt:
P
Fx, .. .x,(x1,...,0p) =P (ﬂ{w €0 X;(w) < :cL}> )

i=1

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

1. Invarianz gegeniiber Permutationen, d.h.

FX17~~aXp (‘Th ) CU;D) = FXi17~~~:Xip (min‘ .- 7‘rip)
2. Tligloo Fx(x1,...,mp) = Fx, o x, 1 (%1, Tp1);
Fx(ajl,...,l‘p) :P({Xl <$1,...,Xp_1 <.23p_1}ﬂ Xp < Z‘p).
——
=A HIPHWQ
lim Fx(z1,...,2p) = PANQ)=P(A)
IPA)OO
= FX1 ,,,,, Xp_l(xl,...,xp,l).

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

FEigenschaften der Verteilungsfunktion (2)

3. lim Fx(z1,...,2p) =0;

Tp—r—00

Bem.: Man kann wegen 1. auch jede beliebige Komponente wéhlen!
4. lim Fx(z1,...,2p) =1,

(T1,0,@p) = (00,..,00)

5. Fx(z1,...,%p) ist in jedem Argument monoton wachsend,;

6. Fx(x1,...,2p) ist in jedem Argument linksseitig stetig.
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Stetige Verteilung

Def. 51 Ein zufilliger Vektor X = (Xi,...,X,)T heif3t stetig,

wenn seine Verteilungsfunktion charakterisiert ist durch:

T Tp
F((El,...,mp):/.../ f(tl,...,tp) dtp...dtl,
—°° 7% Dichtefunktion

wobei fiir die Funktion f gilt:
1. flzr,...,2p) >0, Vai,...,2p;

2. [ flz1,...,zp)dey .. dxy = 1.
RP

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Stetige Verteilung (2)

Die Funktion f(z1,...,2,) heiit dann Dichtefunktion des zufélligen Vektors X.
Falls die Dichtefunktion f(x1,...,z,) stetig ist, so gilt:

_ OPFx(x1,...,1p)
o Ory...0xp

flaa, . xp)

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Def. 52 Ein zufilliger Vektor X = (X1,..., X,)T
heift

o diskret, falls jede Komponente von X diskret ist, d.h. jedes X; besitzt hochstens abzdhlbar viele Argumente.
e gemischt, falls einige seiner Komponenten diskret, die restlichen dagegen stetig sind.

e stetig, falls alle Komponenten von X stetige Zufallsgréfien sind.

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X diskret

Es sei X = (X1,...,X,)7 ein diskreter zufélliger Vektor. Fiir i = 1,...,p habe X; den Wertevorrat {z;1,...,%i,...}.
Dann definieren wir:

pj“.k = P(X1 = J,‘lj, .o ,Xp = Z‘pk).
Verteilungsfunktion des zufélligen Vektors X:

F(zy,...,2p)

P (ﬁ{w €N X;(w) < :cl}>

i=1

= Z Dj..k

jiwyj<er .. kiwopp<zp
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X diskret, p =2
Es sei p=2und X = (X1, X2)7.

xr1 T2 ... T
X1 : "
P1r P2 ... Dn
yi o Yy2 ...y
X2 . "
qa 42 ... (4n

pij = P(X1 = 23, Xo = y;) = P(X = (24,y5)).

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X diskret, p=2 (2)
Weiterhin gilt:

P(Xl e{l‘i:iEN}) = 1
P(Xz €{y;: j €N})

|
-

Wir bezeichnen:
X :={x;: i € N}, Y :={y;: j €N}

Der zuféllige Vektor X kann Werte der Form (z;,y;) € X x Y annehmen,

PXeXx))=P(X1 €X,Xp€))= > py=L
i,jEN

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X diskret, p=2 (3)

P(X1 Zl‘l) =

= {X2=y;}=0

JEN

= P{Xi=z}n | X2 =y}
jEN

P U{(Xl =z) AN (Xo=y)} | = sz‘j =:p;.

jEN jEN
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X diskret, p=2 (4)
Wir erhalten also:
pi. = P(X1 = ;).

Analog:
pj = P(X2 =y;).

Def. 53 (Randwahrscheinlichkeiten)
Die Wahrscheinlichkeiten p;. bzw. p.; (i, € N) nennen wir die Randwahrscheinlichkeiten des zufélligen Vektors
X = (Xl,XQ)T.

Die Zusammenhénge zwischen den einzelnen Wahrscheinlichkeiten werden in einer Kontingenztafel schematisiert.

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Kontingenztafel

A\ v oy ws Yy s Un | D
z Pu1 pi2 P13 --- P1j --- Pin --- | P1.
T2 P21 P22 P23 --- P25 --- P2n ... | P2
T3 pb31 P32 P33 ... P3; ... P3n ... | P3
X pbin Pi2 Pi3 --- Pij .-+ Pin ---| Pi
> P1 P2 D3 .o D eeo D ... | 1

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Beispiel 1

Umfrage zum Thema “Sport”
Dabei werden Méanner und Frauen dariiber befragt, ob sie Sportler oder Nichtsportler sind. Das ergibt die beiden

folgenden Zufallsvariablen:

1 , falls weiblich
X; =
2, falls ménnlich

1 , falls Sportler
Xy =
2, falls Nichtsportler

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
Beispiel 1 (Fortsetzung)

Schema fiir den zufélligen Vektor
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X = (Xl,XQ)TZ
Xl\X2 1 2

1 P11 P12 | P1.

2 P21 P22 | P2.

p1 p2| 1

2 x 2-Kontingenztafel:

1 ni1 12 ni.

2 Ngo1  MNo2 Nno.

Dabei bedeuten:

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
Beispiel 1 (Fortsetzung, 2)

n;; — die Anzahl der Personen mit dem Geschlecht ¢ und dem Sportverhalten j;
n.; — die Anzahl der Sportler;

n.o — die Anzahl der Nichtsportler;

n1. — die Anzahl der Frauen;

ns. — die Anzahl der Méanner;

n.. — die Gesamtzahl der Befragten.

Mit p;; = =2 ergibt sich nun eine Schitzung fiir die Wahrscheinlichkeit p;;.

n..

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Beispiel 2

Werfen zweier Wiirfel
Wir betrachten den zufélligen Vektor X = (X, XQ)T, wobei X7 die Augenzahl des ersten Wiirfels ist und X die des
zweiten. Fir die zufélligen Variablen X; und Xs gilt:

1 2 3 4 5 6

Xl, .X2 :
i1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
Da die Wiirfel voneinander unabhéngig sind, gilt
11 1
Pij ( 1 1, A9 j) 6 6 36
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen
Beispiel 2 (Fortsetzung)

Damit erhalten wir das folgende Schema:

«\ |1 2 3 4 5 6

1LL‘LLLL

2
3
4 | £ XX X 1 1 1
5
6

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Beispiel 2 (Fortsetzung)

6 1
P(X1<4,X2<3): Z pij:%:*

i<4;5<3 6
Die hier addierten Wahrscheinlichkeiten sind in dem oben angegebenen Schema eingerahmt.

Die Aussagen zu zweidimensionalen zufélligen Vektoren, die wir bis hierher gemacht haben, gelten analog erweitert

auch fiir héherdimensionale zufillige Vektoren.

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X stetig, p =2

Zweidimensionale Dichtefunktion f(z,y)

400 oo

L[ [ flzy)dedy =1;

—o0 —oo

2. f(z,y) >0, V(z,y) € R%

Zweidimensionale Verteilungsfunktion

F(z,y) = f fyf(u,v)dudva(Xl <z, X5 <y).

— 00 —O0

Da f(x,y) stetig ist, gilt weiterhin:

PF(z,y)
flz,y) = Tay
Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X stetig, p =2 (Fortsetzung)
ILm F(z,y) = Fx,(z)=P(X1<x).
Y—00
lim F(z,y) = Fx,(y) = P(X2 <y).

Randverteilungen, Randverteilungsfunktionen

Die Verteilungsfunktionen Fx, und Fx, bezeichnen wir als Randverteilungen von X; bzw. Xs.
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X stetig, p =2 (Fortsetzung)

Integrieren wir die Dichtefunktion nur nach einer der beiden Variablen, so erhalten wir:

+o00
/ f(x7y) dy = d}TZ—;(m) = fX1(x)
P dF

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X stetig, p =2 (Fortsetzung, 2)

Def. 54 (Randdichten)

Die Funktionen fx, und fx, bezeichnen wir als Randdichten von X; bzw. Xs.

Offenbar,

x

Fr@) = [ fa(a

—0o0
Yy

Fy(y) = / fra(t)dt

—0oQ

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X stetig, p =2 (Fortsetzung)

Zweidimensionale Normalverteilung
Dichtefunktion der 2-dimensionalen Standard-Normalverteilung

L
0.159
0.106 1
R
i
e
S
S
ST
0.053 o SRR
AR 3
AN
R A S
SR S
e
77 e
s L i aaiae
0.000 X
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11.2 Unabhangigkeit von Zufallsgrofien

Def. 55 (Unabhingigkeit)
Es seien X; und Xy zwei zufillige Variablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, €, P). Diese beiden zufilligen
Variablen X; und X heilen stochastisch unabhingig, wenn fiir alle A, B € B! gilt:

e P(Xy €A X,e€B)=P(X; € A)- P(Xy € B); oder kiirzer:

o P(ANB) = P(A)- P(B).

Unabhingigkeit von Zufallsgrofien
Verteilungsfunktion

Es sei X = (X1, X5)7 ein zufilliger Vektor, deren Komponenten X; und X, stochastisch unabhingig sind. Dann gilt:

FX17X2(331’$2) = P(Xl <rp,Xo < $2)
= P(Xl S (—OO,.%‘l),XQ S (—007.’132))
—— N——

AeB?t BeB!
= P(X € (—00,11)) P(Xa € (—00,22))

= Fx,(71) Fx,(72)

Unabhingigkeit von Zufallsgrofien
F stetig

Sei F stetig mit Dichte fx(t1,t2).

Aus der letzten Aussage folgt:

[ manie= [ raean [ p

/m1 /:E2 (fX(tlatZ) - le (tl)fX2 (t2)) dt;dty =0 VI'l,Z'Q cR

Unabhingigkeit von Zufallsgrofien
e Ist der zufillige Vektor X = (X1, X3)7 stetig, so

fxy.x,(x1,22) = fx, (21) - fx, (22)

zweidimensio— Randdichten
nale Dichte

e Ist der zufillige Vektor X = (X1, X»)7 diskret, so folgt fiir alle i,j = 1,.. .:

Pij = Pi. " D.j-
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Unabhéngigkeit von Zufallsgrofien
Beispiel

Es seien einige Einzelwahrscheinlichkeiten p;; einer diskreten zweidimensionalen Zufallsvariablen (X,Y) bekannt (fett eingetra-
gen).
Die Komponenten X und Y seien unabhéngig. Bestimmen Sie die restlichen Eintrige!

X\Y 1 2 3| pi

-1 0.02 0.06 0.12 | 0.20
0 0.03 0.09 0.18 | 0.30
1 0.05 0.15 0.30 | 0.50

D.j 0.10 0.30 0.60 1
Unabhingigkeit von Zufallsgrofien
Beispiel (Fortsetzung)
EX = -1-0240-03+1-05=0.3
EY = 1-01+2-03+3-06=2.5
E(X Y) = —0.02-2-006—3-012+0-(...)

41-0.05+2-0.15+3-0.3=0.75
cov(X,Y) = E(X-Y)— (EX)(EY)=0.75—0.75 = 0.

Merkwiirdig?

Unabhingigkeit von Zufallsgrofien

Satz
Es seien X; und X, zwei zufillige Variablen. ¢ und ¢ seien zwei beliebige (B'~messbare) Transformationen dieser

beiden Variablen,
X1 =p(X1), X5=9(Xz).

Die zufélligen Variablen X; und X5 sind genau dann stochastisch unabhéngig, wenn die Zufallsgrofien X7 und X}, fiir

alle Transformationen ¢ und v, unabhéngig sind.

Unabhingigkeit von Zufallsgrofien
Beweis des Satzes, Anmerkungen
Die Funktionen ¢ und v seien auf der Menge R definiert und reellwertig. Dann gilt fiir die jeweilige Umkehrfunktion

genau dann

A) = {z:p(z)eAteB', VAeB'
{y:¢(y) € By e B', VB e B,

SRS
=
I

wenn ¢ und 1 B'-messbar sind.
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Unabhéngigkeit von Zufallsgrofien
Beweis des Satzes (=)
Es seien die zufélligen Variablen X; und X5 stochastisch unabhéngig. Wir zeigen, dass ¢(X1) und 1(X5) unabhéngig
sind. Da, die Funktionen ¢ und ¢ B'-messbar sind, gilt
P(p(X1) € A,¢(X2) € B)

= P(Xi €9 !(4), X2 €v71(B))

= P(Xi€¢™'(4) P(X2 €y™H(B))
P(p(X1) € A) - P(¢(X2) € B)
D.h. die zufalligen Variablen ¢(X;) und ¥ (X32) sind unabhingig.

Unabhéngigkeit von Zufallsgrofien

Beweis des Satzes (<=)

Es gelte also, daf fiir alle B'-messbaren Funktionen ¢ und v die zufilligen Variablen ¢(X;) und 1(X5) unabhiingig
sind. Insbesondere ist das dann auch der Fall fiir die Funktionen ¢(z) = ¢(z) = z. D.h.

X1 =p(X1), Xo=19(Xy).

Folglich sind auch die zufélligen Variablen X; und X5 unabhéngig.

Unabhingigkeit von Zufallsgrofien
Beispiel 2

Sei X ~ N(0,1).
e X und Y = X? sind nicht unabhiingig, sogar funktional abhingig
e X und Y sind unkorreliert, wegen EX = 0 und
cov(X,Y)=E(X - X?) - EX -EY = EX® =0,
da X symmetrisch ist.

Die Aussage gilt also fiir beliebige symmetrische Zufallsvariablen X mit endlicher Varianz.

11.3 Transformationssatz fiir Zufallsvektoren

Es sei X = (Xi,...,X,)T ein zufilliger Vektor mit der Dichtefunktion f(x1,...,2,). Es sei g: R? — RP eine
umkehrbar eindeutige Abbildung. Sie ordnet einem Vektor x = (x1,...,2,)” einen Vektor y = (y1,...,9p)? zu und
besteht aus Teilabbildungen g1,...,g, mit ¢g;: RP — R (firallei=1,...,p).

Beispiel

y =g(x) = A - x, wobei A regulére (p, p)-Matrix.

Transformationssatz fiir Zufallsvektoren (2)
Die Umkehrabbildung g=!: R? — RP? ist durch Funktionen z; = 9;(y1, . .., y,) definiert (i = 1,...,p). Die Funktionen

Y; (i=1,...,p) existieren wegen der umkehrbaren Eindeutigkeit der Funktion g.
Y1 1/)1(y1,..-,yp) x1
9y = g7 = =
Yp Up(Y1s-- -5 Yp) Tp
g y) = (Wiy),..vy) =x Kurzform
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Transformationssatz fiir Zufallsvektoren (3)

Wir definieren einen weiteren zufélligen Vektor Y = (Y7,..., Yp)T wie folgt:
Y = g(X) = (gl(Xla s aXI))a s agp(Xh AR Xp))T

und nehmen an, die g; (i = 1,...,p) besitzen stetige partielle Ableitungen nach allen Argumenten. Fiir den zufélligen
Vektor X gilt umgekehrt:

Transformationssatz fiir Zufallsvektoren (4)
Satz (Dichte von Y = ¢(X)), ohne Beweis
Die Zufallsvariable X habe die Dichte f. Die Dichte der Zufallsvariablen Y = g(X) ist

hY(yla"'7yp) = f(qpl(yla"'7yp)a"'7wp(y17"’7yp)) : |J|a

7 det (5%(91,---7%))
9y, iy =1,..,p

wobei

.....

die sogenannte Jacobi-Determinante ist.

11.4 Box-Miiller Transformation

BoX-MULLER-Transformation
Es seien Uy und Uy zwel unabhingige, iiber dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsgrofien (U; ~ R(0,1), i = 1,2),
U = (Uy,Us)7T ein zufilliger Vektor. Wir betrachten den zufilligen Vektor V = g(U) = (X, Y)?, wobei:

X =q(U,U) = \/TM'COSQFUQ
Y =g2(U1,Us) = \/TnUl-sin%rUg

Wir suchen die Dichtefunktionen fiir die zufélligen Variablen X und Y.

Box-Miiller Transformation (2)
Wir bestimmen zunéchst die Umkehrfunktion zur Abbildung g. Es gilt:

U=g' (V)= (i (X,Y), (X, Y)).
Zur Bestimmung der ¥ und 1 berechnen wir
X24+Y? = (=2InU; -cos?(2nls)) +
(=2In U, -sin?(2705))

= (=2InU;) - (cos?(27Us) + sin?(27U>))
= —2In U1
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Box-Miiller Transformation (3)
Durch Umstellen erhalten wir:
Up =91 (X,Y) = e 30749,
Die zweite Komponente erhalten wir durch v
X = tan 27w Us.
Daraus folgt:

1 Y
Us =e(X,)Y) = %arctan (X) .

Box-Miiller Transformation (4)

Bestimmaung von |J|.

oY1 oY

|J| _ ox oy
O 02

ox Oy

—z-exp(—3(2? +9y?) —y-exp(—3(a? +y?))

1 —~y
2

_ 1 1, 5 9 x? y?
- ‘ 27Texp( 5( +y)> (x2+y2+;z:2+y2
_ L e

2

Box-Miiller Transformation (5)

Fiir die Dichtefunktion des zufélligen Vektors V gilt nach der Transformationsformel:

fV(‘ra y) = fU(wl(xa y)7 7/)2(557 y)) : |J‘
Da die Zufallsgréflen U; und U, unabhéngig sind, gilt:

fv(@y) = fu, (i (2,9) - fo, (Ya(2,9)) - [J].
Nun sind Uy, Us ~ R(0,1). Daraus folgt:

Fo(ey) = |J]= e bt =
2w

= fx(z)- fy(y).

Box-Miiller Transformation (6)

mit
1 1.2
X = e 2
fX( ) \/ﬂ
1
frly) = e~ 3V’

Ver

d.h. die Zufallsgrofien X und Y sind unabhéngig und standardnormalverteilt,

X ~N(0,1), Y ~N(0,1).
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11.5 Treffen einer Zielscheibe

Transformationssatz

Treffen einer Zielscheibe*

Es seien folgende Bedingungen erfillt
e V1: Die Randverteilungen von X und Y seien stetig
e V2: Die Dichte h(x,y) von (X,Y) hiingt nur vom Abstand /x2 4 y2 vom Nullpunkt ab (Radialsymmetrie)
e V3: Die Fehler in z- und y-Richtung sind unabhéngig.

Sei Z die zufillige Abweichung in beliebiger Richtung. Dann ist Z ~ N(0, 02).

Treffen einer Zielscheibe, Beweis des Satzes (1)
Seien p(z) und ¢(y) Randdichten von (X,Y"). Aus V2 und V3 folgt

p(x)q(y) = s(r), r*=a2*+y

Substitutionsmethode: = =0: p(0)q(y) = s(y), p(0)#0 y=0: q(0)p(x) =s(z), ¢q(0)#0

z#y: p(x)e(y) = p(y)e(z) Vz,y, und damit p(z) = ¢(z) und p(0)p(y) = s(y).
Teilen obige Funktionalgleichung durch p(0)2,

Treffen einer Zielscheibe
Beweis des Satzes (2)

Logarithmieren

: — (2@ .
Mit f(z) := IH(W)'

weiter Substitutionsmethode.
y=0: f(~2) = f(lal) wegen £(0) = 0.

Treffen einer Zielscheibe

Beweis des Satzes (3)
2

2% =22 + 2%
Fr)=Ff) + f(@1) + fz2), r*=y° +a7+ a3
Wiederholtes Einsetzen:

F@) = fl@n) + flza) + .+ flzg), 2= Zm2

2 .
k=n“rz=x1=... =z

118



Treffen einer Zielscheibe
Beweis des Satzes (4)

= f(m) = F) () =
f@) =ca?, c=f(1)

fiir alle rationalen x. Wegen der Stetigkeit (V1) folgt diese Relation fiir alle z € R.

p(x) > 0 da Wkt.dichte, ¢<0, c:= —#.
1= / p(z)dx = p(O)/ e dr = p(0)ov2m
1 =2
p(x) = e 27

Treffen einer Zielscheibe
Beweis des Satzes (5)
Gemeinsame Dichte von (X,Y):

1 _$2+1/2
e 202 .

p(x)p(y) = T

Fehler in einer beliebigen Richtung 6, 0 < 6 < 2w: Z = X cos(f) + Y sin(h)

Variablentransformation

z = zcos(f)+ ysin(9)
u = xsin(f) — ycos(h)

cos(f)  sin(6)
Jacobi-Determinante J = =|-1]=1

sin(f) —cos(0)

Treffen einer Zielscheibe
Beweis des Satzes (6)

Quadrieren von z und wu liefert

22 = 2?cos?(0) + y?sin?(0) + 22y cos(0) sin(6)
u? 22 sin%(0) + y? cos?(0) — 2xy cos(h) sin(h)

Addition: 22 4+ y? = 22 + u? also gemeinsame Dichte von (Z,U):

1 22402 1 22 1 u?
hl(z’u) = e 202 = e 202 e 202
o227 oV 2 oV2m

d.h. Z und U sind unabhéngig, hi(z,u) = hz(2)hy(u) und
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11.6 Faltung

Wir leiten die Faltungsformel zundchst mit Hilfe des Transformationssatzes her. Spater werden wir noch einen anderen

Beweis kennen lernen, der den Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit fir stetige Zufallsvariablen verwendet.

Faltung
Es sei X = (X1, X2)T ein zufilliger Vektor (p = 2), mit unabhingigen Komponenten X; und X,. Die Dichte fx, x,

von X ist le,Xg (l‘l, 1‘2) = le (.131) . sz (l‘g) ES sei Y = g(X),
v - (Y1> _ (91(X1,X2)> _ (X1 +X2>
Y, 92(X1, X2) Xo .
Faltung (2)
Wir suchen die Dichte des zufiilligen Vektors Y = (Y7, Y2). Die beiden Teilkomponenten von g sind

g1(z1,22) = y1=x1+ 22

g2(w1,2) = Y2 =2

Die Umkehrfunktion g—! besteht aus den beiden Teilfunktionen:

Yi(y1,92) = 1=y — 2
Pa(y1,92) = T2=1y
Oz1 Oz 1 -1
[J| = |det gyl 292 = |det =1
oy Oy 0 1

Faltung (3)

Dichte des zufilligen Vektors Y = (X; + X5, Xo):

hY(ylay2) = le,X2(¢1(yl,l/2)77/)2(y1ay2)) : |‘]|
- le,XQ(yl _yQay2)
= fx, (1 —v2) - fx,(y2)

Randdichte fiir Y7 = X + Xo:

+o0
hy, (y1) = /hY(yl,yz)dyz

—00

+oo
= / Ixi (v —v2) - fxo(y2) dy2 =: fx, * fx,(y)
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Faltung (4)

Def. 56 (Faltung)
Die Verkniipfung fx, * fx, zweier Funktionen f; und fs heifit Faltung aus f; und f.

Bem.: Die Dichte der Summe zweier unabhéngiger Zufallsvariablen ist Faltung der beiden Einzeldichten.

X1,X5 ~ R(0,1), Y wie im letzten Beispiel
Dichtefunktion von Y7 = X; + Xo:

——
=1

1 1
hY1(y): fX1(y_m>'fX2(x) dx = le(y—.'L‘)d.’E
[P ]

Faltung (5)
Esgilt: 0< X; <1, i=1,2., dh.
0<Xi1+Xo=Y1<2.

und fiir die Funktion fx,:

1 Jfalls0<y—z<1
fxl(y_x)

0 , sonst

1 Jfalls0<z<y<1

= 1 Jfalls0<y—-1<z<1l<y

o

falls y —z ¢ [0, 1]

Faltung (6)
Randdichte Y1 von' Y

hi(y) = / fxaly — o) da
0

y

[dr Sfalls0<y<1
0
1

= [ dx Jfallsl<y<2
y—1

0 , falls y ¢ [0, 2]

Y yfalls 0 <y <1
= 2—y Lfallsl<y<2
0 , falls y ¢ [0, 2]

Faltung (7)
Wir addieren drei zuféllige Variablen X1, X5, X3, X; ~ R(0,1),

Y3 = (Xl +X2) +X3

121



Fir die Dichtefunktion der Zufallsgrofle Y3 gilt dann nach der Faltungsformel:

Faltung (8)

10

oz

06

04

0.z

“+oo
hyy(2) = I, * Sy () = / hoi (2 — 2) - fxy () do

—00

_ O/hyl(z—x)~fX3(x)dx:0/hy1(z—x)dx

hYl (‘T) hY1 (Z - JJ),Z € (1ﬂ2)

0.5

hyl (Z —

10 135

x),z € (0,1) hy, (z —x),z € (2,3)

2.0

Faltung (9)
Das letzte Integral ist gleich

2.

CFRall1: 0< 2z <1

Fall2: 1 <2< 2

3. Fall 3: 2 <2< 3

Il
z\\
| i
n
~
&
|
»x“
L
~
&

a0



Faltung (10)
Wegen 0 < X; < 1 folgt dann:
OS(X1+X2)+X3:Y'1+X3:YV3<3.

Fiir die Dichte der Summe der drei Zufallsgrofien X7, Xo und X3 gilt also:

0 , falls z ¢ [0, 3]
) é 2 2 yfalls 0 <2 <1
1- G0 B2 falls 1 < 2 <2
% yfalls 2 < 2 < 3

Faltung (Veranschaulichung)
Seien X; ~ R(0,1),i=1,2,3. Verteilungsfunktion von > " | X;:

Dichtefunktion der Faltung

Faltung (10)

Vermutung:

Die Summe unabhéngiger Zufallsgroflen néhert sich bei wachsender Zahl der Zufallsgréflen einer Normalverteilung.

Diese Vermutung ist richtig.
Sie gilt sogar (unter sehr allgemeinen Voraussetzungen, wie var(X;) < oo) unabhingig davon, welche Verteilung
diese Zufallsgrofien vorher hatten (Normal—, Gleich—, Exponentialverteilung oder diskret). Wir kommen spéter beim

Zentralen Grenzwertsatz noch einmal darauf zuriick.

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit
fir stetige Zufallsvariablen

Sei A ein Ereignis, das (unter Umsténden) von den Werten der stetigen Zufallsvariable X mit Dichte fx abhéngt.

Dann gilt

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit fiir stetige Zufallsvariablen
P(4) = [ P(AIX =0)fx(0) .
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wobei iiber den Definitionsbereich von fx integriert wird.
Beweis: Sei F'x die Verteilungsfunktion von X und ag < a1, <
(ap = —o0,a, = oo ist erlaubt). Sei Vi = 1,...,n — 2: a;41
Wahrscheinlichkeit

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

fir stetige Zufallsvariablen, Beweis, 2

n—1

<o+ < ap,py eine Zerlegung des Definitionsbereiches

— a; = At. Dann gilt nach dem Satz der Totalen

P(A) = Y PAIX € [ain, air1.n]) P(X € [tin, @i+1.0))

=0

n—1

= ZP(A|X S [ai,n,ai+1,n])(FX(ai+1,n - FX(ai,n))

1=0

n—1

= D PAX € [ain, aiv1a]) fx (t0) (@41 = @in)  tin € [@in, @is1n] MWS

=0

n—1

n—o00,At—0 4

= lim ZP(A\X € (@i, @iv1n]) fx (t5 ) A
=0

- /P(A|X — 1) fx(t) dt.

Anwendung auf Faltung

Seien fx, und fx, Dichten von X; bzw. X5 und sei das Ereignis A := {X; + X3 < t}, X7 und X5 unabhéngig.

Fyiixa(t) = H@=/H&&:@nmmS

- /P(X1 +Xo < t|Xz = 5)fx,(s)ds

= /P(X1 <t—3)fx,(s)ds X1, X unabhingig

d

fron(®) = GFoa® = [ 2P 9fn () ds

dt
= /le(t—S)fXQ(S)dS

11.7 Transformationssatz fiir Erwartungswerte

Satz. Es sei X = (X1,...,X,)7 ein zufilliger Vektor und g: R — R eine Abbildung.

a) X diskret mit Wkt.funktion (Z&hldichte) f. Falls

Yo lg)If(x) <oo sor B(g(X)) =) g(x)f(x).

b) X stetig mit Dichtefunktion f.

Eg(X) = /g(rl,...,xp)~f(9:1,..

RP

falls das Integral [ |g(x)|f(x) dx existiert.
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Transformationssatz fiir Erwartungswerte

Beispiel

Es sei X = (X1,X2)T ein stetiger zufilliger Vektor mit Dichtefunktion f(x1,2).
g: R? — R durch g(X) := X1 + Xo. Dann gilt:
E(X, + X5) = EX; + EX,

Allgemeiner,
E(CX1+dX2) ZCEX1+dEX2

Transformationssatz fiir Erwartungswerte

Beispiel (Fortsetzung)
Eg(X)

E(Xl —+ Xz) = /g(xl,xg) . f($1,l'2) dx1 dzo

R2

oo
/ 1+ x2) - f(x1,x2) dz1 dxo
— 00

R2

e}

—o0

= / .CE1, CL’Q dml dzo + / ng(ml, 132) dz1 dzo
+oo

—+oo
= /$1~fxl($1)d$1+/xz‘fxg(m2)dx2=EX1+EXz

— o0 — 00
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12 Korrelation

Def. 57 (Korrelationskoeffizient)
Es seien X; und Xy zwei zufillige Variablen, fiir die gilt: 0 < ox,,0x, < co. Dann heifit der Quotient
o(X1, Xo) = cov (X1, X3)

le . (J'X2
Korrelationskoeffizient der Zufallsgrofien X; und Xs.
Ist cov (X1, X2) = 0 dann heiflen die beiden Zufallsgrofien unkorreliert.

Bem.: X; und X> unabhingig = cov (X7, X3) = 0. Die Umkehrung der Aussage gilt i.a. nicht.

Korrelation

2x2 Tafel
Y X | 0(Sportler) 1(Nichtsportler) | Summe
0(w) b11 D12 D1
1(m) D21 D22 p2.
Summe j 28} P2 1

X ~ Bi(l,p2) Y ~ Bi(1,p2.)

E(X) = p2  var(X)=pa(l—p2) =popa
EY) = p var(Y) = p2. (1 —p2.) = pa.p1.

Korrelation

2z2 Tafel

cov(X,)Y)=EX Y)-EX)E®Y) = p — papo.

Korrelationskoeflizient:
_ P22 — P.2p2. _ P11P22 — P12P21

\/P.2P1.p2.p1 VP.2p2.p1.pa

P22 —P2.p2 = P22 — (P21 + p22) (P12 + p22)
= pos — (p21p12 + P22Pi2 + P21P22 +p§2)

= paa(l — pi2 — pa1 — P22) — P21P12

= P22P11 — P21P12

Korrelationskoeffizient

Satz
Es seien X und Xy zwei Zufallsgréfen mit ox,,0x, > 0. Dann gilt fiir den Korrelationskoeffizienten:

Beweis: Wir definieren eine Funktion A wie folgt:
A(t,u) :=E[t- (X1 —EX;) +u- (X2 —EXy)]? >0.

Es gilt fiir alle ¢,u € R:
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Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (Fortsetzung,1)

0 < A(t,u) =E[t-(X; —EX)) +u-(X; - EXy)?
= E(*(X: - EX))? +v* (X2 — EXy)?)
+2tuE(X, — EX))(Xy — EXy)
= t’E(X; - EX))? +u’E(X,; — EX,)?
+2tuE((X, — EX1) (X, — EX>))
= t*VarX; +2-t-u-cov(Xy, Xs) + u*Var X,

Korrelationskoeffizient
Beweis des Satzes (Fortsetzung,2)
Wir setzen t := ox,, u:= ox, und dividieren durch ox, - ox,:

2 2 2 2
A(ox,,0x,) 0%,0%, +20x,0x,c0v (X1, Xo) + 0% 0%,

0x, 00X, 0x, 00X,
= o0x, 'O’X2+2-COV(X1,X2)+G'X1 COX,

= 2.0x, 0x,+2 cov(Xy,X2)>0

Also:
ox, " 0x, +cov (X1, X5) > 0.

Andererseits gilt aber auch mit ¢t := —ox, und u := ox, sowie derselben Herleitung wie oben:
Korrelationskoeffizient
Beweis des Satzes (Fortsetzung,3)

2 2 2 2
A(—0x,,0x,) 0%,0%, — 20x,0x, - cov (X1, Xa) + 0% 0%,

UX10X2 UXI ' O-XZ
= 2-0’X1 * 00X, —2-COV(X17X2) Z 0

Also:
ox,0x, —cov (X1, Xs) > 0.

Beides zusammen ergibt

—ox, 0x, <cov(Xy,Xe) <ox, 0x,.

Wir stellen etwas um und erhalten: X x
1< M = o(X1,X,) < 1.
O‘X1 . 0'X2

Korrelationskoeffizient

Bem.: Die Ungleichung kann auch direkt aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung hergeleitet werden.

Satz
Es seien X; und X, zwei ZufallsgroBen, fiir die ox,,0x, > 0 ist. Dann gilt |o(X7, X2)| = 1 genau dann, wenn es
Zahlen a,b € R (a # 0) gibt, so daf} gilt: P(X; =a- Xo +b) = 1.
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Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (<)
Seien a,b € R so, dafl P(X; = a- X5 + b) = 1. Flir Erwartungswert und Varianz von X; gilt dann:

EX; =E(a-Xo+b)=a-EXo+b, 0% =a’ 0%,

Ccov (Xl,XQ) E((Xl _EXI)(X2 _EX2))

X ,X = =
0(X1, X2) . la] - ox, - ox,
_ B([(aXz +b) — (aBXs + b)](X; — EX))
la] - 0%,
 a-E(X;—EX;)? 1 ,fallsa>0
lal - 0%, —1 Lfallsa<0

Korrelationskoeffizient
Beweis des Satzes (=)
Es gelte |o(X7, X2)| = 1. Dann gilt:

Ccov (Xl,XQ) E((Xl - EXl) : (X2 — EXQ))

o( X1, Xo) = =
0)(1~O'X2 UX1‘0X2
X1 —EX; Xy —-EX
o e 2 C ]
O’X1 O’X2
wobel X1 —EX Xy —EX
Xp=22 =2 Xp.=122 02
O’X1 (‘)’X2

Fiir die Varianz der Zufallsgrofien X (i = 1,2) gilt:

Korrelationskoeffizient
Beweis des Satzes (=) (2)

1
= — (E(X; - EX;)* - (E(X; - EX;))?)
0%,
1 1
= E U%(ﬁExi = UTXi U%@ =1
Korrelationskoeffizient
Beweis des Satzes (=), (3)
Offenbar gilt fir die Erwartungswerte (1 = 1,2):
X, — EX; 1
EX; = E <) = — . (EX; — E(EX;))
0Xx; JXx;

1
= —  (EX;—EX,)=0
UXi

Daraus folgt: (X1, Xs) = E (X7 - X3). Wir unterscheiden zwei Félle:
o(X1,X2) =1 und o(X;, X2) = —1
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Korrelationskoeffizient
Beweis des Satzes (=), (4), 0(X1,X2) =1

Wir untersuchen die Varianz der Zufallsgroie X7 — X

okiix; = B(X{-X3)-B(X]-X3)’=E(X{ - X;)*
= E(X])’-2-E(X] X3)+E(X3)?
= 1-2-09(X1,X2)+1=0

Nun gilt aber Ug{f*Xg* = 0 genau dann, wenn es ein ¢ € R gibt, so da§ P (X7 — X5 =¢) =1ist. D.h. E(X{ — XJ) =c.
Wegen EX} = EX5 =0 ist ¢ = 0, woraus folgt

P(X;=X})=1

Korrelationskoeffizient
Beweis des Satzes (=), (5), 0(X1,X2) =1

Dann gilt:
1 = P(X]=X3)
_ p <X1 -EX; X» —EX2>
Ox, ('
- Xo — -EX
- P <X1 S M il S R +EX1)
0X,

- p <X1 -2 x, - 2N EX, +EX1)
00X, 00X,

Wir definieren a := 2 > 0 und b := 2 - EX, + EX;, und die Aussage ist fiir diesen Fall gezeigt.

IXo IXo

Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (=), (6), o(X1,X2) = —1

Sei (X1, X5) = —1: Hier untersucht man die Varianz der Zufallsgrofie X7 + X3 und zeigt, dass sie ebenfalls gleich
Null ist. Danach verlduft der Beweis vollig analog zum Fall o(X7, X3) = 1.

Def. 58 (standardisierte Zufallsgrofie)

Eine Zufallsgrofie, deren Erwartungswert gleich Null und deren Varianz gleich Eins sind, heifit standardisierte Zufallsgrofe.

Korrelationskoeffizient
Seien X, Y ~ (0,1), X und Y unabhéngig.

X = X
Y* = pX++1-p%Y
Offenbar
varX* = warY =1
cov(X*,Y*) = p.
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Korrelationskoeffizient
Zweidimensionale Normalverteilung

Seien X,Y ~ N(0,1), unabhéngig, d.h. die gemeinsame Dichte ist

1

Flw,) = 6(@) - 6ly) = 5 e HEH)

X = X
V' = pX+1-p2Y

Wir suchen die gemeinsame Verteilung von (X*,Y™).

Transformation:
g(z,y) = z
g(z,y) = pr+y1-p2y
Korrelationskoeffizient
Zweidimensionale Normalverteilung
Inverse Transformation:
1/}1( Y ) = l’*
Po(2™,y") = —F/——
(=%, y") 5
Jacobi-Determinate
1 0 1
det(J) = det =
—p 1 1— P2
1—p2 1—p2
Korrelationskoeffizient
Zweidimensionale Normalverteilung, Dichte
h(z®,y*) = f((a",y"),¥a(z™,y")) - |det(J)]
. Y pat 1
= f €T
( "Y1 - ) V1-—
_ 1 *%(1’*2+(7y %’:2 )?)
2m/1 — p?
_ 1 P T sy (" =200y ™)
2w/ 1 — p?
da der Exponent
y —p(E 1 * * *
(1= p*)z*? + (y* = pz*)?)

iyl
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Zweidimensionale Normalverteilung, Dichte
p=0

Dichtefunktion der 2-dimensionalen Standard-Normalverteilung

0150

p =038

Dichtefunktion einer 2-dimensionalen Normalverteilung
(rho=0.8)

0108

o0sa

0om
3
0265

p=05

Dichtefunktion einer 2-dimensionalen Normalverteilung
(rho=0.5)

0088

o150 oom

0108

oosa

oo 1<
3

Normalverteilung

X und Y sind unabhdngig gdw. X undY sind unkorreliert
Satz: Es seien X,Y normalverteilt. Dann sind X und Y unabhingig gdw. sie unkorreliert sind.

Beweis: 1. Seien X und Y unabhingig. Dann sind sie unkorreliert (das gilt immer).
2. Seien X und Y unkorreliert, p = 0, und normalverteilt. Setzen wir in der letzten Formel fir h(z*,y*): p = 0 ein,

erhalten wir

hz*,y*) = fx= (@) fy= (7).
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13 Ungleichungen
13.1 Varianz-Ungleichung

Satz: Es sei X eine zufillige Variable. Dann gilt:

min E(X — ¢)? = Var X.
ceR

Beweis: Fiir alle reellen Zahlen ¢ € R gilt:

E(X —¢))=E(X —EX +EX —¢)?

= E(X —EX)?>+2E((X —EX)(EX —¢)) + (EX —¢)?
= E(X -EX)?+2(EX - ¢)E(X —EX)+(EX —¢)?
N————’

=0
= VarX + (EX —¢)* > Var X

Setzen wir ¢ := EX erhalten wir Gleichheit.

13.2 Jensen-Ungleichung

Satz (Ungleichung von JENSEN)

Sei X eine zuféllige Variable mit EX < co und g eine differenzierbare und konvexe Funktion. Dann gilt:

Eg(X) > g(EX).

Beweis: Sei T'(z) die Tangente an die Kurve der Funktion ¢g im Punkt xg,

g(x) > T(x) = g(xo) + d'(z0) (x — 20).
—
Anstieg der Kurve in zo

Jensen-Ungleichung
Wir setzen z := X und zg := EX und erhalten:

9(X) = g(BX) + ¢'(EX) - (X — EX).
Daraus folgt:

Eg(X)

%

E(9(EX) + ¢ (EX) - (X — EX))
= g(BEX)+¢'(EX)-E(X - EX)
——

=0
= g(EX)
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Jensen-Ungleichung

Folgerung

Es sei g differenzierbar und konkav. Weiterhin sei X eine zufillige Variable. Dann gilt:

E¢(X) < g(EX).

Beweis: Da die Funktion g nach Voraussetzung konkav ist, ist die Funktion (—g) konvex. Dann gilt nach der Jensen-

Ungleichung:
E((—9)(X)) = (—9)(EX).
Daraus folgt die Behauptung.

Jensen-Ungleichung

Beispiele

1. Es sei g(z) = z%. Dann gilt EX? > (EX)?2. Daraus folgt (die schon bekannte Aussage):

Var X = E(X - EX)? =EX? - (EX)*>0.

2. Es sei g(x) = |z|. Dann gilt
E[X| > [BX].

3. Es sei g(x) = Inz. Diese Funktion ist konkav. Also gilt

E(In X) < In(EX).

13.3 Markov-Ungleichung

Satz (Ungleichung von MARKOV)
Sei X eine Zufallsgrofie und ¢ > 0. Dann gilt:

E|X|

P(lX|>¢) < -

Beweis: Wir definieren eine Zufallsgrofie Y wie folgt

0 c
Y:

P(|X| <c) P(X[>c)
Offenbar gilt 0 <Y < |X| bzw. P(|X|—-Y >0) =1 und
E(X|-Y) > 0 bzw. E|X|>EY
EY 0-P(|X|<c¢)+c-P(|X|>c)
c¢- P(|X]| > ¢) < E|X]

Division durch c liefert die Behauptung.
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13.4 Tschebychev-Ungleichung

Satz (Ungleichung von TSCHEBYCHEV)
Es sei € > 0 und sei Y eine Zufallsgrofle. Dann gilt:

VarY

g2

P(Y —EY|>¢) <

Beweis: Wir verwenden die Markov-Ungleichung;:
E|X

und setzen
X: =Y -EY)*>0, c:=¢* (i€N).

Tschebychev-Ungleichung

Beweis, Fortsetzung

Da € > 0 gilt, ist die Voraussetzung der MARKOV- Ungleichung erfiillt. Wir erhalten:
E(Y —EY)%

P(Y —EY|>¢)=P (Y —EY)¥ > %) < =
Fiir ¢ := 1 ergibt sich:

E(Y — EY)? Y
P(Y —EY|>¢) < 2 J _ Va¥

g2 g2
Tschebyschev-Ungleichung
2. Formulierung
Bem.: Aus der TSCHEBYCHEV-Ungleichung folgt:
Y
P(Y —EY|<e)>1— Val; .
€

Es sei X ~ (u,0?), also EX =u, VarX =o2
Wir setzen € := k- 0 (k € N) und erhalten dann mit der Ungleichung von TSCHEBYCHEV:

o? 1

k2

Tschebyschev-Ungleichung

Normalverteilung, ko-Intervalle, Vergleich mit exakten Wahrscheinlichkeiten

k | exakt Tschebychev-Ungleichung
P (ko) — ®(—ko) | 1 -5

1| 0.68629 0

2 | 0.9545 0.75

3| 0.9973 0.89

4 1 0.99997 0.93

5| ~1 0.96
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Tschebyschev-Ungleichung
Bem.: Die Tschebyschev-Ungleichung gilt fiir beliebig verteilte Zufallsvariablen, die Erwartungswert und Varianz

besitzen, insbesondere liegt die Zufallsvariable X mit Wahrscheinlichkeit > 0.89 im 3o-Intervall.

Tschebyschev-Ungleichung, Beispiel
Median der Zufallsvariablen X
Die Zahl med = med(X) heifit Median, falls

P(X < med) > und P(X > med) >

N | =
N |

Sei P(X > 0) = 1. Aus der Markov-Ungleichung folgt:

1 E| X
— < P(X >med) < L, d.h. med <2 - E|X]|
2 med
UA: Berechnen Sie Median und Erwartungswert von
1 100
X:
0.49 0.51

Tschebyschev-Ungleichung

Die Tschebyschev-Ungleichung kann nicht verschdrft werden

X
2 2e2
EX =0, wvar(X)=1 (UA)
Offenbar: .
P(X ~BX|> ) = P(X| ) =

rechte Seite bei der Tschebyschev-Ungleichung.
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13.5 Hoeffding-Ungleichung

Satz (Hoeffding-Ungleichung)
Seien Y7,...,Y, unabhingig und so dass EY; = 0 und a; <Y; < b;. Sei € > 0. Dann gilt V¢ > O:

n

SV > 0 < et [T e
=1 i=1

Satz (Hoeffding-Ungleichung fiir Bernoulli Zufallsvariablen)
Seien X;,...,X, ~ Bi(l,p). Dann gilt Ve > 0:

2

P(1 X, —p| > €) <2e72",

wobei X,, = 13" X,

Hoeffding-Ungleichung
Beispiel

Seien X1,...,X, ~ Bi(l,p),
d.h. Bernoulli: X; = 1 mit Wkt. p, X; = 0 sonst.
n = 100,e = 0.2.

Tschebyschev:

— varX, p(l—p) 1
P(X, —p|) > ) < - < — 0.0625.
( pl)>€) < €2 ne2  — 4ne?

Hoeftding:
P(IX, = p|) > €) < 267210002 — 0 00067.

Hoeffding-Ungleichung
Es geht sogar noch besser:
ZGWS (s. Kapitel Grenzwertsitze )

Yo Xi—np > ne )
V/np(l —p) Vvnp(l —p)

~N(0,1) approx.

P(IXy —pl) >e¢)=P(|

~ e np(l—p)))Jrq)( np(l—p))
= e
< 28 _"61) = 20(—2ey/n) = 2B(—4) ~ 1074

Hoeffding-Ungleichung
(1 — «) Konfidenzintervall

Sei a > 0 und €, = w/ﬁlog(%).

Hoeffding:
P(|X,, —p| > €,) < 2e72¢

|
R
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Sei C = (X, — €n, X+ €n).

PpgC) = P(Xn—p|>en)<a
PpelC) > 1—-a

D.h. das zufillige Intervall C' iiberdeckt den wahren Parameter p mit Wkt. > 1 — «.

Schitzung von Binomialwahrscheinlichkeiten

Vorgabe: ¢, a.

Gesucht: notwendiger Stichprobenumfang um
P(lp—pl >¢€) <a
zu sichern.

Hoeffding: Es geniigt:

_ 2
2'62"6 <a

also

—Ina/2  In(2/a)
"o 2¢2

Schitzung von Binomialwahrscheinlichkeiten

2)
ZGWS:
. oo n|p — pl ne
P(lp—pl| > €) \/np(l—p) g \/np(l—p))
~ 2@(— = ) <a
np(1 — p)
L
—— < 27(35)
\/ﬁ S —d - (5) p(l _p)
n > ((I)_1<4162_ %))

Schitzung von Binomialwahrscheinlichkeiten
(3)
Vergleich Hoeffding - ZGWS. Vorgabe: P(|p — p| > 0.01) < «

Notwendige Stichprobenumfénge

ZGWS Hoeffding

a| N1 -9) 7z In 2

0.1 6765 15000
0.05 9640 18450
0.01 16641 26490
0.001 27225 38000
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Hoeffding-Ungleichung
Beweis

Sei t > 0. Aus der Markov-Ungleichung folgt:

Da a; <Y; <b; lasst sich Y; als konvexe Kombination von a; und b; schreiben,

Y, = ab; + (1 — a)ay,

Yi—a;

wobei a = e

Hoeffding-Ungleichung

Beweis (2)
NR.: Fiir konvexe Funktionen f(z),z € (a,b) gilt:
f() = f(a
1) < @)+ 1O =D 0oy = ) + (1 - (@)
(Die Kurve f liegt unterhalb der Sekante, o = 7=2.). Da die Exponentialfunktion konvex ist:
Vi < et 4 (1 - a)el™
_ Yi—ai g, Y,
bi — a; bi — Qa;
—a; . b; .
E(e) < T _aai e 4 — el = 9
Hoeffding-Ungleichung
Beweis (3)
wegen EY; = 0. Dabei ist
u = t(bl — ai)
g(u) = —yu+log(l—~v+ye”)
vo= bi_—aiai’ v€(0,1)daa; <0<b;
’ e
— —_ + - -
g'(u) Tt e
gl/(u) — Fyeu(]‘ — 7) —. Yy
(1=vy+7e")?  (z+y)?
1
9(0) = ¢(0)=0, ¢"(w)< Yu>0

wobei z = ye*, y =1 — 1.

Hoeffding-Ungleichung
Beweis (4)

Die Aussage 0 < ¢"(u) = 2L < 1 folgt aus
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0 < (z—y)? gdw.
doy < 2?4 2ay+y° = (z+y)’
Satz von Taylor: es ex. ein £ € (0,u):
/ u2 /"
gu) = g(0)+ug'(0)+ -9 ()
2 2 2 2
u® , u t(b; — a;)
= —_— < _— =
59" (&) = 3 3

Hoeffding-Ungleichung
Beweis (5)
Daraus folgt:
E(etyi) < eg(u) < et2(bi—ai)2/8.

Damit:

Hoeffding-Ungleichung fiir Bernoulli

Beweis:

Sei Y; = 1(X; — p). Dann gilt EY; =0 und a <Y; < b, wobei a = —p/n und b = (1 — p)/n.
Also (b—a)? = 1/n%. Aus der Hoeffding-Ungleichung folgt:

PX,—p>¢€) = P(ZY; > €) < e el /(B
i=1

flir jedes t > 0. Setze t = 4ne:

2

P(X,—p>e) <e?ne.

Hoeffding-Ungleichung fiir Bernoulli
Beweis (2)
Analog:
P(X,—p<—e)<e 2,

Beides zusammen:
2

P(|X,, —p| >¢€) < 2e72.
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13.6 Chernov-Ungleichung

Wiéhrend die Hoeffding-Ungleichung Abschédtzungen fiir Wahrscheinlichkeiten von absoluten Fehlern angibt, gibt die

Chernov-Ungleichung solche fiir relative Fehler an.

Satz (Chernov-Ungleichung)
Seien X1,...,X, Zufallsvariablen mit X; ~ Bi(p;), d.h. P(X; = 1) = E(X;) = p;. Dann gilt V§ € (0, 1):

P55 >9) < ()

f(te) < ()

wobei Yn = % Z?:l Xi, Dp = %2?21 p; und g =np = ZZ‘L:1 Di-

Chernov Ungleichung, Beweis
Beweis: Mit Hilfe der Markov-Ungleichung erhalten wir die folgende Ungleichung V¢t > 0

PY_Xi > ¢) = P(e' i X > ¢) < e [ E(e).

i=1 i=1

Daraus folgt V¢ > 0

p(X” —P 5> = P(X, > (1+0)p) = P(zn:Xi > (1+0)n)
i=1 -

[T, B _ T (e + (11— p)
et(1+5)ﬂ - et(l‘f‘é)ﬂ

Schreiben wir p;e! 4 (1 — p;) = pi(e’ — 1) +1 und bemerken, dass 1 + 2 < e* Vz > 0 so erhalten wir

P(X" —P 5) _ I capi(e’ — 1))

et(1+0)p

exp((e' —1) 371 pi) _ exp((e’ — p)
et(1+8)p o et(1+8)p

Setzen wir nun ¢t = log(1 + 6) (¢ > 0 fiir § > 0) erhalten wir fiir den letzen Bruch

exp((et _ 1)#) B elt+d—1 H - el H
et(1+8)u S\ (A6 ) (14 6)+e
Damit ist die erste Ungleichung bewiesen.
Analog (beachte e™* > 1—2a  Va #0) folgt V¢t > 0

P(—X"p_p >5) P(ixi <(1=5)p)

=1

n —tX.
_ "X L —t(1-5) [z, E(e7™)
LR B

[y (pie™ + (1 = pi))
et(1=0)p

[Tie, (1 =pi1—e™)) _ eap((l e Np)
e—t(1=d)p e—t(1-0)u

IN

Setzen wir diesmal t = —log(1 — d) (¢ > 0 fiir § > 0) erhalten wir fiir den letzten Bruch

exp(l—e ) _ e~

e—t(1—0) (1_0)0-0u
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Damit ist auch die zweite Ungleichung bewiesen.

Satz (Chernov-Ungleichung, vereinfacht)
Seien X, ..., X, Zufallsvariablen mit X; ~ Bi(p;), d.h. P(X; = 1) = E(X;) = p;. Dann gilt V6 € (0,1):

b'e — D 52 2
PERTP S5 < o < on ¥
p
X, —-D 2
L R ]
p

wobei Yn = % Z?:l Xi, D, = %22;1 p; und p = Z?:l Di-

Beweis:

Logarithmieren die rechte Seite der Chernov-Ungleichung und wenden die Ungleichungen log(1 + z) > auf

> 1772
die erste Chernov-Ungleichung) und log(1 — x) > —x — 22/2 (auf die zweite Chernov-Ungleichung) (Beweis unter

Verwendung der Reihenentwicklung) an und erhalten (0 < § < 1)

66 12 52
—_— = —_ < -
10g<(1+5)1+5) (6 — (14 6)log(1+4)) < il

6—6 12 62 _Mﬁ
log D p(=8 = (1= 6)log(1 =) < —Zp < e

13.7 Mill Ungleichung

Satz (Mill-Ungleichung). Sei Z ~ N (0,1). Dann
2e70/2 2
P(|Z|>t)§\/;e _ )

t 4

Beweis: Es gilt

P(Z|>t) = 2P(Z>t):2/oo

I
EREN)
|
8 |~
—
@

I

‘&

M
~8
I

8
8|
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I

M
I

8
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e
9]
|
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14 Grenzwertsatze

14.1 Das Gesetz der Grofien Zahlen

Das Gesetz der Groflen Zahlen: Motivation
Der Erwartungswert einer zufilligen Variablen X ist in der Praxis meist nicht bekannt. Um ihn zu schitzen, sammelt

man Beobachtungen X7, Xo,..., X, und bildet dann das arithmetische Mittel:

n
i=1
Beachten: die Beobachtungen Xi, ..., X,, miissen unabhingig oder wenigstens unkorreliert sein.

Das Gesetz der Grofien Zahlen

Satz (Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen)
Es seien X7i,...,X,, unkorrelierte zufillige Variablen mit p := EX; und o2 := Var X; < oo (fiir alle i = 1,...,n).
Dann gilt fiir alle € > 0:
lim P(|X, —p|>¢e)=0.
Das Gesetz der Groflen Zahlen
Beweis
Beweis: Da die Zufallsgroflen X, ..., X, unkorreliert sind, gilt

o2

EX =y, Var X = —
n

Mittels der TSCHEBYCHEV—Ungleichung erhalten wir:

P(X, —pl >¢) P(|X —EX|>¢)

VarX = o?

0

e2

Das Gesetz der Grofien Zahlen

Bem.: Aus dem Beweis erkennen wir, daf§ die Voraussetzungen etwas abgeschwécht werden konnen, anstelle Var X; =

o? geniigt die Forderung

IR
nl;n;o 2 2 Var X; = 0.
Bem.: Die Voraussetzung der endlichen Varianz kann auch fallen gelassen werden. Dann kénnen wir aber zum Beweis
nicht mehr die Tschebyschev-Ungleichung anwenden. Der Beweis geht dann iiber charakteristische Funktionen. Und

wir brauchen die Unabhingigkeit.

Bem.: Auf die Unkorreliertheit kann nicht verzichtet werden. Sei etwa EX; = 0,varX; = 1,cov(X;, X;) =p (i # j).

Dann
. 1 < . n+nn-—1)p
nh_}rrgc ﬁ( g Var X; + E cov(X;, Xj)) = lim —————" =p.

: — n—00 n
i=1 i#£]
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Das Gesetz der Grofien Zahlen
Stochastischer Grenzwert
Wenn nli_{r;oP(DﬁL—Yb\ >e)=0 Ve>0
dann heiflt Y} stochastischer Grenzwert der Folge {Y,,} und man schreibt p —limY,, =Y oder ¥,, —, Y5.
Das Gesetz der Grofien Zahlen
Beispiel 1

Es seien X; ~ Bi(1,p)

pw=EX=EX;=p o=

Nach dem Schwachen Gesetz der Groflen Zahlen folgt:

P(}LG:Xi—P
i=1

>€> =l

Das Gesetz der Grofien Zahlen
Beispiel 2

Es sei A ein Ereignis, p = P(A) sei unbekannt.
Zur Schitzung von p fithren wir eine Reihe von unabhingigen Experimenten durch, bei denen A und A die einzig

moglichen Ausgénge seien.
n:  # der Experimente, die durchgefiihrt werden.

n(A): # Auftretens des Ereignisses A.

die relative Haufigkeit des Ereignisses A.
Frage:  pn w5 17
Das Gesetz der Groflen Zahlen

Beispiel 2, Fortsetzung

Dazu definieren wir Zufallsgrofen X; (i =1,...,n),

X 1 , Aim i-ten Experiment eintritt
i=
0 , Aim i-ten Experiment nicht eintritt

Dann gilt fir allei =1,...,n:

und P(X; =1) = p sowie P(X; =0)=1—p.

3
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Das Gesetz der Grofien Zahlen
Beispiel 2, Fortsetzung

Wenden das Schwache Gesetz der Grofien Zahlen an und erhalten:

lim P(|pn —p|>¢) = lim P(I X, —p| >¢)

n—oo
= 0, Ve >0

Folglich gilt: p,, ==> p oder, genauer, p, —, p

n— o0

Bem.: Schitzungen p,, die gegen den zu schitzenden Parameter konvergieren heiflen (schwach) konsistent.

Starkes Gesetz der Grofien Zahlen

Satz (Gesetz der Groflen Zahlen), ohne Beweis

Seien die Zufallsvariablen Xy, ..., X, identisch verteilt und unabhéngig, E|X;| < co, EX; = . Dann gilt

Bem.: Schwaches Gesetz der Groflien Zahlen: Seien die X1i,..., X, identisch verteilt, EX; = p und unkorreliert
(cov(X;, X;) = 0%8;5). Dann gilt
=p-—limX, = L

Gesetz der Grofien Zahlen
Anwendung 1

Das Gesetz der grolen Zahlen eignet sich also z.B. zum Schétzen von Erwartungswerten.

Sei X ~ F mit Dichte f(x), den Beobachtungen x1,...,x, und g(-) eine beliebige Funktion.

Der Erwartungswert
E(9(X)) =
wird (falls er existiert) geschétzt durch

g9(x) f(x) dx
I= Z g(z;)

AR

Gesetz der Grofien Zahlen
Anwendung 2

Das Gesetz der groien Zahlen eignet sich auch zur Approximation von Integralen.

Ist f > 0 kann das Integral

(falls es existiert) geschétzt werden durch

wobei die Beobachtungen x; aus einer Population mit Dichte f stammen.
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14.2 Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Def. 59 (Empirische Verteilungsfunktion)
Seien Xj, ..., X, unkorreliert, X; ~ F, und X(y),..., X(n), X1) < X2) < ... < X, die geordnete Stichprobe. Die
Funktion

#HX: Xy <zyi=1,...,n}

Fufa) = .
0 falls = < Xy
= % falls X <z < X(i41)
1 falls X,y <z

heifit empirische Verteilungsfunktion.

Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Veranschaulichung der empirischen Verteilungsfunktion

Empirische Verteilungsfunktion

044

084

0.74

06

0.5

044

0.3

N 32 33 34

Der Satz von GLIVENKO-CANTELLI
Satz von GLIVENKO-CANTELLI (1)

Seien X1, ..., X, unkorreliert. Es gilt:

lim P(|F,(z) — F(z)] >¢) =0 Yz eR.

n—oo

Beweis: Wir definieren ZufallsgroBen Y, (i =1,...,n, © € R) durch:
1 S falls X; <z

}21 =
0 , sonst
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Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI
Beweis (Fortsetzung)
Dann gilt offensichtlich fiir alle : =1,...,n und z € R:

Yiz

D.h. Yy ~ Bi(1, F(x)). Sei, fur alle z € R,

Vergleichen wir die ZufallsgréBen F),(x) und Y ,:

Der Satz von GLIVENKO-CANTELLI
Beweis (Fortsetzung)
Aus dem letzten Beispiel folgt, u := EY;, = F(x). Deshalb folgt aus dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen:

lim P(|Y, —u| >¢)=0, Ve>0.

n— oo

D.h. fiir alle £ > 0 gilt:

lim P(|F,(z) — F(z)| > €) =0

n—oo

Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Verschdarfung:

Satz von GLIVENKO—CANTELLI (2)

Es seien X7,..., X, unabhingige zufillige Variablen. Dann gilt:

P ( lim sup |F,(z) — F(z)| = 0) =1

n—oo rz€R

Dieser Satz wird auch oft als der Hauptsatz der Statistik bezeichnet.

146



14.3 Konvergenz von Folgen zufilliger Variablen

Def. 60 (Stochastische Konvergenz)
Eine Folge {X,, }nen zufélliger Variablen konvergiert stochastisch (in Wkt.) gegen eine zufillige Variable X, falls fir

alle € > 0 gilt:
1i_>m P(|X, - X|>¢)=0.

Wir bezeichnen dann: p—lim X,, = X.

X heiBt stochastischer Grenzwert der Folge {X,,}.

Konvergenz (2)

Def. 61 (fast sichere Konvergenz)
Eine Folge {X,, } nen zufilliger Variablen heifit fast sicher konvergent gegen eine zufillige Variable X, falls gilt:

r ({w: lim X, (w) = X(w)}) =1.

n—roo

Wir bezeichnen dann: lim X,, = X f.s.

X heift f.s. Grenzwert der Folge {X,,}.

Konvergenz (3)
Def. 62 (Konvergenz im p-ten Mittel)

Es seien X7, ..., X, X zufillige Variablen mit E|X;|? < oo, E|X|? < co. {X,} konvergiert im p-ten Mittel gegen X,
falls

lim E|[X, — X|? = 0.
n— oo

Wir bezeichnen dann: lim, o, X, = X p.m. (q.m. wenn p = 2).

Konvergenz (4)

Def. 63 (Konvergenz in Verteilung)

Es sei {X, }nen eine Folge von zufélligen Variablen. X sei eine Zufallsgrofie mit der Verteilungsfunktion F(x) =
P(X < x).

Die Folge { X, }nen konvergiert in Verteilung gegen die Zufallsgrofie X, wenn fiir alle € R, in denen die Funktion F

stetig ist, gilt:
lim P(X, <z)=F(x).

n— oo

Wir bezeichnen dann: X,, —P X.

Konvergenz

Zusammenhdnge zwischen den Konvergenzbegriffen (1)

Lemma: Sei X eine Zufallsvariable mit

E|X|? < oo, p' < p. Dann gilt

=

’ 1
(EIX")» < (E|X|P)*.
Beweis: Die Funktion g(z) = |z|* ist konvex fiir ¢ > 1. Fiir eine beliebige Zufallsvariable Y gilt (Jensens Ungleichung)

EY|' <E|Y["

147



Sei Y = |X|P, t = £ > 1. Daraus folgt

2

(EIX)¥ <B((X]")

P
7

) = BIX]P.

Konvergenz

Zusammenhdnge zwischen den Konvergenzbegriffen (2)

Folgerung

Sei p’ < p.
lim X, =X pm.= lim X, =X p.m.
n— o0 n—0o0

Beweis: Wegen dem letzten Lemma gilt:

1
7

(E|X, — X|")7 < (BIX, — X[")7.

Konvergenz

Zusammenhdange zwischen den Konvergenzbegriffen (3)

Lemma
Sei p > 1. Dann gilt
lim X, =X pm.=plim,, X, =X.

n—oo

Beweis: Sei € > 0. Es gilt fiir alle n:

P(|X,—X|>e) = P(X,—X[">e?)
E|X, — X|P
S V5

Markov-Ungleichung

E|X, — X
lim P(|X, - X|>¢) < lim B, - X
n—oo

n—oo ep

Konvergenz
Zusammenhdange zwischen den Konvergenzbegriffen (4)

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht:

Seien X, { X, }nen Zufallsgrofien mit . .
P(X, =n%) ==, P(X,=0)=1——.
( n%)=_, P ) -

Vee (0,1): P(|X,|>e€) =P(X,=n")=1-0also p-limX, =0.

Andererseits:  E|X,|P = n®?~! konvergiert nicht fiir ap > 1.
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Konvergenz

Zusammenhdinge zwischen den Konvergenzbegriffen (5)

Satz: Seien X, {X,, }nen Zufallsgrofien
limX, =X fs = plimX, =X.

Beweis: Es sei € > 0 beliebig. Dann gilt: 0 <

< I - < i -

< lim P(|X, X|>5)_n1LH;OP<kU{|Xk X|>s}>
oo oo

= P(ﬂ U{|Xk—X| >e}) = P(|X, — X| > ¢ fiir oo viele n)
n=1k=n

< P({lim X, =X})=0
n—roo

Konvergenz
Zusammenhdnge zwischen den Konvergenzbegriffen (6)

Das folgende Beispiel zeigt, dafl stochastische und fast sichere Konvergenz nicht identisch sind.

Konstruktion einer Folge {Xp}nen zufilliger Variablen mit p-lim X,, = 0, nicht aber lim X,, = 0 f.s.
Es seien Q = [0,1] und € = [0,1] N B! gegeben. Fiir alle Ereignisse A C [0, 1] gelte:

ogp(A)z/ldxgl.
A

Sei {A,, }nen eine Folge von Ereignissen im Ereignisfeld &,

Konvergenz

Zusammenhdnge zwischen den Konvergenzbegriffen (7)

Ap:=[k-27" (k+1)-27"], VneN
wobei fiir die Zahlen h und k folgendes gelte:
o h ke ZuU{0};
en=2"4+k (n<2.20)
e 0<k<2m

Die Folge { X, }nen definieren wir wie folgt:

1 ,fallswe A,
X,(w) =

0 , sonst
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Konvergenz

Zusammenhdnge zwischen den Konvergenzbegriffen (8)
Untersuchen wir die stochastische Konvergenz von {X,,}:
Nach Definition der Folge {X,, }nen gilt:

P(an| > 5) = P(‘Xn| = 1) = P(An)
(k+1)-27" —f.27"

2
= 27"< 2 50,
n

d.h. p-lim X,, = 0.

Konvergenz
Zusammenhdnge (9), Die Intervalle A, = [k-27" (k+1)-27"]

n=2"4+k|h|k| A,

1=2°40 (00|01
2=2"40 | 1]0]]0,4]
3=2"+1]1]1][31]
4=2°+4+0 |20 |][0,1]
n=2"+k|h|k| A,

5=2"4+1 |2 |1]][3,1]
6=2"+2 |2 2|33
7=2"+3 | 2|3 |[31]
8=2+0[3]0][0,3%]

Die Folge {A, }nen ist nirgends konvergent. Also

P ({w: lim X, (w) = O}) =0#1

n—oo

Konvergenz

Zusammenhdnge zwischen den Konvergenzbegriffen (10)

Satz
Es sei { X, }nen eine Folge von zufilligen Variablen, fiir die es zwei ZufallsgroBen X und Y gibt, so daf gilt:

X =p-limX, und Y = p-lim X,,.

Dann folgt daraus:
PX=Y)=1

Beweis: Es sei € > 0 beliebig. Dann berechnen wir

P({w: [X(w) =Y(w)| >e}) = (%)

150



Konvergenz
Beweis des Satzes,(*)=P(|X = Y| > ¢)

= P(X—X,+X,-Y|>¢)

< P(X = Xo| 4 |Xn—Y]|> )

< P({|X, - X|>5tu{lX,-Y]>5})

< P{IXn=X[>5}) + P{IXa=Y|>35}) 55 0

D.h.
PIX-Y|>e)=0 Ve>0.

P{w: X(w)=Y(w)}) =1.

Konvergenz

Zusammenhdange zwischen den Konvergenzbegriffen (11)
Lemma

plim, e X, =X = X, 5P X

Beweis: Seien 2’ < x < 2 € R sowie F und F,, die Verteilungsfunktionen von X bzw. X,,. Es gilt:

{X<2'} = {X<o, X, <z}U{X <2 X, >z}
C {Xp,<zlu{X<2,X,>z} =
F@) < Ful@)+ P(X,— X 22— o)
—0  wegen X,—, X
F(z') < lim, , Fu()

Beweis von p-lim, .. X, =X = X, »” X (2)
Weiterhin

{Xp<z} = {X<2" X, <z2}U{X>2" X, <z}
C {X<2Mu{x>2" X, <z} =
F.(x) < F@")+P(X,—-X|>2"—x)

—0 wegen X, —,X

Beides zusammen:

Beweis von p-lim, .. X, = X = X,, =P X (3)
Wenn jetzt © Stetigkeitsstelle und 2’ — 2 — 0 und 2” — 2+ 0 so F(2') —» F(z) und F(z") — F(z) und

lim F, (z) = F(x).

Die Riickrichtung gilt i.A. nicht:
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X ~Bi(l,}), X, =1-X VneN
X und X, besitzen dieselbe Verteilung Bi(1,1), X, = X.
Es gilt aber nicht: X,, —, X,da |X, —X|=]1-2X|=1 VneN

Konvergenzarten
Die verschiedenen Arten der Konvergenz einer Folge von Zufallsgrofien gegen eine zuféllige Variable bilden z.T. eine

gewisse Hierarchie:

IimX, =Xfs. = plimX,=X
= X, —PX
limX, =X qm. = plmX, =X
limX, =X pm = plmX,=X (p>1)

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.

Konvergenz in Verteilung

Beispiel

X, ~ Bi(n,p,), limnp, =X\, Y ~ Poi(\) =X, =PY.

Diese Aussage kennen wir schon von friiher.

Weitere werden wir im nachsten Abschnitt kennenlernen.
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14.4 Der zentrale Grenzwertsatz

Der Zentrale Grenzwertsatz
Es seien X1, ..., X, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit y := EX;; 02 := Var X;. Seien Zufallsgréfien

Zn, Zn und Y, definiert durch: Z,, := > X, bazw. Z, = % und

i=1
Ln—W  Zn—np
Y = . =
n=Vn o Vno

Dann gilt fiir alle reellen x:
lim P (M < m) = lim P (Y, <z)=®(x)

n— 00 Vo n— oo

Der zentrale Grenzwertsatz

Beweis: Als Hilfsmittel werden charakteristische Funktionen verwendet, siche unten. O
Bem.: Die Folge {Y},}en konvergiert in Verteilung gegen eine ZufallsgroBe Z, Y,, —P Z, Z ~ N(0,1).
Anwendungen:

e Simulation bei der Erzeugung einer normalverteilten Zufallsgrofie aus Pseudozufallszahlen

e Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen (insbesondere von Teststatistiken)

Der zentrale Grenzwertsatz

Genauigkeitsabschitzung (1)
Satz (BERRY-ESSEEN SCHRANKE)

Es seien die Voraussetzungen des zentralen Grenzwertsatzes erfiillt und M := E|X; — u|® < co. Dann gilt:

04748 - M

‘P(M<x)—q>(ay)‘<W—:K

Vn-o )

Bem.: Die Schranke wird laufend verbessert (aktueller Stand: 2012).

Der zentrale Grenzwertsatz

Genauigkeitsabschatzung nach Berry-Esséen (2)

Es seien X; ~ R(0,1), p= %702 — %

+oo
M= B = [ o=l fe)de

n | 12 100 1000

K | 0.178 0.062 0.0195
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Der zentrale Grenzwertsatz

Genauigkeitsabschdatzung (3)

Seien X; ~ Poi(\), EX; = Var X; = A

wl—

ME = (BIX - AP) < (BIX, - AP
(B(X; — /\)4)i = (A+3\2)F

Berry-Esseen Schranke:
0.4748(\ + 3)\2) % 0.4748 - 31
K< (3 i )4 7 A—00 74
A3y/n Vvn

=K'

n | 12 100 1000

K’ | 0.312 0.108 0.0342

Der zentrale Grenzwertsatz
X, Bernoulli

Satz (MOIVRE-LAPLACE)
Es seien X; ~ Bi(1,p), unabhingig. Dann gilt fiir Z, = > ., X; (~ Bi(n,p)):

Bem.: Fiir ausreichend grofles n € N kann also die Binomialverteilung durch eine Normalverteilung ersetzt werden,
P(Z, <y) =~ ® _y-nr
n-p-(1-p)

Satz von MOIVRE-LAPLACE

Beweis

Beweis: Mit EZ,, = np und Var Z,, = np(1 — p) folgt unter Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes:

Fz, (y) = P(Zn < y)

Zn—n-p y—n-p

- P(\/n~p-(1—p) - \/”-p-(l—p)>

— @(yn'p )
n-p-(1-p)

Der zentrale Grenzwertsatz

Satz von MOIVRE-LAPLACE

Es seien X; ~ Bi(1,p), n = 1000 und p = 0.4. Gesucht werde die Wahrscheinlichkeit P(Z, < 300). Es gilt:

P(Z, <300) = Y P(Z,=ux)
<300
299
1 ) )
= > ( OZ,OO) 0.4°(1 — 0.4)1000~
=0

grofler Rechenaufwand. besser: Anwendung des Satzes von MOIVRE-LAPLACE.
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Satz von MOIVRE-LAPLACE
Beispiel, Fortsetzung
Es gilt:

P(Z, < 300)

Q

) 300—1000-0.4
1000-0.4-(1—0.4)
—100 ) - —100
o (m) ~ (15.49)
= ®(—645)=1—P(6.45) ~0
N——

~1

Bem.: Die Anwendung des Satzes von MOIVRE-LAPLACE setzt voraus, dafl n € N hinreichend grof3 ist. Faustregel:
n-p>10und n- (1 —p) > 10.

Satz von MOIVRE-LAPLACE

Binomialverteilung-Verteilung B(20,0.5) Binomialverteilung-Verteilung B(50,1/6)

o o

o ]

M - 7
014 L
013 042
o1 010
0.10 008
009
0.08 o8
007 007
006 006
005 005
004 004

003

aau; T T T T T T T T T T T T T T ¥ T T T T T T T T 1

-1 0 1 2 3 4 & B 7 8 8 0 1 12 13 14 15 18 17 18 19 20 2 DDD‘ = = i ‘ = T o = - = - ~ - = - = ]

k 10 1 2 i 4 5 8 7 8 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 2
PLOT = bnl —bnl — k
Binomialverteilung-Verteilung B(100,0.1)

i
77
/
00
007
0.08
005
004
003
0024
001
DDDT_'*._'_r_'_r T T T T T T T T T T T T T

2002 3 45 5 1 8 8 M0 M ot w15 ot o8 2 2 2

k
Der zentrale Grenzwertsatz
X, Poisson
SeienX; ~ Poi(\;), i=1,...,n
0 1 2 ... k... n
XZ‘Z Zn = E X1
Poi Pi1i P28 --- Pki .- i=1

= M oA BEX = Var Xs — A,
mit pj; = Sy - € R ;= var X; = A;.
Fiir den Erwartungswert von Z,, gilt:

n n n
EZ,=E § X; =§ EXiZE i
i=1 i=1 i=1
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Der zentrale Grenzwertsatz

Poisson

Lemma
Es seien X; und Xo unabhingig, X, Xs ~ Poi()\;), i = 1,2). Dann ist die Zufallsgréfie Zs := X; + Xo ebenfalls
Poisson—verteilt und es gilt: Zy ~ Poi(A1 + A2).

Bem: Vergleichen Sie die folgende Formel mit der Faltungsformel fiir stetige Zufallsvariablen. Erinnerung: EX; = \;,
Var Xi = /\l

Der zentrale Grenzwertsatz
Poisson, Beweis des Lemma

Beweis: Es gilt fiir alle k € N:

k
P(Zy=k) = Y pi(t) - pa(k—1)
t=0
k )\t 7)\ )\kft 7)\
= (Tll e e 2)
t=0
k k
_ ()‘i'/\zit '6_()\1+>\2))
= - (h—1)!
t=0
“(AitAe) 1 ; AL ARt g
= e e FZ tll.(li—t)l
t=0
e~ (A1+A2)

= (M + A2)®  (Binomische Formel)

Der zentrale Grenzwertsatz
Poisson
Sei \; =X (i=1,...,n). Dann
Z, = in ~ Poi(n - \).
i=1
Anwendung des Zentralen Grenzwertsatz liefert (A :=n - \):

P(% <x) :P(Z%,X <x) — ®(z).

Also kann auch eine Po1ssoN—Verteilung durch eine Normalverteilung approximiert werden, falls der Parameter A (=
nA) hinreichend gro8 ist (etwa A’ > 10).

x2-Verteilung

Def. 64 (y*-Verteilung)
Seien X; unabhingig, X; ~ N(0,1),i=1,...,n.

n
Y =3 XP~x,

i=1
heiBt x2 verteilt mit n Freiheitsgraden.
Dichte:

- ande’%, falls >0
fr(y) =4 22T3)
0 sonst.
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x2-Verteilung

EY = TLEXZ-2 =n
n
VarY = E(Y -n)’=E(} (X7 -1))* = nE(X] - 1)’
=1
= nE(X{ - 2EX{+1)=n(3_-2+1)=2n.
s.f.S.
. Dy X?—n
= lim P(==—_""— < =
Jim P(== 2 v) (v)

P(ZX3<;E) ~ <1>(\/ﬂ

x2-Verteilung
n =30,z =23.364: P(>;_, X? <z)=0.2
Approximation durch eine Normalverteilung;:

r—n

Van

®( ) = ®(—0.8567) = 1 — 0.8042 = 0.1958.

x2-Verteilung, Fortsetzung
bleibt z.z.: EX? =3.

[e%S) .2
V2rEX}! = / zle™ T dx

5. 5 1.5
= T(3)28 =T(2+3)2"
= 1-3 @agzsox/ﬂ

EX} = 3.

(3

x?-Verteilung, Fortsetzung

Dabei haben wir verwendet: - _
/ t/\_le_o‘t dt — ( )
0

I'n+1) = nl'(n)=n!

=3
3
+
| =
I
5

1:3:5---(2n—1)¥"
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x2-Verteilung

Veranschaulichung fiir verschiedene n

Verteilung der Summe von Quadraten von Zufallsgréssen Verteilung der Summe von Quadraten von Zufallsgréssen
Xi standardnormal. n=6 Xi standardnormal. n=10
Prob Prob
0.12 008
o
o8
010
oo
008
00 0.06
oo 08
o8
oot
005
003
oot
o 0oz
002 0o
00
0.00
o0 40 1 2 83 4 5 8 7T 8 §oM0 M 12 % 14 oM w4 18 W 2
1 1] 1 2 3 4a & 6 7 8 ] 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 k
k PLOT —xpd — vk
Verteilung der Summe von Quadraten von Zufallsgréssen Verteilung der Summe von Quadraten von Zufallsgréssen
Xi standardnormal, n=20 Xi standardnormal, n=40
Prob Prob
o1 0046
oou
o2 pross
000
0 0038
010 0,036
0034
008 0032
0.030
008 0028
0026
007 0024
002
08, 0.020
oot
ocs
oots
oo oo
oo
oo oot
0.008
002 0.008
0.004
ooy 0002
0.000
T T T T T r U I L T T T T T T y T r I U T v 1 -01234567891111111111222222222233 5 77777777778
10 1 2 g 4 5 B 7 8 9 10 11 12 13 14 15 18 17 18 19 20 N 1 01234567890123456768801234567808012345678090123456788012345678901234567880
k k

“Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes
Sei ¢x_,, die charakteristische Funktion von X; — pu. Da die ersten beiden Momente (y,0?) existieren, E(X; — p) = 0,

E(X; — u)?) = 02, folgt aus der Taylorreihendarstellung

. (it) k I 90 2
Gx-(t) = DB = P S ofth) = 1= 502 +o(#)
=0 '
Die Zufallsvariablen
Xi—p

Vno

haben die charakteristische Funktion

1
=1—-—t>+o(t?)

bx-ul ) =15

“Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes (2)

Die Zufallsvariable Y,, = > | )\(/15_ £ hat also die charakteristische Funktion

n n

Py, (t) = (cbxu(\/%(j)) =(1- ;L + O(L))”.

Es gilt:
2 2 2 t2 t2

In(1— ;—n + 0(%))" =nln(1-— ;—n + o(g)) -

(vgl. Taylorreihenentwicklung des Logarithmus)
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*Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes (3)

t2
gf)yn (t) —e 2.
D.h. die charakteristische Funktion von Y,, konvergiert gegen die charakteristische Funktion der Standard-Normalverteilung
(sogar gleichméaBig).
Aus dem Konvergenzsatz folgt: Y,, — Z ~ N(0,1).

Zentraler Grenzwertsatz

Beispiele

Miinzwurf: 1000 mal. Wie grof8 ist die Wkt., dass weniger als 475 mal Zahl fallt?
X; =1 falls Zahl, X; = 0 sonst.

1000
P(X i1 Xi <475) =

475 1

1 ZX' _1 475 1
P( /103 1000 ° 2 < /103 1000 2 )
1 - 1
Vi Vi

~N(0,1)
®( 10000.475 — 0.5)

= O(—1.58) ~ 0.057.

Q

N|=

Bedeutung des ZGWS in der Statistik

beim Schdtzen
Gesetz der Grofien Zahlen: X — pu = E(X).
Frage: Wie grof} ist der Stichprobenumfang zu wéhlen, um eine bestimmte Genauigkeit zu erreichen?

€, 6 vorgegeben, klein (g,0 < 0.5).

n ist so zu wéhlen, dass

Bedeutung des ZGWS beim Schitzen

Fortsetzung

1-5 < P(X—-pl<e)

_ P( | X — pl n € )
vVVarX vVVarX

2
2
i
T
iy
|
i

Es geniigt etwa

3
|
7N
Q
A
L
o=
\
e
~~
[\v]
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Bedeutung des ZGWS in der Statistik

beim Testen
p:=EX, und nehmen hier an, 02 = Var X ist bekannt. Wir testen z.B.

Hy:p<po gegen Hi:p> g

Teststatistik:

T, klein spricht fiir Hy, T}, grof3 gegen Hy.
Fehler 1. Art: Hy ablehnen, obwohl richtig méchte man begrenzen (< «)

Fehler 2. Art: Hy annehmen, obwohl falsch sollte auch klein sein (< ()

Bedeutung des ZGWS beim Testen

Fortsetzung

P, (T, > ui—q) = o mnach ZGWS

denn

P,(Th <ti—q) = Pui—q)=1-«
(wenn p < pg 80 Py(Ty < t1—qa) > Puy(Thn < u1-q))
Wenn also T}, > u1_, so lehnen wir die Nullhypothese ab!

Bedeutung des ZGWS beim Testen
Beispiel

In der BRD gab es im Zeitraum 1970-1990 insgesamt 25 171 123 registrierte Lebendgeburten, davon waren 12 241
392 Médchen.

Berechnen Sie die ein 95% Vertrauensintervall fur die Wahrscheinlichkeit einer Madchengeburt!

Das zufillige Ereignis einer M&dchengeburt wird dargestellt durch eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable, X; ~
Bi(1,p). Sei n = 25171123 und

S, = Z X,; die zufillige Anzahl der Madchengeburten.
i=1

Bedeutung des ZGWS beim Testen

Beispiel, Fortsetzung

Wir wissen, ES,, =n-pund Var S, =n-p- (1 —p).
Weiter sei ug.975 das 0.975-Quantil von N (0, 1),

CI)(’U,(),975) = 0.975.

Nachsehen in der Tabelle liefert ug 975 ~ 1.96.
Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt

|Sn - np‘
vVVars,

< ug.g75) ~ 0.95.

P(

160



Bedeutung des ZGWS beim Testen
Beispiel, Fortsetzung, 2
Die folgenden Ungleichungen gelten jeweils mit Wkt. etwa 0.95:

|Sn —np| < 1.96-/np(l —p)
(Sn - np)2 S 1.9627?,])(1 _p)

nZp? — 28, np + S,QL < 1.96%np — 1.96%np?

(n? +1.96%n)p* — (1.96*n + 2nS,)p + 52 < 0

Bedeutung des ZGWS beim Testen

Beispiel, Fortsetzung, 3

bzw. wenn wir die Schitzung

fiir die relative Anzahl der Madchengeburten einsetzen,

fiir die Randpunkte des Vertrauensintervalls

1 1.962 \/ 1.962
= (np +1.964/np(1 — p .
PL2 = o062 <np T np(l —p) + 1 >

S, 12241392
N — — — ———— — 4
D= = o5rriiag 48033

Hier haben wir

95%- Vertrauensintervall: [0.48613,0.48652].

Bedeutung des ZGWS beim Testen
Beispiel, Fortsetzung, 4

Fortsetzung des vorigen Beispiels
Angenommen, es wiirde gelten p = % Mit welcher Wkt. wiirden dann hochstens 12 241 392 Méadchengeburten auftre-

ten?

" — 12241392 —
P(S, <12241392) = P( Sn =P 39 ”p>

Vnp(l—=p) — /np(1—p)

(12241392 — np
np(1 —p)
= ®(-137.2) <3-107""

Q

D.h. wir lehnen die Nullhypothese Hy :p = % gegen Hy 1 p # % ab.

Bedeutung des ZGWS
Beispiel

Roulette

Beim Roulette gibt es 37 Zahlen, 18 davon sind schwarz, 18 sind rot, dazu die 0, die ist griin. Bei Setzen der richtigen
Farbe gibt es den doppelten Einsatz, bei Setzen der richtigen Zahl den 36 fachen Einsatz. Zwei Spieler A und B spielen
folgende Strategie: A setzt auf Farbe, B auf Zahl. Beide spielen 100 mal, und jetzen jeweils 10 Euro.

Wie grof3 ist die Wkt., dass sie nach n = 100 Spielen mindestens 40 Euro gewonnen haben?
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Roulette, Fortsetzung

Wir beschreiben die Gewinne/Verluste im ¢-ten Spiel durch Bernoulli-Zufallsvariablen,

Roulette, Fortsetzung, 2

EX;
VarX;
EY;

Vary;

Roulette, Fortsetzung, 3

100

P (; X; > 40)

100

10 —10 350 —10
Xii f
18 19 1 36
37 37 37 37
18 19 10
- 10-2_10. 22 = _—— _.
Orgz ~ 10 gz =57 =
1
= EXE—(EXZ»)2:100—(3—2)2 =: 0% ~ 100
1 36 10
= 1022 =
A A A
1 36 10
= EY2 - (EY;)? = 3502 + (—10)222 — (52)2 = o2
©~ (BY) g7 H 10 g~ (gp) =
~ 3200
_ p Z;i(iXi*n,uA> 40 — npia
VivVarX; — nVarX;
~ 1_q,<4<J—W)
Vnoa
= 1-(0.67) =0.25
- p Y Y —nps 40 —npp
Vi VarY, = /ny/Vary;

40 —nup

”(m)

1—®(0.12) = 0.45

Q
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15 Schatzmethoden

15.1 Einfiihrung

Eigenschaften von Schitzungen 0

Sei 6,, = én(Xl, ..., X,,) eine Schitzung eines Parameters 6, die auf n Beobachtungen beruht.

A~

e 0, == 6 “Konsistenz” (Minimalforderung)

A~ ~

e FO,=0 “Erwartungstreue” E0, -—= 0 “Asymptotische Erwartungstreue”

Eigenschaften von Schitzungen (2)

W

o var 0, moglichst klein: “gute”, “effiziente” Schatzung

e wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt fiir alle e-treuen Schétzungen, 0, “optimale Schétzung”

e MSE = var 6,, + bias? 0,, = var ,, + (Eén —6)? — minimal oder mdglichst klein.

e Eigenschaften sollten “moglichst” auch bei (kleinen) Abweichungen von der (Normal-)Verteilungsannahme gelten

— robuste Schétzung.

Momentenmethode
Man driickt den zu schitzenden Parameter durch die Momente, z.B. E(X), aus. Dann werden die Momente durch

die entsprechenden empirischen Momente, z.B. der Erwartungswert durch X, ersetzt.

Maximum-Likelihood-Schitzung (ML-Schitzung)
Es wird der Schatzwert fiir den unbekannten Parameter ermittelt, der anhand der vorliegenden Daten, am meisten

fir diesen Paramter spricht (most likely).

Kleinste-Quadrat-Schitzung (KQS)

Sei 0 der zu schitzende Parameter. Man geht aus von einem Modell, z.B.

Dannn versucht man die Summe der Fehlerquadrate

n

ZG? =) (Vi —g(6, X3))".

i=1

zu minimieren (Kleinste Quadrate).

15.2 Momentenschitzung

Momentenschdtzung bei Normalverteilung
Seien X1,..., X, ~ N (u,0?).

Momentenschdtzung bei Exponentialverteilung
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Seien X1,..., X, ~ Exp(\).

1 2 1
)\ = — )\ = =
EX; X
Momentenschdtzung bei Binomzialverteilung
Seien X,..., X, ~ Bi(l,p).
p=EX;, = p=X

der relative Anteil der Realisierungen z; = 1.

15.3 Maximum-Likelihood-Schitzung

Seien x4, ..., z, ii.d. Beobachtungen mit der Dichte f(z;8)
Def. 65 (Likelihood-Funktion, Log-Likelihood Funktion)
n

L,(8) = H f(2:,0),  1,(8) =log(L(8))

Die Likelihood-Funktion ist die Dichte der Daten, sie wird aber als Funktion des Parameters @ aufgefasst.

Def. 66 (Maximum-Likelihood Schitzung)
Die Maximum-Likelihood-Schitzung ist der Wert 8, der L, (0) maximiert.

Es ist also die Likelihood-Funktion (oder deren Logarithmus) zu maximieren.

ML-Schétzung bei Binomialverteilung
Beobachten n=1000 Jugendliche. Stichprobe (Xi,...,X,) X; = 1 falls Ubergewicht festgestellt X; = 0  sonst.
Die Wahrscheinlichkeit, da3die beobachtete Stichprobe auftritt, wenn der Parameter p vorliegt ist

PXi=21,....,Xp=2,) = HpXi(l —p)t=Xi
i=1

= pPA—p)"*  wobei k= le
i=1

ML Schitzung bei Binomialverteilung
Der ML-Schétzer ist der Wert, der diese Funktion, L, (p), Likelihood-Funktion genannt, bzgl. p maximiert. Maximieren
statt L, (p): log L, (p) (Arg.Max. ist dasselbe).

In L, (p)

n(p"(1-p)" ")
= klnp+ (n—k)In(1 — p).

Ableiten nach p und Nullsetzen liefert:

ML Schitzung bei Binomialverteilung (2)

Die einzige Losung ist:
N
p= non ; Ti
Fiir ein relatives Extremum in (0,1) kommt nur dieser Wert in Betracht. Miissen aber noch die Likelihood-Funktion

an den Réandern betrachten: Fiir p =0 und p = 1 wird In L(p) = —oo. Also:

Pyvr =

S|
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ML-Schatzung bei Normalverteilung

1 unbekannt, o? bekannt

Likelihood: fx, . x,(z1,...,2,), die gemeinsame Dichtefunktion der X;.
Seien X1,..., X, unabhingig, X; ~ N (y,1).
Likelihood:

—.

©
Il
-

L,(p) = fx,; (z;) (Unabhéngigkeit)

L —@i-w?2

I
=
N

©
Il
-

ML-Schatzung bei Normalverteilung, 2

n

1 :
Ln(p) = H e (@i—p)?/2

i1 V21

_ S . (m; — N)2
In L, (1) nln(v2r) + Z( 5 )
OLn (1) S

Em = Z(mi—u)

i=1
Nullsetzen liefert die Maximum-Likelihood-Schétzung

=
Il
>

Normalverteilung, ¢ und o2 unbekannt

Xi, o, X~ N (1, 0%)

ool
Ln ) = - XZ - 2
(k,0) U7 exp(—5— (Xi = 1)°)
1 1 «
= —Fn — XPl—7——= X, — 2
Vor on p( 202 ;( i H) )
1 S? n(X — u)?

e e
= oy exp(g g) exp 552
wobei 2 =n"13"" (X; — X)2

Die letzte Gleichung folgt aus: Y ;- (X; —p)> =Y i ((Xi = X + X — )2 =nS? + n(X — p)?

ML-Schitzung bei Normalverteilung, Fortsetzung
Log-Likelihood:

2 X _ )2
InL(p,0) = —nlnv2r —nlno — ns” _ M

202 202
Loésen des Gleichungssystems
OlnL(p,0) X —p
O = =
ou o2
0 - OWmLlwo) n_ nS* n(X-p?
Oo o o3 o3
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ML-Schatzung bei Gleichverteilung

ML-Schatzung bei Gleichverteilung auf (0,6)

Likelihood: fx, . x,(z1,...,2s), die gemeinsame Dichtefunktion der X;. Seien X1,...,X,, unabhangig, X; ~ R(0,6),

n

d.h.
% falls 0<ux; <6
fxi (i) =
0 sonst,
ML-Schatzung bei Gleichverteilung, 2
Likelihood:
L,0) = H Ix; (z:) (Unabhéngigkeit)
i=1
0 sonst
Maximal, wenn 6 > x1, ..., x,, und wenn # moglichst klein, also
0 = max(zq,...,2,).

Maximum-Likelihood-Schitzung

Gemischte Normalverteilung

DiChte (0 == (/-1/170'%711'270-%7[))):

F(@;8) = (1 - p)o(T1) 4 pp(T12)

g1 g2
X; ~ N (u1,0?) mit Wkt. (1 —p) und X; ~ N (u2,02) mit Wkt. (1 — p), aber welche ist nicht bekannt.
Likelihood:

£(6) = TI( =)o) +po(= 1)

i=1 2

Maximieren des (log-)Likelihood ist schwer.

Losungsverfahren
Newton-Raphson, allgemein (aber eindimensional)
Taylor-Entwicklung von ' () = % an der Stelle 7 und Nullsetzen

0="1'(6) = 1'(67) + (6 — 67)1"(67)

Losung:
A U (97)
0~ 6 — -
l/l(@])
Iterationsverfahren l' (Hj )
Jj+1 _pi _
O )

Verallgemeinerung auf k-Vektor

6’ =@’ —H'I'(6) H :Matrix der 2. Ableitungen
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Eigenschaften von ML-Schitzungen

Seien Regularitatsvoraussetzungen erfillt

e Sie sind konsistent, én — 0

e Wenn 6,, ML-Schéitzung fiir @ dann ist g(8,,) ML-Schétzung fiir g(8).

Die ML-Schétzung ist asymtotisch normal verteilt.

Die ML-Schéitzung ist asymtotisch optimal.

Wenn fiir die MLS 6, gilt, E(én) — 6 dann ist sie optimal, d.h. sie hat minimale Varianz unter allen Schétzungen.

Diese Varianz ist aus der Cramér-Rao-Ungleichung abzulesen (s.u.)

15.4 EM-Algorithmus

Allgemeine Idee des EM Algorithmus

E: Expectation M: Maximization

Iterieren fortlaufend, und berechnen abwechselnd E und Max.

Angenommen, die Daten Y kommen aus einer Population, fiir die direkte Maximierung des Log-Likelihood schwer ist.
Idee: Ergénzen diese Daten um zusétzliche (natiirlich unbekannte) Daten Z, so dass f(y;0) = [ f(y,2;0) dz und das

auf f(y, z; @) basierende Likelihood leicht zu maximieren ist.

Allgemeine Idee des EM-Algorithmus (Fortsetzung)

Das interessierende komplizierte f(y; @) ist also Randdichte des Modells mit einfacherem Likelihood.
Y': beobachtete Daten,

Z: versteckte (latente, fehlende) Daten.

Wenn wir die fehlenden Daten irgendwie “auffiillen” kénnen, haben wir ein leichtes Problem.

Der EM-Algorithmus versucht, iterativ, die fehlenden Daten aufzufiillen.

zur Illustration des EM-Algorithmus: Vereinfachung
Nehmen an, p = % und 0? = 0% = 1.
Direkte Maximierung der Likelihood ist schwer.
Fiihren latente Variablen ein,
0 falls X; ~N(u1,0%)

1 falls X; ~ N(uz2,03)

P =

P(Zi=0)=P(Zi=1)=p=3 f(ziZ =0)= o(=H),  f@ilZi =1) = ¢(=12)
Damit gemischte Normal: f(x) = Zi:o f(z,2)

Fl,2) = F()fGelz) = 50w — m) 6l — o)’

Maximum-Likelihood-Schitzung
Gemischte Normalverteilung

vollstindige Likelihood (x;, 2;)
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vollstandige Log-Likelihood (ohne Konstante)

SR 1
InL=1= —5 ;(1 — zz)(xz — u1)2 — 5 ;zl(xz - ‘LLQ)Q
Maximum-Likelihood-Schétzung
Gemischte Normalverteilung
Bedingtes erwartetes Likelihood, unter der Bedingung Daten x = (z1, ..., z,) und Parametervektor 0’

E(l|x,07) =
1 & , s 1l , )
~3 ;(1 ~E(Zi|x,07))(z; — p1)” — 5 ;E(ZHX,HJ)(% — p12)

ist eine Funktion von 6’ und 0, hier 7 = (42, ;i) und @ = (ju1, p2). Bezeichnen diese mit J(0]6).

Maximum-Likelihood-Schitzung
Gemischte Normalverteilung
Z; ist binar, deshalb E(Z;|x,07) = P(Z; = 1|x,67)
Satz von Bayes: P(Z; = 1|x,6) =
f(x|Z; =1;6)P(Z; = 1)
[(X|Zi =1:6")P(Z; =1) + f(x|2; = 0;6")P(Z; = 0)
Sz — 13)3
(i — 13)5 + Slwi — 1i)g
$(a; — p1}) _
$(zi — 1) + $lxi — 1)

Maximum-Likelihood-Schéitzung
Gemischte Normalverteilung
Damit (E-Schritt)

n

J(O‘Oj) = —% Z(l — Tij)(xi — ,U1)2 — %Zﬁ'j(l‘i — ,UJQ)Z

=1

Zur Maximierung von J (M-Schritt) leiten wir ab nach p; und pg und setzen Null. Dann

L = i Tl
Zr'bleij
nZ
gt = izl 7ig)T
- n
i (1= 7ij)

Startschitzung 6y: z.B. nach Momentenmethode.

Iteration bis das Verfahren “steht”.

15.5 Kleinste Quadrat Schitzung

Kleinste Quadrat Schéitzung des Lageparameters

Modell:
Yi=p+e
Die Summe der Fehlerquadrate
n n
SEED S
i=1 i=1



minimieren: Differenzieren und Nullsetzen liefert:

fkgs =Y.

Kleinste Quadrat-Schitzung
KQS im einfachen linearen Regressionsmodell
Yi=0+0X; +¢ F(X,01,02) = 01X + 0,

of _ of
o0, ~ 06,

Minimiere Summe der Fehlerquadrate Y ., (Y — f(X;, 61, 0))%:

=1

,Z — (01 Xi+02)-X; = 0

—Z — (01 Xi+62))-1 = 0

Kleinste Quadrat-Schitzung
=

Il
o

ZXY 912){2 922)(
ZYZ—(‘)lZXl—GQn = 0

Die zweite Gleichung nach 65 auflosen:
EOIEUFPIES
- n - i 1 n : %

und in die erste einsetzen:

Kleinste Quadrat-Schitzung
Z:Xm —91;)(3 - iZYiZ:X“L&iZX’Z:Xi =0
me - %ZYZX —91((2)(3 - %ZXiZXi) =0

. Y XiYi— 25, XY Sxy
X7 - (X)) S%

b= (V-0 Y X)
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15.6 Die Cramer-Rao Ungleichung

*Die Cramer-Rao Ungleichung
Sei 0 ein zu schitzender Parameter einer Population mit Dichte f.

Sei 6 = 0,, eine erwartungstreue Schéitzung von 6.

Cramer-Rao-Ungleichung .
'Ua’r(é) Z m, wobei

- (20Y

die sogenannte Fisher-Information ist.

Maximum-Likelihood-Schétzung ist optimal

Seien die Regularitdtsbedingungen erfiillt.

Satz: Existiert eine erwartungstreue Schitzung,

die die Cramér-Rao-Ungleichung annimmt, d.h. var (é) = ﬁ dann ist 6 auch ML-Schétzung.

Bedeutung des Satzes: Praktische Berechnung einer Schitzung mit minimaler Varianz:
e Berechne ML-Schétzung éM L.

Priife erwartungstreue, wenn ja: Berechne varfy,y,.

Vergleiche mit der Cramér-Rao-Schranke, ﬁ.

e wenn = so beste Schitzung gefunden

wenn # dann gibt es keine bessere e-treue Schétzung.

Cramer-Rao-Ungleichung

Beispiele
f mormal
1 (z—m)?
fla.p) = e =2
2ro
2
In f(z,p) = —In( 2770)—u
202
Olnf(z,p) — z—p 1
ou N o o
(1) = i/m(”"‘“)z.m Vir— L
7/’4 - 0_2 . o HU’ _0_2'
2 2

Also: warj > U—, vgl. mit  varX = 7.
n n
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Cramer-Rao-Ungleichung

Beispiele

f exponential

Ae ™ falls x>0
0 sonst.

Es gilt:
10N =5 (U4

Die Cramer-Rao-Schranke ist also:

Andererseits:

varX = .55 = nI(f,A 1) ~ nl(f,EX)’

Cramer-Rao-Ungleichung
Beispiele (3)

F' Doppelexponential (=Laplace), Skalenparameter
1 | Xe ™ falls >0

f(xv)‘)zf
2 | \eMe falls =<0
—1 falls >0
Inf(z,A) = —In2+Ini+ Az
1 falls =<0
Oln f(x,\) 1 1 falls z>0
— ' = — -7
2 A —1 falls <0

Cramer-Rao-Ungleichung

Beispiele (3), Fortsetzung

I(f, ) ;(/ooo(i_x)Q'/\e”dx—F
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Cramer-Rao-Ungleichung
Beispiele (3), Fortsetzung, 2
Cramer-Rao-Schranke

X¥__ 1

n nl(f,\"1)’
Vergleichen Sie mit (UA) E(% Py |X,|) = % und

— 1 1 1
’U(Z'I"‘Xl = ﬁ;UQT|Xi| = % = m

Cramer-Rao-Ungleichung
Beispiele (3a)

F' Doppelexponential (=Laplace), Lageparameter

1 | de A=) falls ¢ > I
f(LU, )‘a M) = 5
XerE=) falls oz < p
—1 falls z>0
Inf(z,\,pp) = —In24+InA+ Az —p)
1 falls =<0
dln f(z,\, 1) \ 1 falls >0
I —1 falls z<0
I(fin) = N
Cramer-Rao-Schranke .
v L
varfi 2 g
Die Varianz von X ist: var(X) = 124 [F2?Xe M do = 1 5.
Die asymptotische Varianz des Medians z,, 2)ist:
1
UW(X(n/Q)) = T2

(siehe z.B. Serfling, 1980, S.79.), also halb soviel wie bei X.

Fiir die exakte Varianz siehe Johnson, Kotz: Continuous univariate distributions 2, S.25.

Cramer-Rao-Ungleichung

Satz: (Cramer-Rao-Ungleichung)

Sei f Dichte der Population, und 0 eine erwartungstreue Schatzung des Parameters . Dann gilt:

var(f) > ﬁ,
wobei )
1(f,0) = E(@ln]é(gX,G))

falls der Erwartungswert existiert.
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Cramer-Rao-Ungleichung
Beweis
Sei x = (x1,...,%,) eine unabhingige Stichprobe und

n

L(x,0) := [ ] f(x:,0)
i=1
die Likelihood der Stichprobe.
Offenbar gilt

/ L(x,0)dx = 1.
und (wir setzen voraus, Differentiation und Integration diirfen vertauscht werden.)

0 0
0 /. L(x,0)dx = - %L(x, 0)dx =0

Cramer-Rao-Ungleichung
Beweis, Fortsetzung (1)

Weiter gilt, da 0 erwartungstreu,

0 B ~OL(x,0) _
2 RHHL(X,H)dX—/RHG 50 dx = 1
~01In L(x,0)

=1
- 0 50 L(x,0)dx
~0In L(X,0) B
)

Auf den linken Term in der vorletzten Gleichung wenden wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an,

Cramer-Rao-Ungleichung

Beweis, Fortsetzung (2)

~01ln L(x,0) 0
1 = R——TA _ iy
/nﬁ 50 (x,0)dx — 6 a0 (x,0)dx

=0

- /n(é g 2nLix6) gé"’ %) Lx.6) dx

/n(é—a)zL(x,o) dx./n <51D(L92X79))2L(X, ) dx

= var(0) - /n (62?=1(1?I;f(xi’9)>2L(x,9) dx

N ; I (W)QLM) dx

IN
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Cramer-Rao-Ungleichung
Beweis, Fortsetzung (3)

Der Term auf der rechten Seite ist varf - n - I (f). Die zu den gemischten Summanden gehoérenden Integrale sind alle

Null, (i # j):
ol i 0 ol i, 0
/11@( nJ;(; )>( nf@(;] )>f(xi’9)f(xj’0)dxidxj
of (i, 0) 0f (x;,0) ,
/]Rz 00 aé i = 0.

da alle Beobachtungen unabhéngig, Differentiation und Integration vertauschbar und [ f(z;,6)dz; = 1.

Cramer-Rao Ungleichung
Anmerkung: Wenn die Regularitdtsvoraussetzungen nicht erfiillt sind, muss die Cramer-Rao Ungleichung nicht un-

bedingt gelten.

Die Dichte
cor log™3 falls = >0

f(x70) =

0 sonst

wobei cg so dass f(z, ) Dichte ist, hat Fisher-Information I(f,6) = oo fiir § = 1. (UA)
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16 Grundlagen der Simulation

16.1 Einfiihrung

Komplexe Problemstellungen, die einer analytischen Behandlung nur sehr schwer oder gar nicht zugénglich sind
e Losung von diskreten (oder analytischen) Optimierungsaufgaben, z.B. Travelling Salesman Problem

e Berechnung von Integralen

e Untersuchung des Verhaltens von Algorithmen, z.B. Sortier- und Suchverfahren

e Theorie oft nur asymptotisch. Verhalten im Endlichen?

e “Wer nix kapiert, der simuliert”.

Grundlagen der Simulation

FEinfiihrung (2)

Stochastische Optimierungsverfahren

e Mutation und Selektion

e Simulated Annealing

o Genetische Algorithmen

Allen diesen Verfahren ist gemeinsam, dass Zustandsiiberginge zufillig geschehen und zwischenzeitlich auch mit ge-
wissen (kleinen) Wahrscheinlichkeiten auch schlechtere Losungen akzeptiert werden.

Vorteil: “Optimum” wird in Polynomialzeit gefunden.

Nachteil: “Optimum” nur mit hoher Wkt. gefunden.

Grundlagen der Simulation
Einfihrung (3)
Grundlage aller Simulationverfahren sind gleichverteilte Zufallsgroen X ~ R(0,1),

P(X<x):/ dt =z,
0

d.h. X hat die Dichtefunktion:
1 falls0<z<1

fz) =

0  sonst.

Das Kernproblem der Simulation ist deshalb die Erzeugung von Folgen unabhéngiger gleichverteilter Zufallsgrofien
X;.
Bez.: Zufallszahlen.

16.2 Erzeugung von Zufallszahlen

Exakte Methoden von Hand
Methode 1: Es werden zuféllig, gleichverteilt, die Zahlen 0,1, ...,9 erzeugt.

o 1 ... 8 9
X:

1 1 1 1

10 10 °°° 10 10

Realisierung:
Es werden Karten mit den Zahlen O bis 9 beschriftet. Fiir jede Zahl ist dabei die Anzahl der Karten gleich. Nun
zieht man zuféllig Karten und legt sie wieder zuriick. Die sich ergebende Folge von Ziffern kann man in einer Tabelle

aufschreiben:
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Erzeugung von Zufallszahlen
Ezakte Methoden von Hand (2)

3 8 70 91

24 91 3 2

Nun wihlen wir zufillig Finferblocks (es kénnen auch Blocks von mehr Zahlen sein) aus und betrachten diese als
Dezimalstellen, d.h. wir erhalten beispielsweise die Zahl 0,87091. Auf diese Weise erhalten wir Zufallszahlen auf dem
Intervall [0, 1].

Erzeugung von Zufallszahlen

Ezakte Methoden von Hand (3)

Methode 2: Wir erzeugen zuféllig die Ziffern 0 und 1, beispielsweise mittels Miinzwurf, d.h. Realisierungen der
Zufallsgrofle

0 1
X:

11
2 2
Wir erhalten eine Folge didads ... d, ... von Nullen und Einsen. Dann ermitteln wir:

zi= di 27 <1— (%)"
i=1

Fiir die so erhaltene Zahl z gilt: 0 < z < 1.

Erzeugung von Zufallszahlen

Ezxakte Methoden von Hand (4)

Methode 3: (4-Wirfel-Spezialwiirfeln)

Wir beschriften vier Wiirfel nach folgender Vorschrift:

1. Wirfel: 0,1, 2,3,4,5

2. Wirfel: 0, 6, 12, 18, 24, 30

3. Wiirfel: 0, 36, 72, 108, 144, 180

4. Wiirfel: 0, 216, 432, 648, 864, 1080

Wir werfen diese Wiirfel gleichzeitig und bilden die Summe der Augen. Das ergibt eine Zahl k, fir die gilt: 0 < k < 1295.
Die Zufallsgrofie X := % ~ R(0,1) anndhernd.

Erzeugung von Zufallszahlen

Elektronische Erzeugung

In elektronischen Geréten flieflen auch im Ruhezustand Strome deren Spannungen zeitlich zufillig schwanken (weies Rauschen).
Nun kann man innerhalb von Zeitintervallen gleicher Lange zahlen, wie oft ein kritischer Spannungswert (Schwellenwert) iiber-
schritten wird. Z.B. 148t sich bei jedem Uberschreiten des Wertes ein Impuls auslosen. Diese Impulse konnen dann gezihlt werden.
Im Falle einer geraden Anzahl von Impulsen wird als Zufallsziffer eine 1 realisiert, andernfalls eine 0. Aus der resultierenden

0—-1-Folge erhilt man nach obigem Muster eine Zufallszahl.
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Erzeugung von Zufallszahlen

Kongruenzmethoden

Die bisher betrachteten Verfahren sind alle sehr aufwendig (?) und deshalb praktisch schwer anwendbar. Aus die-
sem Grunde spielen in der Simulation nur die mathematischen Methoden (Algorithmen) zur Erzeugung von Zu-
fallszahlen eine Rolle. Die mit diesen Methoden generierten Zufallszahlen (gewissermaflen ein Ersatz fiir Zufallszah-

len) werden auch als Pseudozufallszahlen bezeichnet. Algorithmen, die Pseudozufallszahlen erzeugen, werden auch

Zufallszahlengeneratoren genannt.

Die multiplikative Kongruenzmethode

Wir geben die Parameter m,a € Z™ und den Startwert 29 € Z* vor, und definieren die Folge

Ziv1:=a-z (mod m).

Offenbar:
a-zi=k-m+ zii1; 0<ziyi<m (keNi=12,...).
25 .
=2 (i=1,2,...
=2 =12

ist eine Folge von Pseudozufallszahlen zwischen 0 und 1.

Die multiplikative Kongruenzmethode (2)

Frage: Sind diese u; annihernd eine Folge unabhéngiger, auf dem Intervall [0, 1[ gleichverteilter Zufallszahlen?
Frage: Geeignete Wahl der Zahlen a, m und z.

Zufallszahlengeneratoren

e RANDU (IBM): m = 23! q = 216 4 3;

e RANDA (PRIME): m = 23! — 1, a = 16807;

e SIMULA (CDC): m = 2%, a = 5L,

e SAS 8, SAS 9.4 (ranuni-Funktion): m = 23! — 1, a = 397204094.
Verallgemeinerung: Die lineare Kongruenzmethode
Wir geben wieder Werte vor: m, a,r, zg € Z* und definieren die Folge

zit1 = (a-z+r) (mod m)

und die Folge von Zufallszahlen ist
Zi .
i = — c N).
“ m (@ )

Turbo-Pascal 5.0:
Zni1 = 134775813z, + 1(mod 232)

Java, vgl. Jonischkat, Klostermann, Algorithmus der Woche, 2006
Zni1 = 251490039172, + 11(mod 2*¥) hat volle Periode
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Die mehrfache lineare Kongruenzmethode

Parameter: m,aq,...,a,r € Z* Startwerte : z,..., 2(k—1) € Z*. Wir definieren die Folge fir n > (k — 1)

k
2y = (Z ap - Zp—i + 7‘) (mod m).
1=1

Die Zufallszahlenfolge ist dann wieder

Wiinschenswerte Eigenschaften von Pseudozufallszahlen

Einfacher Algorithmus, wenig Rechenzeit.

moglichst viele verschiedene Zufallszahlen = lange Periode. = m moglichst groff (etwa in der Néhe der oberen
Grenze des INTEGER-Bereichs)

k-Tupel (Uy,...,Ux) ~ R(0,1)* k <10 = Test auf Gleichverteilung.

“Unabhéngigkeit” = Test auf Autokorrelation Plot der Punkte (U;, U;1x), k = 1,2... es sollten keine Muster zu

erkennen sein.

Multiplikative Generatoren (1)

FEin schlechter Generator

Wir wihlen m = 2%, a = 11,29 = 3.

z1 = 11-3 (mod 16) =1
s = 11-1 (mod 16) = 11
zg = 11-11 (mod 16) =9
zg = 11-9 (mod 16)=3

Dann gilt: z5 = 21 und die Folge wiederholt sich.

Periodenlange = 4 statt gleich 16 (wie theoretisch moglich)

Multiplikative Generatoren (2)

zit1 =a-z (mod m)

Satz
Wenn m = 2%, ¢ mod 8 € {3,5}, 20 ungerade und r = 0 sind, so hat die multiplikative Kongruenzmethode die maximal
mogliche Periodenléinge 252,

In allen anderen Fillen gilt, da8 die Periodenlinge kleiner als 2#~2 ist.
Lineare Generatoren

ziy1 =a-z;+r (mod m)

Satz
Die lineare Kongruenzmethode besitzt genau dann die volle Periodenldnge m, falls die folgenden Bedingungen erfiillt

sind:
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1. ggT(r,m)=1 (ggT(0,m):=m), d.h. fir r =0 ist diese Bedingung nicht erfiillt;
2. amod p = 1, fiir alle Primfaktoren p von m;

3. amod 4 =1, falls m ein Vielfaches von 4 ist.

Beurteilung der Generatoren

Punkteplots in R?

Bilden wir Paare (u,u2), (us,us), (us,us), usw. aufeinanderfolgender Zufallszahlen und tragen sie in das Einheits-
quadrat ein. Es entsteht ein (zweidimensionales) Scatterplot von Punkten. Die Pseudozufallszahlen sind evtl. dann
akzeptabel, wenn sich hier eine gleichméflige Verteilung ergibt und keine Struktur erkennbar ist. Entstehen dagegen
(Linien)muster, so ist der Zufallszahlengenerator schlecht.

Verallgemeinerung auf k-Tupel mglich.

Punkteplots in R¥
Es sei {z; }ien eine Folge von Werten, die mit der multiplikativen Kongruenzmethode mit m = 2!, a = 5 (mod 8) und
zo = 1 (mod 4) ermittelt wurden, d.h.:

Ziy1 = a - z; (mod 2%).

_ A
Wir bilden nun k—Tupel von aufeinanderfolgenden Pseudozufallszahlen:
0y = (i) = (3000 2502)

Gitter von Zufallszahlen (1)

Sei ug die erste Zufallszahl. Die ersten k Zufallszahlen haben die Form

b
uo - ((1,a,... ,akfl)(mOd m))/m = ug - Il +g,

wobei

1

b, = 9t—2

. (1, a,... ,akil)
und g € G ein geeigneter Vektor ist, so dass die u;,l = 1,...,k, auch im Intervall (0,1) liegen.
Anstelle der ersten kann mit einer beliebigen Zufallszahl begonnen werden.
Gitter von Zufallszahlen (2)
Fiir diese k—Tupel von Pseudozufallszahlen gilt:
ug € (301 +G)njo, 1"
Dabei ist:

k
G= {ZszquaaquZ}
i=1

1

a

,bgzeg,...7bk:ek.
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Ein alter Zufallszahlengenerator

RANDU m =231, a=2643, r=20

Xigo = (2 +3)X; 1 + 2%
= (2194 3)2X; + 2% (2" + 3) + ¢, 2%
(62" +9)X; +2°1(2X; + (2" + 3)c2 + 1)
= 6(2'9 +3)X; —9X; + 32
= 6X;11 —9X; + 423!

G €lyi=1,...,4. Daraus folgt:
Xito —6X;41+9X; € Z.

\\\\
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16.3 Statistische Tests

Def. 67 Ein Test ist eine Entscheidungsvorschrift,

die iiber die Akzeptanz genau einer von zwei alternativen Hypothesen entscheidet.

Analogie zur Qualitdtskontrolle
Ein Kéufer soll anhand einer Stichprobe entscheiden, ob er einen Warenbestand kauft oder nicht. Wir haben zwei

Hypothesen, die Null- und die Alternativhypothese:
Hy: Die Ware ist in Ordnung, z.B. der AusschuBanteil p ist kleiner oder gleich 2%.

H 4: Die Ware ist schlecht, d.h. p > 2%.

Analogie zur Qualitdtskontrolle

Der Kunde fiihrt nun bei n Produkten eine Kontrolle durch,

0 , falls das Produkt i gut ist,
€Tr; =
1 , falls das Produkt ¢ schlecht ist.

n
Dann ist z = > x; die Anzahl der fehlerhaften Produkte, die der Kunde gefunden hat. Nun wird vor dem Test ein
i=1

kritischer Wert z, festgelegt
o Ist z > z,, so wird die Hypothese H; abgelehnt;

o Ist z < z,, so wird die Hypothese Hj fiir richtig befunden.
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Statistische Tests von Pseudozufallszahlen

Fehlerwahrscheinlichkeiten

1. P(Z > zo|Hy ist wahr) — die Wahrscheinlichkeit also, dass der Kaufer die Ware fiir schlecht befindet und ablehnt,

obwohl sie doch in Ordnung ist. Diese Wahrscheinlichkeit spiegelt das ,,Risiko des Produzenten“ wider.
2. P(Z < z4|Hy ist falsch) — die Wahrscheinlichkeit also, da§ der Kaufer die Ware nimmt, obwohl ihre Qualitét
stark zu wiinschen iibrig lasst. Diese Wahrscheinlichkeit spiegelt das ,Risiko des Kaufers* wider.
Statistische Tests von Pseudozufallszahlen
Die Entscheidung fiir H 4 oder fiir Hy wird anhand einer Teststatistik
Z=7Z(x1,..., Tn)

gefillt. Falls Z € K (kritischen Bereich, Ablehnungsbereich), dann wird H, abgelehnt, sonst nicht.

Bei jeder dieser Entscheidungen kann man Fehlentscheidungen treffen:
e FEntscheidung fiir H4 obwohl Hy richtig ist: Fehler 1.Art

e Entscheidung fiir Hy obwohl H 4 richtig ist: Fehler 2.Art

(Fehl-)Entscheidungstabelle
Entscheidung Entscheidung

fur Hy fur Hy

Hy richtig | richtig, Sicher- | Fehler 1. Art

heitswkt. 1 — « | Fehlerwkt. .

H 4 richtig | Fehler 2.Art richtig,
Fehlerwkt. 1-5 | Giite g

Bem.: Entscheidung fiir Hy heif3t nicht notwendig, dass Hy richtig ist.

Statistische Tests von Pseudozufallszahlen
Der Parameter a := P(Z > Z,|Hy ist wahr) ist meist vorgegeben. Ubliche Werte fiir o sind 0.05 oder 0.01. Gesucht

ist eine Testvorschrift, die zur Minimierung des , Risikos des Ké&ufers“ fiihrt.

Anwendung auf Pseudozufallszahlen

zu testen:

o Gleichverteilung der Pseudozufallszahlen iiber dem Intervall [0, 1];

e Unabhéngigkeit der Pseudozufallszahlen.

16.4 Test auf Gleichverteilung

Der x?—Anpassungs-Test

x2-Verteilung, Erinnerung, Y ~ xi
Y1, ..., Y} seien unabhingig, identisch verteilte Zufallszahlen mit ¥; ~ A(0, 1).
Dann heifit die Zufallsvariable Y mit

x2-verteilt mit & Freiheitsgraden.
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Der x?—Anpassungs-Test (2)
Es seien jetzt X; (i =1,...,n) beliebige unabhéngig und identisch verteilte Zufallsgréfien

B = 10,1)
j—17
A = |=— = > 5k
j [ 3 ’k> n>5
p; = P(XeAj)=
Wir testen
1
HO: pj = E jzl, 7k
1
Hy: p; # T fiir ein j

Der x?’—Anpassungs-Test (3)
Dazu bilden wir

2 _ (nj — np;)? _ .

Jj=1

Wenn Hj zutrifft, gilt fiir groe n dann approximativ,

X2 ~ X%—r

Wenn Hj richtig ist, gilt wegen dem schwachen Gesetz groler Zahlen n; =~ n - p;

Offenbar, 0 < x2. Wenn x? < ¢, wollen wir Hypothese Hy annehmen, wenn x? > ¢, lehnen wir diese ab.

Der y?>—Anpassungs-Test (4)
co, wird wie folgt festgelegt:
P(x* > cq|Hp richtig) = a

ist die Wahrscheinlichkeit (bzw. das Risiko) dafiir, das trotz “guter” Verteilung (Gleichverteilung) der Zufallszahlen
wir die Hypothese Hy ablehnen, d.h. die Nicht-Gleichverteilung annehmen.

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests (allgemein)

Erinnerung (empirische Verteilungsfunktion): Seien X1, ..., X;, unabh. Beobachtungen, Xy < ... < X, die geord-
neten Beob. Die Funktion

0 T < X(l)
Fo(z) = % X(Z‘) <z < X(i+1) 1=1..n
1 Xnmy <=

heifit empirische Verteilungsfunktion.

Satz v. Glivenko-Cantelli: F,(z) — F(z).

Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI
Wiederholung
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Empirische Verteilungsfunktion

" ///,/”

084

0.74

06

0.5

044

0.3

Kl 32 a3 4

Drei EDF-Tests

Kolmogorov-Smirnov-Test

Cramer-von Mises-Test"

Anderson-Darling-Test™

e [T B@-R@?
A’/, A= R @

hier: Fo(z) = x.

EDF-Tests, nur zur Info.
Modifikationen fiir endliche Stichproben

D: D (i —0.01 +0.85//n)
A% AD?.(1.0+0.75/n + 2.25/n?)

W2 CM?-(1.0+0.5/n)

Kritische Werte W?2: D’Agostino, Stephens (1986), S. 123. A2: Crawford Moss u.a. (1990)
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Der Kolmogorov—Smirnov—Test

Erinnerung:

lim D, = lim sup|F,(z) —z|=0
n—roo n—r oo x

Satz (KOLMOGOROV—SMIRNOV)
Es gilt fiir x > 0:

-2 2

oo
: . — 1)t . 2%
lim P(v/n- Dy <) 1+2Z;( 1) e
= Q(z)
Q(x) ist die Verteilungsfunktion der Kolmogorov-Verteilung.

Der Kolmogorov—Smirnov—Test
Praktische Durchfihrung

1. Die Pseudozufallszahlen werden der Grofle nach geordnet, u(1)y < u) < ... < U(y)-

2. EDF: F,(z) = #{ui: i<z, 0<z<1}

n

3. Wir ermitteln die Zahl D,, := sup |F,,(z) — 2| = max {1rga<x a;, max bl}, a; = ‘u(i) — %
T StSn n

1<i<
4. co: 1 — a-Quantil der Kolmogorov-Verteilung.
Vn-D, >c, = Ablehnung der Hypothese Hy
Vn-D, <c, = Annahme der HypotheseH,

Der Kolmogorov—Smirnov—Test (2)
Dabei ist
a = P(H abgelehnt|Hy) = P(v/n - D,, > co|Hp).

D.h.  Q(ca) = nh_>n;o P(Vn-D, <cy)=1-a.

e Co (gerundet)
0.01 | 1.63
0.05 | 1.36
0.1 1.22

16.5 Test auf Unabhiangigkeit

Der Run—Test
Def. 68 (Run)

Jeder Teilabschnitt einer Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallszahlen, in dem die Zufallszahlen aufsteigend

geordnet sind.

Wir teilen eine Folge in Runs ein:

Folge 21 2 3 2 4 1 7 8 9 0
Run I. IT. 111 V. V.
Lénge des Runs || 1 3 2 4 1
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Run-Test (2)

Satz
Es sei uq,...,u, eine Folge unabhéngiger Zufallsgrofen mit u; ~ U(0,1) (i = 1,...,n). Dann gilt fur die zufillige

Lange R eines Runs:

r
P(R=r)=

( ) (r+1)!
Wir beschreiben R also durch:

1 2 T

R:
1 1 r
2 3 r+1)!

Run-Test (3)

Beweis des Satzes

Wegen der Unabhéingigkeit und der identischen Verteilung gentigt es, die ersten r 4+ 1 Zufallsvariablen zu betrachten.
Es gilt:

P(R=r) = PUL<---<U>Ur41)
= PU1<--<U)=PUL < <Up < Uppa)
1 1 r

;P(R”) - Z_;(E (¢+1)!)_z_;ﬁ_z_;(z+1)'
- - oY -
— 3! — i+ 1)!
Run-Test (4)
Seien uq, ..., u, Pseudozufallszahlen. Wir testen
Hy: U1, ...,U, sind unabhingig gegen
Hi: Uy, ..., U, sind abhingig.

Ry,..., Ry, sei die Folge der Léngen der auftretenden Runs.
Diese Folgen sind jedoch nicht unabhéngig (auch nicht, wenn X; stochastisch unabhéngig sind) Deshalb streichen wir

nach jedem Run die néchste Zufallszahl, und berechnen die nachfolgenden Runldngen von neuem.

Run-Test (5)
Es entstehen die GroBen Rj,..., R, die unabhingig sind (Mathar/Pfeiffer, Lemma 6.2.2)
Formal sieht das folgendermaflen aus:

Seien die S; die Stellen an denen ein Run zuende ist,

S = inf{n e N:upp1 <up}
Sy = inf{neN:n>S5 4+ Lusr1 <up}
Skr1 = Inf{n eN:in> S+ Luptr < upt

186



Run-Test (6)

Dann definieren wir:

RT = Sl
R; = SQ — Sl -1
RZ+1 = Sk+1 - Sk -1
Wenn nun die Hypothese Hy gilt, dann ist:
r
PR =r)=
und die R} (i =1,...,m) sind unabhéngig.
Run-Test: Anpassungstest auf diese Verteilung
Run-Test (7)
Teilen Z* in k disjunkte Teilintervalle auf:
[il + l,ig], [ig + 172'3]7 RN [Zk + 1,00)
141
pj= Y P(R*=m)=Pli;+1<R <ij)
m:i,j +1

Falls x? > kritischer Wert, lehnen wir dir Unabhéngigkeitshypothese ab.

Run-Test (8)

Gesamtumfang der zu erzeugenden Zufallszahlen sollte > 4000 sein. Wir haben hier einen Anpassungstest auf eine
gegbene diskrete Verteilung gemacht. x2-Anpassungstests (auf eine stetige Verteilung, hier Gleichverteilung) sollten,

u.a. wegen der Willkiir der Klasseneinteilung mit Vorsicht betrachtet werden.

Autokorrelationstest

Sei Uy, ...,U, eine Folge von zufilligen Variablen. Fiir alle m kénnen wir nun bilden:
cov (Up, Unak
() = < s Unt)
OU,OUptk
wobei 1 <k < & Wenn Uy, ..., U, identisch verteilt so oy, =0 Vj und

coV (Upy Upnyie) = cov (U, Ugy1)

Autokorrelation k-ter Ordnung
_ E(Up - Upr) — (EU,)?
o2

vm, k=1,...,[2].
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Autokorrelationstest (2)

Sei u1,...,u, eine Folge von Realisierungen.
2
1 n—k 1 n—k
T Dict Wi Uik — (nfk 2ie1 “i)
2
1 n—k 9 1 n—k
n—k Zi:l u; — (nfk Zi:l Uy

ist die empirische Autokorrelation k-ter Ordnung.

pk) =

Autokorrelationstest (3)
p(k) ist die Pearson-Korrelation zwischen zwischen U; und U, 1.

Offenbar, p(k) =0 Vk > 1, wenn die Zufallszahlen keine Autokorrelation besitzen.  Fir die wy, ..., u, sollte dann

gelten: p(k) ~ 0.
Ersetzen wir die U; durch ihre Rénge Ry, ..., R, und die U,;4j durch ihre Rénge S1,...,S5,
dann erhalten wir den Spearman-Rang-Korrelationskoeffizient rg.

Autokorrelationstest (4)

Es gilt asymptotisch (wenn Hy richtig ist) .
rsg ~ N(O, 7)

n—1

Die Nullhypothese Hj: keine Autokorrelation wird also abgelehnt, wenn

Vn—=T1|rs| > z1_q/2
21_q/2: 1 — a/2-Quantil der Standard-Normalverteilung, z.975 = 1.96.
16.6 Erzeugung diskreter und stetiger Zufallsvariablen
diskrete Zufallsvariablen, Intervallmethode

X1 X2 e Tm

P1 p2 PN Pm

Zerlegen das Intervall [0, 1] in Teilintervalle I,
j—1 J
Li=|>"pe> pe|,  (po=0)
k=0 k=0

Sei u eine Pseudozufallszahl. Wir setzen

X=uz; falls vwel;

Erzeugung stetiger Zufallsvariablen
Quantilmethode
Es sei U ~ R(0,1). Wir betrachten die Transformation

X =),
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wobei ¢ monoton wachsend sei. Die ZufallsgroBe X ist ebenfalls stetig, und fiir ihre Dichte gilt (nach der Transfor-

mationsformel fir Dichten)

Frx(e) = h (o7 (@) - [ 2252

Wir withlen nun ¢ := F~!. Dann erhalten wir:

X =F-Y(U)~F.

Erzeugung einer normalverteilten Zufallsvariablen
Ziel: X ~ N(0,1) erzeugen,

Erzeugung einer solchen Zufallsgrofie:
e Quantilmethode (sieche oben)

Zentraler Grenzwertsatz

o Box-Miiller Transformation

Akzeptanzmethode (siehe unten)

Ziggurat-Algorithmus (siehe unten)

Erzeugung einer normalverteilten Zufallsvariablen (2)
Quantilmethode U ~ R(0,1). X :=® 1(u) ~N(0,1), denn

d®(z) _ dd(x) _ 1 . fﬁzi

fx(o) = h(e(a) - T = T =

Problem: Berechnung von ®~!(u) ist aufwendig.

Ziel: X ~ N (u,0?) erzeugen,
Yi=p+o - YU)~N(u,o?).

Erzeugung einer normalverteilten Zufallsvariablen (3)
Zentraler Grenzwertsatz (1)

Ui,...,U, ~ R(0,1) unabhéngig. Erwartungswert und Varianz sind

Einsetzen:
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Erzeugung einer normalverteilten Zufallsvariablen (4)

Zentraler Grenzwertsatz (2)

Es sein = 12.
Wir erhalten dann folgende Zufallsgrofe X:

12
X = ZUi — 6.
=1

Diese Approximation ist in der Regel ausreichend. Man braucht jedoch 12 Pseudozufallszahlen, um eine standardnor-

malverteilte Zufallsgrofe zu erhalten.

Erzeugung einer normalverteilten Zufallsvariablen (5)

Satz Box—MULLER—Transformation
Seien U,V ~ R(0,1) unabhéngig. Dann sind die Zufallsgroien

X = Vv-2-InU-cos(27V)
Y = V-2.-InU - sin(27V)

unabhéngig und standardnormalverteilt, X,Y ~ N(0,1).

Beweis: vgl. Abschnitt Transformationsformel

Erzeugung exponentialverteilter Zufallsvariablen

Es sei U ~ R(0, 1) eine Pseudozufallszahl. Erzeugt werden soll eine ZufallsgroBe X ~ Exp(\) mit der Verteilungsfunk-

tion:

1—e > | fallsz > 0;
F(z) =
0 , sonst.

Dazu wird folgende Transformation verwendet

X :=FYU)= —i ‘In(l—u) >0

Erzeugung binomialverteilter Zufallsvariablen

Variante 1: Seien X; ~ Bi(1,p). Dann ist X = )" | X; binomialverteilt mit Parametern (n, p).

Variante 2: (Intervallmethode)

Zerlegen das Intervall (0,1) in disjunkte Teilintervalle der Linge der Einzelwahrscheinlichkeiten,

P = (Z)p’“(l —p)"*

n n—1
= i = (0, , , _ ;)
(0,1) = L = (0,p0] U (po,p0 + p1] U (po + p1,p0 +p1 +p2] U--U (1= > piy 1)
=0

=0
Sei U ~ R(0,1). X =4 falls Uel,.
Erzeugung PoissoN—verteilter Zufallsvariablen (1)

Es ist eine PoissoN—verteilte Zufallsgrofie X zu erzeugen, d.h.

)\i
PX=i)="-e  (i=0,1,2,...).
1.

Variante 1: Intervallmethode

Variante 2: (Uber die Exponentialverteilung)
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Erzeugung PoissoN—verteilter Zufallsvariablen (2)

Satz
k

Es seien Y7i,...,Y) unabhingige exponentialverteilte ZufallsgroBen und Y *) .= > Y;, Dann gilt fiir die Dichte der
i=1

Zufallsvariable Y (%):

AP k-1 —X\y .
Ay e , falls y > 0;
frw(y) =4
0 , sonst.

Diese Funktion ist die Dichte der ERLANG—Verteilung mit Parametern (k, \).

Erzeugung PoissoN—verteilter Zufallsvariablen (3)

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstindiger Induktion. Es sei y > 0.
IA: YO = Y] ~ Exp(\) = Erl(1,)\)
IV: Es sei die Aussage fir k giltig.

IS: Wir zeigen sie fir k + 1. Es gilt:
yk+D) — y (k) Yit1-

Bestimmen die Dichtefunktion fy-(x+1) mittels Faltung der Dichtefunktionen fy ) und fyq).

Erzeugung PoissoN—verteilten Zufallsvariablen (4)

Zum Beweis des Satzes:

fyo+n(y) = /fy(m(x)'fy(l)(y_x) dx
0

= / T R L I W R (Rl

k=11
0
Y

k+1 k—1 _—Ax
- /u*ﬁ«f e da

0
Yy

E+1 X k—1 E+l Kk —X
= 271!6 S dxzxk! ye
(k—1)

0

Erzeugung einer PoIssoN—Verteilten Zufallsvariable (5)

Satz
Sind Y; (¢ € N) unabhéingige, exponentialverteilte Zufallsgrofen (Y; ~ EX(N), i € N), so ist die wie folgt definierte
Zufallsvariable Y Po1ssoN-verteilt mit Parameter A:

k+1
Y = inf{k: > v 1} ~ Poi()).

i=1

Es gilt also: _
LAYy .
zje (121,27...).
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Erzeugung einer PoIssoN—Verteilten Zufallsvariable (6)
Beweis: Es gilt:
k41

k
P(Y=k) = PO _Yi<1) Yi>1)
=1 1=1

k k
= P(ZY} <LYpp >1 *Zyi)
i=1 1=1

1
P(Yk+1 >1-— T‘T = t)fT(t) dt

1
P(Yk+1 >1-— t)fT(t) dt

I
S— 55—

Erzeugung einer PoISSON—Verteilten Zufallsvariable (7)
DaT=Y® = Zle Y; Erlang-verteilt ist, folgt

! A(1—1) A
P(Y =k) = A=) A kel
( k) /Oe (k—l)!t e "dt
NV
= e A dt
¢ /0 k1)
k
= 6_)\)\*

Erzeugung einer geometrisch verteilten Zufallsvariable

Variante 1: Intervallmethode

Variante 2: Zur Erzeugung einer geometrisch verteilten Zufallsvariablen X ~ Geo(p) seien Y; ~ Bi(1,p) Bernoulli

verteilte Zufallsvariablen und
X =min{n:Y, =1}

Variante 3: Sei Y ~ Ezp()\), d.h. F(y) = 1—e~*Y. Die Zufallsvariable | Y | +1 ist geometrisch verteilt mit p = 1—e~*.

Erzeugung einer geometrisch verteilten Zufallsvariable (2)
Beweis: Es gilt:
P(lY|=k) = Pk<Y<k+1)
= F(k+1)-F(k)
(1 o e—/\(k+1)) _ (1 o e—/\k)

M1 e = (1-p)'p

16.7 Kompositionsmethode

Sei F' eine Linearkombination von mehreren Verteilungsfunktionen Fj,

k k
F:ZeiFi, Zeizl, € > 0.
i=1 i=1

Algorithmus: Erzeuge gleichverteilte Zufallszahl U, falls U € [Z;;ll €, 23:1 €;) simuliere aus Fj.

Es folgen zwei Beispiele.
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Kompositionsmethode (2)

Kontaminierte Normalverteilung

Doppelexponential (Laplace)
Xy ~exp(})

X1
-X;

r — U1
(0]
) o
falls U <
falls U >
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16.8 Verwerfungsmethode

Verwerfungsmethode
oder Akzeptanzmethode oder Accept-Reject Sampling
F habe Dichte f, aber die Zufallszahlen seien schwierig direkt zu erzeugen.

Erzeugung von Zufallszahlen mit der Dichte g sei “leicht”.

= su Lx) 0
M = mpg(x)<

Algorithmus:
1. Simuliere U ~ R(0,1)
2. Simuliere Y ~ g

3. Akzeptiere X =Y, falls U < ﬁ% sonst gehe nach 1. (neuer Versuch)

Verwerfungsmethode (2)
Berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallszahl akzeptiert wird, U ~ R(0,1),Y ~ g:

P(Yakzeptiert) = P(U = 1\1458:;)
(
(

/P<U< ]\14£Q|Y—y>g(y)dy
1 f(y)

Moty -9(y) y=q7

wenn die Definitionsbereiche von X und Y tibereinstimmen. (Integration tiber den Definitionsbereich von Y')

Im Mittel miissen also M Zufallszahlen Y erzeugt werden.

Verwerfungsmethode (3)
Die Methode ist korrekt, denn:

P(X < x|Yakzept.)

P(X =Y = y|Yakzept.)g(y) dy

/ P(Yakzept.,Y=y)

= d
P(Yakzept.) 9(y) dy
( 1 f(y))
= M gy
- / P(Yakzept.) 9(y) dy
1 fy)
M ——g(y)dy
o M g(y) )
= F(:z:)
Verwerfungsmethode (4)
Simulation einer Standardnormal
1
flz) = \/%6712/2 (Normal)
1
g(x) = e "l (Doppelexp)
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sup f(ér) = sup /267$2/2+\w|
z g() x ™
= \/Esup (=2 +2[z|=1+1)/2
T =z
= \/561/2 sup e~ (=17 = \/561/2 ~ 1.315.
™ z,2>0 7T

Verwerfungsmethode (5)

fx
0.7

06

054

04

034

0.24

0.1

0.0

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

X

16.9 Ziggurat-Algorithmus

Anwendung der Verwerfungsmethode

Der Ziggurat-Algorithmus

Sei f die zu simulierende Verteilung, z.B. f=Normaldichte. Wir simulieren der Einfachheit halber nur den positiven
Teil.

Idee ist, die Fliche unter der Dichte (moglichst knapp) zu tiberdecken durch Rechtecke. Dann wird ein zufélliger Punkt

in dieser Uberdeckung generiert, und wenn er in der Fliche liegt akzeptiert, sonst nicht.

Matlab 7.4

wird z.B. in Matlab 7.4 zur Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen als Standard verwendet.

Der Ziggurat-Algorithmus
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Vorbereitungen fiir den Ziggurat-Algorithmus

Sei n die Anzahl der Streifen. Dann werden die zur x-Achse parallelen Streifen sukzessive so definiert, dass die Fla-
cheninhalte der Rechtecke und der Flicheninhalt des Basistreifens unter der Kurve jeweils gleich v sind. (v ist noch
zu bestimmen!)

Der Flicheninhalt des Basistreifens (der durch die x-Achse, die Parallele y = y,, = f(x,,) und den Tail von f begrenzt
ist. ) bzw. der der Rechtecke ist (r = zp_1)

vi=rf(r) + /OO f@)dt bzw. v =z (f(@ip1) — f(21)-

Der Ziggurat-Algorithmus

Vorbereitungen fiir den Ziggurat-Algorithmus, 2
Zu bestimmen sind v sowie die Punkte x;,i = 255,...,0. Dies geschieht rekursiv, indem man r = x255 geschickt rat, den
Algorithmus laufen lasst, und (hoffentlich) mit z¢ ~ 0 endet.

Algorithmus zur Bestimmung der z;:

e 1. Rate r. Bei n = 256 etwa r = 3.5. Das bekommt man etwa, wenn man die Flidcheninhalte v = vstqrt etwa auf ﬁ setzt.

e 2 for i fromn—1to0do z;=f"'(z% + f(wit1))

Tit+1

e 3. Wenn zo ~ 0 nehme die berechneten x; return

e 4. Aktualisiere r und gehe zu 1. Wenn xo > 0 so r verkleinern (v war zu klein und r zu grof}), sonst vergroBern.

Ziggurat-Algorithmus
e 1. Wihle eine zuféllige ganze Zahl i, 1 <i<n+1
e 2.Sei U ~R(0,1) undz="Ux;
e 3. Wenn x < x;_; so akzeptiere z, return Wenn ¢ = n + 1 gehe nach 6. (der unterste Streifen)
e 4.Sei V~R0,1) undy=1w+V(yi1—yi)-
e 5. Berechne f(x), Wenn f(x) > y akzeptiere x, return sonst gehe nach 1. zuriick.

e 6. Jetzt ist nur noch eine Beobachtung aus dem Tail der Verteilung, « > x,, =: r zu generieren. Dazu wird die

Akzeptanzmethode verwendet.

Ziggurat-Algorithmus

Anmerkungen

e zu 1. Hier wird der Streifen ausgewéhlt. Je gréfier n, desto schmaler die Streifen, und desto knapper die Uberdeckung

von f, und desto mehr Zufallszahlen werden akzeptiert. (Marsaglia: n=255)
e Die Werte von (z;,y;) sind in einer Tabelle abzuspeichern.
e zu 3. Wenn = < x;_1 so liegt der Punkt (z,y) sicher in der Fldche unterhalb f.

e zu 5. Wenn f(z) > y dann liegt der Punkt (z,y) in der Flache unterhalb f.
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Ziggurat-Algorithmus
Der Full des Basisstreifens (i =n+1), f Standardnormal
Zu generieren ist eine Beobachtung aus dem Tail der Verteilung f (normal). Die bedingte Dichte ist dann f/(1—®(r)).

Proposal Verteilung sei verschobene Exponential, z.B. g(z) = re="@=") x> r. (bei n = 256 ist r ~ 3.65.)

M= PR e
r2 r2
- -
= e T = e
~ 1.06
(Das ist die Version von Marsaglia)
Akzeptanzmethode fiir den Basisstreifen
e Erzeuge U ~ R(0,1)
e Erzeuge V ~ g, dh. V =r— 2% und V; ~ R(0,1).
e Akzeptiere falls
U< ]\14{;8;)) = %Me_%(v_’")2 gdw.
~InU > %(V —r)? gdw.
2(—InU) > (_111:/1)2 gdw.
2y > X?

)

wobei Y ~ Exp(1), X ~ 2 Exp(1).

T

16.10 Korrelierte Zufallsgroflen

Erzeugung von korrelierten Zufallsgroflen
Es seien X und Y zwei unabhéngige, standardisierte ZufallsgroBen (X,Y ~ (0,1)). Seien

X = X
Y* = - X+4++1—-p2-Y (0 €10,1])

Beh.: g ist der gewiinschte Korrelationskoeffizient zwischen X* und Y™ (s. Abschnitt Korrelation).
Ist p = 1, dann gilt Y* = X* = X, d.h. die beiden ZufallsgroBlen sind identisch. Wird ¢ = 0 gewéhlt, so sind beide

Zufallsvariablen unabhéingig.

16.11 Importance Sampling

Importance Sampling

Ziel: Berechnung (Schitzung) von Integralen
1= [ ha)f(a) da,

wobei f eine Dichte ist.

1. Methode: Monte Carlo
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Simulieren Realisierungen 1, ..., z, aus einer Population mit Dichte f.

Schétzen den Erwartungswert I durch das arithmetische Mittel

Z h(x;)

f:

3=

Berechnung (Schitzung) von Integralen (2)

Aber, was wenn Simulation von f schwer ist?

2. Methode: Importance Sampling

Suchen uns eine Dichte g, die “leicht” zu simulieren ist. Dann wird

= x@ x)dx
1= [hoiSo@ d

geschétzt durch

Berechnung (Schitzung) von Integralen (3)

Problem: fl kann unendliche Varianz haben

Losung: g “nahe” f (dann der Quotient nahe 1) und g “dickere” Tails als f, der Quotient ist dann in den Tails < 1.

16.12 Erginzungen

Das Buffonsche Nadelproblem (1777)

In der Ebene seien zwei parallele Geraden im Abstand a gezogen.

Auf die Ebene wird zuféllig eine Nadel der Lange [, (I < a) geworfen.
Frage: Wie grof ist die Wkt., da8 die Nadel eine der Geraden schneidet?

Was heifit Nadel zufillig werfen?
X: Abstand des Nadelmittelpunkts von der néchstgelegenen Geraden, 0 < X < £.

¢: Winkel zwischen Nadel und Geraden, 0 < ¢ < 7.

Das Buffonsche Nadelproblem (2)
Nadel zuféllig werfen:
X ~ R0, g), ¢ ~ R(0, 7).

Wann schneidet die Nadel eine Parallele? gdw.

X < —sin¢ gdw.

!
2
der Punkt (¢, X) unterhalb des Sinusbogens liegt.

Flache unterhalb des Sinusbogens
Fléche des Rechtecks[0, 7]x[0, §]
o ssingdd 20

a
s B} Ta

P =
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Das Buffonsche Nadelproblem (3)

Insbesondere: a = 21:

1
P=—.
m
Schétzung fiir 7:
. #Wirfe
=T
#Treffer
Simulation einer Markov’schen Kette
gegeben: Zustandsraum: S = {1,2,...} Anfangsverteilung: {pJ};=12.., (pf =0) Ubergangsmatrix:

1. Schritt: Erzeuge eine Pseudozufallszahl Uy. Falls

»

so starte im Zustand “i

Simulation einer Markov’schen Kette (2)

n-ter Schritt: Im n — 1ten Schritt sei der Zustand “i” erreicht worden. Erzeuge eine Pseudozufallszahl U,,. Falls

j—1 J
> pin <Un <> pin
k=0 k=0

so gehe in den Zustand “j”.

*Simulation von auf der Kugeloberfliche

gleichverteilten Zufallsvariablen

Satz: Seien X; ~ N(0,1), i.i.d. i=1,...,n, und

wobei .
R*=>"X7.
i=1
Dann gilt
Y; ~ R(K;](0,1)),

wobei K2(0,1) die Oberliche der n-dimensionalen Einheitskugel ist.

*Simulation von auf der Kugeloberfldche
gleichverteilten Zufallsvariablen

Sei K,,—1(0,1) die n — 1 dim. Einheitsvollkugel. Wir betrachten die Transformation

G:R" ' xRt - K, 1(0,1) x R*

€2
Y2 = —
r
Tp
Yn = —
r
r = r
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*Simulation von auf der Kugeloberfldche
gleichverteilten Zufallsvariablen
Diese Abbildung ist injektiv und es gilt fiir G~ !:

T2 = T Y2
Lp = T Yn
r = r

*Simulation von auf der Kugeloberflaiche
gleichverteilten Zufallsvariablen
Die Jacobi-Matrix ist

J .= 8G71(y27' . '7yn7r) _
a(y27 s 7ynar)

Also: det J = r?—1L.

*Simulation von auf der Kugeloberflache
gleichverteilten Zufallsvariablen
Die gemeinsame Dichte von (Y, R) = (Y1,Y2,...,Y,, R) ist fy r(y1,- - Yn,7) =

fX,R(Tthil(yQ, e 'aynvr)) det J, y% =1- Z; y]2’

0 sonst
1 S . 2 _ n—1_ o
= {en? e g =10y
0, sonst
2
1 - -l 2 _q_Nxwn-1l, 2
_ Jemz® 7T falls  yn =1-35219;

0 sonst

*Simulation von auf der Kugeloberfldche
gleichverteilten Zufallsvariablen
Die Zufallsvektoren (Y1,...,Y;) und R sind also unabhéngig und wegen

2 2
T n—1 n—1,—54% n
T e F 5) 1

S = : = fu )
(27‘(‘)"/2 - 2%7111(%) I = Jxa\T

Agoo
ist
R~yxn und Y~ R(KZ(0,1))
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mit der Dichte — L wobei
KQ(0,1)

273

Ao = Fray

|3

die Fléche der n-dimensionalen Einheitskugel ist.

*Simulation von auf der Kugeloberflache
gleichverteilten Zufallsvariablen
Bem.: Die Fldche der n-dimensionalen Kugeloberfléche ist, vgl. Fichtenholz 3, S.389,

n

22

AKS(O,T) = 7:[‘(%)1"

n—1
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17 Markov’sche Ketten

Markov’sche Ketten

Beispiele
Irrfahrten (auf der Geraden, der Ebene, im Raum) Ruin des Spielers Markov Chain Monte Carlo (z.B. Simulated
Annealing)

Fragestellungen
Riickkehr-, Absorptionswahrscheinlichkeiten Erste Riickkehr Stationdre Verteilungen

17.1 Begriffe und einfache Zusammenhinge
{X:}ter: Famile von Zufallsgrofien.

T: total geordnete Menge (mit kleinstem Element ¢).

T endlich, 0.B.d.A. T ={0,1,2,...,k} oder

T abzdhlber, 0.B.d.A. T € {0,1,2,...} =N

Wir betrachten ein System, das aus einem Anfangszustand fiir ¢ = ¢y schrittweise ibergeht in Zusténde fir t = ¢1,¢t =
tyy ...

Menge der Zustidnde: Zustandsraum S, S = {1,2,...,m} oder S =N oder S = Z.

Definitionen (2)

Fiir jedes ¢ wird der (aktuelle) Zustand durch eine Zufallsvariable X; beschrieben,
P(Xt S S) = ]., Ft(x) = P(Xt < ZL')

Def. 69 (Markov Kette)
Eine Familie { X, };er ZufallsgroBen heifit Markov Kette, falls gilt:

PXi1 =4l Xe=4,Xic1=40-1,...,Xo=1o) = P(Xep1=7]X;=1)

_ (®)
= pij .

Die Anfangsverteilung der MARKOV-Kette bezeichnen wir mit p(o) = P(Xo =1).

Definitionen (3)

Bem.: Wir stellen uns also vor, dass wir, beginnend im Zustand i, iber die Zustédnde i1, ...,i;—1 in den Zustand 4
gelangt sind und nun in einen weiteren Zustand iibergehen wollen. Eine Familie von Zufallsgrofien ist eine MARKOV’sche
Kette, wenn fiir den Ubergang in diesen Zustand nur der unmittelbar vorangegangene Zustand, also der Zustand i,

relevant ist. (Markov-Eigenschaft)

Definitionen (4)

Def. 70 (homogene Markov-Kette)
Eine MARKOV-Kette heifit homogen, wenn fiir alle 4,5 € S und fir alle ¢t € T gilt, dafl pl(.;) = p;;, d.h. wenn die
Ubergangswahrscheinlichkeiten unabhingig vom jeweiligen Schritt ¢ sind.

pij heiBt Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand i in den Zustand j.
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Definitionen (4)

Def. 71 (Ubergangsmatrix)
Die Matrix M = (p;; )i jes,

P11 P12 P13
P21 P22 P23

M = ,
P31 P32 P33

heit Ubergangsmatrix, falls

p,’jZO, Vz',jESund Zpijzl ViES,
JES

Definitionen (5)
Wir werden ausschliellich homogene MARKOV-Ketten betrachten.
Def. 72 (n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit)
Es sei {X;}ter eine solche homogene MARKOV-Kette. Wir definieren:
pij(n) = P(Xm-i-n = .7| X =1).
Das ist die Wahrscheinlichkeit, dafl man nach n Schritten aus dem Zustand ¢ in den Zustand j gelangt.
Da die Kette homogen ist, gilt:

pij(n) = P(X, = j| Xo = 1).

Einfache Zusammenhinge (1)

Wie kann man die Matrix fiir die Wahrscheinlichkeiten p;;(n) aus der (Ein-Schritt—)-Ubergangsmatrix berechnen?

1 fallsi=yj;
pij(0) =
0 sonst.
pij(1) = pij
pij(2) = P(X2=j|Xo=1)
= Y P(Xy=j,X1 =k Xo=1)
kes

Einfache Zusammenhinge (2)
Wenden die Formel der Totalen Wahrscheinlichkeit an,

o A :={X; =i}, firalleie S, denn: |J A; =Q und 4, N A; =0, fiir alle 7, j € S mit ¢ # j;
€S

pis(2) = Y P(Xo=j|Xi =k Xo=1) P(X; = k| Xo =)
kes
= ZP(X2=j|X1 =k)- P(X1 = k| Xo = 1)
keS

= Zpk]’ “pin = (M?);5

kes
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Einfache Zusammenhinge (3)

Rekursion von Chapman—Kolmogorov

M, = M"
pun) = 3 puln —m) - pry(m)
kesS
= Y puln—1) piy, (m=1).
keS

Einfache Zusammenhinge (4)

Folgerung
P(Xp =3) =Y pkj(n) - pp-
k

Beweis: Seien 7; = P(X,, = j), =« = (m,m2,...) und pOT = (},p9,...). BEs gilt

P(Xn:]) = ZP(Xn:jaXOZk)
k
= Y P(X,=j|Xo=Fk) P(Xo=k)
k
= > pri(n) -}
k
T — M’nT pO, ﬂ'T:pOT Mn

Beispiele

Ein-Prozessorsystem mit einer I/O—Einheit

S=1{1,2}

1: Programmstatus, in dem sich das System befindet, wenn es ein Programm abarbeitet (Prozessor aktiv)
2: I/O-Status, der dann angenommen wird, wenn die I/O-Einheit aktiviert wird.

Fiir jeden Schritt n, den das System macht, definieren wir eine Zufallsgrofie X,,, X,, = 14,7 € S.

Ein-Prozessorsystem (2)

X,=1 = X,41 =1, mit Wahrscheinlichkeit 1 —p
X,=1 = X,41 =2, mit Wahrscheinlichkeit p
X, =2 = X,41 =1, mit Wahrscheinlichkeit 1
X, =2 = X, 41 =2, mit Wahrscheinlichkeit 0
Ubergangsmatrix:
I-p p
M =
1 0
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Ein-Prozessorsystem (3)

Anfangsverteilung pgo) = P(Xog=1):
° pgo) =1, d.h. die erste Aktion ist mit Wahrscheinlichkeit Eins die Ausfiithrung eines Programms;
° péo) =0, d.h. die erste Aktion ist mit Wahrscheinlichkeit Null die Aktivierung der I/O-Einheit.
(1-p)?*+p p(l-p)

1—p D

M, =

17.2 Klassifikation der Zustande

Def. 73 (Erreichbarkeit)
Ein Zustand j heifit vom Zustand ¢ aus erreichbar, wenn es eine Zahl n gibt, so daf gilt: p;;(n) > 0. Bez.: i — j.

Def. 74 (Kommunikation)

Zwei Zustdnde ¢ und j kommunizieren, wenn gilt: ¢ — j und j — 4. Wir schreiben dann: ¢ <— j.

Klassifikation der Zustiande

Die Relation ,,<—* ist eine Aquivalenzrelation:

1. Sie ist reflexiv. Es gilt: ¢ +— ¢ wegen p;;(0) = 1.
2. Sie ist symmetrisch. 14— j gdw. j +— 1.
3. Sie ist transitiv. Es gelte ¢ <— j und j +— k. D.h. es existieren Zahlen m,n > 0, so dass gilt:

pij(m) >0, pjx(n) > 0.
Dann folgt aus Chapman—Kolmogorov

pix(m+n) = > pa(m)-pi(n)
les

> pij(m) - pjk(n) > 0.

Klassifikation der Zustinde
Nach m 4 n Schritten erreicht man folglich vom Zustand i aus den Zustand k. Es gilt also: i — k. Mit Hilfe der

Symmetrieeigenschaft der Relation ,+—*, angewendet auf die Voraussetzung, folgt & — 1.

Folgerung
Es sei S der Zustandsraum einer MARKOV’schen Kette. Es gibt eine Zerlegung von S in Aquivalenzklassen bzgl. der

Relation ,«—*

Klassifikation der Zustiande

Die Menge der Zustinde lasst sich weiter unterteilen.

Def. 75 (wesentliche und unwesentliche Zusténde)

Gibt es fiir einen Zustand 4 einen Zustand j und eine Zahl n > 0, so dass
pij(n) >0, aber p;;(m) =0, VmeN

gilt, so heif3it i unwesentlicher oder auch voriibergehender Zustand. Andernfalls heifit ¢ wesentlicher Zustand.
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Klassifikation der Zustiande
Beispiel

Wir betrachten den Zustandsraum S = {1,2,3,4}
und eine MARKOV- Kette mit der Ubergangsmatrix

0o+ L o0
M| 300
o o0 5 1%
o o0 + 1

Zusténde 1 und 2: unwesentlich. Fiir den Zustand 1 existiert der Zustand 3, fiir den gilt, daB p13(1) = 3 > 0 ist. Eine Zahl m,

fiir die p31(m) > 0 ex. nicht. Zustédnde 2 mit 4: analog.

Klassifikation der Zustiande

Fortsetzung des Beispiels

Die Zusténde 3 und 4 sind dagegen wesentlich.

An der Matrix M (vgl. folgende Folie) kann man die Klassen ablesen.

Die Elemente des Zustandsraumes sind in hier bereits so sortiert, daf3 die unwesentlichen Zustédnde vorn stehen. In der Matrix
stehen in den ersten beiden Spalten im unteren Bereich nur noch Nullen. Sie zeigen an, dafl man aus den durch die Zeilennum-
mern bezeichneten Zusténden nicht mehr in die Zusténde, die durch die betreffenden Spaltennummern gekennzeichnet werden,

zuriickkehren kann.

Ubergangsmatrix, geordnet

Zustande unwesentliche wesentliche
So Sy e | Sk
unwesentlich
wesentlich 0..0 0..0 | 0..0
0..0 0..0 0..0
0..0 0..0 | 0..0

S;: die Zustandsklassen, in die der Zustandsraum S bzgl. der Aquivalenzrelation ,,<—* zerlegt werden kann.

Klassifikation der Zustinde
Sp ist die Klasse der unwesentlichen Zustinde, S; (¢ > 1) sind die Klassen der wesentlichen Zusténde.
Die leeren Felder sind Teilmatrizen der Matrix M, die mit Ubergangswahrscheinlichkeiten bestzt sind.

Man sieht, dass in S;, i > 1, Uberginge nur innerhalb einer Zustandsklasse moglich sind.

Def. 76 (absorbierender Zustand)
Besteht eine Aquivalenzklasse s; bzgl. ,,«+—* nur aus einem einzigen Zustand (s; = {4;}), so heifit dieser Zustand

absorbierender Zustand.

Klassifikation der Markov-Kette

Def. 77 (Irreduzibilitit)
Eine MARKOV’sche Kette heifit irreduzibel oder unzerlegbar, wenn der Zustandsraum S aus genau einer Klasse

besteht, und alle Zustéinde wesentlich sind.
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S =1{1,2}, Ubergangsmatriz:

0
M = M, = =M, Vn>1.
1 0 1 0

{X.} ist reduzibell ~Zustand 1 ist absorbierend! Zustand 2 ist unwesentlich.

Beispiel einer irreduziblen MK
Sei S ={1,2,3},  Ubergangsmatriz:

1 1

3 3 0

M = 1 1 1

2 4 4

12

0 3 3
13 1
2 8 8
My=M?=|[3 1 1
2 8 48 48
1 11 19
6 36 36

pij(2) >0 Vi,jeS. {X;} istirreduzibell

Alle Zustande kommunizieren miteinander.

17.3 Rekurrente und transiente Zustande

Sei 7 fest und
fl(n) = P(Xn :i7Xn71 7é z'7"'7)(1 # i7X0 = Z)

die Wahrscheinlichkeit, dass nach n Schritten erstmalig wieder der Zustand ¢ erreicht wird. Es gilt:
fi(0) == 0 und f;(1) = pi.
By: Ereignis, erstmals nach k Schritten wieder in i.
B, ={Xpy=i,X,#1 Vv=1,....k—1|Xo =1}

B+1 = {System befand sich wihrend der ersten n Schritte nie im Zustand i}.

Rekurrente und transiente Zustande

Offenbar
n+1
UB=9 BnBi=0 (#£0).
=1
Dann gilt
n+1

= Y P(X, =i|By)- P(By)
k=1

= > pii(n—k)fi(k) + P(Xp = i|Bni1) -P(Bni1)
=1 \T
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Rekurrente und transiente Zustiande
Wegen P(X,, =i|B,+1) = 0 folgt

pii(n):Zfi(k)'pn(n—k) (n>1).
k=1
Damit 148t sich f;(k) rekursiv berechnen:

fi(0) = 0, fi(1) = pii

pi(2) = fi(1)-pu(1) + fi(2) - pis(0)
= ph+ fil2
fi(2) = pu(2)—p3 usw.
(pi(2) = Zpikpki > %)
k

Rekurrente und transiente Zustande

Wir bezeichnen mit -
= Z fi(9)
j=1

die Wahrscheinlichkeit, dass man irgendwann in den Zustand ¢ zuriickkehrt.

Def. 78 (rekurrente und transiente Zustinde)

Ein Zustand i € S heifit rekurrent, wenn F; = 1 gilt. Ist dagegen F; < 1, so heifit er transient.

Rekurrente und transiente Zustinde

Satz
Zustand ¢ rekurrent = er wird unendlich oft erreicht mit Wahrscheinlichkeit 1.

Zustand ¢ transient = er kann hochstens endlich oft erreicht werden.

Beweis des Satzes (1)
Sei r;(k) die Wahrscheinlichkeit, dass die MK mindestens k& mal nach i zuriickkehrt.

ri(k) = Z P(> k mal zuriick|erstmals nach n Schritten zuriick) -
n=1

P(erstmals nach n Schritten zurtick)

= irv 71]02

= ri(k=1)>_ fi(n) =ri(k = 1)F,

= ri(k) = Ff
Beweis des Satzes (2)
Ist ¢ rekurrent, also F; = 1, dann r;(k) =1 Vk € N.
Sei ¢ transient, d.h. F; < 1.
Sei Z; die Anzahl der Besuche in .
P(Zi=k)=FF(1-F)
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geometrische Verteilung mit Parameter (1 — F}).

Rekurrente und transiente Zustande

Satz

o0
Ein Zustand ¢ ist genau dann rekurrent, wenn gilt: > p;;(n) = oc.
n=0

Er ist genau dann transient, wenn Z pii(n) < oo ist.

=0
Beweis: (fir einen anderen Beweis siehe z.B. Mathar/Pfeifer, Satz 3.2.1)
Erinnerung:

pu Zfz pu - ) (n Z 1)

Multiplizieren diese Gleichung mit 2™ und summieren iiber n:

Beweis des Satzes (1)
Es gilt Pi(2) :=

_ i(];f(k) pm<n—k>)

+22(fi(1) - pis(3 = 1) + £3(2) - pii(3 — 2) + fi(3) - pii(3 — 3))

Beweis des Satzes (2)
Es gilt
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Beweis des Satzes (3)

wobei -
Fi(z) := Zz”fi(y).
v=1

Die Funktionen F;(z) und P;(z) sind analytisch fiir |z| < 1.

Pi(2)

S+ ARG Pi(z) = —=

Fi(z)

lim Fy(z) = Fi(1) = F; = Y fi(v)

z—1

ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Riickkehr nach 4. Sei

;1_>H11PZ(Z) =bh = an(n) = o0

n=1

Beweis des Satzes (4)
Daraus folgt

d.h. 7 ist rekurrent.

Sei umgekehrt F; = 1. Dann folgt
1

- 1-— ling,l Fz(Z)

Der zweite Teil des Satzes ist die Kontraposition des ersten Teils.

= Q.

P, = lim P;(z)
z—1

Transiente und rekurrente Zustinde

Folgerung

Sei 7 transient. dann

d.h. F; kann mit Hilfe von P; ausgerechnet werden.
Diese beiden Aussagen kénnen zum Beweis des folgenden Lemmas verwendet werden.

Lemma
Ist ein Zustand ¢ rekurrent (transient) und kommuniziert er mit einem Zustand j (¢ «— j), so ist auch der Zustand

Jj rekurrent (transient).

Beweis des Lemmas, Rekurrente Zustédnde

1. Sei i rekurrent und ¢ <— j. Dann existieren m, k > 0: p;;(k) > 0 und p;;(m) > 0. Fiir alle n € N gilt:

pijm+n+k) = > (ijk/(m)pk/z(n)> i (k)
™

l

= > pulm+n)py(k)

l
> pji(m)pia(n)pij (k) (1=1).

Daraus folgt (da i rekurrent)

> pii(mA4n+k) > pji(m)pii(k) Y pii(n) = oo

n=1
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Beweis des Lemmas (2)

2. Sei i +— j. und i transient. Angenommen, j wére rekurrent, dann wére nach 1. auch i rekurrent. Wid.

Folgerung

Eine irreduzible MARKOV’sche Kette mit endlich vielen Zusténden hat nur rekurrente Zustéande.

Beweis: Mindestens ein Zustand muf3 rekurrent sein. Da alle Zustdnde miteinander kommunizieren, sind alle Zustidnde
rekurrent. U
Beispiel

Random Walk, eindimensionaler Fall

Der Zustandsraum ist S = Z. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

Piji+1 = P
Diic1 = 1—p
pij = 0, falls|i—j]#L

D.h. Ubergiinge zwischen Zustinden, die einen Abstand ungleich Eins zueinander haben, sind nicht méglich. Die

Ubergangsmatrix M hat folgende Gestalt:

Random Walk, Fortsetzung

1—p 0 p 0
0 1—p 0 P
0 0 1—-p 0

Offenbar kommunizieren alle Zustédnde miteinander. Ist somit ein Zustand rekurrent, so sind es alle. Und umgekehrt.

Random Walk, Fortsetzung, 2

Es gentigt also zu untersuchen:

Z poo(n).

n=1

Dazu sieche den Abschnitt Irrfahrten!

230:1 poo(n) = 0o, wenn p = %

Random Walk, Fortsetzung, 3

Random Walk, zwei- und dreidimensionaler Fall

Im zweidimensionalen Fall haben wir in jedem Zustand vier mégliche Ubergéinge, denen die Wahrscheinlichkeiten
p1, P2, p3 und py zugeordnet werden. Die Zustdnde sind rekurrent, wenn p; = py = p3 = ps = % gilt.

Im dreidimensionalen Fall sind in jedem Punkt im dreidimensionalen ganzzahligen Gitter sechs Uberginge méglich.

Auch wenn p; = ... =pg = %, so sind alle Zusténde transient.

Dazu sieche den Abschnitt Irrfahrten!
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Transiente Zustinde

Sei der Zustand i Startzustand (fest) und

Y7 = zuféllige Anzahl der Schritte bis zur ersten Riickkehr nach ¢
Y, = zufillige Anzahl der Schritte bis zur zweiten Riickkehr

Y = zufillige Anzahl der Schritte bis zur k-ten Riickkehr

Satz (Transiente Zustinde)

7 transient = nach unendlich vielen Schritten tritt ¢ hochstens endlich oft mit Wahrscheinlichkeit 1 ein.
Beweis:
P<Y2 < OO)
P(Yk < OO)

P(Yz < 00lY; < 00) - P(Y; < 00) = F?
k

2

Beweis: der Folgerung, Fortsetzung

i transient = Fi<l= Y2 P(Yy<oo)=> 2, FF<c.
Bezeichnen wir Ay, = {Y}, < oo} und B, = {J,.~,, Ar |-

Dann offenbar Ax, 1 C Ay und wegen Z;ozl PEAk) < oo folgt

0 = lim P(Ax) = P(J Ax) = P(lim B,) = lim P(B,,) = P(B)

k>n
B = {unendlich viele der Ay, k =1,2,...,treten ein}
B = {nur endlich viele der A,k =1,2,..., treten ein}
P(B)=1
O
Rekurrente Zustinde
Folgerung
Sei jetzt i rekurrent, d.h. F; = 1. = ¢ wird unendlich oft erreicht.
Beweis:  Fiir beliebiges k gilt: P(Y; < c0) = 1.
Y = # der Riickkehren nach ¢ bei unendlich vielen Schritten.
Vi <o} & {Y >k}
PY =00)= lim P(Y > k)= lim P(Y; < c0) =1.
k—o0 k—o0
O

17.4 Grenzverteilungen

Def. 79 (Periode)
Ein Zustand ¢ heifit periodisch mit der Periode d, falls d grofiter gemeinsamer Teiler aller der Zahlen n € Z7 ist, fiir
die p;;(n) > 0 gilt. Ist d = 1, so heiflt der Zustand 4 aperiodisch. Falls fiir alle Zahlen n € ZT p;;(n) = 0 gilt, so setzen

wir d := oo.

Satz
Es sei ¢ € S ein periodischer Zustand mit Periode d. Desweiteren kommuniziere er mit einem weiteren Zustand j

(i +— j). Dann hat auch der Zustand j die Periode d.
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Beweis des Satzes (1)
Sei ¢ periodischer Zustand mit Periode d. Dann lassen sich alle Zahlen k mit p;;(k) > 0 durch k = ko - d, fiir eine Zahl

ko, darstellen. Da die Zustédnde ¢ und j miteinander kommunizieren, existieren weitere Zahlen n und m, so daf} gilt:
pij(n) > 0 und p;;(m) > 0.
Nach CHAPMAN-KOLMOGOROV:

pii(n+m) = Zpil(n) “pii(m)

lesS
> pij(n) - pji(m) >0

Beweis des Satzes (2)
Folglich ist d Teiler der Summe n + m.

Es gelte nun p;;(r) > 0 fiir ein gewisses . Dann gilt:

pi(n+m+r) = Z pi(n) - pis(r) - psi(m)
l,s€S

> pij(n) - pji(r) - pji(m)
> 0

Wir stellen also fest:

dteilt m+n-+r
= d teilt r.

d teilt m +n

Beweis des Satzes (3)
Folglich ist der Zustand j periodisch mit Periode d’, wobei gilt: d < d'.
Da die Relation ,,+—* symmetrisch ist, gilt auch: j «— ¢. Mit der gleichen Beweisfithrung wie oben kénnen wir dann

zeigen, daf gilt: d’ < d. Daraus folgt: Die Zusténde ¢ und j haben die gleiche Periodenlinge.

Mittlere Riickkehrzeit (1)
Es sei nun ¢ € S ein rekurrenter Zustand. Wir betrachten die folgende Zufallsgrofe:

1 2 n

L) fi2) ... filn)
Def. 80 (mittlere Riickkehrzeit in den Zustand i)

Y :

n=1

Def. 81 (Nullrekurrenz, posive Rekurrenz)

Der Zustand i heifit positiv rekurrent, falls p; < co. Ist p; = 0o, so nennen wir den Zustand ¢ Null-rekurrent.

213



Mittlere Riickkehrzeit (2)
Es gilt fir einen beliebigen Zustand i (ohne Beweis):

e 1; < oo genau dann, wenn lim p;;(n) > 0;
n—oo

e 1; = oo genau dann, wenn lim p;;(n) = 0.
n—oo

e Ist der Zustand ¢ positiv rekurrent und aperiodisch, so gilt:

1
lim py;(n)’

n—roo

Def. 82 (Ergodische Markov-Kette)
Eine MARKOV-Kette { X} } e heifit ergodisch, falls der Zustandsraum S nur aus positiv—rekurrenten und aperiodischen
Zustanden besteht.

Stationidre Verteilung und Ergodensatz

Erinnerung: 7; = P(X,, = j), «% = (m,m2,...)

Def. 83 (Stationire Verteilung)

7 heif3t stationar, falls m=M"'n

Ergodensatz
Sei {X;}ier eine homogene, irreduzible MARKOV-Kette. Seien aulerdem alle Zustinde ergodisch (positiv rekurrent

und aperiodisch). Dann gilt fiir alle Zustédnde 7,5 € S:

mj = lim p;;(n) > 0.

n—oo

AuBerdem gilt p; = ﬂi und 7; ist eindeutig bestimmt durch:
J

oo
T = Zm— “ Dij- d.h. w ist stationar
i=1

Stationidre Verteilung
Die Grenzverteilung p = (p1,...) ist also stationdre oder Finalverteilung. Die stationére Verteilung kann nach obiger

Gleichung ermittelt werden.

T Uyt

2 2
™= =MT

Ty j

Stationiire Verteilung (2)
Also gilt: MT - = m = A\ - m mit A = 1. Eigenwertgleichung fiir den Eigenwert 1. Der Vektor 7 ist Eigenvektor von

M7 zum Eigenwert 1.

Bem.: M und M” haben dieselben Eigenwerte.

Folgerung
Sei M die Ubergangsmatrix einer MARKOV’schen Kette mit endlich vielen Zustéinden (in der Form, in der die Aqui-
valenzklassen ablesbar sind) Dann gilt: Die Vielfachheit des Eigenwertes 1 ist gleich der Anzahl der rekurrenten

Aquivalenzklassen.
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Stationidre Verteilung, Beispiel
Beweis: Jede Teiliibergangsmatrix von Aquivalenzklassen hat den einfachen Eigenwert 1 (Finalverteilung eindeutig!)
O

Wir betrachten eine MARKOV ‘sche Kette iiber S = {1,2,3} mit Ubergangsmatriz

11
7 30
| 3 1
M=19 10
0 0 1
Aquivalenzklassen: {1,2}, {3}.
Stationire Verteilung, Beispiel (Fortsetzung)
Wir ermitteln die Eigenwerte:
0 = det(M—AX-1)
1 1
_ 3 1
= i 1A 0
0 0 1-A

Stationiire Verteilung, Beispiel (Fortsetz.,2 )
Der erste Eigenwert: A\; = 1. Weiter:

0 = (%—A)-(i—k)—%

Az = % % o1 [
3

A= gt 8_ - 4

Also: Eigenwerte: \;y = Ao = 1 und A3 = —%. Der Eigenwert 1 hat folglich die Haufigkeit 2, und somit gibt es zwei
rekurrente Aquivalenzklassen.

Stationidre Verteilung uniform?

Folgerung: Sei die Markov-Kette endlich und irreduzibel. Falls

sz’j = Zpij =1
i J

so sind die stationdren Verteilungen Gleichverteilungen.

Beweis: Es gilt fiir die stationire Verteilung (71, ..., m,,...):
dompy = m=m) piy Vi
i i
Z(m— — Wj)pij = 0, insbesondere
i
Y (mi—mpij, = 0, jo= min

i

Wegen (m; — mj,) > 0 folgt mj, = m; Vi, dh. m =1 0

215



Ergodensatz

Veranschaulichung von limp;;(n) = m; = ”i
J
1. Erwartete Anzahl der Schritte bis zur Riickkehr nach j

Y : zufillige Anzahl der Schritte bis zur Riickkehr nach 7,

Y ~ Geo(;) (etwa)

Ergodensatz

Veranschaulichung von limp;;(n) = i
{X.}: homogene Markovsche Kette

j: rekurrenter Zustand, Xy = j (j fest).

1, falls Xp =7
Y, = k=1
0, sonst.

P(Yy =1)=p;;(k), EYr=pj;k)

Anzahl der Wiederkehrzeitpunkte im Zeitraum 1,..., N

N
ZYk =ky.
k=1

Ergodensatz
Beobachtete mittlere Anzahl der Wiederkehrpunkte pro Schritt (im Zeitraum 1,..., N)

k by 1 1 &
N N
o EXE = E Y.) = — EY;
N N N (; W=y nz::l ¥
1
= N Z pjj(n)
n=1
Mittlere beobachtete Wiederkehrzeit im Zeitraum 1,..., N
— 1

kn

Ergodensatz
— N

1 1

N ijj(n) 7 N-ooco T

n=1 J
Andererseits:
1Y 1
nli_{gopjj(n) =T; = N Z_:lpjj(n) —N—ooo Pj = lTJ



Ergodensatz, Beispiel

FEin-Prozessorsystem mit mehreren E/A-Einheiten.
Ein Programm, das sich in der CPU befindet, geht mit Wahrscheinlichkeit ¢; in die I/O-Einheit 4 iiber, oder endet

(mit Wahrscheinlichkeit gg) und macht Platz fiir ein neues Programm in der CPU.

9 qg1 --- Gm
1 0 ... 0
M =
1 0 0
Frage: Ist die zugehorige Markov-Kette irreduzibel?
Ergodensatz, Beispiel (2)
Ein-Prozessorsystem (Fortsetzung)
@+t g G - Godm
do Q- g
M, = M? = "
q0 q1 e qm
also p;;(2) >0 Vi,j = X, irreduzibel.
Ein-Prozessorsystem
Stationdre Verteilung
FEin-Prozessorsystem (Fortsetzung, 2)
0 Toqo + Y jeq T T
M T _ Toq1 _ 1
Tm, Toqm Tm
Ein-Prozessorsystem
Stationdre Verteilung
Qomo+1—m = mo
2mg —qomo = 1
m(2-¢q) = 1
1
T =
2—qo
4di .
T, = Tq; = , o t=1,....m
2—qo
m m
1 i 1 1—qo
™= + = + =1
iz:(:) f2—q ;2—% 2—q 2—q
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Multiprozessorsystem

Multiprozessorsystem

Ein “Job” (oder ein Prozessor) greift zuféllig auf bestimmte Speichermodule zu.

Er wird bedient, wenn der angeforderte Speichermodul frei ist, sonst mufl er warten.
Die Zeit fiir einen Speicherzugriff sei konstant und fiir alle Speichermodule gleich.
Neue Anforderungen beginnen sofort nach Abarbeitung der alten.

m “Jobs”, n Speichermodule.

Multiprozessorsystem

Multiprozessorsystem (2)

N;: Anzahl der “Jobs” (Wartenden) am Speichermodul M; (Bedienplédtze) (wartend oder in Arbeit), i =1,...

Zustandsraum S = {(N1,Na,...,N,) € Zt : Y. N, = m}

Bsp.:m=n=2:85={(1,1),(0,2),(2,0)}
q1: Wahrscheinlichkeit, 1. Speichermodul wird angefordert
q2: Wahrscheinlichkeit, 2. Speichermodul wird angefordert

Multiprozessorsystem (3)

Ubergangsmatriz

2012 @ qi

M= q g2 0
q2 0 q1
Stationdre Verteilung
™™ = =

2q1q2 ¢ qi

(71,2, 73) Q1 g 0 = (m1,m2,73)
q2 0 @
Multiprozessorsystem (4)
Stationdre Verteilung (Fortsetz.)
T - 2q1G2 + Toq1 + 32 = M
7Tl'q§+7T2'QQ+7T3~O = my
TG+ 04T = T
m+me+mg = 1
meg = m(l—q)
meg = m(l-aq)
2
T2 = o "1
I—-q
2
a1
3 = T T
I-aq
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1 _ Qi

- % 3 1-2
1+ 171q1 + ﬁ q142

™

Multiprozessorsystem (5)

X : # erledigten Speicherplatz-Anforderungen pro Zyklus im stationdren Zustand:

(X|(1,1) = 2
(X[(2,0)) = 1
(X1(0,2)) = 1

EX = 2'7T1+1'7T2+1'7T3

2 2
qi 5 1—qq
2+ + ™=

( 1—q 1*612) T 2010

g =q = %: EX = % maximal moglicher Wert.

Betriebssystem

Das Betriebssystem schalte zwischen den Zustdnden:
1:  Benutzerprogramm aktiv

2:  Scheduler aktiv
3:  Operatorkommunikation aktiv

4:  Nullprozess
0.90 0.04 0.05 0.01

0.94 0.00 0.05 0.01
0.85 0.10 0.04 0.01
0.75 0.00 0.05 0.20

0.897
0.041
0.05
0.012

m ist stationdre Verteilung. (UA)
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17.5 Klassische Beispiele

Ruin des Spielers

Zwei Spieler werfen abwechselnd eine (nicht manipulierte) Miinze. Féllt Kopf, so erhélt Spieler A den vereinbarten
Einsatz (1 Euro) von Spieler B, anderenfalls erhélt Spieler B denselben Einsatz von Spieler A. Zu Beginn des Spieles
besitzt A a Euro und B b Euro. Das Spiel wird solange fortgesetzt, bis einer der beiden Spieler kein Geld mehr besitzt.

Ruin des Spielers (Fortsetzung)
Zusténde: S ={0,1,...,N}, N=a+b.

1 000 0 0
10 410 0 0
M:()%o% 0 0
00 0 0 0 20 %
00 00 0 1

Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit des Ruins von Spieler A bzw. B?

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 2)

Sei E; das Ereignis, dafl ein Spieler, der genau i Euro besitzt, ruiniert wird und sei p; = P(E;).

1. Die Ubergangswktn. sind
Pijit1 = Piji=1 = 5
und offenbar ist pg = 1 und py = 0.
2. Satz der totalen Wkt.: Es gilt fir alle 4,4 =0,..., N:
pi = P(E;)) = P(E;|Ubergang nach i-1)-p; ;1 +
P(E;| Ubergang nach i+1) - p; ;11

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 3)

pi = %pi—l + %pi—&-l 2p; = pi—1 + Pit1
Pi—Pi-1 = Diy1—pi=:d
Di—DPo = Pi— Pi-1+Pi-1 —Pi—2tPi—2 —+-— D1
+p1 d—po '
pi—1 = i-d -

p; = 144i-d, insbesondere

py = 14+ N-d
d = —%, N=a+b
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Ruin des Spielers (Fortsetzung, 4)

3.
pi—1—i- 1 :a+b—i
! a+b a+b
b _a
Pa= 00 BT avb

4 a=bipa=py=35 a>>b:ip,~0,p,~1.

3 Klassen von Zusténden:
T =1{1,...,N — 1}: unwesentliche Zustande S; = {0}, S; = {N}: absorbierende Zustinde T°:=S; U Sy

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 5)

Umordnung von M:

Q= (pij;i,j €T} P = (pij;i,j € T¢}
R = (pir;i € T,k € T}
Ubergang von i € T nach k € T¢ einschrittig oder nach Ubergéingen innerhalb von T und anschlieBendem Ubergang

von T nach k.

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 6)

uik: Wkt. von ¢ € T (irgendwann) nach k € T¢ zu kommen

Uik = Z Qijujn + pix, Qij = pij

JET
U= (Ui )ieT,kETC
U = QU+R, Rekursionsformel
U = I-Q7 'R

Die Matrix (I — Q)~! existiert, falls T endlich!

Lit.: Resnick, S.I. Adventures in Stochastic Processes, Birkh&user 1992.

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 7)

hier:
(I-QU=R

-3 0 0 0 u1o uiN 10
i1 -3 0 0 uz0 Uz 0 0
i1 0 0 us0 usN 0 0
-1 1 -1 uUN u 0 O

2 2 —2,0 N—-2,N
o -1 1 UN-1,0 UN-1,N 0o 1
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Ruin des Spielers (Fortsetzung, 8)

U1,0

1
—3U1,0

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 9)

N — 1. Gleichung (1. U-Spalte)

N — 2. Gleichung (1. U-Spalte)

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 10)

N — 3. Gleichung (1. U-Spalte)

N — i. Gleichung (1. U-Spalte)

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 11)

1. Gleichung:

folgt

1
—3U2,0 =
1 _
+u2.0 —5U3,0 =
—1u +u —1u =
3U2,0 3,0 5U4,0 =
1 1 _
—3UN-3,0 TUN-20 —3UN-10 =
1 _
—5UN-—20 TUN-10 =
1
UN-1,0 = §UN—2,0
5 UN-3.0 +un_2,0— FUN-10 = 0
1 1
UN-20— ;UN-20 = ZUN-3,0
4 2
3 1
“UN-20 = ZUN-30
4 2 ’
2
UN—-2,0 = ZUN-3,0
3
—5UN=4,0 +uUN_3,0 — FUN-20 = 0
1 1
UN-3,0 — UN-3,0 = ZUN—-4,0
3 2
2 1
SUN-30 = ZSUN-40
3 2 ’
3
UN-3,0 = ZUN-4,0
4
UN=i0 = T UN—(i+1),00 = L...,N=2
1 1
Ur,0 — 3U2,0 = 3
2 2
N —2 N —2
U2,0 = UN—(N-2),0 = N — 1UN7(N71),0 = N — 1“1,0
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Ruin des Spielers (Fortsetzung, 12)

1IN -2 1
ULO*gmul,o = 3
N-—2 1
wol =gy —p) = 3
N 1
U = =
Y9N 1) 2
N-1_ 1
u = _— _ —
o N N
N -2 N-2 N-1_N-2_ 2
(7 = U = . — e R
0 N-1"" " N-1 N N N
N—i i
UN—3,0 = N :1_N’ i=1,2,...,N—1.

Miinzwurfspiel (1), vgl. UA 14
Seien die Zustdnde 000, 001, 010, 011, 100,101, 110 und 111 nacheinander mit 1-8 bezeichnet. Dann hat die Ubergangsmatrix
die Gestalt (wir tragen nur Eintriage ein, die nicht Null sind)

Die Markov-Kette besteht aus einer Aquivalenzklasse, ist irreduzibel und aperiodisch (Diagonaleintrag # 0). Alle

Zustande sind positiv rekurrent.

Miinzwurfspiel (2)
vgl. UA 14
Seien die Zusténde 000, 001, 010, 011, 100,101, 110 und 111 nacheinander mit 1-8 bezeichnet.

Es existiert eine stationire Verteilung
Die Markov-Kette besteht aus einer Aquivalenzklasse, ist irreduzibel und aperiodisch (Diagonaleintrag # 0). Alle

Zustédnde sind positiv rekurrent.

Berechnung der stationidren Verteilung
Losung des linearen Gleichungssystems

M'p=p — MT —Dp=0

Miinzwurfspiel (3)

223



1 -2 1
1 -2 1
1 1 -2 1
- p=0
2 1 -2 1
1 -2 1
1 -2 1
1 —1
Stationdre Verteilung ist die Gleichverteilung.
Miinzwurfspiel (4)
vgl. UA 14
Spiel: 7 (110) gegen 4 (011)
Zusténde 7 und 4: absorbierend, andere Zustédnde: unwesentlich
1 1 1 1
11 1
1 1 ) ) ) 1 1
My7i=—| | 2 M7=~ 1
1 1
: \
wobei M} , die umgeordnete Matrix ist.
Miinzwurfspiel (5)
11
1 1
1 1
M' - 1 1 1 Q477 R
47 1 1 -
2 0 I,
1 1
2
2
1 1 0 O
1 1 0
1 11 _1fo o
Q=311 4 B=310 o
1 1 0
1 0 1
Das Gleichungssystem
I-QU=R

ist zu losen.

In unserem Beispiel ist die Gewinnwahrscheinlichkeit von 110 gegen 011: 0.25.
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Irrfahrten

Irrfahrt auf der Geraden
Zustande: k € Z, Anfangszustand: 0

Bewegung: ein Schritt nach rechts mit Wkt. p oder nach links mit Wkt. g =1 —
Phk1 =D =1—prr_1; Pij = O,falls?z —Jjl#1

0 g 0 p O
0 g 0 p O

Irrfahrten, Fortsetzung, 1
A, : Ereignis, nach n Schritten im Zustand k zu sein D,  := P(4, 1), Qo1 =Ap_1 k-1 UAn_1 k41
Satz der totalen Wkt. (k= —n,...,n):
D, = P(Ank)
= P(AnilAn—1k-1) P(Apn_1x-1) +
P(Ank|An—1k4+1) - P(An—1,k41)
= pDn-1k-1+qDn-1x+1

n+k

(@)p 2 an_k falls k= -n,-n+2,...,n
2

0 sonst
Irrfahrten, Fortsetzung, 2
Explizite Formel:
&)p%kq%k falls k= -n,-n+2,...,n
Dn,k - 2
0 sonst,

Irrfahrten, Fortsetzung, 3
In den Zustand k gelangt man in genau n Schritten, indem man %k mal nach rechts und "—;k mal nach links geht.

Es gibt genau ( itk ) Moglichkeiten die Zeitpunkte fiir einen Schritt nach rechts auszuwéhlen.
2

2n
Doy = (n >p"q”~

n! ~ 27rn(%)neﬁ.

Insbesondere

Abschétzung: Stirling’sche Formel

Irrfahrten, Fortsetzung, 4
Damit




Irrfahrten, Fortsetzung, 5
Mittlere Riickkehrhéufigkeit:

- Do \/% = (r=73
2 Dano~ 4 0ty 1
n=1 Y1 < (p#3)

Irrfahrten, Fortsetzung, 6

Der Zustand “0” (und die anderen Zustédnde auch) ist also falls p = ¢ = %: rekurrent falls p # q:  transient falls

p=gq=1% nullrekurrent da Doy, g —p—o0 0.

Dopo = poo(n) = 0 = p; = o0

Irrfahrten

symmetrische Irrfahrt in der Ebene

Zustinde: (k,1) € Z?, Anfangszustand: (0,0) Bewegung: Punkt (X,Y)

X: ein Schritt nach rechts mit Wkt. p = % oder nach links mit Wkt. ¢ = %
Y: ein Schritt nach oben mit Wkt. p oder nach unten mit Wkt. ¢ = %

Die Zufallsvariablen X und Y sind unabhingig.

B, i: Ereignis, nach n Schritten im Zustand k zu sein E,, j, := P(By, 1)

symmetrische Irrfahrt in der Ebene

1
Eono=P(Xono=0AY2,0=0) = ngo ~ (ﬁf

> 11
;EQn,O ~ ;;E:oo

1L 1 In N

,E — ~ —— N 00
i n iy
n=1

Der Zustand “0” (und die anderen Zusténde auch) ist also rekurrent, fallsp=q = %

Irrfahrten

symmetrische Irrfahrt im Raum

Zustinde: (j,k,1) € Z3, Anfangszustand: (0,0,0)

Bewegung: Punkt (X,Y, Z)

X: ein Schritt nach rechts mit Wkt. p = % oder nach links mit Wkt. ¢g=1—1p
Y: ein Schritt nach oben mit Wkt. p oder nach unten mit Wkt. g =1 —p

Z: ein Schritt nach hinten mit Wkt. p oder nach vorn mit Wkt. g =1 —p

Die Zufallsvariablen X, Y und Z sind unabhéngig.
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Irrfahrten im Raum

Chp k- Ereignis, nach n Schritten im Zustand k. F, == P(Ch k)

Fonog = P(Xaono=0,Y20=0,Zsn0=0)=Dj,
~ (=)
Jn
> 1 = 1
Z Fano  ~ 3/2 32 <
n=0 (ﬂ—) / n=0 n /

Der Zustand “0” (und die anderen Zustande auch) ist also transient.

Irrfahrten mit Barriere

Irrfahrt auf der Geraden mit Barriere

Zustédnde: k € N, Anfangszustand: 0

Bewegung: ein Schritt nach rechts mit Wkt. p oder nach links mit Wkt. ¢ = 1 —p von k = 0 aus geht es nur nach
rechts 0 < p,q < 1.

Ubergangswktn.:
pk,k:+1 = p == 1 — pk,kfl
pij = 0, falls [i—j|#1 und ¢#0
por = 1
Irrfahrt mit Barriere
01 0 O
qg 0 p O
M = 0 g 0 poO

wenn p = ¢ = % so alle Zustdnde nullrekurrent. wenn p > ¢ so  alle Zustédnde transient. falls ¢ > p so  alle

Zustande positiv rekurrent. Alle Zustidnde haben die Periode 2.

Irrfahrt mit Barriere
Die ersten beiden Félle sind analog zur Irrfahrt ohne Barriere (wir spiegeln ggf. in Zustand 0)
Der dritte Fall erfordert etwas Rechenaufwand.

Stationdre Verteilung 7 im Fall p < ¢: Sie ist (falls sie existiert) Losung von

M m=nm

o = qm1
™ = T+ qme
T = PWi—1+QqTp1, > 2
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Irrfahrt mit Barriere

Behauptung:

Beweis: vollstiandige Induktion.

Irrfahrt mit Barriere

Stationdre Verteilung

o

U

1=0
1
o + o
1 q—0p
1
Pt g-p
¢ q—p+1
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17.6 Markov Chain Monte Carlo

Markov Chain Monte Carlo
Idee

e Erinnerung: Eine irreduzible ergodische Markov-Kette X, hat eine stationédre Verteilung, X,, - X, X ~ 7

e Wenn g beschrankt so (Gesetz der grofien Zahlen fiir MK):
1 n
— Xi E g(X) = )
- 2“ ) = Brg(X) = > 9(i)m;
1= J

wobei iiber alle Zustdnde von X summiert wird.

e Wir konstruieren eine Markov-Kette mit stationdrer Verteilung f. Dann koénnen wir z.B. das Integral f h(z)f(x)dz

approximieren:

%Zh(Xi) sy Eph(X) = /h(x)f(m) dx

Markov Chain Monte Carlo
Metropolis-Hastings Algorithmus

Sei q(y|z) eine beliebige leicht zu simulierende Dichte.
0. Wéhle Xy beliebig. Seien Xy, X1, ..., X; gegeben. X, wird wie folgt generiert:
1. Generiere Y ~ q(y|X;)

2. Berechne r(X;,Y), wobei

3. Setze

Y mit Wahrscheinlichkeit r
X1 =
X mit Wahrscheinlichkeit 1 — r

Markov Chain Monte Carlo
Metropolis-Hastings Algorithmus, Anmerkung
Eine iibliche Wahl der “freundlichen” Dichte ist q(y|z) : N(z,b?) (Normalverteilung, zentriert auf den aktuellen Wert

x) .

q(ylz) = NGED

r(o) =min (H21)

e w0 = g(aly).

Damit vereinfacht sich r zu

Wahl von b: noch offen.

Markov Chain Monte Carlo
Metropolis-Hastings Algorithmus, Beispiel

Angenommen, wir wollen eine Cauchy-Verteilung simulieren,

fa) =+t

Tl+a?

Wenn wir, wie im Vorschlag oben q(y|r) ~ N (x,b?) setzen,

o) =min (H21) = min (ﬁ; 1)
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e 1. Ziehe Y ~ N (xz,b?).
o 2.
Y mit Wahrscheinlichkeit r(X;,Y)

Xiv1 =
X mit Wahrscheinlichkeit 1 — r(X;,Y)

Markov Chain Monte Carlo
Metropolis-Hastings Algorithmus, Wahl des Tuning-Parameters b

e b zu klein: nur kleine Schritte, es wird nicht der ganze Stichprobenraum untersucht

e b zu grof}: viele Vorschlage Y, die weit in den Tails sind, d.h. » wird klein, die Markov-Kette bleibt lange in

derselben Position.
e b mittel: gut.
Markov Chain Monte Carlo
Korrektheit des Metropolis-Hastings Algorithmus (1)

Stationidre Verteilung, bei diskreten Zufallsvariablen
m™=7m1M

wobei M iibergangsmatrix der Markov-Kette ist.

Def. 84 (Detailed balance)

Wir sagen, eine Markov-Kette hat Detailed balance, wenn

pijmi = pjim; Vi, j
Erinnerung: Wenn eine Markov-Kette X,, detailed balance mit 7 hat so ist 7 stationdre Verteilung von X,: 7M; =

i TiPij = )5 WjPji = Tj-

Markov Chain Monte Carlo
Korrektheit des Metropolis-Hastings Algorithmus (2)

Stationidre Verteilung, bei stetigen Zufallsvariablen

f(x) = /f(y)p(x, y) dy

wobei p(x,y) Ubergangdichte von Zustand x in Zustand y ist.

Detailed balance, falls
f@p(z,y) = f(y)p(y,z) Y,y

Satz: falls f detailed balance besitzt, so ist f stationir.

Beweis: Aus detailed balance folgt:

/f(y)p(y,x) dy = /f(x)p(w,y) dy = f(x) /p(w,y) dy = f(x).
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Markov Chain Monte Carlo
Korrektheit des Metropolis-Hastings Algorithmus (3)
Bleibt zu zeigen, f erfiillt detailed balance.

Seien z,y beliebige Punkte. Es gilt f(z)q(ylz) > f(y)a(xly) oder f(z)q(ylz) < f(y)q(zly) (oder f(x)q(y|x)

f(W)a(z|y), aber letzteres nur mit Wahrscheinlichkeit Null). Sei 0.B.d.A. f(z)q(y|x) > f(y)q(z|y). Dann

_ [y alzly)
@Y = 50 alyle)

und r(y,z) = 1.

Markov Chain Monte Carlo
Korrektheit des Metropolis-Hastings Algorithmus (4)

p(z,y) ist Ubergangsdichte von x nach y
Forderung: 1. Vorschlagsdichte g(y|z) muss y generieren und 2. y muss akzeptiert werden.
fW)azly) _ fy)

p(z,y) = qylz) r(z,y) = Q(y\w)f(x) ) f(x)q(xly)

1. 2.

Daraus folgt:

f@)p(z,y) = f(y)a(z|y)

Markov Chain Monte Carlo
Korrektheit des Metropolis-Hastings Algorithmus (5)
p(y,z) ist Ubergangsdichte von y nach x

Forderung: 1. Vorschlagsdichte g(z|y) muss x generieren und 2. x muss akzeptiert werden.

p(y,z) = q(z|y) r(y, z) = q(zly) =
1. 2.

fW)p(y, =) ="f(y)a(x|y)

Zusammen mit der letzten Gleichung auf der vorigen Folie folgt:

f@)p(z,y) = f(y)p(y, ).

Gibbs Sampling

Problemstellung

Simulation aus einer “schwierigen” zweidimensionalen Dichte

aber Simulation aus bedingten Dichten fx |y (z|y) und fy|x(y|x) sei einfach

Gibbs Sampling Algorithmus
Sei (Xo, Yo) beliebiger Startwert und (Xo, o), ..., (Xn, Ys) bereits simuliert.

o Xop1~ fxpy(z|Yn)

o Yoy~ fyix(WXng1)

Simulation aus den bedingten Verteilungen nicht so einfach = Metropolis-Hastings Algorithmus.
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18 Zusammenfassung

e Wahrscheinlichkeitsbegriff

e Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

o Einfache kombinatorische Formeln

e Stirling-Formel

e Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Unabhéngigkeit
e Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

e Satz von Bayes

e Verteilungsfunktion, Eigenschaften

e Erwartungwert, Varianz, Rechnen mit Erwartungwert, Varianz

Zusammenfassung (2)

Wahrscheinlichkeitsmodelle und Transformationen
e Diskrete Gleichverteilung
e Binomialverteilung
e Poisson-Verteilung
e Geometrische Verteilung
e Gleichverteilung
e Exponentialverteilung, Anwendungen
e Normalverteilung, Eigenschaften
e Transformationssatz fiir eindimensionale Zufallsvariablen

e Faltungsformel

Zusammenfassung (3)

Mehrdimensionale Verteilungen, Ungleichungen, Konvergenzarten

e Zweidimensionale Zufallsvariablen

e Unabhéngigkeit und Korrelation, Berechnung von Korrelationskoeffizienten fiir diskrete und fiir stetige Zufalls-

variablen
e Markov-Ungleichung, Tschebyschev-Ungleichung, Jensen-Ungleichung

o Konvergenzarten: in Wahrscheinlichkeit, Verteilung, im quadratischen Mittel
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Zusammenfassung (4)

Grenzwertsdtze, Schdtzmethoden und Zufallszahlen

o Gesetz der Grofien Zahlen

Empirische Verteilungsfunktion

Satz von Glivenko-Cantelli

Zentraler Grenzwertsatz

Schatzmethoden (Momentenschatzung, Maximum-Likelihood-Methode)
e Erzeugung und Eigenschaften von Zufallszahlen

Statistische Tests von Zufallszahlen

Methoden zur Erzeugung spezieller Verteilungen, Berechnung der inversen Verteilungsfunktion

Zusammenfassung (5)
Markov-Ketten

e Begriff der Markov’schen Kette, Eigenschaften

e Klassifikation der Zustinde (Kommunikation, wesentliche, unwesentliche Zustande, Periodizitéit)
e Positiv rekurrente, nullrekurrente und transiente Zustande, mittlere Riickkehrzeit

e Ergodensatz, stationdre Verteilung, Berechnung stationdrer Verteilungen

e Irrfahrten

Zusammenfassung (6)

Ubungsaufgaben
e 8, 9 (Binomialverteilung)
e 10, 11 (Satz der Totalen Wkt., Satz von Bayes)
e 12 (Poisson-, Binomialverteilung, Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit)
e 15 (Berechnen der Dichtefunktion, Berechnen von Wahrscheinlichkeiten)
e 16 (Geometrische Verteilung)
e 17, 18 (Rechnen mit Erwartungswert und Varianz)
e 20 (Normalverteilung)

e 21 (Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten, Exponentialverteilung)
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Zusammenfassung (7)
Ubungsaufgaben (2)

e 22 24a.b,c (Transformationsformel)

e 23 (Geometrische Verteilung, Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten)

26 (Faltung)
e 28 (Berechnen von Erwartungswerten)

e 28, 31, 32 (Zweidimensionale Zufallsvariablen, Berechnung von Kovarianzen und Korrelationskoeffizienten)

30a (Randverteilungen)

Zusammenfassung (8)
Ubungsaufgaben (3)

e 33,34 (Zentraler Grenzwertsatz, Tschebyschev-Ungleichung)
e 35,36 (Momentenschiatzung, ML-Schéitzung)
e 38,39 (Dichte, Zufallszahlen, Akzeptanzmethode)

e 40,41,42,43,44 (Markov-Ketten)
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