2 Kombinatorik

Aufgabenstellung: Anzahl der verschiedenen Zusammen-
stellungen von Objekten.

Je nach Art der zuagzlichen Forderungen, ist zu unter-
scheiden, welche Zusammenstellungen als gleich, und
welche als verschieden angesehen werden.

2.1 Klassische kombinatorische Probleme

Permutation (ohne Wiederholung) Jede einendeutige
AbbildungII der geordenten Mengfl, ..., n} auf
eine n-elementige Mengé/! = {si,...,s,} heildt
Permutation (ohne Wiederholung),

Vie{l,...,n} (i) =s;,8 € M,s; # s;(i # j)

Anzabhl:
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Permutation mit Wiederholung

SeiM = {s1,...,sp}, ki > 0Vi = 1,...,k mit
S . k; = n. Jedes geordnete Tupel von Elemen-
ten ausV/, wobeil jedes Element genauk; mal vor-
kommt, heil3t Permutation mit Wiederholung. An-
zahl:

o n!
N = kql--kp!

Bsp. 1.7 Wiewiel Maglichkeiten gibt es, die Karten

beim Skatspiel zu vergeben?
32!
N pu—
10110110!2!

Variation ohne Wieder holung

44

SeiM = {s1,...,s,}.Jedes geordneteTupel,k <
n von verschiedenen Elementen adusheif3t Varia-
tion ohne Wiederholung. Anzahl:

N=nn-1)---(n—k+1)

Auftellung vonk Elementen auf Facher unter Berck-
sichtigung der Reihenfolge
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Wennn = k gilt, so erhalten wirN = n/!.

Bsp. 1.8 Wieviele Myglichkeiten @ir die drei Erst-
plazierten im 100m Endlauf gibt es?

N =8-7-6=330.

Variation mit Wiederholung
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Auswahl vonk Elementen aus einer Menge mit Zigk-
legen

EsseiM = {s1,...,s,}. Die Frage ist:

Wieviel verschiedene Bhlichkeiten gibt esk Ele-
mente aus dieser Menge zu entnehmen, wobel durch-
aus Elemente mehrfach entnommen werdamien?

N = nk.

Bsp. 1.9 Anzahl der 10stelligen Dualzahlen:

N =219,
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Kombinationen (ohne Wieder holung)

Jedek-elementige Teilmenge aus eineelementigen
Menge M heil3t Kombination (ohne Wiederholung)
(von k£ ausn Elementen). Dabel sind Wiederholun-
gen nicht erlaubt und die Reihenfolge ddtlemen-
te wird nicht beticksichtigt.

Die Anzahl der Kombinationen ist:

_ n(n=1)...(n—k+1) _ (m\ _  n
N = Kl - (k) — (n—k)E!"

Kombination (mit Wieder holung)
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Fallt man alle Variationen mit Wiederholungkle-
mente, Ordnung) zuAquivalenzklassen zusammen,
so dal3 sie aus aus den gleichen Elementen der glei-
chen Anzahl bestehen, so heildt jede solche Klasse
Kombination mit Wiederholung.

N= ()

Bsp. 1.10 n = 2, k = 3: 4 Klassen:
{aaa}, {aab, aba, baa}, {abb, bab, bba}, {bbb} werden
jeweils zu einer Klasse zusammengefalit.
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Erlauterung zur Kombination mit Wiederholung: sie-
he Beispiele 1.14 und 1.15.

(Dieses Problem wird auf den Fall unterscheidbarer
Wirfel zurickgetfihrt.)

Kombination von Elementen aus mehreren Mengen

47

Wir betrachten beliebige Mengefy., . . ., S;., wobel

Si = {si1, -, 8, (@0 = 1,...,k) gilt. Es wird die
folgende Frage gestellt:

Wieviel verschiedene Kombinationen von je einem

Element der Mengefi,, . . ., .S, kdnnen gebildet wer-
den?

Solche Kombinationen haben die Fofs; , . . ., sy, ),
wobeis;;, € S; giltfaralle: =1,... k.

Die Anzahl N der Moglichkeiten ist

N=ny{-n9 ... ng.
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2.2 Beispiele

Bsp. 1.11 Eine Gruppe von Studenten verreist in ei-
nem Zug. Dabei verteilen sich die Studenteialagfauf

n > r Abteile. Es sed das Ereignis, dal} alle Studenten
In verschiedenen Abteilen sitzen. (In jedem Abteil befin-
det sich also bchstens ein Student.)

N = n" = 4 Moglichkeiten @ir die Verteilung der-
Studenten auf die Abteile.

n(Ay=n-(n—1)-...-(n—r+1).
P(A) _ ng\z;l) _ n-(n—l)-.ﬁ;(n—?ﬂ—l).

Bsp. 1.12 In einer Urne sollen sicm Kugeln befinden.
\Von diesen seien; schwarzyn — ny dagegen weild. Nun
werdenk Kugeln (zudllig) entnommen, und zwar ohne
Zurucklegen.
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A: Ereignis , dald von dieselKugelnk; schwarz sind

P(A) =%,

Anzahl der Mbglichkeiten,k Kugeln ausn Ku-
geln auszudhlen.n(A)= Anzahl der ginstigen
Ereignisse= Anzahl der Bglichkeiten zur Ent-
nahme vork Kugeln, bei denen genaty schwar-
ze Kugeln ausgeanlt werden.

In einem solchen Fall sind dann auch genauw
k1 weilde Kugeln entnommen worden. Also

1. Die Anzahl der NMglichkeiten, aus; schwarzen Ku-

geln k; schwarze auszuinlen (ohne Wiederholung
und ohne Baiicksichtigung der Reihenfolge) (%)

2. Die Anzahl der Mglichkeiten, aus: — n; weil3en

49

Kugelnk — k; weil3e auszu@hlen (ebenfalls ohne
Wiederholung und ohne Biérksichtigung der Rei-

henfolge) ist(Z:Z’i).
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Anzahl der dginstigen Ereignisse
B 1 . n—n
)= (kl) (’f - kl)

(i) - (k)
(1)

— Pnl,n<k17 k)

Der letzte Ausdruck heifl3t auddypergeometri-
sche Wahrscheinlichkeit

Bsp. 1.13 (Lotto 6 aus 49) Wenn wir uns die Zahlen als
Kugeln denken, die aus einer Urne entnommen werden,
und aul3erdem gezogene Zahlen im nachhinein als schwar-
ze Kugeln ansehen, so kann jeder Tip durch die Entnah-
me von 6 Kugeln vetkpert werden. Somitdanen wir

die Formel des Beispiels 1.12 auf Seite 48 anwenden.

A: Ereignis , dal} vier Richtige getippt werden.

Wenden wir also oben genannte Formel an mit
n:49, 721:6, k:6, k1:4,
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dann gilt:
P(A) = Fs49(4,6)

49—
()G
o 49
(6)
Bsp. 1.14 Wie grol} ist die Anzahl der Wivfe mit 2 nicht
Zzu unterscheidendeniWfeln?

Wir vergeben die Zahlefi, j), wenn: # ;.

Wir vergeben die Zahlefi, 7), wenni = ;.
Die gesuchte Anzahl ist die Anzahl debghichen Aus-
wahlen aus der Mengfl, .. ., 7}, also gleich(}).
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Bsp. 1.15 Wie grol} ist die Anzahl der divfe mit 3 nicht
zu unterscheidendenifeln? Sei 0.B.d.A. < j < k.
Wir vergeben die Zahlen

wenm < j < k.

(i, k),

(2, k,7), wennmi = j < k.
(¢,7,8), wenni < j = k.
(2,7,8),

wenn: = j = k.

Die gesuchte Anzahl ist die Anzahl debghichen Aus-
wahlen aus der Mengfl, .. ., 8}, also gleich(;).
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Bsp. 1.16 Verteilen vonn Geldsticken ank Studenten
(kK < n). Auf wieviele Weisen ist dasaglich?

e Fall a) jeder Student bekommt mindestens elrtist
Geldsticke nebeneinander legen und

k — 1 Trennstriche verteilen unter — 1 moglichen

N = (o)

e Fall b) es wird zugelassen, dal3 Studenten nichts er-
halten.
Trick: Borgen vork Sticken— n + k Stick
k — 1 Trennstriche verteilen unter den jetzt- k£ — 1

moglichen
V=51

Dann gibt jeder Student genau einigk zutick.
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Bsp. 1.17 (Hashing) Beobachtungen (oder Daten) ab-
speichern auf einem Feld.

k. Anzahl der Beobachtungen

n. Feldlange ¢ < n)

Das Abspeichern geschieht mit Hilfe von Hashfunktio-
nen (oder Hashtafeln).

zufdllige Daten: Kollisionen &nnen auftreten.

Ay - Ereignis, dafd Kollisionen auftreten. ges${ A; )

— nn—1)---(n—k+1)

P(A;m) = s
k—1 ;
— H(1 — g>
1=0
k—1 .
= exp(y In(1-— 5))
1=0
k—1 .
< _ _
< exp( 2 )
B (k—1Dk, _ k?
= exp(— ) m exp(—)

In(l—2) < —xfurz <1
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Bsp. 1.18 (Suche von Elementen) n = |€))|.

Greifen zudllig eine k-elementige Teilmengd C ()
heraus.

w1, .... Schlisselelemente (vorgegeben), ... € Q)

Frage: Mit welcher Wktw; € A?

n—1
(%) n
Frage: Mit welcher Wktw,, ..., w, € A?
(=)  k(k—=1-(k—r+1)

(Z) an—1)---(n—r+1)

P(A) =

Seir fest,X — p: P(A) ~ p’

~ ] 1 n
P(A)>—-, falls " >- falls k>
( ) — 27 p —_— 2 i 21/7“

Soll also die Wkt., dal’ alle Schiisselelemente in der
Tellmenge enthalten sind, @ger aI% sein, so muf}

n
k2 o1/r

gewahlt werden.
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Zusammenfassung

n: # Elemente 5|
k. # auszuviahlende Elemente
ki, ..., k. Haufigkeit der einzelnen Elemente

ohne Wiederholung  mit Wiederholun

Permutationen n! ,ﬂ,”—'km.
Variationen  n(n—1)---(n—k+1) n*
Kombinationen (%) ("
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