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Inhalt (1)

© Einleitung

© Dateneingabe und Transformation
© Wahrscheinlichkeitsrechnung
@ Zufallszahlen

© Statistische MaBzahlen fiir quantitative Merkmale
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@ Datenvisualisierung

@ Beschreibung von Zusammenhingen
© Statistische Tests

© Varianzanalyse

@ Anpassungstests
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@ Nichtparametrische Tests
@ Korrelation und Regression
@® Clusteranalyse

@ Hauptkomponentenanalyse

@ Faktorenanalyse
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@ Zusammenfassung
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Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Stochastik
@ befasst sich mit zufalligen Erscheinungen

Haufigkeit, Wahrscheinlichkeit und Zufall
grch: Kunst des geschickten Vermutens
o Teilgebiete
o Wahrscheinlichkeitsrechnung
o Statistik
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Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Stochastik
@ befasst sich mit zufalligen Erscheinungen

Haufigkeit, Wahrscheinlichkeit und Zufall
grch: Kunst des geschickten Vermutens
o Teilgebiete
e Wahrscheinlichkeitsrechnung
o Statistik

Wahrscheinlichkeitsrechnung
gegebene Grundgesamtheit (Verteilung) — Aussagen iiber
Realisierungen einer Zufallsvariablen treffen.

6 /662



Statistik
@ Gesamtheit aller Methoden zur Analyse zufallsbehafteter
Datenmengen

o Gegeben: (Besondere) zufallsbehaftete Datenmengen

@ Gesucht: (Allgemeine) Aussagen iiber die zugrundeliegende
Grundgesamtheit

o Teilgebiete:

o Beschreibende oder Deskriptive Statistik
o Induktive Statistik
o Explorative oder Hypothesen-generierende Statistik (data

mining)
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Uberblick: Statistik und

Wahrscheinlichkeitsrechnung
Zuféllige Variable |

Experiment
o e
Datensammlungen‘ Irlg hkr?lltr?_g
Beobachtungen ‘
\ Datenbanken\
Statistfische

Analys

Verteilungsgesetze ‘

unﬂ[ekannt
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Einleitung

Beschreibene Statistik
@ statistische MaBzahlen: Mittelwerte, Streuungen, Quantile, ...

@ Box-Plots

e Q-Q Plots

o Balkendiagramme

@ ZusammenhangsmaBe

@ Punktediagramme (Scatterplots)
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Einleitung

Boxplots - Beispiele

Lebensdauern von 100

Kihlaggregaten
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Einleitung

Boxplots - Beispiele

Lebensdauern von 100

Kihlaggregaten

ccccccccccccccccc

SchadelmaBe in zwei

Regionen Tibets
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Q-Q Plots - Beispiele (1/2)

Lebensdauern von 100 | P
Kihlaggregaten l -~
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Q-Q Plots - Beispiele (1/2)

Lebensdauern von 100
Kihlaggregaten

Abmessungen von

Banknoten
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Q-Q Plots - Beispiele (2/2)

Verlangerung der
Schlafdauer
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Dichteschatzung, Beispiel

Kiihlaggregate

Lebensdauer von Ki iblaggregaten (in Jahron)
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Dichteschatzung, Beispiel

Kiihlaggregate

Lebensdauer von Ki iblaggregaten (in Jahron) Lebensdauer von Kiihlaggregaten (in Jahren )

Histogramm
Parametrische Dichteschatzung (Gamma)
Nichtparametrische Dichteschatzung
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Einleitung

Lange und Breite von Venusmuscheln
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Einleitung

Lange und Breite von Venusmuscheln
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Einleitung

SchlieBende Statistik (1)
@ Vergleich von Behandlungen, Grundgesamtheiten, Effekten
— t-Test, Wilcoxon-Test, ANOVA,
Kruskal-Wallis-Test, Friedman-Test

@ Ursache-Wirkungsanalysen, Vorhersagen,
Bestimmen funktionaler Beziehungen,
Trendbestimmungen
— lineare, nichtlineare Regression
— Kurvenschatzung
— logistische Regression
— Korrelation und Unabhangigkeit
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Einleitung

SchlieBende Statistik (2)

o Kilassifikation
— Clusteranalyse
— Hauptkomponentenanalyse
— Faktorenanalyse
— Diskriminanzanalyse

@ weitere Verfahren
— Lebensdaueranalyse (Zuverlassigkeit)
— Qualitatskontrolle
— Zeitreihenanalyse
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Vergleich von Behandlungen, Grundgesamtheiten, Effekten
@ Einstichprobenproblem
Messungen sollen mit einem vorgegebenen Wert verglichen

werden
@ Zweistichprobenproblem

o Vergleich zweier unabhangiger Stichproben
o Vergleich zweier abhangiger Stichproben

@ Vergleich mehrerer unabhangiger Stichproben

@ Vergleich mehrerer abhangiger Stichproben
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Einleitung

Ein- und Zweistichprobenproblem

Eine Stichprobe
@ Banknoten: vorgegebene Lange eingehalten?

— Einstichproben t-Test, Signed-Wilcoxon-Test
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Einleitung

Ein- und Zweistichprobenproblem

Eine Stichprobe
@ Banknoten: vorgegebene Lange eingehalten?

— Einstichproben t-Test, Signed-Wilcoxon-Test
Abhangige und Unabhangige Stichproben
@ Vergleich zweier unabhangiger Stichproben

o echte - gefilschte Banknoten

o Schadel aus verschiedenen Gegenden Tibets
— t-Test, Wilcoxon-Test

@ Vergleich zweier abhangiger Stichproben
Lange des Scheines oben und unten
— Einstichproben t-Test, Vorzeichen-Wilcoxon-Test
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Mehrstichprobenproblem

Abhangige und Unabhangige Stichproben
@ Vergleich mehrerer unabhingiger Stichproben: Agypt. Schadel:
mehrere Grundgesamtheiten, Epochen
— ANOVA, Kruskal-Wallis-Test

@ Vergleich mehrerer abhangiger Stichproben Blutdruck von
Patienten an mehreren aufeinanderfolgenden Tagen,
(Faktoren: Patient, Tag)

Preisrichter beim Synchronschwimmen

— 2 fakt. Varianzanalyse, Friedman-Test
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Einleitung

Ursache - Wirkungsanalysen
@ Ursache - Wirkungsanalysen

e Zusammenhangsanalyse
o Bestimmen funktionaler Beziehungen
o Trends, Vorhersagen
@ Beispiele:

o Bluthochdruck - Rauchgewohnheiten
o Blutdruck - Proteinuria
o GroBe - Gewicht
o Sterblichkeit - Wasserharte

— Lineare, Nichtlineare und

Nichtparametrische Regression

—  Korrelation
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Klassifikation
o Auffinden von Gruppen in Daten

— Clusteranalyse

@ Individuen sollen einer von vorgegebenen Klassen zugeordnet
werden
— Diskriminanzanalyse
— Logistische Regression
@ Datensatz hat Variablen, die mehr oder weniger voneinander
abhangen.
Welche Struktur besteht zwischen den Variablen?
— Hauptkomponentenanalyse
— Faktorenanalyse
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Einleitung

Hierarchische Clusteranalyse

Beispiel: Luftverschmutzung in USA-Stadten

sodan

ERSiR ey
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Einleitung

Hierarchische Clusteranalyse

Beispiel: Luftverschmutzung in USA-Stadten
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Einleitung

Hierarchische Clusteranalyse

Beispiel: Luftverschmutzung in USA-Stadten

ERSiR ey

Cluster Analyse
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Einleitung

Hauptkomponentenanalyse

Beispiele

Venusmuscheln
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Einleitung

Hauptkomponentenanalyse

Beispiele

Venusmuscheln

Frage: Wie kann man diese ausgezeichnete Richtung erfassen?
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Statistik-Software

SAS -

SPSS -

SYSTAT

S,S",R

sehr umfangreich, universell
weit verbreitet

umfangreich

Anwendung vor allem in Biowiss.,

Medizin, Sozialwiss.
ahnlich wie SPSS
sehr gut

funktionale Sprachen

R: frei verfligbar

STATA, STATGRAPHICS, XPLORE, MATHEMATICA, MATLAB ..
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Einleitung

SAS R R (2022) (?)
Umfang + +
Verfligbarkeit + ++
Preis -)  ++
Validierung + - +
Dokumentation + - +
GroBe Datensatze + - +
User Community  + +
Graphik +
Kontinuitat + Kern gut, Zusatzpakete ?
Haftung 7 7
Erlernbarkeit + +

Mitschriften nach R. Vonk: KSFE 2010.
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R auf den Informatikservern
@ Starten von R
1. beim Linux-Server gruenau (oder gruenauX, 1 < X < 9)

einloggen:

die Argumente bedeuten:
-%: X-Weiterleitung (nur bei Plots nétig)
-C: Kompression benutzen
2. Start von R: & (interaktiv)
oder R —- == < .
3. Laden von R-Quelltext: source("Quelltext.R")

@ Beenden der Sitzung
q() oder -
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Einleitung

R auf dem eigenen Rechner

R auf dem eigenen Rechner
@ Linux
o debian-basierte (u.a. Ubuntu): Paket r-
o Suse: R- , Fedora: R, Arch:

o teilweise neuere unter http://cran.r-project.org/bin/
e OS X:

e R—... unter http://cran.r-project.org/bin/macosx/

o oder iiber Macports: R, Fink: r— , Homebrew:

@ Windows: http://cran.r-project.org/bin/windows/base/
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Einleitung

R-Hilfe
@ Hilfe zu Funktion/Paket: ?Name oder ?"Name"

@ Suche in der gesamten Hilfe ??Begriff oder ??"Begriff"

@ Suche im Hilfeartikel unter Unix mit / (falls Hilfe nicht im
HTML-Modus)

@ Autovervollstandigung: (vermuteten) Namen beginnen, dann
TAB driicken (hilfreich z.B. bei Verteilungen)

@ Modus: getOption("help_type"), setzen:
options(help_type = "html") (oder "text")
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Aufbau eines R-Programms

Grundlegende Syntax von R

Zuweisung: a = 10.2 oder gleichwertig a <- 10.2
Vektorbildung: c(c(1,2),c(1,2)) bildet Vektor (1,2,1,2)
Indexzugriff: a=c(4,5), dann ist a[1]= 4 (R ist also 1-basiert).

Achtung: 1ist(4,5) [1] liefert eine Liste der Lange 1 mit
Eintrag 4, nur 1ist(4,5) [[1]] liefert direkt 4.

arithmetische Op.: +,*,7,%%(modulo) etc. wirken bei Vektoren

komponentenweise: c(2,3) * c(2,2) ergibt c(4,6)

if (auch mit Ausdriicken!): if (bed) ausdl else ausd2
z.B. if(5) 10 else 11 ergibt 10
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Grundlegende Syntax von R
o for: for(var in seq) ausd

Der Ausdruck sollte eine Anweisung sein ( print (var))
o Eigene Funktion definieren: function(arglist) ausd
Beispiel: nachf = function(i) i+1
@ langere Funktionen mit {}:
Beispiel: nachff = function(i){i+100;i+2}
Der letzte Ausdruck wird zurlickgegeben: nachff (2) ist 4.
o explizite Rickgabe durch return(wert)
@ Funktionen aufrufen:
Parameter werden durch Position oder Name festgelegt:
nachff (2) oder nachff (i=2)
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Einleitung

Einleitung
Aufbau eines R-Programms (3)

Grundlegende Syntax von R
@ Kommentare: Zeilen mit # am Anfang

@ Befehlsende: Newline oder ;

@ Variablennamen: Umlaute etc. erlaubt

GroB- und Kleinschreibung wird unterschieden!
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Daten (1)

Ausgangspunkt sind die Daten, die fiir die Analyse relevant sind. Die
Struktur der Daten hat die folgende allgemeine Form: x;

Objekte Merkmale
123 .. j . p

1
xij: Wert oder
Auspragung des

3 Merkmals j am
Objekt i

i X,'J'

N
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Daten (2)

p: Anzahl der Merkmale

N: Gesamtanzahl der einbezogenen Objekte (Individuen)

Objekte

Merkmale

1 2 3 .. j

Qualitat des
Datenmaterials wird
im Wesent- lichen
durch die Auswabhl
der Objekte aus
einer groBeren
Grundgesamtheit

bestimmt.
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Einleitung

Daten, Beispiele
@ Objekte: Patienten einer Klinik
Merkmale: Alter, Geschlecht, Krankheiten

@ Objekte: Backereien in einer bestimmten Region
Merkmale: Anzahl der Beschaftigten, Gerateausstattung,
Umsatz, Produktpalette

@ Objekte: Banknoten
Merkmale: Langenparameter
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Ein 1000-Franken Schein
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Einleitung

Daten (4), Datenmatrix
@ Zeilen: Individuen, Objekte, Beobachtungen

@ Spalten: Merkmalsauspragungen, -werte,-realisierungen

Banknote Merkmale
laenge oben unten .. | .. gr
1
2
3
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Daten (5), Merkmale
@ Definition: Merkmale sind Zufallsvariablen, die fiir jedes
Individuum (Objekt) eine bestimmte Realisierung

(Merkmalsauspragung) haben.
@ Stetige Merkmale: laenge, oben

@ Diskrete Merkmale: gr (Gruppe)

Banknote Merkmale

laenge oben unten .. | .. gr
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Inhalt

@ Datentypen in R

@ Eingabe innerhalb des Programms
@ Datentypen in R
°

Zugriff auf einzelne Daten

Eingabe durch externes File
@ Speichern,Laden und Loschen von Objekten

@ Zusammenfiigen von data.frames
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Datenbehandlung Datentypen

Vektor

Array

Matrix

Liste

data.frame

alle Werte von einem Typ
(u.a. double, integer,logical,

character)

Vektor mit mehreren Dimen-

sionen
zweidimensionales Array

Werte koénnen verschiedene

Typen haben

Liste von Listen mit Spalten
als Variablen und eindeutig
benannten Zeilen (z.B. Pro-
banden), wichtigste Daten-
struktur far Statistik in R

c(C...)

array(...)

matrix(...)

list(...)

data.frame()
bzw.

as.data.frame()
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Inhalt

@ Datentypen in R

@ Eingabe innerhalb des Programms
@ Datentypen in R
°

Zugriff auf einzelne Daten

Eingabe durch externes File
@ Speichern,Laden und Loschen von Objekten

@ Zusammenfiigen von data.frames
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Datenbehandlung im Code

Dateneingabe und Transformation

2.1 Zeilenweise Eingabe innerhalb des Programms

dfr = as.data.frame(rbind(
c(X=1,Y=2,7=3),

c(11,2,3),

c(2,5,NA)

))

damit hat der data.frame dfr folgende Gestalt:

XY Z
1 12 3
2 11 2 3
3 2 5 NA

rbind verkniipft zeilenweise (r: row) Vektoren zu einer Matrix NA |



Datenbehandlung im Code

Dateneingabe und Transformation

Eingabe innerhalb des Programms - alternativ

dfr = read.table(stdin(),col.names=c("X","Y" 6 "Z"))
123

11 2 3

25

#ab hier ggf. weiterer Quelltext

Achtung:

Funktioniert nur Gber R < Datei.R, nicht Gber source()
Grund: keine Umleitung der Standardeingabe, source parsed
komplette Datei vor Ausfiihrung
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Datenbehandlung im Code

Dateneingabe und Transformation

Eingabe innerhalb des Programms - alternativ

dfr = read.table(col.names=c("X","Y","Z") text="
123

11 2 3
25
u)

Funktioniert auch per source().
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Inhalt

@ Datentypen in R

@ Eingabe innerhalb des Programms
@ Datentypen in R
°

Zugriff auf einzelne Daten

Eingabe durch externes File
@ Speichern,Laden und Loschen von Objekten

@ Zusammenfiigen von data.frames
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Datenbehandlung Benutzer

Dateneingabe und Transformation
2.2 Direkte Eingabe durch Benuzter

Eingabe per Fenster oder Konsole
@ edit(data.frame(matrix(ncol=5))) o6ffnet Fenster zum
editieren

@ edit(0Objekt) offnet Texteditor falls Objekt weder Matrix noch
data.frame

@ read.table(file=stdin()) liest data.frame iber Konsole ein

@ scan() liest Vektor iiber Konsole ein (file=stdin() ist hier
Standard)

@ scan und read.table lesen tber Konsole nur bis zur ersten

Leerzeile = dadurch auch Eingaben zwischen Quelltext moglich
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Inhalt

@ Datentypen in R

@ Eingabe innerhalb des Programms
@ Datentypen in R
°

Zugriff auf einzelne Daten

Eingabe durch externes File
@ Speichern,Laden und Loschen von Objekten

@ Zusammenfiigen von data.frames
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EITLLELENIT A Zugriff

Dateneingabe und Transformation

2 2 7Zuoriff anf cinzalne Natan

dfr beinhaltet 3 Variablen (X,Y,Z) und 3 Individuen
@ Zeilen benennen: rownames(dfr) = c("P1","P2" 6 "P3")

@ Zeilen/Spalten iiber Namen auswahlen:
dfr ["P]_" ,] ,dfr[, "Z"] , dfr [llplll , "Z"]

@ Zeile(n)/Spalte(n)/Eintrag lber Indizes auswahlen (ab 1):
dfr([1,],dfr[,3], dfr[1,3], dfrlc(1,2),c(2,3)]

@ Zielen/Spalten tber Indizes ausschlieBen:

dfr[-c(1,2)] — alle Spalten auBer erste zwei

@ Zeilen mit bestimmter Eigenschaft wahlen (hier X < 10):
dfr[dfr[,"X"] < 10,] oder subset(dfr,X < 10)
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Inhalt

@ Datentypen in R

@ Eingabe innerhalb des Programms
@ Datentypen in R
°

Zugriff auf einzelne Daten

Eingabe durch externes File
@ Speichern,Laden und Loschen von Objekten

@ Zusammenfiigen von data.frames
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2.4 Eingabe durch externes File (plain text)

Der einfache Fall: read.table
read.table(file,header,sep,quote,row.names,col.names,
colClasses,nrows,skip,blank.lines.skip,

stringsAsFactors,fileEncoding) (und weitere Parameter)

o file : absoluter oder relativer Dateiname oder ganze URL

header: Spaltennamen aus erster Zeile lesen?

sep: Trennzeichen (Standard sind alle white spaces)

quote: Anfliihrungszeichen

@ dec: Dezimaltrennzeichen (Standsrd ist .)

col.names / row.names: Namen der Spalten und Zeilen

colClasses: Vektor aus "integer", "numeric", "character", ...
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2.4 Eingabe durch externes File (plain text)

Der einfache Fall: read.table (Fortsetzung)
read.table(file,header,sep,quote,row.names,col.names,
colClasses,nrows,skip,blank.lines.skip,
stringsAsFactors,fileEncoding) (und weitere Parameter)
@ nrows: Anzahl der zu lesenden Zeilen
@ skip : Anzahl der am Anfang auszulassenden Zeilen
@ blank.lines.skip: Leere Zeilen auslassen?
@ stringsAsFactors: Strings werden als Faktoren codiert (effiziente
Speicherung u.a. fiir Varianzanalyse, Strings lassen sich aber

nicht mehr als solche verwenden )

o fileEncoding: Latinl, UTF-8 etc.
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2.4 Eingabe durch externes File (plain text)

Der einfache Fall: read.table — ein Beispiel

banknote = read.table(file =
"https://www2.informatik.hu-berlin.de/ ~<
koessler/SAS_Kurs/ SAS_Vorlesung_Beispiele/ <«
Vorles_Bsp/BANKNOTE.DAT",
colClasses=c("integer","numeric","numeric",
"numeric","numeric",'"numeric",'"numeric"),
col.names=c("nummer","laenge","links",
"rechts","unten","oben","diagonal"),

row.names = 1)
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2.4 Eingabe durch externes File (plain text)

Der einfache Fall: read.table — ein Beispiel (Fortsetzung)

laenge links rechts unten oben diagonal

1 214.8 131.0 131.1 9.0 9.7 141.0
2 214.6 129.7 129.7 8.1 9.5 141.7
8 214.8 129.7 129.7 8.7 9.6 142 .2
4 214.8 129.7 129.6 7.5 10.4 142.0
5 215.0 129.6 129.7 10.4 7.7 141.8

row.names = 1 nutzt die Spalte 1 (nummer) als Zeilenbennennung
colClasses ist hier nicht nétig, die automatische Bestimmung der
Typen liefert das richtige Ergebnis
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2.4 Eingabe durch externes File (plain text)

flexibler, aber unhandlicher: scan
as.data.frame(scan(file, what, ...))

@ scan gibt nicht direkt einen data.frame zuriick
@ aber es kann mehr als einen Datensatz je Zeile lesen

@ what : Liste aus Typen, wird zyklisch wiederholt, falls eine Zeile
langer ist
Achtung: col.Classes=c("integer", "logical") entspricht
what=1list(integer(),logical())
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Datenbehandlung Externes File

Eingabe durch externes File (Fremdformate und

Datenbanken)

Fremdformate und Datenbanken
o EXCEL,OpenDocumentSpreadsheet: verschiedene Pakete

(speedR,gnumeric, RODBC(EXCEL unter Windows) ...)

@ Pakete fiir verschiedene Datenbanken: RODBC, RMySq|,
RSQlite . ..

@ SAS/SPSS: foreign (meist instaliert): read.xport(...) bzw.
read.spss(...)

o weitere Pakete (u.a. fiir neuere EXCEL-Dateien) sind nicht im
CRAN, sondern iiber externe Projekte verfiigbar (s. nachste
Folie)

56 /662



Einschub: Pakete und das CRAN

Pakete und das CRAN
@ Viele Funktionen in Pakete ausgelagert, laden mit:
library(Paketname)

@ die meisten sind tber das CRAN (Comprehensive R Archive
Network, vgl. CTAN fir TEX) zu finden:
http://cran.r-project.org

@ Installation mit install.packages (Paketname)

@ Parameter repos fiir festen Spiegelserver oder andere Quellen als
CRAN

o Installation von gitlab (analog github) mittels
install_gitlab("Autor/Paket")

57 /662


http://cran.r-project.org

Inhalt

@ Datentypen in R

@ Eingabe innerhalb des Programms
@ Datentypen in R
°

Zugriff auf einzelne Daten

Eingabe durch externes File
@ Speichern,Laden und Loschen von Objekten

@ Zusammenfiigen von data.frames

58 /662



2.5 Speichern,Laden,Léschen von Objekten

Speichern in .Rdata-Dateien
@ save(Objektl,0bjekt2,...,0bjektn,file="Pfad.Rdata")
sichert die Objekte in einem fiir R schnell zu verarbeitenden

Format
@ Alternativ: save(list=Namensliste, ...)
(Namensliste: 1ist ("Objekt1",...)) oder

save.image(file) (sichert alle Objekte, wie ein y beim
Beenden)

@ load(file,envir) |ad die Datei und fiigt Objekte der

Umgebung envir hinzu (normalerweise die globale Umgebung)
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Datenbehandlung Rdata-Files

2.5 Speichern,Laden,Léschen von Objekten

Auflisten und Loéschen von Objekten
@ 1s() gibt Liste aller Objekte der aktuellen Umgebung zuriick

@ 1s(.GlobalEnv) gibt Liste aller Objekte der gloablen
Umgebung zuriick (nitzlich in Fuktionen)

o rm(Objektl,...,0Objektn,envir) loscht die Objekte aus der
(aktuellen) Umgebung, verhalt sich mit Liste wie save
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RV ELCINTIN  Zusamenfiigen

@ Datentypen in R

@ Eingabe innerhalb des Programms
@ Datentypen in R
°

Zugriff auf einzelne Daten

Eingabe durch externes File
@ Speichern,Laden und Loschen von Objekten

@ Zusammenfiigen von data.frames
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EILELENEIN A Zusamenfiigen

2.6 Zusammenfiigen von data.frames

Der einfache Fall: rbind / cbind

@ rbind(...) verknipft Zeilenweise (s.o0.)
@ cbind(...) verknipft Spaltenweise

@ beide ex. auch fiir Vektoren, Listen und Matrizen = Ergebnis ist

nur data.frame, falls mind. ein Argument data.frame ist

@ Zeilen- resp. Spaltennamen miissen /sollten verschieden sein
Beispiel: Hat d1 eine Spalte ID und d2 ebenfalls, so hat
cbind(d1,d2) zwei solche Spalten.
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EILELENEIN A Zusamenfiigen

2.6 Zusammenfiigen von data.frames

Der allgemeine Fall: merge
@ merge(x,y,by,by.x,by.y,sort,...) verkipft zwei
data.frames ahnlich einem join bei Datenbanken, d.h. Giber

gemeinsame Schliisselspalten
@ by: Name der Spalten, falls in x und y identisch

@ by.x,by.y: Namen der Spalten, falls verschieden z.B.:
by.x = "IdentNr",by.y="ID"

@ sort: Nach der by-Spalte sortieren?
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RV ELCINTIN  Zusamenfiigen

2.6 Zusammenfiigen von data.frames

Beispiel: cbind vs. merge

dl = data.frame(cbind(X=c(2,5,4,1,3), <«

Xsq=c(2,5,4,1,3)72))
d2 = data.frame(cbind(Zahl=1:5, HochDrei=(1:5)"3))

a S W N -

X Xsq
2 4
5 25
4 16
1 1
3 <)

a s W N -

Zahl
1

2
3
4
5

HochDrei
1

8

27

64

125
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EILELENEIN A Zusamenfiigen

2.6 Zusammenfiigen von data.frames

Beispiel:

dcbind

dmerge

a D W N -

W = N =

Xsq
4
25
16
1

)

cbind(d1,d2)

cbind vs. merge (Fortsetzung)

merge(d1,d2,by.x="X",by.y="Zahl")

dcbind

Zahl HochDrei

1

8
27
64
125

(@2 I~ OV N R

dmerge
X Xsq HochDrei
1 1 1
2 4 8
3 9 27
4 16 64
5 25 125
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EILELENEIN A Zusamenfiigen

2.6 Zusammenfiigen von data.frames

Sortieren: sort und order

@ sort: Sortieren von Vektoren
sort(c(2,3,1)) ergibt Vektor c(1,2,3)

@ order: Elementreihenfolge von Vekoren und Listen:
order(c(2,3,1)) ergibt Vektor c(3,1,2),
d.h. die Permutation, die c(2,3,1) in c(1,2,3) tuiberfiihrt.

@ Sortieren eines data.frames dfr nach Spalte V:
dfr[order(dfr[,"V"]),]
Lies: Wahle in der Reihenfolge die Zeilen aus dfr,
die eine Rangfolge der Spalte V aus dfr ist.
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EILELENEIN A Zusamenfiigen

2.6 Zusammenfiigen von data.frames

Beispiel: Einsatz von order

dnoso

a D W N -

= merge(dl,d2,by.x="X" ,by.y="Zahl", sort=F)

dmerge = dnoso[order(dnosol[,"X"]),]

dnoso
X Xsq HochDrei
2 4 8
5 25 125
4 16 64
1 1 1
3 ) 27

order(dnoso [,"X"]):

dmerge
X Xsq HochDrei
11 1 1
2 2 4 8
3 3 9 27
4 4 16 64
5 5 25 125

[1] 4 1 53 2
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RV ELCINTIN  Zusamenfiigen

2.7 Umformen von data.frames

melt und dcast aus "reshape2": Variablen <+ Gruppen
dfr = data.frame(gq=(1:3)"2,c=(1:3)"3)

hlp = cbind(dfr,id=rownames(dfr))

dmelt = melt(hlp,id.vars="id") #Gegenricht.:
dfr = dcast(dmelt,id~variable) [-1]

dfr: q ¢ dmelt: id variable value
1 1 1 1 1 q 1

2 4 8 2 2 q 4

3 9 27 3 3 q 9

4 1 c 1

5 2 c 8

6 3 c 27
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WWELTEIS SIS S LT3l Grundbegriffe

@ Grundgesamtheit, Population
@ Wahrscheinlichkeit
@ Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert
Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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WWELIES LI ES I LI -3l Grundbegriffe

Eine Grundgesamtheit (oder Population)

ist eine Menge von Objekten, die gewissen Kriterien geniigen. Die

einzelnen Objekte heiBen Individuen.

Beispiele

(]

(]

Menge
Menge
Menge
Menge
Menge
Menge
Menge
Menge
Menge

aller Haushalte

aller Studenten

aller Studenten der HUB
aller Einwohner von GB

aller Heroin-Abhangigen

aller Bewohner Tibets

aller verschiedenen Computer
aller Schweizer Franken

aller Wettkampfer
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WWELTEIS SIS S LT3l Grundbegriffe

Die gesamte Population zu erfassen und zu untersuchen ist meist zu
aufwendig, deshalb beschrankt man sich auf zufallige Stichproben.

Zufallige Stichprobe

Eine zufallige Stichprobe ist eine zufallige Teilmenge der
Grundgesamtheit, wobei jede Stichprobe gleichen Umfangs
gleichwahrscheinlich ist.

(oder: bei der jedes Element mit ‘der gleichen Wahrscheinlichkeit’

ausgewahlt wird).

Bemerkung: Ein (auszuwertender) Datensatz ist (i.d.R.) eine
Stichprobe.
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WWELTEIS SIS S LT3l Grundbegriffe

Klassifikation von Merkmalen

Nominale Merkmale

Die Auspragungen sind lediglich Bezeichnungen fiir Zustande oder
Sachverhalte.

Sie kdonnen auch durch Zahlen kodiert sein!

Beispiele

Familienstand, Nationalitat, Beruf

Dichotome Merkmale
Hat das (nominale) Merkmal nur 2 Auspragungen, so heiBt es auch

binar oder dichotom.

gut - schlecht
mannlich - weiblich

wahr - falsch
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WWELTEIS SIS S LT3l Grundbegriffe

Ordinale Merkmale (Rangskala)
Die Menge der Merkmalsauspragungen besitzt eine Rangordnung!

Beispiele
@ Rangzahlen einer Rangliste (z.B. beim Sport)
o Hartegrade

@ Schulzensuren

Metrische Merkmale (kardinale/quantitative M.)

Werte konnen auf der Zahlengeraden aufgetragen werden (metrische
Skala)

Beispiele
Messwerte, Langen, GroBen, Gewichte, Alter
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WWELTEIS SIS S LT3l Grundbegriffe

Metrische Merkmale werden unterschieden nach:

Diskrete Merkmale
nehmen hdchstens abzahlbar viele Werte an.

Beispiele
Alter, Lange einer Warteschlange

Stetige Merkmale
konnen Werte in jedem Punkt eines Intervalls annehmen, z.B.

x € [a, b], x € (—00, 00).

Metrische Merkmale sind immer auch ordinal.
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WWELIES LI ES I LI -3l Grundbegriffe

Der Stichprobenraum €2 eines zufélligen Experiments
ist die Menge aller méglichen Versuchsausgange

Die Elemente w des Stichprobenraums 2 heiBen Elementarereignisse.

Beispiele

e Minzwurf Q = {Z, B}

e Wirfel Q ={1,...,6}
Qualitatskontrolle = {gut, schlecht}

©

Lebensdauer einer Gliihlampe Q = [0, o)
100m - Zeit Q =[9.81, 20)

o Blutdruck, Herzfrequenz

@ Lange einer Warteschlange 2 ={0,1,2, ...}
@ Anzahl der radioaktiven Teilchen beim Zerfall

@ Wasserstand eines Flusses Q = [0,...)
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WWELTEIS SIS S LT3l Grundbegriffe

Ein Ereignis ist eine Teilmenge A, A C Q

Beispiele

Lebensdauer < 10 min.

Augensumme gerade.

Warteschlange hat Lange von < 10 Personen.

Realisierungen sind die Ergebnisse des Experiments

(die realisierten Elemente von Q)

Verknipfungen von Ereignissen werden durch entsprechende
Mengenverkniipfungen beschrieben
AUB A oder B tritt ein

ANB A und B tritt ein
A=Q\ A A tritt nicht ein.
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WWELTEIS SIS S LT3l Grundbegriffe

Forderung (damit die Verknipfungen auch immer ausgefiihrt werden
kénnen):

Die Ereignisse liegen in einem Ereignisfeld (o-Algebra) €.

Ereignisfeld

Das Mengensystem & C B(2) heiBt Ereignisfeld, falls gilt:
1.Qe¢

2 Ac¢ = Ac¢

3A€€i=12. . = UAcE
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Wahrscheinlichkeit

@ Grundgesamtheit, Population
@ Wahrscheinlichkeit
@ Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert
Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Wahrscheinlichkeit

Das Axiomsystem von Kolmogorov
Sei € ein Ereignisfeld. Die Abbildung

P:¢—R

heiBt Wahrscheinlichkeit, falls sie folgende
Eigenschaften hat:

1. Firalle Ae €gilt: 0 < P(A) < 1.
2. P(Q)=1.
3.  Sei A; eine Folge von Ereignissen, A; € €,

P(f]lA,-) - f;P(A,-),

faIIs A,ﬂAJ:(D VI,I#_]
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Wahrscheinlichkeit
Wahrscheinlichkeit

Eigenschaften (1)

P(A) =1— P(A).
Beweis:
1 = P(Q) Axiom 2
= P(AUA)
= P(A) + P(A) Axiom 3
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Wahrscheinlichkeit
Wahrscheinlichkeit

Eigenschaften (2)

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Beweis:

P(AUB) = P((ANB)U(ANB)U(BNA))
= P(ANB)+P(ANB)+P(BNA) Axiom 3
=P(A)
= P(A)+ P(BNA)+P(ANB)—P(AN B)
=P(B)
= P(A)+ P(B) — P(AN B)
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Zufallsvariablen

@ Grundgesamtheit, Population
@ Wahrscheinlichkeit
@ Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert
Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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Eine (messbare) Abbildung heiBt Zufallsvariable.

X: Q —R

W = r
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Eine (messbare) Abbildung heiBt Zufallsvariable.

X: Q —R

W = r

Diskrete Zufallsvariable
Die Zufallsvariable X heiBt diskret, wenn X nur endlich viele oder
abzahlbar unendlich viele Werte x; annehmen kann. Jeder dieser
Werte kann mit einer gewissen Wkt. p; = P(X = x;) auftreten.
(pi > 0)
Beispiele

@ geografische Lage (N,0,S,W)

@ Lange einer Warteschlange

@ Anzahl der erreichten Punkte in der Klausur.
83 /662



Wahrscheinlichkeitsrechnung  BVATEISEEL] )

Stetige Zufallsvariable

Die Zufallsvariable X heiBt stetig, falls X beliebige Werte in einem
Intervall (a, b), [a, b], (a, b], (a, b], (—o0, a), (b, ), (—o0, a], [b, o),
(—o0, 00) annehmen kann.

Beispiele
o Wassergehalt von Butter
@ MessgroBen (z.B. bei der Banknote)

@ Lebensdauer von Kiihlschranken
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Zufalsvarizblen
Verteilungsfunktion

Diskrete Zufallsvariable

Fx(x):=P(X <x)= > pi=)_p
i=0

ixi<x

heiBt Verteilungsfunktion der diskreten zufalligen Variable X

Manchmal wird die Verteilungsfunktion auch durch P(X < x) definiert.

Stetige Zufallsvariable
Die Zufallsvariable X wird mit Hilfe der sogen. _Dichtefunktion f
beschrieben,

X

Fx(x) = P(X < x) = / f(t) dt

—00
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Quantilfunktion

Bei einer stetigen Zufallsvariable ist die Verteilungsfunktion streng
monoton wachsend.

Quantilfunktion

Sei die Zufallsvariable X stetig. Die inverse Verteilungsfunktion
F~1(u),u € (0,1), heiBt Quantilfunktion.

Die Quantilfunktion wird bei uns vor allem fiir die Erzeugung von

Zufallszahlen bendtigt.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

@ Grundgesamtheit, Population
@ Wahrscheinlichkeit
@ Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert
Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

X e {X]_,XQ,X:),, .. }

X1 Xo X3 -+ Xp

X :
P1 P2 P3 - Pn

pi=P(X=x)>0, i=123,...

88 /662



Wahrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Zweimaliges Werfen einer Miinze

Q={2z,7B,BZ,BB}, X := Anzahl von Blatt
(o 1 2)
X
1 1
4 4

X: Anzahl der “Erfolge” bei n Versuchen, wobei jeder der n Versuche

N =

Erfolge bei n Versuchen

eine Erfolgswahrscheinlichkeit p hat.

P(X=k) = <Z> p*(1 — p)"*  Binomialwahrscheinlichkeit

k
Fx(k) = P(X <k) Z (n) )"~" Verteilungsfunktion
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Binomial

Binomial-Verteilung mit n=20 und p=0.5, 1/6, 0.1

L s s s s s L s s e L s s s
01 2 3 45 6 7 8 0 10 1112 13 14 15 16 17 18 19 20

0.10

005
L

000
L
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Binomial Poisson

Binomial-Verteilung mit n=20 und p=0.5, 1/6, 0.1 Poisson-Verteilung mit A= 5,712

0.10
010

005
L
005
L

000
L
00

01 2 3 45 6 7 8 0 10 1112 13 14 15 16 17 18 19 20 012 5 910 112 13 1 15 16 17 18 19 2
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Wiirfeln 20 mal. Wkt. fir mindestens 4 Sechsen?
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Wiirfeln 20 mal. Wkt. fir mindestens 4 Sechsen?
X: Anzahl der Sechsen.

P(X24):1—P(X§3):1—FX(3):1—Z3:P(X:i)
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Wiirfeln 20 mal. Wkt. fir mindestens 4 Sechsen?
X: Anzahl der Sechsen.

P(X24):1—P(X§3):1—FX(3):1—Z3:P(X:i)

5 1\ /5 20-19 /1 5
= 4= (5)20 -20() (g)lg - T(g)z(g)w—
20-19-18 /1 5
)"
= 1-pbinom(3,20,3)

~ 0.43.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Poisson (1)
X: Anzahl der Anrufe pro Zeiteinheit
0O 1 2 3
X
Po pP1 P2 p3
)\i
pi = T Zer A>0
oo o0 )\I _)\
Zp, = ZO Te =1
A

Bez.: X ~ Poi(\), wobei A ein noch unbestimmter Parameter ist. Er

kann als mittlere Rate aufgefasst werden.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Poisson (2), Motivation

Sei {N;}:c1 eine Menge von Zufallsvariablen (ein stochastischer

Prozess ) mit den Eigenschaften:

V1. Zuwachse sind unabhangig, dh. die Zufallsvariablen
Niip — Ny und Ny — N;_j, sind unabhangig
V2: es ist egal wo wir das Zeitintervall betrachten, dh.
Niyp — N und Ny — N;_,, haben dieselbe Verteilung
V3: Wabhrscheinlichkeit, dass mindestens ein Ereignis in der Zeit h
eintritt, z.B. ein Kunde ankommt.
p(h)y=a-h+o(h), a>0h—0
V4:  Wahrscheinlichkeit fir k > 2 Ereignisse in der Zeit h: o(h)
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Poisson (3)

Frage: Wahrscheinlichkeit, dass bis zum Zeitpunkt t genau /

Ereignisse? (eingetroffene Kunden, zerfallene Teilchen) eintreten?
P« (t) := P(N; = k), P.(t)=0 fir k<0

k +k
Pu(t) = akfe—af, k>0

Poisson-Verteilung mit Parameter A\ = at.

Beweis: Stochastik-Vorlesung.
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Poisson (4)

Binomial und Poisson
Seien X, ~ Bi(p, n) Y ~ Poi(\)
Fir n-p = X gilt: P(X, = k) —ns00 P(Y = k).

Beweis:
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Poisson (4)

Binomial und Poisson
Seien X, ~ Bi(p, n) Y ~ Poi(\)
Fir n-p = X gilt: P(X, = k) —ns00 P(Y = k).

Beweis:
n

P =) = ([ e

_ n(n — 1)..1;!(n— k + 1)(5),((1 B é)n_k

n n

95 /662



Poisson (4)

Binomial und Poisson
Seien X, ~ Bi(p, n) Y ~ Poi(\)
Fir n-p = X gilt: P(X, = k) —ns00 P(Y = k).

Beweis:
n

P(X,=k) = <k>pk(1—p)”k
n(n—1)---(n—k+1) A, A

1 nn-1)---(n—k+1) , A
= — A(1—=)"
k! (n— Xk ( n)

—1 —e X
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Poisson (4)

Binomial und Poisson
Seien X, ~ Bi(p, n) Y ~ Poi(\)
Fir n-p = X gilt: P(X, = k) —ns00 P(Y = k).

Beweis:

P =) = ([ e
_ n(n—l)../.(l(n—k+1)(i)k(1_2\),7_,(
_ klln(n— 12;7-_.(),\7)k—k+1) Ak(:j_)n/
— N
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Geometrische Verteilung

Minzwurf solange bis B(Blatt) kommt
Q= {B, ZB, ZZB, ...}
X := Anzahl der Fehl-Wiirfe (Misserfolge) vor dem ersten Blatt.

. ( 0 1 2 3 4 ... )
12 (U270 (1/2° (L2 (/2P - (2 -

1
Zp, = Z 1/2) =11 1=1 geometrische Reihe
i=1 T2
geometrische Verteilung mit p=1/2, p; = (1/2)".
allgemeiner: P(X = i) = p; = p(1 — p)".
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Geometrische Verteilung

Geometrische Verteilung mit p=0.5, 1/6, 0.1
= p =05
= = p=1/6
= = p=0.1
-
=
2,
=
I3
A~
o
;
= \H ‘H H H H H I R R R
=
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
n
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Qualitatskontrolle
Warenlieferung mit N Stiicken, davon genau n schlecht. Frage: Wkt., in

einer Stichprobe vom Umfang m sind genau k Stiick schlecht?
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Qualitatskontrolle

Warenlieferung mit NV Stiicken, davon genau n schlecht. Frage: Wkt., in
einer Stichprobe vom Umfang m sind genau k Stiick schlecht?

X: Anzahl der schlechten Stiicke in der Stichprobe.

schlecht  gut total

™ /Nen Stichprobe k m
P(X k) o (k) ) (mfk)
- (N) Rest N—m
total n N—n N

(My: # moglichen Stichproben

(Z) # Moglichkeiten, aus n schlechten Stiicken in der Population
genau k schlechte Stiicke zu ziehen

(N=m): # Moglichkeiten, aus N — n guten Stiicken in der Population

genau m — k gute Stiicke zu ziehen.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Hypergeometrische Verteilung (2)

Offenbar: 0 < x < min(n,m), m—x<N—n.

Eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion

F(k|Hn,nm) = E)%

heiBt hypergeometrisch verteilt.

Bemerkung: Fir N — oo, n — oo, § — p gilt:

F(cltnn) = (7)1 97 = (Bl )
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Hypergeometrische Verteilung

Hypergeometrische Verteilung mit m=—20 und
(N,n)=(1000,40),(100,4), (50,2)
(N,n) =
= | = (1000,40)
= = (100,4)
= (50,2)
= _
=

03

Prob

02
|

0.1
|

0.0

6
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Multinomialverteilung

Wir betrachten ein zufélliges Experiment mit den Ausgangen
A1, A, ... Al Wir setzen p; = P(A)), i pi=1.

Es sei ein Behéalter mit k Kugeln in / verschiedenen Farben gegeben,
wobei k; Kugeln die Farbe i (i = 1,...,/) besitzen, 3>/_, k; = k.
Wabhrscheinlichkeit, mit der eine Kugel einer bestimmten Farbe aus
dem Behalter entnommen wird:
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Multinomialverteilung

Wir betrachten ein zufélliges Experiment mit den Ausgangen
A1, A, ... Al Wir setzen p; = P(A)), i pi=1.

Es sei ein Behéalter mit k Kugeln in / verschiedenen Farben gegeben,
wobei k; Kugeln die Farbe i (i = 1,...,/) besitzen, 3>/_, k; = k.
Wabhrscheinlichkeit, mit der eine Kugel einer bestimmten Farbe aus
dem Behalter entnommen wird:

ki
P(Kugel der Farbe i) = p; = s
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Diskrete Zufallsvariablen
Multinomiale Wahrscheinlichkeiten (2)

Das Experiment soll nun n—-mal wiederholt werden.
By .n,....n: das Ereignis, dass die Ereignisse A; n;—mal, Ay n,—mal,

.., und A, n—mal eintreten.
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Diskrete Zufallsvariablen
Multinomiale Wahrscheinlichkeiten (2)

Das Experiment soll nun n—-mal wiederholt werden.
By .n,....n: das Ereignis, dass die Ereignisse A; n;—mal, Ay n,—mal,
.., und A, n—mal eintreten.

n!

P(Bnl,nz,..,,n/) - ] ° pfl * pgz S ..t plnl

n1!-n2!~...'n,
Derartige Wahrscheinlichkeiten bezeichnen wir auch als

multinomiale Wahrscheinlichkeiten (polynomiale Wktn.)
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Potenzen von Summen

Vergleichen Sie:

n!

(al—l—...—|—a,)”:Z

S Pl
n1!--~n,!

wobei die Summe tber alle Tupel (nq,. .., n;) gebildet wird mit

I}
=1 i =n.
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Diskrete Zufallsvariablen
Multinomiale Wahrscheinlichkeiten (3)

Fragebogen

Bei einem Fragebogen wird (u.a.) nach dem Alter der befragten
Personen gefragt. Das Alter sei in Klassen eingeteilt, 10-20, 21-40,
41-60, uber 60 Jahre. Der Bevolkerungsanteil betragt jeweils p; fiir
die i-te Altersklasse, i=1,...,4, > ;pi=1.

Es werden n=1000 Personen befragt.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

R-Anweisungen

(warum nicht 737)

Verteilungen Zahldichten
pbinom(m,n,p) dbinom(m,n,p)
ppois(m,\) dpois(m,\)
pgeom (i, p) dgeom (i, p)

phyper(k,n,N —n,m) dhyper(k,n,N —n,m)
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

R-Anweisungen

(warum nicht 737)

Verteilungen Zahldichten
pbinom(m,n,p) dbinom(m,n,p)
ppois(m,\) dpois(m,\)
pgeom(i, p) dgeom (i, p)

phyper(k,n,N —n,m) dhyper(k,n,N —n,m)

In den Wahrscheinlichkeiten kdnnen Parameter auftreten, die in der
Regel unbekannt sind.

Die Parameter sind anhand der Beobachtungen (der Daten) zu
bestimmen /zu schatzen! — Aufgabe der Statistik
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

@ Grundgesamtheit, Population
@ Wahrscheinlichkeit
@ Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert
Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

Sei X stetig auf (a,b), wobei a, b unendlich sein kénnen,
a<lxg<x1<b
P(X =x)=0, P(xo<X<x)>0(wennf>D0).
Die Funktion f heiBt Dichtefunktion (von X) falls:
1. f(x)>0, a<x<b.
2. fbf(x) dx = 1.
Die stetige Zufallsvariable X wird also durch seine Dichtefunktion
beschrieben. J
P(c < X < d) = / £(x) dx.
Die Dichtefunktion hdngt i.A. von unbekacnnten Parametern ab, die

geschatzt werden missen.
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

Beispiele

Gleich- und Exponentialverteilung

Gleichverteilung auf [a,b], X ~ R(a,b), a< b
%a fallsa<x <b,

f(x)=4°
0 sonst.
- Referenzverteilung - Zufallszahlen
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

Beispiele

Gleich- und Exponentialverteilung

Gleichverteilung auf [a,b], X ~ R(a,b), a< b
%a fallsa<x <b,

f(x)=4°
0 sonst.
- Referenzverteilung - Zufallszahlen

Exponentialverteilung, X ~ Exp(}), (A > 0)

1 —x

e » falls x >0, 0 falls x <0
flx) = {7 B F(x) = . B

0 sonst. 1—e X falls x>0.

- Lebensdauer - Zeitdauer zwischen Ankinften
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

Beispiele

Exponentialverteilung (2)

Gedachtnislosigkeit

Eine Verteilung P (mit Verteilungsfunktion F) heiBt gedachtnislos,
wenn fir alle s, t > 0, gilt:

P(X>s+tlX>1t)=P(X>s).

Es gilt (Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit)
P{X >s+t}n{X >t})

P(X > t)

P(X > s+t)
P(X >t)

PX>s+t|X>1t) =
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Gedachtnislosigkeit

Cauchy-Funtionalgleichung

Eine Verteilung ist also gedachtnislos, gdw.

P(X >s+t) 1-F(s+1t)

Pixs ) X =s) edw e

=1—F(s).
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Gedachtnislosigkeit

Cauchy-Funtionalgleichung
Eine Verteilung ist also gedachtnislos, gdw.
P(X >s+1t) 1-F(s+1t)

P> 1) =P(X>5s) gdw. 1= ()

=1—F(s).

Uberlebensfunktion (oder Zuverlassigkeitsfunktion)
G(t) =1— F(t)

Die Verteilungsfunktion F (mit der Uberlebensfunktion G) ist also
gedachtnislos gdw.

G(s+t)=G(s) - G(t) furalle s, t>0
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Cauchy-Funktionalgleichung

Eine Losung
Satz: Die Exponentialverteilung ist gedachtnislos.

Beweis: Die Verteilungsfunktion ist (sei A := )

1—e Nt falls t>0

F(t)y=P(X <t)=
0 sonst,

und die Uberlebensfunktion

Gt)y=1—F(t)=1—(1—e)

—_\/
=e M

Folglich erhalten wir
G(s+t) = e N+ = V5™Vt — G(s) - G(1).
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

Cauchy-Funktionalgleichung

Die einzige Losung

Satz:

Sei F eine stetige Verteilungsfunktion mit
F(0)=0 wund G(t)=1-— F(t).

Es gelte die Cauchy-Funktionalgleichung

G(s+t)= G(s)- G(t) furalle s,t>0.
Dann gilt fir alle t, t > 0,

F(t)=1-—e",
wobei A > 0. D.h. F ist Exponential-Verteilungsfunktion.

Beweis: Stochastik-Vorlesung.
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

Beispiele
Normalverteilung (NV)

Dichtefunktion und Verteilungsfunktion

1 1 x=w?
f(X) = - .e (=) (1)
1 h t—p)?
Fo) = — / e 3(5E) g (2)
o
(—o0 < x <0), —00<pu<oo,0?>0.

Bez.: X ~ N(u,0?), pu: Lageparameter, o: Skalenparameter
Normalverteilung: wichtigste Verteilung in der Statistik
warum? — spater.
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

R-Funktionen

dexp(x,%)
pexp(x, )

dnorm(x, p,0)

pnorm(x, j1,0)

gnorm(u, t,0)

Dichtefunktion

Verteilungsfkt.

Dichtefunktion

Verteilungsfkt.

Quantilfunktion
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

Weitere wichtige Verteilungen

Weibull-Verteilung  pweibull(x,a,\)

Gamma-Verteilung pgamma(x,a,\)

x2-Verteilung pchisq(\,v)
t-Verteilung pt(x,v,d)
F-Verteilung pf(x,v1,145,0)

Die drei letzten Verteilungen werden vor allem bei statistischen Tests
benétigt (spater).

Descr__Weibull Descr_Gamma
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WELTES ST S GIT-a  Stetige Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsverteilungen in R

pPVERT (x,Parameter) Verteilungsfkt.

dVERT (x,Parameter) Dichtefkt.
(Wahrscheinlichkeitsfunktion)

qVERT (u,Parameter) Quantilfkt.

rVERT (n,Parameter) generiert pseudozuf.
VERT-verteilten Vektor

mit n Elementen
Autovervollstandigung zum Finden nutzen!
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

@ Grundgesamtheit, Population
@ Wahrscheinlichkeit
@ Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert
Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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fon der Standard

Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung
Die 5 ilung.

1 1 (x=p)?
fX :7.6_5( 52 )
(x) V2mo?
X ~ N (,0%)

Eine Zufallsvariable mit dieser Dichte f(x) heiBt normalverteilt mit
Parametern ;. und o2.
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Normalverteilung (2)
Satz: f auf der letzten Folie ist Dichte.

Beweis: 1. f(x) > 0Vx € Rund ¢ > 0.

2. bleibt z.z.
. 7 71 _;(r;u)z
lim F(x):/f(t)dt:/ et (F) gr=1.
X—00 I . 27-(-0-

Wir bezeichnen

/ L efé(%)2 dx =: 1.

210
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung (3)

Wir betrachten zunachst:

- 2

2 1 S1(ee)?

2= 2/62 =) dx
o
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung (4)

Substitution:

Wir erhalten damit:

P o= 2//e—% 3762 ds dt
ixea
:2 // 258 dis di
™
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Weitere Substitution (Polarkoordinaten):
S =rcosyp t =rsingp.
Dann gilt allgemein nach der Substitutionsregel:

//g(s,t)dsdt://g(r,go)detJdrdcp,

wobei hier:
dJs Os .
g oS cosp —rsingp
detJ = [J| = Z ‘;*” =
t t H
o b sinp  rcosy

= rcos?p + rsin’g

= r(cos? ¢ +sin®p) =r
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung (6)

21 00

I2 — 2]'//e;(r2c052<p+r2sin2ga)rdrdg0
s
00

21 00

1 1
= —//e’irzrdrdgo
2w
00
27

e

0

NhY

l, 4
0
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung (6)

I2

21 00

1//e;(r2cos2ap+rzsin2¢)rdr ng
2w =

21 00

1 1
—//e’irzrdrdgo
2T

00

2w

1 7£°°d
—_— — 2
27/[ ¢ }o 7

0

27
1 1
— [ dp=—"21r=1
27ro/ 14 27r7T
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung

Standard-Normalverteilung

1

V2r

1 X
= —/ e /2 dt  Verteilungsfunktion

V2r

e X2 Dichte

©(x), ®(x) sind tabelliert.

Es geht auch einfacher mit pnorm und dnorm.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Standardnormalverteilung (1)

e(x) = ¢(=x) P(x) =1—d(—x)
P(a< X <b) = &(b)—d(a)

Descr_normal.R
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Standardnormalverteilung (2)

Frage: Fir welches x gilt: ®(x) = a?
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Standardnormalverteilung (2)

Frage: Fir welches x gilt: ®(x) = a?
x=®"1a) a-Quantil
®~1(«) als Funktion: Quantilfunktion

R: gnorm(a)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung

Beziehung zur Standard-Normalverteilung

Sei X ~ N(0,1). Dann P(a < X < b) = ®(b) — d(a).
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung

Beziehung zur Standard-Normalverteilung

Sei X ~ N(0,1). Dann P(a < X < b) = ®(b) — d(a).
Satz. Es gilt:
X~N(0,1) <= oX+pu~N(u,d
X~ N(p,0%) <= aX+ 8~ N(ap+ B,a°0°)

X ~N(u,0?) = %w]\/(o,l)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung

Beziehung zur Standard-Normalverteilung

Sei X ~ N(0,1). Dann P(a < X < b) = ®(b) — d(a).
Satz. Es gilt:
X~N(0,1) <= oX+pu~N(u,d
X~ N(p,0%) <= aX+ 8~ N(ap+ B,a°0°)

X ~N(u,0?) = %w]\/(o,l)

Beweis: Wir zeigen nur 1. (—). Sei X ~ N(0,1).

PloX+pu<x) = PX<—Hy—o*—H)=
g (o
X— x
= / ‘ Le—tz/z dt = / 1 e (u=p)?/(20%) 4,
-0V 2w —00 27r0'2
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung

Unterschiedliche Parameter (1)

Vergleichen Sie

a) o2 fest, pu verschieden b) u fest, 02 verschieden

i B . ; Di .
Lageunterschied Skalenunterschied

n 2 0 2 ' 6 5 s 2 o 2 1

Descr_NormaI;l.R
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung

Unterschiedliche Parameter (2)
Satz: Seien Xi ~ N (u,03), Xo ~ N (u, 03),
0?2 < 03 und a > 0. Dann gilt:

Plu—a<Xi<p+a)>Plu—a<Xo<p+a).
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung

Unterschiedliche Parameter (2)

Satz: Seien Xi ~ N (u,03), Xo ~ N (u, 03),

0?2 < 03 und a > 0. Dann gilt:
Plu—a<Xi<p+a)>Plu—a<Xo<p+a).

Beweis:

Plu—a<Xi<p+a) = P(—<

01 01 01
= () —o(-2
01 01
a a
> O(5) - d(——
()=o)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung
Beispiel: X; ~ N(10,4), X, ~ N (10,9),a = 1.

PO < X < 11) — cb(”;lo)—cp(g_zlo)
= 0(3) - 0(~5) =2 (3) -1

= 2-0.6915 -1 = 0.383.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Normalverteilung
Beispiel: X; ~ N(10,4), X, ~ N (10,9),a = 1.

PO < X < 11) — ¢(11;10)—¢(9_210)
= 0(3) - 0(~5) =2 (3) -1

= 2-0.6915 -1 = 0.383.

P(9<Xa<1l) = ¢(11;10)f¢(¥)
= 0(3) - 0(—3) =2 0(3) -1

= 2-0.6306 —1=0.26112.

Descr_Normal_3.R
130/ 662



Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zusammenfassung (1)

Diskrete Verteilungen
Binomial X ~ Bi(n, p)
X : Anzahl von “Erfolgen”, n Versuche, Erfolgswahrscheinlichkeit p.
Poisson X ~ Poi(\)
X : Anzahl von “Erfolgen”, n Versuche, Erfolgswkt. p,
n groB und p klein, n- p = .
X : # Ankiinfte in einem Zeitintervall.
Geometrisch, X ~ Geo(p)
X :: Zahl der Versuche bis zum ersten “Erfolg".
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zusammenfassung (2)

Stetige Verteilungen
Gleichverteilung X ~ R(a, b)
Zufallszahlen

Exponential X ~ Exp(\)

“gedachtnislose” stetige Verteilung.

Normal X ~ N(u,o?)
Zentraler Grenzwertsatz

Fehlergesetz (viele kleine unabhangige Fehler)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

@ Grundgesamtheit, Population
@ Wahrscheinlichkeit
@ Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert
Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Einleitende Motivation

Eine Miinze wird 3 mal geworfen.
Wie oft kdnnen wir erwarten, dass Blatt oben liegt?
Wie oft wird im Mittel Blatt oben liegen?

o 1 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Einleitende Motivation

Eine Miinze wird 3 mal geworfen.
Wie oft kdnnen wir erwarten, dass Blatt oben liegt?
Wie oft wird im Mittel Blatt oben liegen?

o 1 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8

Erwartungswert:

1 3 3 1_ 12 _
0-g+1-3+2-5+3-53=%5=15
D.h. bei 10maliger Durchfiihrung des Experiments kénnen wir im

Mittel mit 15mal Blatt rechnen!
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Diskrete Zufallsvariable

Sei X diskrete Zufallsvariable

X - X1 ... Xp
P1 - Pn
oo o0

EX = ZP:‘X/ = inpi
i=1 i=1

heiBt Erwartungswert von X.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Poisson(\)

o 1 2 3 A
X pi = m —A
Po P1 P2 P3 "
i=0
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Poisson(\)

o 1 2 3 .. M
X: p,-:_—le’)‘
Po P1 P2 P3 - "

i=0
o) )\i

= Zfe_)\ 1
= !
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Poisson(\)

o 1 2 3 .. N
X: pi= e

Po P1 P2 P3

i=0
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Poisson(\)

o 1 2 3 .. M\
X : pi=—e?

Po P1 P2 P3

i=0

Interpretation: z.B. mittlere Ankunftsrate.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Bi(n, p)

EX = Z k(:>pk S(1—p)"*

k=0
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Bi(n, p)

EX = Z k<:>pk S(1—p)"*

n!

- PkZ:l (k—1)l(n— k)!pk_l(1 -p)"
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Bi(n, p)

EX = §k<z>pk S(1—p)"*

n!
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Bi(n, p)

EX = gjok(;’)pk S(1—p)"*

n! _ e
P L - p)h

- pkzzl(k—l)!(n—k).
n—1

— h. % k=1(1 _ p)n—k

p n;ﬂ(k_l)p (1-p)
n—1 -1 ) .

= P'nZ<ni )p'(l—p)"‘l", k=i+1
i=0

=1
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Bi(n, p)

EX = k}ijok(;’)pk S(1—p)"*

n! _ e
P L - p)h

- pkzzl(k—l)!(n—k).
n—1

— h. % k=1(1 _ p)n—k

p n;ﬂ(k_l)p (1-p)
n—1 -1 ) .

= P'nZ<ni )p'(l—p)"‘l", k=i+1
i=0

=1

= n-p.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Stetige Verteilung

Sei X stetig mit Dichte f. Die GroBe
EX = / x - f(x)dx

heiBt Erwartungswert von X.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Stetige Verteilung

Sei X stetig mit Dichte f. Die GroBe
EX = / x - f(x)dx

heiBt Erwartungswert von X.

X ~ Exp(\), A>0
00 1 .
EX:/X-—-e b=
/7%
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Normalverteilung

X~ N(p,0?)
EX = /x-f(X)dx: /x L =g,
. . 2w - o
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Normalverteilung

X~ N(p,0?)
(o9 0 1 .
EX = _/x-f(X)dx:_/ X\/Z'Ue_(_oﬁyﬁdx
7 1 —¢2 X — U
= /(O’t—‘—/l)\/?ert pn :t, dx = odt
vIs
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Normalverteilung

X~ N(p,0?)
o0 o0 1 o
EX = _/x-f(X)dx:_/ X\/Z'Ue_(_oﬁyﬁdx
o0 1 2
=2 X—H
= t+ p)——e2 dt =t, dx=odt
_/ (ot e .
1 o
= t-es dt
27T /U -

=0
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Gleichverteilung

X ~ R(a, b), gleichverteilt auf dem Intervall (a,b)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Gleichverteilung

X ~ R(a, b), gleichverteilt auf dem Intervall (a,b)

b b

1 1 x?

EX = b—aa/XdX_b—a?
b —a®> a+b
2b—a) 2
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Eigenschaften des Erwartungswertes

E ist Linearer Operator
E(aX + bY) = aEX + bEY.

Beweis:
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Eigenschaften des Erwartungswertes

E ist Linearer Operator

E(aX + bY) = aEX + bEY'.

Beweis: folgt aus Eigenschaften von Reihen und Integralen.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Eigenschaften des Erwartungswertes

E ist Linearer Operator
E(aX + bY) = aEX + bEY'.
Beweis: folgt aus Eigenschaften von Reihen und Integralen. g

Regel des Faulen Statistikers
Sei X Zufallsvariable, g: R — R (rechtsseitig) stetig =

Y208 (xi)pi , falls X diskret

E(g(X)) = }O g(x)f(x)dx , falls X stetig,

vorausgesetzt die Erwartungswerte existieren.

Beweis: Transformationsformel (s. Stochastik)
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

@ Grundgesamtheit, Population
@ Wahrscheinlichkeit
@ Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert
Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Ang., die betrachteten Erwartungswerte existieren.
var(X) = E(X — EX)?

heiBt Varianz der Zufallsvariable X.

o =/ Var(X)

heiBt Standardabweichung der Zufallsvariablen X.

Bez.: var(X), Var(X), varX, 0%, 0%, 0,0x.

Sei ;= EX.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Stetige und diskrete Zufallsvariablen

Wenn X diskret, so gilt:

(e.9]

var(X) =Y (xi — p)’pi

i=0
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Stetige und diskrete Zufallsvariablen

Wenn X diskret, so gilt:

(e.9]

var(X) = Y_(x — 1)’

i=0

Wenn X stetig, so gilt:
var(X) = /  (x — w)?f(x) dx,

—00

wobei f die Dichte von X ist.

var(X): mittlere quadratische Abweichung von X und EX.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Eigenschaften der Varianz

var(X) = E(X — EX)2 =E(X - ,u)2
= E(X?—2uX +1?)
— EX2 o Iu2
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Eigenschaften der Varianz

var(X) = E(X — EX)? = E(X — p)>?
= E(X%—2uX + 1i?)
— EX2— 2
var(aX +b) = a’var(X), a,bceR.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Eigenschaften der Varianz

var(X) = E(X — EX)? = E(X — p)>?
= E(X%—2uX + 1i?)
— EX2_ 2
var(aX +b) = a’var(X), a,bceR.
var(X) = 0<=3dc: P(X=c)=1.
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Unabhangigkeit

Zwei Zufallsvariablen X und Y heiBen unabhangig, falls
PX<x, Y <y)=P(X<x)-P(Y <y)

fur alle x,y € R.
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Unabhangigkeit

Zwei Zufallsvariablen X und Y heiBen unabhangig, falls
PX<x, Y <y)=P(X<x)-P(Y <y)

fur alle x,y € R.
Zwei Ereignisse A und B heiBen unabhangig, falls

P(A,B) = P(A) - P(B)

X und Y sind also unabhangig gdw. die Ereignisse X < x und Y <y
unabhangig sind fir alle x,y € R.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Erwartungswert und Varianz

Eigenschaften

Seien X und Y stochastisch unabhangig. Dann
E(X-Y)=EX-EY.

Beweis: Ubung
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Erwartungswert und Varianz

Eigenschaften

Seien X und Y stochastisch unabhangig. Dann
E(X-Y)=EX-EY.

Beweis: Ubung

Seien X und Y unabhangig. Dann gilt
var(X + Y) = var(X) + var(Y).

Beweis: Ubung
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Poisson-Verteilung

WahrscheinIichkeitsfunkjcion

1

A
P(X:i)zﬁe—k, i=0,1,2,... E(X)=\
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Poisson-Verteilung

Wahrscheinlichkeitsfunk_tion

P(X:i):%e—k, i=0,1,2,...

[e.9]

var(X) = E(X—EX)>=> (i—\)’pi

i=0
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Poisson-Verteilung

Wahrscheinlichkeitsfunktion

)\i
P(X:i)zﬁe—k, i=0,1,2,... E(X)=\
var(X) = E(X—EX)>=> (i—\)’pi
i= 0
= Z’ I_lpl+zlpl_2>\zlpl+)\2zpl
i=2
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Poisson-Verteilung

Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X:i):?—!ie—k, i=0,1,2,... E(X)=\
var(X) = E(X —EX)*= i(i —\)?p;
i= 0
= i/ 1—1p,~|—21p,—2)\21p,+)\22p,
i=2
e—wi (I_A_' ;)! FA=2X2 A7 =
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Binomialverteilung, X ~ B(n, p)

Wahrscheinlichkeitsfunktion

(ohne Beweis, UA)
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Die Varianz bei Gleichverteilung auf (a, b)

L X
(x) = {"a € (2,) ot b

0 sonst. EX = >
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Die Varianz bei Gleichverteilung auf (a, b)

% XE(a,b)
f(x) =<2 a+b
0 sonst. EX = >
b 1 1 2p 1
2 2 — 317
EXc = /QXb_adx—3x‘a P
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Die Varianz bei Gleichverteilung auf (a, b)

= x€(ab)
f(x) = b-a a+b
0 sonst. EX = >
b 1 1 2p 1
2 2 — 317
EXc = /axb_adx—3x ‘a P
b —a®  a?+ab+ b
3(b—a)_ 3 '
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz bei Gleichverteilung auf (a, b)

= x€(ab)
f(x) = b-a a+b
0 sonst. EX = >
b 1 1 26 1
2 _ 2 _ 1.3
EXc = /axb_adx 3x ‘a P
b —a®  a?+ab+ b
3(b—a) 3

1
var(X) = EX?—(EX)’= E(432 + 4ab + 4b* — 33° — 6ab — 3b°)
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz bei Gleichverteilung auf (a, b)

var(X)

a

x € (a, b)
a+b

sonst. EX = >

1
EX? — (EX)? = E(432 + 4ab + 4b* — 33° — 6ab — 3b°)

B (b—a)2
=0
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Exponentialverteilung

Dichte

EX
EX?
var(X)

fe7x falls x >0,

0 sonst.

/oo e td—2. 2 (UA).
0 A
22,
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Normalverteilung: var(X) = o2

f(x) = L e 2035 gy

\V2ro
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Normalverteilung: var(X) = o

f(x) = —e 27 )V dx

EX—pf = [ -t
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Normalverteilung: var(X) = o

f(x) = e 2055 dx

EX - = [ e
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Normalverteilung: var(X) = o

f(x) = e 2055 dx

EX - = [ e
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Normalverteilung: var(X) = o

f(x) = L e 2035 gy
2o
E(X — p)? — / (x — p)P e SO gy
—00 g

Bei Normalverteilung sind also die Parameter 1 und o? Erwartungswert

und Varianz.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung FormmaBe

@ Grundgesamtheit, Population
@ Wahrscheinlichkeit
@ Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert
Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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(Theoretische) Schiefe

=)

154 / 662



(Theoretische) Schiefe

X -EX\?
ﬁlza(—)
var(X)
B1 = 0 falls f symmetrisch
b1 < 0 falls f linksschief
B1 > 0 falls f rechtsschief
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(Theoretische) Schiefe

A
A
A

<
>

3
g X2EX)

var(X)

0 falls f symmetrisch

0 falls f linksschief
0 falls f rechtsschief

UA: Berechnen Sie die (theoretische) Schiefe von

X : (;(_

4—6) —1 L(—4+6)

0.2

|

0.2 0.2

-9 —7 2 4 10
0.2 02 0.2 02 0.2

|

2 3
0.2 0.2

|
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FormmaBe (2)

(Theoretische) Wélbung, Kurtosis

4
52:E<ﬂ> —3

\/ var(X)
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FormmaBe (2)

(Theoretische) Wolbung, Kurtosis
X —Ex\*
e (225 s
var(X)
b> =0 bei Normalverteilung
B2 >0 Tails “dicker, langer, starker” als bei NV (?)
B> < 0 Tails “dinner, kiirzer, schwacher” als

bei NV (?)
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FormmaBe (2)

(Theoretische) Wélbung, Kurtosis
X—EX\*
_> 3

= E( var(X)

b> =0 bei Normalverteilung
B2 >0 Tails “dicker, langer, starker” als bei NV (?)
B> < 0 Tails “dinner, kiirzer, schwacher” als

bei NV (?)
B> = 0 heiBt nicht notwendig: F ~ Normal.
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FormmaBe (3)

Kurtosis

Dichten mit E(X) =0,var(X) =1,8,=0,5,=0

Dichte
T T T T — T
0.8 1
0.6 1
04 1
02 1
oop—/""", . , ., . ... S B S R R
-3 -2 -1 0 1 2 3
X
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FormmaBe (4)

Theoretische Schiefe und Kurtosis verschiedener Verteilungen

Verteilung Schiefe Kurtosis
normal 0 0
gleich 0 -1.2
Doppelexp 0 3
Exponential 2 6
Bi(n,p) % —% + m
Poi(A) %\ %
Geo(p) % 6+ %

157 /662



Wahrscheinlichkeitsrechnung Besondere Eigenschaften der Normalverteilung

Grundgesamtheit, Population
Wahrscheinlichkeit
Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen
Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung
Erwartungswert

Varianz

FormmaBe

Besondere Eigenschaften der Normalverteilung
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Besondere Eigenschaften der Normalverteilung

(schwaches) Gesetz der GroBen Zahlen

Seien X; unkorreliert (oder sogar unabhangig), identisch verteilt,
EXi =1

_ 1.7
X,= - ZX,- —p» EX
L
Zentraler Grenzwertsatz
Seien X; unabhangig, identisch verteilt,
EX; = p, varX; = o°.

Z, = Vil L 7 7 N(0,1)
g

Bem.: Die X; selbst missen nicht normalverteilt sein.
Descr_Binomial_2.R  Descr_Exp.R
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Besondere Eigenschaften der Normalverteilung

Normalverteilung

Fehlertheorie

Fehler sind unter folgenden Annahmen (asymptotisch) normalverteilt:

e Jeder Fehler ist Summe einer sehr groBen Anzahl sehr kleiner,

gleich groBer Fehler, die verschiedene Ursachen haben.
e Die verschiedenen Fehlerkomponenten sind unabhangig.

e Jede Fehlerkomponente ist mit Wkt. 0.5 positiv und mit Wkt. 0.5

negativ.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Besondere Eigenschaften der Normalverteilung

Normalverteilung

Maximale Entropie (zur Information)

gegeben: Erwartungswert £ und Varianz o2

gesucht: Wabhrscheinlichkeitsdichte f auf (—o0, co) mit

/xf(x)dx:,u, /(X—p)zf(x) dx = o?

und maximimaler Entropie:

H(f) = — / £(x) log f(x) dx
=—> f =Normaldichte.
Literatur: Rao: Lineare Statistische Methoden, 3.a.1.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Besondere Eigenschaften der Normalverteilung

Normalverteilung

Die Summe normalverteilter Zufallsvariablen

Die Summe normalverteilter Zufallsvariablen ist normalverteilt.
Seien X; ~ N (1, 03), Xo ~ N (u2,0%). Dann

Xi 4+ Xo ~ N(p1 + pa, 02 + 05 + 2p0102).

(p: Korrelationskoeffizient zwischen Xj und X3, s.u.)

Beweis: lber charakteristische Funktionen (Fouriertransformationen
der Dichte) oder

iber die Faltungsformel (Stochastik-Vorlesung) oder

iber eine Verallgemeinerung des Satzes der Totalen
Wahrscheinlichkeit.
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Zufallszahlen

Zufallszahlen werden nach einem deterministischen Algorithmus
erzeugt = Pseudozufallszahlen

- wirken wie zufallige Zahlen (sollen sie jedenfalls)
Algorithmus:

Startwert xo,  Xp11 = f(x,) (z.B. Kongruenzen)

Ein Generator von SAS

Xn

Xpp1 = 397204094 x, mod(2*! — 1) wu, = 1

2.7-7-4053103
liefert gleichverteilte Zufallszahlen u, € (0, 1).
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Zufallszahlen (2)

Der aktuelle Standard-Generator von R und SAS
Mersenne-Twister

Der Algorithmus ist schwieriger (s. z.B. Wikipedia)

Algorithmus abfragen oder andern
RNGkind () bzw. RNGkind (kind="neuer Algo",
normal .kind="Algo bei NV")

auch eigene Generatoren moéglich (s. 7Random.user)

zufalliger Startwert
set.seed(x7)
Der interne Startwert wird dann durch x; ersetzt
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Zufallszahlen (3)

auf (a, b)* gleichverteilter Zufallsvektor
x=runif (k,min=a,max=b) (0, 1) ist Standard
Normalverteilte Zufallszahlen

x=rnorm(k,mu=u,sd=0) erzeugt Zufallsvektor mit
N (u, o)-verteilten Komponenten. o = 0 und o = 1 sind Standard.

andere Verteilungen
Zu jeder Verteilung p... existiert i.d.R. neben Dichte d... und
Quantilfunktion g... auch ein Zufallsgenerator r. . ..
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Zufallszahlen (4)

vorgegebene stetige Verteilung
wird z.B. aus gleichverteilter Zufallsvariable U; mittels
Quantilfunktion (F~*(U;)) gewonnen.

diskrete Verteilungen

werden erzeugt durch Klasseneinteilung des Intervalls (0, 1)
entsprechend der vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten p;, also

(0, p1], (p1, p1 + p2], (P + P2, L + P2+ p3], ..., (P1 + - - + P—1,1)
sample(x=c(xy,...,Xx) ,size=k,replace=T,prob=c(py,...,pk))

Zweidimensionale Normalverteilung (k Paare), p = corr(X,Y)

rmvnorm(k ,mean=c(EX,EY) ,sigma=p) aus Paket "mvtnorm"
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Zufallszahlen (5)

Wiinschenswerte Eigenschaften
e Einfacher Algorithmus, wenig Rechenzeit.

e moglichst viele verschiedene Zufallszahlen sollen erzeugbar sein
= lange Periode.

o k-Tupel (U, ..., Us) ~ R(0,1)%, k<10

= Test auf Gleichverteilung.

e “Unabhangigkeit”

Test auf Autokorrelation (z.B. Durbin-Watson-Test, vgl. Regression)
Plot der Punkte (U;, Uiik), k =1,2...

es sollten keine Muster zu erkennen sein.

Zufallszahlen_test.R  Zufallszahlen_Dichte.R
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4. Statistische MaBzahlen fiir quantitative

Merkmale

4.1 LagemaBe
Mittelwert, Quantile, Median, Quartile, Modalwert

4.2 Eigenschaften von Schatzungen
4.3 Schatzmethoden

4.4 StreuungsmalBe
Varianz, Standardabweichung, Spannweite,
Quartilsabstand, MAD, Variationskoeffizient

4.5 FormmaBe
Schiefe, Exzess, Wolbung, Kurtosis
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Inhalt

@ LagemaBe

@ Eigenschaften von Schatzungen
@ Schatzmethoden

@ StreuungsmaBe

@ Formmale
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MaBzahlen LagemaBe

LagemaBe (Lokationsparameter)

Das arithmetische Mittel

Die angegebenen MaBzahlen sind empirisch, d.h. sie sind
Schatzungen fiir die wahre (i.A. unbekannte) Lage.

Mittelwert (mean)

X =Xn= 3 x
i=1

n“
Xn —noeo EX Gesetz der GroBen Zahlen.

Voraussetzungen:
a) X; iid, EX; < oo (Chintchin) oder
b) X; beliebig, EX? < co (Tschebychev)
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LagemaBe (2): Quantile

Die Beobachtungen xi, ..., x, werden der GroBe nach geordnet:
X(l) S S X(,,).
Sei0<a<1l a-n=l|a-n+r=j+r rel01)

(empirische) Quantile (Perzentile)

) X+ firr>0
o 1/2(x() + x(j31)) fir r =0
(empirisches) a-Quantil bzw. « - 100% Perzentil
mindestens |« - n| der Werte (xq, ..., x,) sind < x,
mindestens |[(1 — a)n] sind > x,
Vereinbarung: xp := x1) X1 1= X(n)

Bem.: x, ist Schatzung von F~1(a)
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\VEGPELIENIN  LagemaBe

Quantile
Beispiel
X1 < X)) < X3 < X4 < Xs)
15 < 27 < 28 < 30 < 31
a=0.25:
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\VEGPELIENIN  LagemaBe

Quantile
Beispiel
X1 < X)) < X3 < X4 < Xs)
15 < 27 < 28 < 30 < 31
a=0.25:

a-n=025-5=125=1-+0.25
— Xo = X0.25 = X(2) =27
a=0.75:
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MaBzahlen LagemaBe

Quantile
Beispiel
X1 < X)) < X3 < X4 < Xs)
15 < 27 < 28 < 30 < 31
a=0.25:

a-n=025-5=125=1+0.25
— Xo = X0.25 = X(2) =27

a=0.75:
a-n=0.75-5=3.75=3+40.75
— Xoo = X0.75 = X(4) =3.0
a=05:
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MaBzahlen LagemaBe

Quantile
Beispiel
X1 < X)) < X3 < X4 < Xs)
15 < 27 < 28 < 30 < 31
a=0.25:

a-n=025-5=125=1+0.25
— Xa = X0.25 = X(2) =27
a=0.75:
a-n=0.75-5=3.75=3+40.75
— Xa = X0.75 = X(4) =3.0
a=05:
a-n=05-5=25=2+0.5

— Xa = X0.5 = X(3) =2.8
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LagemaBe (3)

Median
ist das 0.5-Quantil xg_5.
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LagemaBe (3)

Median
ist das 0.5-Quantil xg_5.

Quartile
heiBen die 0.25- und 0.75-Quantile xp.05 und xg.75.
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LagemaBe (3)

Median
ist das 0.5-Quantil xg_5.

Quartile
heiBen die 0.25- und 0.75-Quantile x5 und xg 7.

Modalwert
haufigster Wert

theoretischer Modalwert:
diskrete Merkmale: der wahrscheinlichste Wert
stetige Merkmale: Wert mit der groBten Dichte
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LagemaBe (4)

e Der Mittelwert ist in vielen Fallen eine 'gute’ Lageschatzung, aber
nicht robust (gegen AusreiBer).
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LagemaBe (4)
e Der Mittelwert ist in vielen Fallen eine 'gute’ Lageschatzung, aber

nicht robust (gegen AusreiBer).

e Der Median ist robust, aber meist nicht so 'gut’.
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LagemaBe (4)

e Der Mittelwert ist in vielen Fallen eine 'gute’ Lageschatzung, aber
nicht robust (gegen AusreiBer).

e Der Median ist robust, aber meist nicht so 'gut’.

getrimmte Mittel, (a-)getrimmtes Mittel

% . Xnral+D) T -+ Xn-[na)) 1
XO[ o= ) 07_
n—2\n-a acl 2)

Die |n- «] kleinsten und |n -« groBten Werte werden weggelassen
und dann das arithmetische Mittel gebildet.
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LagemaBe (4)

e Der Mittelwert ist in vielen Fallen eine 'gute’ Lageschatzung, aber
nicht robust (gegen AusreiBer).

e Der Median ist robust, aber meist nicht so 'gut’.

getrimmte Mittel, (a-)getrimmtes Mittel

% . Xnral+D) T -+ Xn-[na)) 1
XO[ o= ) 07_
n—2\n-a acl 2)

Die |n- «] kleinsten und |n -« groBten Werte werden weggelassen
und dann das arithmetische Mittel gebildet.

X, ist robuster als X und effizienter als xg 5.
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\VEGPELIENIN  LagemaBe

LagemaBe (5)

winsorisiertes Mittel, (a-)winsorisiertes Mittel

Sei a € [0, 3) und jetzt ny := [n- ] + 1.

X _ MX(ny) T X(m41) T oo X(n—ny) T MX(n—ny+1)

a,w - —

n

Die [ n - a kleinsten und |n -« groBten Werte werden

“herangeschoben” und dann das arithmetische Mittel gebildet.
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MaBzahlen LagemaBe

LagemaBe (5)

winsorisiertes Mittel, (a-)winsorisiertes Mittel

Sei a € [0, 3) und jetzt ny := [n- ] + 1.

7 L MX(ny) + X(n1+1) T oo AF X(n—ny) + MX(n—n+1)
a,w
n

Die [ n - a kleinsten und |n -« groBten Werte werden

“herangeschoben” und dann das arithmetische Mittel gebildet.
e winsorisiertes Mittel ist robuster als X und effizienter als xg 5.

Empfehlung fir X,, Xow: a:01 ... 0.2.

175/ 662



\VEGPELIENIN  LagemaBe

Lageschatzungen mit R

Mittelwert:

Median:

getrimmte Mittel:

abs. Anzahl Werte trimmen:

winsorisierte Mittel:

Modalwert(e):
Quartile:

bel. Quantile (z.B. %, 0.9):

1
31
Mittelw.+Quartile:

mean (x)

median (x)

mean (x,trim=Anteil)

mean (x,trim=Anz/length(x))
winsor.mean(x,trim=Anteil)

aus Paket "psych"
which(table(x)==max(table(x)))
quantile(x);
quantile(x,probs=c(1/3,0.9))

summary (x)
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MaBzahlen LagemaBe

Beispiel: Todliche Unfalle durch Pferdetritte

14 Corps, 20 Jahre, insges. 280 Einheiten. Erfasst wurde fiir jede
Einheit die Anzahl der tédlichen Unfalle durch Pferdetritte.
Anzahl Haufigkeit

0 144
91
32
11
2
0

(S N S
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MaBzahlen LagemaBe

Beispiel: Todliche Unfalle durch Pferdetritte

14 Corps, 20 Jahre, insges. 280 Einheiten. Erfasst wurde fiir jede
Einheit die Anzahl der tédlichen Unfalle durch Pferdetritte.
Anzahl Haufigkeit

0 144
91
32
11 5
2 A | \T‘

Perdetritte

(S N S
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MaBzahlen LagemaBe

Beispiel: Todliche Unfalle durch Pferdetritte

14 Corps, 20 Jahre, insges. 280 Einheiten. Erfasst wurde fiir jede
Einheit die Anzahl der tédlichen Unfalle durch Pferdetritte.
Anzahl Haufigkeit

Perdetritte

0 144
91
32
11 5
2 4 | \T‘

(S N S

Poisson-Verteilung geeignet (?)
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MaBzahlen LagemaBe

Beispiel: Todliche Unfalle durch Pferdetritte

14 Corps, 20 Jahre, insges. 280 Einheiten. Erfasst wurde fiir jede
Einheit die Anzahl der tédlichen Unfalle durch Pferdetritte.
Anzahl Haufigkeit

Perdetritte

0 144
91
32
11 5
2 4 | \T‘
. S S

(S N S

Poisson-Verteilung geeignet (?) Schitzung von A durch X.
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MaBzahlen LagemaBe

Beispiel: Anzahl von schwarzen Feldern
Ein Zufallszahlengenerator soll zuféllige Bildpunkte erzeugen, weiBl mit

Wahrscheinlichkeit 0.71 und schwarz mit Wahrscheinlichkeit 0.29.

Dazu wurde ein groBes Recht-
eck in 1000 Teilquadrate mit
je 16 Bildpunkten zerlegt. Ge-
zahlt wurde jeweils die Anzahl

der schwarzen Bildpunkte.
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MaBzahlen LagemaBe

Beispiel: Anzahl von schwarzen Feldern
Ein Zufallszahlengenerator soll zuféllige Bildpunkte erzeugen, weiBl mit

Wahrscheinlichkeit 0.71 und schwarz mit Wahrscheinlichkeit 0.29.

Dazu wurde ein groBes Recht-
eck in 1000 Teilquadrate mit
je 16 Bildpunkten zerlegt. Ge-

zahlt wurde jeweils die Anzahl

der schwarzen Bildpunkte. -
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MaBzahlen LagemaBe

Beispiel: Anzahl von schwarzen Feldern
Ein Zufallszahlengenerator soll zuféllige Bildpunkte erzeugen, weiBl mit

Wahrscheinlichkeit 0.71 und schwarz mit Wahrscheinlichkeit 0.29.

Dazu wurde ein groBes Recht-
eck in 1000 Teilquadrate mit
je 16 Bildpunkten zerlegt. Ge-
zahlt wurde jeweils die Anzahl

der schwarzen Bildpunkte. -

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
h 2 28 93 159 184 195 171 92 45 24 6 1 O

Binomial-Verteilung (schwarz) geeignet (?)
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Beispiel: Anzahl von schwarzen Feldern
Ein Zufallszahlengenerator soll zuféllige Bildpunkte erzeugen, weiBl mit
Wahrscheinlichkeit 0.71 und schwarz mit Wahrscheinlichkeit 0.29.

Dazu wurde ein groBes Recht-
eck in 1000 Teilquadrate mit
je 16 Bildpunkten zerlegt. Ge-

zahlt wurde jeweils die Anzahl

der schwarzen Bildpunkte. -

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
h 2 28 93 159 184 195 171 92 45 24 6 1 O

Binomial-Verteilung (schwarz) geeignet (?)

Ang. p unbekannt. Schatzung von np = 16p durch 178 / 662



MaBzahlen LagemaBe

Beispiel: Anzahl von schwarzen Feldern
Ein Zufallszahlengenerator soll zuféllige Bildpunkte erzeugen, weiBl mit
Wahrscheinlichkeit 0.71 und schwarz mit Wahrscheinlichkeit 0.29.

Dazu wurde ein groBes Recht-
eck in 1000 Teilquadrate mit
je 16 Bildpunkten zerlegt. Ge-

zahlt wurde jeweils die Anzahl

der schwarzen Bildpunkte. -

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
h 2 28 93 159 184 195 171 92 45 24 6 1 O

Binomial-Verteilung (schwarz) geeignet (?)

Ang. p unbekannt. Schatzung von np = 16p durch X. 178/ 662



\EGZZNLIENM  Eigenschaften von Schiatzungen

LagemaBe
Eigenschaften von Schatzungen
Schatzmethoden

StreuungsmaBe

FormmaBe
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Eigenschaften von Schitzungen
Eigenschaften von Schatzungen (1)

Sei 0, eine Schatzung von 6, die auf n Beobachtungen beruht.
Konsistenz (Minimalforderung)

énme
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\EGZZNLIENM  Eigenschaften von Schiatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (1)

Sei 0, eine Schatzung von 6, die auf n Beobachtungen beruht.
Konsistenz (Minimalforderung)

é,, s 0

Erwartungstreue, Asymptotische Erwartungstreue

E), =0
Eé\n 7 n—00 8
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MaBzahlen Eigenschaften von Schitzungen

Eigenschaften von Schatzungen (1)

Sei 0, eine Schatzung von 6, die auf n Beobachtungen beruht.

Konsistenz (Minimalforderung)

enme

Erwartungstreue, Asymptotische Erwartungstreue
Ed, =0
Eén 7 n—00 7

“gute”, “effiziente” Schatzung

var 0, moglichst klein

180/ 662



\EGZZNLIENM  Eigenschaften von Schiatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (2)
optimale Schatzung

wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt fir alle
erwartungstreuen (e-treuen) Schatzungen.
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MaBzahlen Eigenschaften von Schitzungen

Eigenschaften von Schatzungen (2)
optimale Schatzung

wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt fir alle
erwartungstreuen (e-treuen) Schatzungen.

Mean Square Error (MSE)

MSE = E(d, — 0)> = E(d, — Ef, + Ef, — 0)?
= var 0, + (Ef, — 0)? =var 0, + bias? 0,

soll minimal oder moglichst klein sein.
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MaBzahlen Eigenschaften von Schitzungen

Eigenschaften von Schatzungen (2)

optimale Schatzung

wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt fir alle
erwartungstreuen (e-treuen) Schatzungen.

Mean Square Error (MSE)

MSE = E(d, — 0)> = E(d, — Ef, + Ef, — 0)?
= var 0, + (Ef, — 0)? =var 0, + bias? 0,

soll minimal oder moglichst klein sein.

robuste Schatzung

Eigenschaften sollten “méglichst” auch bei (kleinen) Abweichungen

von der (Normal-) Verteilungsannahme gelten
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Eigenschaften von Schitzungen
Eigenschaften von Schatzungen (3)

Cramer-Rao Ungleichung

0: zu schatzender Parameter einer Population (Dichte f).

0 =0,: eine erwartungstreue Schatzung von 6.

Cramer-Rao-Ungleichung
var(0) > 1
= 0TI(F 0y
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MaBzahlen Eigenschaften von Schitzungen

Eigenschaften von Schatzungen (3)

Cramer-Rao Ungleichung

0: zu schatzender Parameter einer Population (Dichte f).
0 =0,: eine erwartungstreue Schatzung von 6.

Cramer-Rao-Ungleichung
1

e
var®) 2 L oy

Fisher-Information

I(f,0) = E(—a'"g(ex’a))z:/(—a'"g(ax’e)ff(x,e)dx
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MaBzahlen Eigenschaften von Schitzungen

Eigenschaften von Schatzungen (3)

Cramer-Rao Ungleichung

0: zu schatzender Parameter einer Population (Dichte f).
0 =0,: eine erwartungstreue Schatzung von 6.

Cramer-Rao-Ungleichung
1

N1
var®) 2 ey

Fisher-Information

I(f,0) = E(a'"g(ex’a))z—/(a'"g(ax’e)ff(x,e)dx

Die Varianz einer Schatzung kann, bei gegebenem Stichprobenumfang,

nicht beliebig klein werden.
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Eigenschaften von Schitzungen
Eigenschaften von Schatzungen (4)

Beispiele

f normal

oy (x— 1)
Inf(x,n) = —In(v2mo)— g
dln f(x,pn) x—p 1
ol o o
1 oo/ x—p

I(f,p) = (

0'2 —00

g
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\EGZZNLIENM  Eigenschaften von Schiatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (5)
Beispiele (2)
Nach der Cramer-Rao-Ungleichung gilt also fiir jede erwartungstreue

Lageschatzung

Oz —rm="
varvl = n-I1(f,0) n’

184 / 662



\EGZZNLIENM  Eigenschaften von Schiatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (5)
Beispiele (2)

Nach der Cramer-Rao-Ungleichung gilt also fiir jede erwartungstreue

Lageschatzung
e —
var = —
~n-I(f,0) n’
insbesondere
— 0'2
var(X) > —.
n
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MaBzahlen Eigenschaften von Schitzungen

Eigenschaften von Schatzungen (5)
Beispiele (2)
Nach der Cramer-Rao-Ungleichung gilt also fiir jede erwartungstreue

Lageschatzung
A 1 o2
> —_
var(f) n-I(f,0) n’
insbesondere
— 0'2
var(X) > —.
n
Vergleichen Sie das mit:
o2
var(X) = Z varX; = —

Bei Normalverteilung ist also X erwartungstreue Lageschatzung mit

minimaler Varianz.
184 / 662



\EGZZNLIENM  Eigenschaften von Schiatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (6)
Beispiele (3)
f exponential

1 1
Te x* falls >0
fx,\) =3 i *=

0 sonst.
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Eigenschaften von Schitzungen
Eigenschaften von Schatzungen (6)

Beispiele (3)
f exponential

1 1

e 3 falls x>0
fx,\) =3 -

1 .
0 sonst. I(f, ) = 22 (UA)
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MaBzahlen Eigenschaften von Schitzungen

Eigenschaften von Schatzungen (6)
Beispiele (3)

f exponential

1,
Flx, ) = %e X falls x>0

1 .
0 sonst. I(f, ) = 2 (UA)
) i 1 A2
Die Cramer-Rao-Schranke ist also: _ =
n-I(f,\) n

Vergleichen Sie mit: var(X)

Bei Exponentialverteilung ist also X erwartungstreue
Parameterschatzung mit minimaler Varianz.
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\EGZZNLIENM  Eigenschaften von Schiatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (7)
Beispiele (4)
f Doppelexponential (=Laplace)

Foxe A1) 1 |Le 301 falls x> I
X, A, =3
: 2 | LexCom falls x < I

M= >

Der hier interessierende (Lage-) Paramter ist p.

/(f,ﬂ):;. (UA) var(X):222. (UA)
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MaBzahlen Eigenschaften von Schitzungen

Eigenschaften von Schatzungen (7)
Beispiele (4)
f Doppelexponential (=Laplace)

Foxe A1) 1 |Le 301 falls x> 1
X5 A, = 5
: 2 | LexCom falls x < I

>l >

Der hier interessierende (Lage-) Paramter ist p.

;. (UA) var(X):2;\. (UA)

Fir den Median x5 gilt:

/(fv:u) =

A2 .
var(Xo.s) ~ - (UA%)

186 / 662



Inhalt

@ LagemaBe

@ Eigenschaften von Schatzungen
@ Schatzmethoden

@ StreuungsmaBe

@ Formmale
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WEZZLIENE  Schatzmethoden

Momentenmethode
Man driickt den zu schatzenden Parameter durch die Momente, z.B.

E(X), aus.

Dann werden die Momente durch die entsprechenden empirischen
Momente,

z.B. der Erwartungswert durch X, ersetzt.

Maximum-Likelihood-Schatzung (ML-Schatzung)
Es wird der Schatzwert fiir den unbekannten Parameter ermittelt, der
anhand der vorliegenden Daten, am meisten fiir diesen Paramter

spricht (most likely).
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WEZZLIENE  Schatzmethoden

Kleinste-Quadrat-Schatzung (KQS)
Sei 6 der zu schatzende Parameter. Man geht aus von einem Modell,

z.B.
y/i = g(07XI) + €

Dannn versucht man die Summe der Fehlerquadrate

ZG —Z; (Vi —g(0, X))

zu minimieren (Kleinste Quadrate).
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WEZZLIENE  Schatzmethoden

Momentenschatzung

Momentenschatzung bei Normalverteilung
Seien Xi, ..., X, ~ N(u,c?).

. —~ 1 i P
o’ =E(X—EX)® = 62 =(Xi— X2 == (Xi— X)°
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WEZZLIENE  Schatzmethoden

Momentenschatzung

Momentenschatzung bei Normalverteilung
Seien Xi, ..., X, ~ N(u,c?).
—— ]_ i _—
o> =E(X —EX)® = 6°=(X;— X)2=>>_(X; — X)?

Momentenschatzung bei Exponentialverteilung
Seien Xi,..., X, ~ Exp(}\).

A=EX, — Ai=X
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WEZZLIENE  Schatzmethoden

Momentenschatzung

Momentenschatzung bei Binomialverteilung
Seien Xi, ..., X, ~ Bi(p,1).

p=EX;, = p=X

der relative Anteil der Realisierungen x; = 1.
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Maximum-Likelihood-Schatzung

ML-Schatzung bei Binomialverteilung

Beobachten n=1000 Jugendliche. Stichprobe X = (X1, ..., X,)
X;i =1 falls "Ubergewicht festgestellt

X; =0 sonst.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die beobachtete Stichprobe auftritt,
wenn der Parameter p vorliegt ist (die Beobachtungen werden als

unabhangig angenommen)

L(X|p) = P(Xl =Xp,..., X prl — 1—Xi
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Maximum-Likelihood-Schatzung

ML-Schatzung bei Binomialverteilung

Beobachten n=1000 Jugendliche. Stichprobe X = (X1, ..., X,)
X;i =1 falls "Ubergewicht festgestellt

X; =0 sonst.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die beobachtete Stichprobe auftritt,
wenn der Parameter p vorliegt ist (die Beobachtungen werden als

unabhangig angenommen)
L(X|p) = P(Xl =Xp,..., X prl — 1—Xi
= p(1—p)"*, wobei k= in-

i=1
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Binomialverteilung

Der ML-Schatzer ist der Wert, der diese Funktion, L,(p),

Likelihood-Funktion genannt, bzgl. p maximiert.
Maximieren statt L,(p): In L,(p) (Arg.Max. ist dasselbe).
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WEZZLIENE  Schatzmethoden

Maximum-Likelihood-Schatzung

Binomialverteilung

Der ML-Schatzer ist der Wert, der diese Funktion, L,(p),
Likelihood-Funktion genannt, bzgl. p maximiert.
Maximieren statt L,(p): In L,(p) (Arg.Max. ist dasselbe).

InL,(p) = In(pk(l - p)”*k)
= klnp+(n—k)In(1l—p).
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Binomialverteilung
Der ML-Schatzer ist der Wert, der diese Funktion, L,(p),

Likelihood-Funktion genannt, bzgl. p maximiert.
Maximieren statt L,(p): In L,(p) (Arg.Max. ist dasselbe).

InL,(p) = In(pk(l - p)”*k)
= klnp+(n—k)In(1l—p).

Ableiten nach p und Nullsetzen liefert:

k n—k

p l1-p

=0
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Binomialverteilung

Die einzige Losung ist:

Fir ein relatives Extremum in (0,1) kommt nur dieser Wert in
Betracht.
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Binomialverteilung

Die einzige Losung ist:

k 1

b= =%

n iz

Fir ein relatives Extremum in (0,1) kommt nur dieser Wert in
Betracht.

Miissen aber noch die Likelihood-Funktion an den Randern
betrachten:

Fir p =0 und p =1 wird In L(p) = —o0. Also:
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, i unbekannt, o2 bekannt

ML-Schatzung bei Normalverteilung

Likelihood: fx, . x,(x,--.,X,), die gemeinsame Dichtefunktion der
X;.

Seien Xi, ..., X, unabhingig, X; ~ N(u,1).

Likelihood:

Lo(p) = []fx(x)  (Unabhangigkeit)
i=1

N § ENTOECE

=1 V2m
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, 2

n

InLy(n) = —nin(v2r)+ Z(—M)

i=1 2
Oln L,(p) 4
oginba\p) X —
o ;( 1)

Nullsetzen liefert die Maximum-Likelihood-Schatzung

i=X.
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, 1 und o unbekannt
Xi, .oy Xo ~N(u,02),  x1,...,x,: Beobachtungen
o1 1
Lo(p,0) = ——— exp(—=—(x — p)?
o) = 117 p(— 5506 — )?)

o2
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, 1 und o unbekannt

Xi, ... ~ N(u, 2), x1, ..., X,: Beobachtungen
1
H eXP( 503 (0 = 1))

210

eXP(—T‘Q i(xi - M)2>

(I

2V 2 on
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WEZZLIENE  Schatzmethoden

Maximum-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, 1 und o unbekannt

Xi, .oy Xo ~N(u,02),  x1,...,x,: Beobachtungen

. e
Lo(,o) =TT 5= exp(=5300 = u)%)
1 n

m ol =1

= 5 exp(—z;Z(xf—u)z)
1 s?

X — )2
— e~ gp) (")

wobei §? = n71 320 (X; — X)2
Die letzte Gleichung folgt aus:
(X = p)? = 2 (Xi = X+ X — p)? = nS? + n(X — p)?
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, Fortsetzung

Log-Likelihood:

2 X — 2
InL(,u,a):—nIn\/27r—n|na—nS _n( )

202 202
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, Fortsetzung

Log-Likelihood:

2 X — 2
InL(,u,a):—nIn\/27r—n|na—nS _n( )

202 202
Losen des Gleichungssystems
0 — Jdln L(p,0) _ X —pu
ol o?
. Olnl(p,o) n N nS? N n(X — u)?

oo o o3 o3
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, Fortsetzung

Log-Likelihood:

2 X — 2
InL(,u,a):—nIn\/27r—n|na—nS _n( )

202 202
Losen des Gleichungssystems
0 — olnL(p,0)  X—p
B ol 02
. Olnl(p,o) n N nS? N n(X — u)?
do o o3 o3
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Gleichverteilung

ML-Schatzung bei Gleichverteilung auf (0, 6)

Likelihood: fx, . x,(X1,-..,Xs),
die gemeinsame Dichtefunktion der X;.
Seien Xi, ..., X, unabhangig, X; ~ R(0,60), d.h.

falls 0<x<#6

S

in(Xf) =
0 sonst
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Gleichverteilung, 2

Likelihood:
ﬁ (Unabhangigkeit)
_01 falls 0<x; <60 Vx
{ sonst

Maximal, wenn 6 > xi, ..., x,, und wenn 6 moglichst klein, also
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Gleichverteilung, 2

Likelihood:
H (Unabhangigkeit)
Gi falls 0 S Xj S 0 \V/X,'
sonst

Maximal, wenn 6 > xi, ..., x,, und wenn 6 moglichst klein, also

0 = max(xq, - . ., Xn).
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Gemischte Normalverteilung

Dichte (0 = (Nl,U%,/LQ,U%,p)):

f(x:6) = (1 - p)o(—

)+ po(= )

X; ~ N (p1,02) mit Wkt. (1 — p) und X; ~ N (j2,03) mit Wkt.

(1 — p), aber p ist nicht bekannt.
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Maximum-Likelihood-Schatzung

Gemischte Normalverteilung

Dichte (0 = (Hl,U%?/’L27U%?p)):

)+ po(= )

Xi ~ N (p1,02) mit Wkt. (1 — p) und X; ~ N (2, 03) mit Wkt.
(1 — p), aber p ist nicht bekannt.
Likelihood:

f(x:6) = (1 - p)o(*—

n

L(8) = T1((1 - p)o(=—L2) + po(=—2))

i=1 1 o

Maximieren des (log-)Likelihood — Newton-Raphson o.
EM-Algorithmus (Stochastik-Vorlesung)
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Eigenschaften von ML-Schatzern

Unter Regularitatsannahmen gilt
@ ML-Schatzungen sind konsistent.
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Eigenschaften von ML-Schatzern

Unter Regularitatsannahmen gilt
@ ML-Schatzungen sind konsistent.

@ Wenn sie erwartungstreu ist: sie sind (asymptotisch) effizient,
d.h. sie haben minimale Varianz.

Die Varianz ist durch die Cramér-Rao Ungleichung gegeben.
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Eigenschaften von ML-Schatzern

Unter Regularitatsannahmen gilt
@ ML-Schatzungen sind konsistent.

@ Wenn sie erwartungstreu ist: sie sind (asymptotisch) effizient,
d.h. sie haben minimale Varianz.

Die Varianz ist durch die Cramér-Rao Ungleichung gegeben.

@ sie sind asymptotisch normal verteilt (wichtig fir die
Konstruktion von Konfidenzintervallen, s.u.)
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Eigenschaften von ML-Schatzern

Unter Regularitatsannahmen gilt
@ ML-Schatzungen sind konsistent.

@ Wenn sie erwartungstreu ist: sie sind (asymptotisch) effizient,
d.h. sie haben minimale Varianz.

Die Varianz ist durch die Cramér-Rao Ungleichung gegeben.

@ sie sind asymptotisch normal verteilt (wichtig fir die
Konstruktion von Konfidenzintervallen, s.u.)

@ Nachteil: ML-Schatzungen beruhen auf Verteilungsannahmen.
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Kleinste Quadrat Schatzung

KQS des Lageparameters
Modell:
Yi=p+e, ei ~ (0,0%)

Die Summe der Fehlerquadrate
Y= (Yi—p)?
i=1

i=1

minimieren:
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Kleinste Quadrat Schatzung

KQS des Lageparameters
Modell:
Yi=p+e, ei ~ (0,0%)

Die Summe der Fehlerquadrate

ane,? = En:(Yi — p)?.

i=1

minimieren: Differenzieren und Nullsetzen liefert:
fikgs =Y.
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Kleinste Quadrat-Schatzung
KQS im einfachen linearen Regressionsmodell
Yi =0+ 0,.X + €, e ~ (0, 02)

F(X,01,0,) = 0.X + 0,

o _ of _

— =1
691 a‘92
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Kleinste Quadrat-Schatzung

KQS im einfachen linearen Regressionsmodell

Yi =0+ 01X + €, e ~ (0,0%)
f(X,01,02) =0:X + 0,
of of
— =X — =1
891 a‘92

Minimieren von Y_(Y; — £(X;, 0y,0,))? liefert:

Z(Yi — (1 Xi+62))- X, = 0
i=1

S(Yi— (X +62))-1 = 0

i=1

204 / 662



Kleinste Quadrat-Schatzung

=

SXY—06Y X -6 X = 0
Z\/,-—leX,-—92~n =0

Die zweite Gleichung nach 6, auflosen:
1 1 — —
b= -3V -0 X =Y 6 -X
n< n<
und in die erste einsetzen:
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Kleinste Quadrat-Schatzung

XY X Y X 0 Y XY X = 0
1 . 2 15 vox) =
ZX"Y"_EEY"EX’ 91((ZX,- n;x,;x,)_o

b — S XY= 2 Xi S Vi Sxy
DX EXE S

0, = ,11(2 Y, — 6, ZXI)
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Einschub: Die Funktion plot & Co

(vgl. UA9)
Darstellung von diskreten Verteilungen
plot(x,y,type,main,xlab,ylab,col,axes)

@ x: Vektor aus Ordinaten (Abzissenwerte: 1 bs length(x)),
x: Koordinaten der Punkte oder

x: Abzissenwerte und y: Ordinatenwerte

type: Nadelplot: "h", Punkteplot: "p",Linien(verb.Punkte): "I"

xlab, ylab: Beschriftung der Achsen

col: Farbe der Punkte, Linien oder Nadeln

main, sub: Haupt- und Untertitel

axes: Achsen zeichen? (nachtraglich mit axes() )
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Einschub: Die Funktion plot & Co

(vgl. UA 9)

Hinzufiigen zum Plot
lines(x,y,type,main,xlab,ylab,col,axes)
@ plot erstellt immer neue (Teil-)Grafik

@ zum Hinzufiigen in bestehende:

lines oder points

@ einziger Unterschied: Standard fiir type: "p" bei points, "1"
bei 1lines
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Einschub: Die Funktion plot & Co

(vgl. UA 9)

Darstellung von Funktionen und Dichten

curve (expr,from,to,n,add,...)

@ expr: Funktionsname oder Ausdruck, in dem x vorkommt z.B.

curve (x*sin(x))

o from, to: Intervall auf der Abszisse fiir das gezeichnet wird

(alternativ Parameter x1im=c(from,to))
@ n: Anzahl der Stiitzstellen
@ add: Hinzufiigen zu bestehendem Plot? (sonst neuer)

plot (Funktionsname,from,to) ist weniger flexibel
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Einschub: Die Funktion plot & Co

(vgl. UA9)
Beispiel

curve (dnorm(x,5) ,x1im=c(0,10),col="blue")
lines(0:10,dbinom(0:10,10,1/2), type="h", 6 col="red")

g
<)
@ _l

=]

\></ o

g o

2|

2

S =
=)
e
<)
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Alternativ: ggplot (aus Paket "ggplot2")

Konzept von ggplot
@ Plots werden schrittweise konstruiert und dann ausgegeben

@ Zunichst werden die Daten hinzugefiigt (stets data.frame):
pl = ggplot(data.frame(v=rnorm(100)))
o Es folgen asthetische Standardoptionen (x-Achse,Farbe):
pl = pl + aes(x=v,fill="red") + guides(fill=FALSE)
@ SchlieBlich der Typ des Plots:
pl = pl + geom_dotplot() (hibscher als Nadelplot)

@ Nun kann geplottet werden:
plot(pl) - identisch zu print (pl)
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Schatzmethoden
Konzept von ggplot

Code Resultat

df=data.frame(
v=rnorm(100))

plot(

ggplot(df) +

aes(x=v,fill="red") +

guides (fi11=FALSE) + L ’ E[
geom_dotplot()) . o8 !it iit o o
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WEZZLIENE  Schatzmethoden

ggplot: Inhaltlich aquivalente Ausgaben

ggplot
plot(ggplot(data.frame(v=c(-3,3)),

aes(x=v)) + labs(x="arg",y="dnorm") +

stat_function(fun=dnorm,color="red"))

klassisch
curve (dnorm, from=-3,to=3,xlab="arg",

ylab="dnorm",col="blue")

Nicht mischen!
Was passiert bei curve(. ..,add=TRUE)? Einmal testen und dann
nicht nutzen!
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ggplot: Inhaltlich aquivalente Ausgaben (2)

ggplot - echter Nadelplot

plot (ggplot(
data.frame(v=0:10,db=dbinom(0:10,10,0.5)),
aes (x=v,ymax=db,ymin=0)) +
geom_linerange())

klassisch

plot(0:10,dbinom(0:10,10,0.5) ,type="h")
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Inhalt

@ LagemaBe

@ Eigenschaften von Schatzungen
@ Schatzmethoden

@ StreuungsmaBe

@ Formmale
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\VEGPELIENM  StreuungsmaBe

Die angegebenen MaBzahlen sind empirisch, d.h. sie sind

Schatzungen fiir die wahre Varianz

(empirische) Varianz (Streuung)

1 & —
52 — (X,'—)<)2

n—ll.:1

% e var(X)

Warum Division durch (n — 1): Erwartungstreue (UA)
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MaBzahlen StreuungsmaBe

Die angegebenen MaBzahlen sind empirisch, d.h. sie sind

Schatzungen fiir die wahre Varianz

(empirische) Varianz (Streuung)
1 n
2

s = n_IZ(Xi—Y)Z

i=1

% e var(X)
Warum Division durch (n — 1): Erwartungstreue (UA)

Standardabweichung

s=Vs?
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\VEGPELIENM  StreuungsmaBe

Spannweite (Range)

X(n) = X(1)

217 / 662



\VEGPELIENM  StreuungsmaBe

Spannweite (Range)
X(n) — X()

(Inter-)Quartilsabstand, IR

IR = Xo.75 — Xo.25

Wenn X ~ N so E(/IR/1.34898) = 0.
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\VEGPELIENM  StreuungsmaBe

Spannweite (Range)
X(n) — X()
(Inter-)Quartilsabstand, IR
IR = x0.75 — x0.25
Wenn X ~ N so E(/IR/1.34898) = 0.
Mittlere absolute Abweichung vom Median

1 n

d==>|xi— xos]

niz
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\VEGPELIENM  StreuungsmaBe

Median absolute deviation, MAD
MAD = med(|x; — xo5|)

Wenn X ~ N so E(1.4826 - MAD) = ¢
Gini's Mean Difference

G =3 |x— x| X~N=>E<ﬁG>=a

()= ;
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MaBzahlen StreuungsmaBe

S, und Q, (Croux, Rousseuw 1992, 1993)
Sn = 1.1926 - lomed;(highmed;|x; — x;|)
Q = 22219 {|xi — x|,i < j}o

Bei n =2m + 1 ist lomed=highmed=med,
bei n = 2m ist lomed=X(z), highmed=X(z1).

2
k=()h=15+1  (k~(5)/4)
{...}(x) bezeichnet das k-te Element der geordneten (Multi-)Menge.

@ Die konstanten Faktoren sichern Konsistenz und

Erwartungstreue bei Normalverteilung, X ~ \/:

~E(s)~E(a) =~
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StreuungsmaBe (5)

Eigenschaften:

e Varianz und Standardabweichung und Spannweite sind nicht

“robust”.

e IR und MAD sind robust.
(MAD etwas besser da hoéherer “Bruchpunkt”)

e G ist bedingt robust, effizient bei F normal.

e IR und MAD sind wenig effizient.
(0.37 bei Normal)

e S, oder @, sind geeignetste Schatzungen.
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StreuungsmaBe (6)

Nicht-Robuste Skalenschatzungen

1 n
2 _ ;— X 2
s ] ;(x )
Range = xn) — xq)
-1
v - S _OO
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StreuungsmaBe (7)

Robuste Skalenschatzungen

IR = X075 — X025
MAD = med(|x; — xo.5|)
1
G = <> Ix—x
() i<

S, = 1.1926 - med;(med;|x; — x;|)
Q= 2219-{|x —x[,7 <Jj}w

kz(Z),thgJJrl
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\VEGPELIENM  StreuungsmaBe

StreuungsmaBe mit R

emp. Standardabw.:

Range:
CV:

IR:
MAD:

Sn:Qn:

sd (x)

diff (range(x))
100%sd (x) /mean(x)
IQR(x)

mad (x)

Sn(x),Qn(x)

im Paket "robustbase"
gini.mean.diff();

im Paket "Ilmomco"

oder in Descr_MAD.R
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\VEGPELIENM  StreuungsmaBe

Variationskoeffizient
s-100
CV =
X

kein SkalenmaB, weder lageinvariant noch skalenequivariant
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Inhalt

@ LagemaBe

@ Eigenschaften von Schatzungen
@ Schatzmethoden

@ StreuungsmaBe

@ Formmale
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FormmaBe (1)

(Theoretische) Schiefe
X —EX >3
var(X)
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FormmaBe (1)

(Theoretische) Schiefe

(Empirische) Schiefe

Bl _ %i(x,- —7>3
i=1

S
R:betal = mean(((X-mean(X)/sd(X))"3)
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FormmaBe (2)

(Theoretische) Woélbung, Kurtosis

52:E(X—EX)4_

\/var(X)
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FormmaBe (2)

(Theoretische) Woélbung, Kurtosis

52:E<X_EX)4—

\/var(X)

(Empirische) Woélbung, Kurtosis

N 1 n ,'—7
52 _ E;(X )4_3

S
R:beta2 = mean(((X-mean(X)/sd(X))"4) - 3
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FormmaBe (3)

ExzeB
B>+ 3 BQ +3

B> =0 bei Normalverteilung

B> >0 Tails “dicker, langer, starker” als bei NV

B> < 0 Tails “diinner, kiirzer, schwacher” als
bei NV

Erinnerung:

B2 = 0 heiBt nicht notwendig: F ~ Normal.
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Inhalt

@ Box-Plots
@ Probability Plots
@ Histogramme

@ Dichteschatzung
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Ziel: ubersichtliche Darstellung der Daten.

Box-Plots
Funktion: boxplot(x,range,...)
zeichnet Box mit Linie beim Median und Rahmen bei Quartilen.

Parameter range

bestimmt die Lange der Whiskers (engl.: Schnurrhaare):
Whiskers bis max./min. Wert im Intervall

[x0.05 — range - IR, xo.75 + range - IR)]

Falls range = 0 = Whiskers bis Extremwerte (egal wie groB)
Standard: range = 1.5
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5.1 Box-Plots

boxplot( boxplot ( boxplot(
c(0:19,30)) c(0:19,30.1)) c(0:19,50) ,range=0)
. ; T 3]
E E 1
o e

IR = 10, X75 — 15
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Erlauterung zum Wert range=1.5

X ~ N (1, 0%) etwa 99% der Daten liegen zwischen den “fences”
(den ...).

099 = 0.995 - 0.005
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Erlauterung zum Wert range=1.5

X ~ N (1, 0%) etwa 99% der Daten liegen zwischen den “fences”
(den ...).

0.99 0.995 — 0.005

= ®(2.575) — &(—2.575)
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Erlauterung zum Wert range=1.5

X ~ N (1, 0%) etwa 99% der Daten liegen zwischen den “fences”
(den ...).

0.99 = 0.995— 0.005
= ®(2.575) — &(—2.575)

= P(u—25750 < X < ju+ 2.5750)
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Erlauterung zum Wert range=1.5

X ~ N (1, 0%) etwa 99% der Daten liegen zwischen den “fences”
(den ...).

0.99 = 0.995— 0.005
— ®(2.575) — (—2.575)
= P(u— 25750 < X < 1+ 2.5750)
P(xos — 2.575-0.7434 - IR < X <
—_—
Xo5 +2.575 - 0.7434 - IR)
= P(xo5 —1914- IR < X < xp5+ 1.914 - IR)

Q
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Erlauterung zum Wert range=1.5

X ~ N (1, 0%) etwa 99% der Daten liegen zwischen den “fences”

(den ...).

0.99

Q

Q

0.995 — 0.005
¢(2.575) — ¢(—2.575)
P(p —2.5750 < X < pu+ 2.5750)
P(X0.5 —2575-0.7434 - IR < X <
—_—
Xo.5 +2.575-0.7434 . /R)
P(xo5 —1.914- IR < X < xp5 + 1.914 - IR)
P(X0.5—2'IR<X<X0.5+2'IR)
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Erlauterung zum Wert range=1.5

X ~ N (1, 0%) etwa 99% der Daten liegen zwischen den “fences”
(den ...).

0.99 = 0.995— 0.005
= ®(2.575) — &(—2.575)
= P(p—25750 < X < u+2.5750)
P(xo5 — 2.575-0.7434 - IR < X <
Xo.5 -+ 2.575 - 0.7434 - IR)
= P(xo5 —1914- IR < X < xp5+ 1.914 - IR)
P(xos —2- IR < X < x05+2-IR)
= P(x025 —1.5-IR< X < x975 +1.5-IR)

Q

Q
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5.1 Box-Plots

AusreiBer 77
X075 +3 - IR

Xo.75 + 1.5 IR oder Max.

X075 X
X0.5
X0.25

Xp05 — 1.5 IR oder Min.

X025 — 3+ IR
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komplexere Box-Plots in R

Geg.: data.frame dfr mit Merkmalen m1,m2 und
Gruppierungsmerkmale grl,gr2

Ein Merkmal, mehrere Gruppen: Formeln

boxplot(ml ~ grl,data=dfr)

boxplot(ml ~ gri*gr2,data=dfr)

ml ~ grl ist eine Formel (lies Merkmal m1 in Abh. von Gruppe(n)
aus grl)
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komplexere Box-Plots in R

Geg.: data.frame dfr mit Merkmalen m1,m2 und

Gruppierungsmerkmale grl,gr2

Ein Merkmal, mehrere Gruppen: Formeln

boxplot(ml ~ grl,data=dfr)

boxplot(ml ~ gri*gr2,data=dfr)

ml ~ grl ist eine Formel (lies Merkmal m1 in Abh. von Gruppe(n)
aus grl)

Mehrere Merkmale, eine Gruppe
boxplot (dfr[1,2]) bzw.
boxplot (dfr[c("ml","m2")])
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Boxplots mit ggplot

ggplot — Boxplot mit 2 Gruppen
pl = ggplot(data.frame(v=1:100,

g=c(rep(1,50) ,rep(2,50))))
plot (pl+ F#coef entsp. range
geom_boxplot (aes(group=g,x=v) ,coef=0.1))

Ergebnis
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BocPlots
Boxplots mit ggplot

Anmerkungen
@ x= / y= bei aes erzeugt horizontale bzw. vertikale Boxplots.
@ Es gibt zwei Boxplot-Funktionen, die aber standardmaBig
verknlipft sind: stat_boxplot berechnet die dargestellten
Werte (z.B. 75%-Quantil upper und ymax=upper+coef*IQR)
und geom_boxplot erzeugt daraus einen Boxplot.
@ auch einzeln nutzbar: geom_boxplot (stat="identity",

aes (upper=...)) erzeugt manuell berechneten Boxplot

@ stat_boxplot(geom = "errorbar",...) reicht ymax etc. an
geom_errorbar weiter. Dadurch werden fences eingezeichnet
(fehlen oben).
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Boxplots - Beispiele

Lebensdauern von 100

Kiihlaggregaten
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Boxplots - Beispiele

Lebensdauern von 100

Kiihlaggregaten

Tibetische Schidel

SchadelmaBe in zwei

Regionen Tibets
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@ Box-Plots
@ Probability Plots
@ Histogramme

@ Dichteschatzung
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Erinnerung: Normalverteilung

(i) Dichte der Standard-Normalverteilung
o) = e
V2T 7

(i) Verteilungsfunktion der Standard-Normal

N

—00 < X < 00

2

X 1 ¢
<Dx:/ —— - e 2dft, —00 < X <00
( ) —00 \/2 - T
(iii) Dichte der Normalverteilung
1 x—p 1 _=w)?
— =] - e To‘r,
) =

mit Erwartungswert ; und Varianz o2
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Probability Plots

Erinnerung: Normalverteilung. Quantile

Der Wert ®~1(u) heiBt u-Quantil

der Standard-Normalverteilung.

Die Funktion ®~!(u), u € (0,1), heiBt Quantilfunktion
der Standard-Normalverteilung.

a=0.05

h o=01(1-a) = ®1(0.95) = 1.645
Uy_app = O (1 — %) — ¢71(0.975) = 1.96

®~ () a-Quantil, theoretisch
Xa a-Quantil, empirisch,

z.B. = X(Lanj-i-l): falls an nicht ganzzah“g 240 / 662



Q-Q-Plot, Variante 1
X ~ N(p,0%) & X2 ~ N(0,1)

Tl Uy = ® () gdw. x, =0d (a)+p
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Q-Q-Plot, Variante 1
X ~ N(p,0%) & X2 ~ N(0,1)

s S Uy = ® () gdw. x, =0d (a)+p

A

Wenn Normalverteilung zutrifft, so miissen die Punkte (®~!(a), X,)

etwa auf einer Geraden liegen,

- Xa = I _ X(lan])) — I
o Ya) ~ . ~ (Lg

qqnorm(obj);qqline(obj)
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Q-Q-Plot, Variante 1
X ~ N(p,0%) & X2 ~ N(0,1)

s S Uy = ® () gdw. x, =0d (a)+p

A

Wenn Normalverteilung zutrifft, so miissen die Punkte (®~!(a), X,)

etwa auf einer Geraden liegen,

- Xa = I _ X(lan])) — I
o Ya) ~ . ~ (Lg

qqnorm(obj);qqline(obj)

qqline plottet theoretische Werte als Vergleichsgerade

Je naher die Punkte an der Gerade liegen, desto naher sind wir an der
NV.
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Q-Q Plots - Beispiele (1/2)

Leben: iagaregaten (in Jahren)

Lebensdauern von 100 P
Kihlaggregaten ' -~
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Q-Q Plots - Beispiele (1/2)

Lebensdauern von 100
Kiihlaggregaten

Abmessungen von

Banknoten

Leben:

iagaregaten (in Jahre:

n)
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Q-Q Plots - Beispiele (2/2)

Verlangerung der
Schlafdauer

—//
o
3 o
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Probability Plot

qqnorm(obj,xaxt="n",xlab="Theoretical Probabilities")

qqline(obj)

axis(1l,at=seq(-3,3,0.5), <
labels=c(round(pnorm(seq(-3,3,0.5)),3)))

wie oben, x-Achse hat dieselbe Skala, aber eine andere
Beschriftung, statt ®~(u) steht u, also werden die Punkte
(a,x(tanj)) geplottet.
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QQ-Plots und Prob. Plots mit ggplot

normaler QQ-Plot (distribution=gnorm implizit)

pl = ggplot(data.frame(v=1:100),
aes (sample=v))+geom_qq()+
geom_qq_line()

plot(pl)

fiir Probability Plot zusatzlich

s=seq(0,1,0.05)

plot (pl+scale_x_continuous(
breaks=qnorm(s) ,labels=s)+
labs(x="Theoretical Probabilities"))
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ggplot Daten vs. Darstellung

Bedeutung von aes

Obwohl aes von asthetisch abgeleitet wird, werden damit auch zu
verwendende Daten eingestellt. Im Beispiel unten wird nicht nur die
Achsenbeschriftung geandert, sondern auch die spezielle
Skalierung der x-Achse zerstort.

kein Probability Plot!

plot(
ggplot(data.frame(v=1:100) ,aes (sample=v))+
geom_qq (aes (x=stat (pnorm(theoretical)))))
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Q-Q Plot, Ubersicht

Eigenschaften der QQ-Kurve

Interpretation

wenige Punkte weg von der Geraden
linkes Ende unter der Linie

rechtes Ende lber der Linie

linkes Ende Uber der Linie

rechtes Ende unter der Linie
gebogene Kurve, steigender Anstieg
gebogene Kurve, fallender Anstieg
Plateaus und Spriinge

AusreiBer
lange Tails

kurze Tails
rechtsschief
linksschief
diskrete Daten
gerundete Daten

Gerade y = x empirische ~ theoretische Verteilung
Gerade y = ax + b | nur Lage- oder Skalenunterschied
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Inhalt

@ Box-Plots
@ Probability Plots
@ Histogramme

@ Dichteschatzung
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Haufigkeitsdiagramme: hist & Co

hist
hist(obj,breaks,freq,border,col,density,angle)

@ breaks: Einteilung der Klassen: Algorithmenname (Standard:
"Sturges"), Anzahl der Klassen, Vektor mit den Klassengrenzen
(breaks) oder Funktion zum Berechnen der Grenzen

o freq: absolute Anzahlen (frequencies)? (sonst Anteile)
@ border: Farbe der Rahmen

@ col: Farbe der Fillung/Schraffur

@ density: Dichte der Schraffur (Standard: voll ausgefiillt)
@ angle: Winkel der Schraffur (math. Drehsinn)
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Haufigkeitsdiagramme: hist & Co

(echte) Histogramme
hist(obj,breaks,freq,border,col,density,angle,...)

@ breaks mit Vektor aus Grenzen (muss Min. und Max. abdecken!)
=
Histogramm mit Eigenschaft

> Intervallbreite(b) - Anteil(b) = 1

Blocke b

wird gezeichnet

@ truehist aus dem Paket "MASS" erhalt diese Eigenschaft

immer.
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Haufigkeitsdiagramme: hist & Co

alternative Funktionen
Zunachst mit hist(...,plot=FALSE)$counts oder table

Haufigkeiten ermitteln, dann
@ barplot(...,horiz=TRUE): horizontaler Plot
@ plot(...,type="h"): Nadelplot

@ pie(): Tortendiagramm
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@ Box-Plots
@ Probability Plots
@ Histogramme

@ Dichteschatzung
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Parametrische Dichteschatzung

Vorgabe: Modell, z.B. Normalverteilung oder Gammaverteilung
Lediglich die Parameter werden geschétzt (hier Giber Momente):
curve (dnorm(x=x,mean(obj),sd(obj)))

curve (dgamma (x=x , shape=(mean (obj)/sd(obj)) "2,
rate=mean(obj)/(sd(obj)~2)))
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Parametrische Dichteschatzung
Vorgabe: Modell, z.B. Normalverteilung oder Gammaverteilung

Lediglich die Parameter werden geschatzt (hier Gber Momente):

curve (dnorm(x=x,mean(obj),sd(obj)))
curve (dgamma (x=x , shape=(mean (obj)/sd(obj)) "2,
rate=mean(obj)/(sd(obj)~2)))

Frage: Wie wird geschatzt?

bei Normalverteilung ist das klar: X und s? sind optimale
Schatzungen fiir p und o2.
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Parametrische Dichteschatzung
Vorgabe: Modell, z.B. Normalverteilung oder Gammaverteilung

Lediglich die Parameter werden geschatzt (hier Gber Momente):

curve (dnorm(x=x,mean(obj),sd(obj)))
curve (dgamma (x=x , shape=(mean (obj)/sd(obj)) "2,
rate=mean(obj)/(sd(obj)~2)))

Frage: Wie wird geschatzt?
bei Normalverteilung ist das klar: X und s? sind optimale
Schatzungen fiir p und o2.

Wie findet man (gute) Schatzungen bei anderen Verteilungen? —
Abschnitt Schatzmethoden.
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Nichtparametrsiche Dichteschatzung

Uberlagerung der Daten mit einer (Dichte-) Funktion

K(t) eine Kernfunktion,
/K(t)dt = 1 /tK(t)dt:O,
/tzK(t) dt = 1, /Kz(t) dt < oo
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Nichtparametrsiche Dichteschatzung

Uberlagerung der Daten mit einer (Dichte-) Funktion

K(t) eine Kernfunktion,
/K(t)dt = 1 /tK(t)dt:O,
/t2K(t) dt = 1, /K2(t) dt < oo

Dichteschatzung oder Dichtefunktionsschatzung.

o) =730 sK ()

i=1

X1, ...,X,: die Beobachtungen.

h: ein sogenannter Glattungsparameter.
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Nichtparametrsiche Dichteschatzung

Nichtparametrsiche Dichteschatzung in R

Funktion density

density(obj,kernel,from,to,n)
@ kernel: Name einer Kernfunktion (Standard: "gaussian")
e form,to: Intervall fiir Schatzung

@ Anzahl der Stellen (Standard: 512, Zweierpotenz angebracht)
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Dichteschatzung

Motivation Kern-Dichteschatzung

density

B NV bei cinzelnen Werten
= geschtze Dichte
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Beispiel: Histogramm und Dichteschatzung in R
Kiihlaggregate

kag = scan()

1.29 1.38 2.89 ... 1.55 0.55 1.26 1.18

hist(kag,col="yellow",6freq=F)
lines(density(kag),col="red")
curve (dnorm(x ,mean=mean(kag) , <«
sd=sd(kag)) ,add=T,col="blue")
legend ("topright",pch=15, <
col=c("yellow",6 "red","blue"), «
legend=c("Histogramm", "nichtparam. DS", <

"parametrische DS"))
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Beispiel

Histogramm und Dichteschédtzung in R

Kiihlaggregate

Density

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Histogram of kag

BN

Histogramm
= nichtparam. DS
® parametrische DS

7]

kag
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Histogramme + nichtpar. Dichte mit ggplot

aes(y=stat(density)) entspricht freq=FALSE

d=data.frame(v=round(10*sin(1:100)))

plot (ggplot (d)+aes(x=v)+
geom_histogram(aes(y=stat(density)),
binwidth=4,6color="red")+
geom_density(color="green"))

Ergebnis
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Dichteschatzung
Einschub: Graphikparameter in R

Die Funktion par: Details der Darstellung
par(adj,bg,cex,din,family,fig,font,lab,1lty,mfcol,
new,pch,xlog, ...) (viele weitere, s. Hilfe)
Plotfunktionen nutzen auf par-Werte — vor dem Plotten setzen!
Einige (z.B. col) auch direkt beim Aufrufen der Funktionen setzbar
(s. plot,boxplot etc. )
@ adj: Ausrichtung des Texts von 0 linksb. bis 1 rechtsbiindig
@ bg: Hintergrundfarbe (u.a. als "Farbe" oder "#RRBBGG"), fg
existiert auch
@ cex: Vervielfachungsfaktor der StandardschriftgroBe
Achtung: bg und cex sind auch direkte Parameter versch. Fkt.
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Einschub: Graphikparameter in R
Die Funktion par(2)

Details der Darstellung
par(adj,bg,cex,din,family,fig,font,lab,1ty,mfcol,
new,pch,xlog, ...) (viele weitere, s. Hilfe)

@ din: c(Breite,Hoéhe) des Plotbereichs (d.h. des Fensters, falls
nicht in Datei geplottet wird) in Zoll (inch)

o family: Schriftartenfamilie (z.B. "serif"), Optionen variieren je
nach OS und Fenster vs. Datei.

o fig: Vektor (x,y.,h,b) Position und GroBe der eigentlichen Figur
o font: 1 Standard, 2 fett, 3 kursiv und 4 fett und kursiv
@ lab: c(x,y,nutzlos): x: Anzahl der Striche an der x-Achse
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Dichteschatzung
Einschub: Graphikparameter in R

Die Funktion par(3)
Details der Darstellung
par(adj,bg,cex,din,family,fig,font,lab,1lty,mfcol,
new,pch,xlog, ...) (viele weitere, s. Hilfe)
o lty: Linientyp: 1 durchg. 2 gestrichelt 3 gepunktet 4
Strichpunktlinie 5 lange Striche 6 Doppelstriche

e mfcol,mfrow: c(Zeilen,Spalten) mehrere Plots in eine
Graphik (Gitter). mfcol zeichnet spaltenweise, mfrow zeilenweise

@ new: nachsten Plot hinzufiigen (!)
new heiBt: Schon fir neuen Plot vorbereitet, Loschen des Inhalts
nicht nétig
wird nach jedem Plot auf FALSE gesetzt
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Dichteschatzung
Einschub: Graphikparameter in R

Die Funktion par(4)

Details der Darstellung
par(adj,bg,cex,din,family,fig,font,lab,lty,mfcol,
new,pch,xlog, ...) (viele weitere, s. Hilfe)

@ pch: (plot character): Zeichen fiir Punkte im Plot, Zahl
(Bedeutung unter ?points,s. legend im letzten Beispiel) oder

einzelnes Zeichen
@ xlog: logarithmische Skale nutzen?

par gibt alte Werte zuriick = speichern und zuriicksezten moglich
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Dichteschatzung
Einschub: Graphikparameter in R

Beispiel

oldpar = par(pch=4, mfrow=c(1,2),bg="lightblue", <
adj=0.3)

plot(sin(seq(0,2%pi,0.2)))

par (new=TRUE, pch=5,col="red")

plot(cos(seq(0,2%pi,0.2)))

plot(tan(seq(0,2*pi,0.2)),type="1",1ty=2)

par (oldpar)
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Einschub: Graphikparameter in R
Beispiel — Ergebnis:

Q-
o S
a2 % & i
o X x ® 4
oX i
x o :
3
x o o
w | Yo i
S °
oy
3
x
<o =]
x i
° T
x =
) > 5
El P S
- a i
& o x x| a i
S ¢ s §4 i
o = i
% 3 A Yo % & i
T i
E’ © %, 52 g i
°x x gl
00 o X x ! {
? i % Ko
T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Index Index

new=TRUE sorgt fiir Doppelplot im linken Feld.
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e Haufigkeitstabellen
@ Scatterplots, ZusammenhangsmaBe

@ Das Regressionsproblem
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Haufigkeitstabellen

Ein-, zwei- und hoherdimensionale Haufigkeiten

Eindimensionale Zufallsvariablen

XO Xl DY Xn

X :
Po pP1 - Pn

Die p; sind zu schatzen:
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Haufigkeitstabellen

Ein-, zwei- und hoherdimensionale Haufigkeiten

Eindimensionale Zufallsvariablen

X : XO Xl DY Xn
Po pP1 - Pn
Die p; sind zu schatzen:
5
pi = N

N: Stichprobenumfang; n;: absolute Haufigkeiten; p;: relative
Haufigkeiten
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Haufigkeitstabellen

Ein-, zwei- und hoherdimensionale Haufigkeiten

Eindimensionale Zufallsvariablen

X : XO Xl DY Xn
Po pP1 - Pn
Die p; sind zu schatzen:
5
pi = N

N: Stichprobenumfang; n;: absolute Haufigkeiten; p;: relative
Haufigkeiten

prop.table(table(x))

table: absol. Tabelle, prop.table: abs. — relativ

DescrFregBanknote.R DescrFreq.R 267 /662



Zweidimensionale diskrete ZufallsgroBen

Einfiihrendes Beispiel
3maliges Werfen einer Miinze
X: Anzahl von Blatt nach 3 Wirfen
Y: Anzahl von Blatt nach 2 Wirfen
Element von Q X
BBB
BBZ
BZB
BZ7Z
/BB
/BZ

=N =R NN W
e e = S I S ¢
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Besetzungswahrscheinlichkeiten

Xly|o 1 2
0 |1 00|l
1 1 3
1L 15 2 05
2 |0 4 43
3 |00 t|!
P
012 3 01 2
X Y
103 3 1 111
8 8 8 8 7 2 4
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Tabelle der zweidimensionalen

Wahrscheinlichkeiten

X1 pu P2 - P1j o Pin | PL
X2 P21 P22 v P2y o Pon | P2
Xi Pi1 P2 0 Pyt PiN Pi.
XM | PmM1 Pm2 0 PMj ctt PMN | Pm.
pi P2 - pj - pn |1

270/ 662



Zweidimensionale Zufallsvariable
Seien X, Y ZufallsgroBen. Das Paar (X, Y) heiB t zweidimensionale
Zufallsvariable.
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Zweidimensionale Zufallsvariable
Seien X, Y ZufallsgroBen. Das Paar (X, Y) heiB t zweidimensionale
Zufallsvariable.

Seien X und Y diskret und (x;, y;) die moglichen Ergebnisse von
(X.Y), i=1,...,Mj=1,...,N.

gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von (X, Y)

p;j:P(X:X,',Y:yj),
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Zweidimensionale Zufallsvariable
Seien X, Y ZufallsgroBen. Das Paar (X, Y) heiB t zweidimensionale
Zufallsvariable.

Seien X und Y diskret und (x;, y;) die moglichen Ergebnisse von
(X.Y), i=1,...,Mj=1,...,N.

gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von (X, Y)

p;j:P(X:X,',Y:yj),

N M
pj = 0 pi. =D Py Pi =2 Pi
j=1 i=1

>opp =1
%

271/ 662



X und Y heiBen unabhangig, wenn

pj=P(X=x,Y =y)=PX=x)-P(Y=y)=pip,
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X und Y heiBen unabhangig, wenn

pi=PX=x,Y=y)=PX=x)-P(Y=y)=npi.

pi. und p; heiBen Randwahrscheinlichkeiten.

" Pj
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Beispiel: Treiben Sie Sport?

X: 0 - nein 1-ja
Y: 0 - weiblich 1 - mannlich
X|Y]| O 1
0 Poo  Po1 | Po.
1l Pio P11 | P1
Po Pa1

pj: unbekannt!

Frage: Ist das Sportverhalten von Mannern und Frauen

unterschiedlich? Hangt das Sportverhalten vom Geschlecht ab?
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Befragung liefert Haufigkeiten fiir die einzelnen Felder. Anhand dieser

Haufigkeiten werden die Wahrscheinlichkeiten geschatzt!

Die Tabelle der Haufigkeiten heiB t Kontingenztafel

XY 0 1 # der beobachteten
0 noo no1 ng. Nichtsportler
1 N1 ni1 ni1.  Sportler

no ni

# der befragten

Frauen Manner

pij =
i’ n

nij

A

= pjj
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Mehrdimensionale diskrete ZufallsgroBen
Haufigkeitstabellen in R
Geg.: data.frame dfr mit Spalten X,Y und Z

2 bzw. 3 Dimensionen

table(dfr$X,dfr$Y) bzw. table(dfr$X,dfr$Y,dfr$Z) oder
ftable(X ~ Y,data=dfr) bzw.

ftable(X ~ Y+Z,data=dfr)

alle Dimensionen
table(dfr) oder ftable(dfr)

Parameter exclude
Werte ausschlieBen: z.B. NA, NaN oder Inf
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Mehrdimensionale diskrete ZufallsgroBen

Haufigkeitstabellen in R (2)
Geg.: data.frame dfr mit Spalten X,Y und Z

Funktion margin.table

margin.table(table(dfr),dim) gibt Randtabelle fiir Dimensionen
dim zuriick.,d.h. dim=c(2,3) fiir YXZ

as.data.frame und xtabs

as.data.frame(table(...)) macht aus Zeilen-/Spaltennamen

Variablen, xtabs () umgekehrt

0 0 a
a b as.data.frame — 01 b
c d <— xtabs 10 ¢
11 d
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Assoziationsmalle (nur fiir mehrdimensionale Tabellen)

X2

2y (Ps — pi.ps)°

ij Pi.P.j

X
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Assoziationsmalle (nur fiir mehrdimensionale Tabellen)

X2

2y (Ps — pi.ps)°

ij Pi.P.j

X

O-Koeffizient fur 2x2 Tafeln

2 — (P11P22 - P12P21)2
P1.P2.P.1p2
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Assoziationsmalle (nur fiir mehrdimensionale Tabellen)

X2

2 _ Z (Pij - Pi.P.j)2

iJj Pi.P.j

X

O-Koeffizient fur 2x2 Tafeln

2 — (P11P22 - P12P21)2
P1.P2.P.1p2

Odds Ratio fur 2x2 Tafeln

OR — P11P22
P12p21

Schatzung:
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Assoziationsmalle (nur fiir mehrdimensionale Tabellen)

X2

2 _ Z (Pij - Pi.P.j)2

iJj pi.p.j

X

$-Koeffizient fiir 2x2 Tafeln

¢ — (P11P22 - [712P21)2
P1.P2.P.1P.2

Odds Ratio fur 2x2 Tafeln

OR — P11P22
P12p21

Schatzung: Ersetzen der Wahrscheinlichkeiten durch die jeweiligen

relativen Haufigkeiten.
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Mendelsche Kreuzungsversuche

erbsen=read.table(

col .names=c("rund",
"gruen","Anzahl") ,text="
0 0 101

01 32

1 0 315

11 108")

erbstab = xtabs(

Anzahl ~rund+gruen,

data=erbsen)
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Mendelsche Kreuzungsversuche

erbsen=read.table( chisq.test(erbstab,
col.names=c("rund", correct=F)
"gruen","Anzahl") ,text="
0 0 101

01 32

1 0 315

11 108")

erbstab = xtabs(

Anzahl ~rund+gruen,

data=erbsen)
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Mendelsche Kreuzungsversuche

erbsen=read.table( chisq.test(erbstab,
col.names=c("rund", correct=F)
"gruen","Anzahl") ,text=" phi(erbstab,

0 0 101 digits=4)

01 32 #phi aus "psych'

1 0 315

11 108")

erbstab = xtabs(

Anzahl ~rund+gruen,

data=erbsen)
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Mendelsche Kreuzungsversuche

erbsen=read.table( chisq.test(erbstab,
col.names=c("rund", correct=F)
"gruen","Anzahl") ,text=" phi(erbstab,

00 101 digits=4)

01 32 #phi aus "psych'

1 0 315 OR=(erbstab[1,1]*
11 108") erbstab[2,2]) /
erbstab = xtabs( (erbstabl[1,2]*
Anzahl ~rund+gruen, erbstab[2,1])
data=erbsen)

278 / 662



Mendelsche Kreuzungsversuche

erbsen=read.table( chisq.test(erbstab,
col.names=c("rund", correct=F)
"gruen","Anzahl") ,text=" phi(erbstab,

0 0 101 digits=4)

01 32 #phi aus "psych'

1 0 315 OR=(erbstab[1,1]*
11 108") erbstab[2,2]) /
erbstab = xtabs( (erbstabl[1,2]*
Anzahl ~rund+gruen, erbstab[2,1])
data=erbsen)

% =0.1163 ®-Koeffizient= 0.0145 OR =1.0821
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e Haufigkeitstabellen
@ Scatterplots, ZusammenhangsmaBe

@ Das Regressionsproblem
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

6.2 ZusammenhangsmaBe

Erinnerung: Varianz der Zufallsvariablen X

var(X) = E(X —EX)?
— E[(X — EX)(X — EX)]
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

6.2 ZusammenhangsmaBe

Erinnerung: Varianz der Zufallsvariablen X

var(X) = E(X —EX)?
— E[(X — EX)(X — EX)]

Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y

Cov(X,Y) = E[(X—EX)(Y —EY)]
— E(XY) — E(X)E(Y)
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

6.2 ZusammenhangsmaBe

Erinnerung: Varianz der Zufallsvariablen X

var(X) = E(X —EX)?
— E[(X — EX)(X — EX)]

Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y

Cov(X,Y) = E[(X—EX)(Y —EY)]
— E(XY) — E(X)E(Y)

Korrelation der Zufallsvariablen X und Y
E[(X — EX)(Y — EY)]

Corr(X,Y) =
( ) \/var(X) -var(Y)
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ZusammenhangsmaBe (2)

Erinnerung: empirische Varianz

_— an(x,- ~ X)(x — X)

sx =
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ZusammenhangsmaBe (2)
Erinnerung: empirische Varianz

1 & - -
Sk = > (6 = X)(xi = X)
n—1i7

empirische Kovarianz

Sxy = n_1- (xi _7)(}4 - V)
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ZusammenhangsmaBe (2)

Erinnerung: empirische Varianz

1 & - -
Sk = > (6 = X)(xi = X)
m=1 ==

empirische Kovarianz

Sxy = ! ] (xi — 7)(}4 - V)

n—1iH

empirische Korrelation, Pearson-Korrelationskoeffizient
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VATCE IO ENTECI ZusammenhangsmaBe

Pearson-Korrelationskoeffizient, Eigenschaften

o Es gilt stets:
-1 S rxy S 1.
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Pearson-Korrelationskoeffizient, Eigenschaften

o Es gilt stets:
-1 S rxy S 1.

@ Der Korrelationskoeffizient ist invariant gegentber linearen
Transformationen
X — a+ bx
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Pearson-Korrelationskoeffizient, Eigenschaften

o Es gilt stets:
-1 S rxy S 1.

@ Der Korrelationskoeffizient ist invariant gegentber linearen
Transformationen
X — a+ bx

@ |rxy| =1 gdw. alle Punkte auf einer Geraden liegen,
y=mx+bm#0
rxy = 1 — Anstieg > 0
rxy = —1 — Anstieg < 0
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Pearson-Korrelationskoeffizient

e Der Pearson-Korrelationskoeffizient ist also ein MaB fiir die lineare
Abhangigkeit von X und Y.

e rxy ~ 0 — keine lineare Beziehung zwischen X und Y erkennbar,

aber es sind durchaus andere Abhangigkeiten moglich!

e Der Pearson-Korrelationskoeffizient ist nicht robust gegen AusreiBer
(siehe Ubung)

Realisierung in R:
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Pearson-Korrelationskoeffizient

e Der Pearson-Korrelationskoeffizient ist also ein MaB fiir die lineare
Abhangigkeit von X und Y.

e rxy ~ 0 — keine lineare Beziehung zwischen X und Y erkennbar,

aber es sind durchaus andere Abhangigkeiten moglich!

e Der Pearson-Korrelationskoeffizient ist nicht robust gegen AusreiBer
(siehe Ubung)

Realisierung in R:

cor(x,y,method="pearson") berechnet Koeffizient
cor.test(x,y,method="pearson") berechnet Koeffizient +
Signifikanztest (spater)

method="pearson" ist Standard und kann entfallen.
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

Spearman-Rangkorrelationskoeffizient
p (R = R)(Si —S)

s = — —

ViR — RRE(S - S)?
Ri: Rang von X; in der geordneten Stichprobe X(y)
Si: Rang von Y; in der geordneten Stichprobe Y(;)

<. < X
<. < Vi
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

Spearman-Rangkorrelationskoeffizient
_ YR —R)(Si—9)
ViR — RP?Z,(S; - S)
Ri: Rang von X; in der geordneten Stichprobe X(;) < ... < X(,,

rs

Si: Rang von Yj in der geordneten Stichprobe Y(;) < ... < Y(y)

cor(x,y,method="spearman")bzw.

cor.test(x,y,method="spearman")
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VATCE IO ENTECI ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

_ > (Ri = R)(Si - S)
\/27:1(/?,- — R)231L(Si = S)?

r's
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

> (Ri = R)(Si - S)
\/27:1(/?,- — R)231L(Si = S)?

(R — 231)(S — 73)

V(R — RS, (S — 5)?
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

>Sia(Ri — R)(Si - S)
VLR — RS, (S — S)2
7:1(Ri . n+1)(5. o n+1)

— 2 ! 2
V(R — RS, (S — 5)?
0 XL(Ri - S)°
- n-(m-1)
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

Yiu(Ri = R)(Si - S)
VI (R — R, (S — S)?
7:1(Ri . n+1)(5i o n+1)

_ 2 2
VI (R — R)2S0, (S — S)?
0 XL(Ri - S)°
n-(n?>—1)
—1<rs<+1

Irs| = 1 gdw. X, Y; in gleicher oder entgegengesetzter Weise

geordnet sind!
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

Beweis der letzten Formel (1)

oo XLA(R RS —5)
Vi (R~ R0 (S; — S)2

Nenner:
n

SR -RP =Y (-5 = > - T

i=1 i=1
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient
Beweis der letzten Formel (1)

oo XLA(R RS —5)
Vi (R~ R0 (S; — S)2

Nenner:
n

SR -RP =Y (-5 = > - T

- Yoo n+lz +n n+1
~on(n+1)-(2n41) ("+1) no(n+1)°
= 6 - > + 4

_ #.[2.(2,,4-1)—3-("4—1)]

(n=1)-n-(n+1) _ n-(n*-1)
12 12
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

Beweis der letzten Formel (2)

Zahler:
S (R - RIS - 3) =D (R~ TS - o)
i=1 i=1
i n+1Z n+1,,
:ZR,S,—2 > ZR, n ( > )
i=1 i=1
s n-(n+1)?
= ;R,S, - 2
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

Beweis der letzten Formel (2)

Zahler:
n . . n 1 1
S (R = RS~ 5) = L(Ri — )5 - )
i=1 i=1
i n+1Z n+1,,
:ZR,S,—2 > ZR, n ( > )
i=1 i=1
s n-(n+1)?
= ; R.S; — —

Damit erhalten wir eine weitere Darstellung fir rs:

n-(n 2
i RS — et
(n—1)-n-(n+1)

r5:12-
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient

Andere Darstellung fiir den Zahler
Setzen: d; == R, — S; = (R, — ") + (2L - §))

> d;

r's

2 2

Z(Ri— n—;—l)2+z(5i_ n—|—1)2

2
—2 (R - NS - )
(n—1)n(n+1) N (n—1)n(n+1)
12 12
Y. (n—1)n(n+1)
12
(n — l)g(n + 1)(1 . rS)
65 d?

1—

(n—1)n(n+1)
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Spearman-Korrelationskoeffizient
Drei Darstellungen
_ —1(Ri — R)(Si — S)
VIR = R2S(S - 5)?
Srg RS, — et
" (n=1n(n+1)
6> (R — Si)?
(n—1)n(n+1)

I's

= 12

1—

Bem.: Es gilt:

a) —1<rs<1

b) er=1<R =S5 Vi=1,...,n

c) re=—-1<R=n+1-5 Vi=1,...,n
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Vergleich der Korrelationskoeffizienten

Pearson - Spearman

Vorteile Spearman

e es genligt ordinales MeBniveau

e leicht zu berechnen

e rs ist invariant gegeniiber monotonen Transformationen

e gute Interpretation, wenn rs =~ —1,0,1 (wie bei Pearson)

e eignet sich als Teststatistik fiir einen Test auf Unabhangigkeit

e ist robust gegen Abweichungen von der Normalverteilung.
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Vergleich der Korrelationskoeffizienten

Pearson - Spearman

Nachteile Spearman

e wenn kardinales (stetiges) MeBniveau — evtl. (geringer)

Informationsverlust

e schwierige Interpretation, wenn rs nicht nahe 0, 1, oder -1

(gilt eingeschrankt auch fiir Pearson)
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Kendalls 7 (Konkordanzkoeffizient)
(X,', \/,), i = 1, .., n

1, falls x; < x; A y; < y; oder
Xi > Xi Ny >y
a; = -1, falls x; < x; A y; > y; oder

Xi > X Ny <Y

0, sonst

= sgn[(xi — x;)(vi — y;)]

Falls aj; =1 so heiBen die Punktepaare (x;, y;), (X;, y;) konkordant
Falls a; = —1 so heiBen sie diskordant

Falls a; = 0 so heiBen sie gebunden
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Kendalls 7 (Konkordanzkoeffizient)

2'2,- i djj 1
W) (1)

i<j

#f konkordanter Paare - f diskordanter Paare

()
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VATEEI T EOLEL IO ZusammenhangsmaBe

Kendalls 7 (Konkordanzkoeffizient)

2'2,- i djj 1
THUED R IR

i<j

#f konkordanter Paare - f diskordanter Paare
N
2
()

Bem.: einfache Berechnung, wenn neue Paare hinzukommen

Bem.: Es gilt, falls X, Y stetig: —1 < 3|7| — 2|rs| < 1.

2N +1

A 5 -
pprox 3N rs

Tappr. =

cor(x,y,method="kendall")
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Inhalt

e Haufigkeitstabellen
@ Scatterplots, ZusammenhangsmaBe

@ Das Regressionsproblem

294 / 662



Zusammenhange Regression

Scatterplot
Zweidimensionale Stichproben kénnen als Punkte in der Ebene

dargestellt werden

Lange und Breite von Venusmuscheln

plot (VM\$x, VM\$y,
col="red",pch=18,

cex=2)

Descr_Scatter.R  Descr_Scatterl.R
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Zusammenhange Regression

Das Regressionsproblem

X, Y: Zufallsvariablen (auch mehrdimensional)

Modell:

Y =F(X, 00,00,)+

Parameter  zufalliger Fehler

e ~ (0,0%).
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Zusammenhange Regression

Das Regressionsproblem

X, Y: Zufallsvariablen (auch mehrdimensional)
Modell:

Y =f(X, 61,....0,) + ¢
———

N
Parameter  2ufélliger Fehler

) e~ (0,0°).

f linear, bekannt bis auf Parameter:

lineare Regression
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Zusammenhange Regression

Das Regressionsproblem

X, Y: Zufallsvariablen (auch mehrdimensional)

Modell:

)

Y =f(X, 01,....0,) + & e ~ (0,0%).

Parameter  2ufélliger Fehler

f linear, bekannt bis auf Parameter:
lineare Regression
f nichtlinear, bekannt bis auf Parameter:

nichtlineare Regression
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Zusammenhange Regression

Das Regressionsproblem

X, Y: Zufallsvariablen (auch mehrdimensional)

Modell:

Y =f(X, 01,....0,) + & e~ (0,0°).

)

Parameter  2ufélliger Fehler

f linear, bekannt bis auf Parameter:
lineare Regression

f nichtlinear, bekannt bis auf Parameter:
nichtlineare Regression

f unbekannt: nichtparametrische Regression
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Zusammenhange Regression

Regression
f bekannt (bis auf Parameter)
Aufgabe:
ming,, o, E(Y — f(X, 01, ...,0,))
Parameter ¢, ...,0,: unbekannt.

Beobachtungen: (Y}, X;).
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Zusammenhange Regression

Regression
f bekannt (bis auf Parameter)
Aufgabe:
ming,, o, E(Y — f(X, 01, ...,0,))
Parameter 0,,...,0,: unbekannt.

Beobachtungen: (Y;, X;).

Erwartungswert durch arithmetisches Mittel ersetzen

n

) 1
Mmife,,...0, S — £(Xi, 01, .. 0,))°

i=1

Kleinste Quadrat-Schatzung fir 64, ..., 6, (KQS)
Least-Squares-Estimation (LSE)
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Regression

f bekannt (bis auf Parameter)

Losung des Minimum-Problems

n

1
minol,...,ep; S — (X, 01, ...,0,))?

i=1
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Zusammenhange Regression

Regression

f bekannt (bis auf Parameter)

Losung des Minimum-Problems

n

. 1
mlnel,...,ep; Z(YI - f(xi; 01, ..., ep))2

i=1

zu minimierende Funktion nach den Parametern differenzieren und

Null setzen:
2 2 of (X, 01, ...,0,)
—. Y. — f(X; . =0
n ,-:1( i ( 17917 79p)) ae]

j=1,...,p,= Gleichungssystem mit p Gleichungen.
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Zusammenhange Regression

Regression
f linear: lineares Gleichungssystem (1)

F(X,01,0,) = 0,.X + 6,

of of

— =X — =1

001 00,
*Z —(01Xi+62))-X; = 0
72 — (1 Xi+62))-1 = 0

SNXiYi—01Y XP—02> X = 0
Z\/;—GlzX,-—Gg-n =0
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Regression

f linear: lineares Gleichungssystem (2)

Die zweite Gleichung nach 6, auflosen:

1 1
922;2%—01;2&
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Zusammenhange Regression

Regression

f linear: lineares Gleichungssystem (2)

Die zweite Gleichung nach 6, auflosen:
1 1
Or==> Yi—=01-> X
n< n <
und in die erste einsetzen:

ZXiYi —‘9lz:xi2 - ,172 YiZXi‘*‘Qlizxizxf =0
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Zusammenhange Regression

Regression
f linear: lineares Gleichungssystem (2)

Die zweite Gleichung nach 6, auflosen:
1 1
0, = ;Zf:\/f—&;Zi:X;
und in die erste einsetzen:
ZXIYi - elzxiz - ,172 YiZXi +91,172Xizxf =0
SXY - }IZY;ZX,-—&((ZX,? —iZX;ZX;) =0

=

A XY= I XY Y Sxy 5 1 A
b, = n = bo==-0"Yi-0.> X
R R T S O S D OM D P
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Zusammenhange Regression

Regression
Zahler und Nenner in 0A1
1 _ _
Sxy = n_lz(Xi—X)(Yi—Y)
= . ZXY—nXY—nXY—i—nXY)
n_
= n—l ZXY—nXY)
= i ;Z:Xlzl: YI)
1
Sz = nZX;ZX,-)
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Spezialfall f(X,0) =6 (konstant)

Yi=0+e, €~(0,0%

Minimierungsaufgabe:

Losung:
2> (Yi—0)=0 > Yi—nf=0
i=1 i=1

Syv=Y

0=

S|

D.h. Y ist auch KQS.
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Spezialfall f(X,0) =10

Schatzung des Schatzfehlers

2 _ 2 _ 2 _ 2
Oy =04, =0, =0".

Schatzfehler:

N 1 1
09% = var(&):var(—~ZW):7'n'V3fW
n n
I,
= —-0 —nsoo 0
n
A2
2 7
6 = -
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Lineare und Nichtlineare Regression

f: Iinear, f(X, 91, 02) = (91X - 02
01 und 6, werden geschatzt.

Descr_Scatter_1.R  Descr_Scatter_Heroin.R

304 / 662



Lineare und Nichtlineare Regression

f: linear, f(X,01,0,) = 01X + 6,

01 und 6, werden geschatzt.
Descr_Scatter_1.R  Descr_Scatter_Heroin.R
f: nichtlinear, z.B. (X, 01,05) = In(0:X + 6,)

a) Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
b) wird auf den linearen Fall zuriickgefiihrt, z.B.
= In(1X+62) + ¢
eY = (91X == (92 = Z

Modelle sind aber i.A. nicht aquivalent!
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Zusammenhange Regression

Weitere nichtlineare Regressionsfunktionen

Auswahl

f(t) = a-+ bt+ ct? Parabel
f(t) = at® Potenzfunktion
f(t) = ae Exponentialfunktion
f(t) = k—aet
k
f(t) = m IOgiStiSChe Funktion
Inf(t) = k- 2 Johnson-Funktion
b+t
Inf(t) = k—Xe*  Gompertz-Funktion
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Zusammenhange Regression

Parametrische Regression in R

1m (lineare Modelle)
Im(formula,data), Formeln haben die Form Y ~ £, wobei £
Variablen und ihre Beziehungen enthalt:

@ Summe: A + B

@ Interaktion: A:B (s. Varianzanalyse)

@ Abkiirzungen: AxB =A + B + A:B und
ATk =A % ...x A
@ Funktionen: 1og(A)
@ Arithmetische Operationen: T (AxA)
Die zu schatzenden Paramter werden nicht aufgefiihrt:
Y ~ A + B bedeutet: Modell ist Y = c4A+ cgB + c und c,,¢, und ¢

(Intercept) sind zu schatzen.
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Zusammenhange Regression

Parametrische Regression in R

Beispiel Venusmuscheln

venusm = scan(what=list(integer(),integer()))
530 494 517 477 505 471 512 413 487 407

481 427 485 408 479 430 452 395 468 417

459 394 449 397 472 402 471 401 455 385
names (venusm) = c("x","y")

Im(y~x,venusm); plot(lm(y~x,venusm))

Im(y~I(x~2)+x,venusm); plot(lm(y~x,venusm))

Die Breite y (in mm) von Venusmuscheln wird in Abh. von Ihrer
Lange x betrachtet. Das erste Modell ist linear, das zweite

quadratisch. plot gibt mehrere Plots aus.
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Zusammenhange Regression

Nichtparametrische Regression

f unbekannt, aber “glatt”
Sei f 2x stetig differenzierbar, f € G, A >0

Ziel: pencrl (il(yl — (X))
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Zusammenhange Regression

Nichtparametrische Regression

f unbekannt, aber “glatt”
Sei f 2x stetig differenzierbar, f € G, A >0

Zil:  min (;(Y X))+ A / (f”(x)>2dx>
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Zusammenhange Regression

Nichtparametrische Regression

f unbekannt, aber “glatt”
Sei f 2x stetig differenzierbar, f € G, A >0

Zil:  min (;(Y X))+ A / (f”(x)>2dx>

Losung: Glattender Kubischer Spline.
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Zusammenhange Regression

Nichtparametrische Regression

f unbekannt, aber “glatt”
Sei f 2x stetig differenzierbar, f € G, A >0

Ziel.  min (fj(y,- X))+ A /(f”(x))de>

feG i—1

Losung: Glattender Kubischer Spline.

smooth.spline(x,y,spar,all.knots) (siehe Descr_Scatter.R)

spar: Glattungsparameter (meist aus (0, 1])
spar=0--e: Interpolierender Spline (0 Orig.)
spar=1: Gerade

all.knots: alle Punkte mit paarw. versch.

i ?
Abszissenwerten verwenden? 308 /662



Zusammenhange Regression

Nichtparametrische Regression

Kernschatzung, Motivation

K: Kernfunktion, standardisierte Dichte (z.B. Normal,

Epanechnikov-Kern).

Regressionsmodell:

Y = f(X)+e e~(0,0%) also
E(YIX=x) = f(x)
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Zusammenhange Regression

Nichtparametrische Regression

Kernschatzung, Motivation
K: Kernfunktion, standardisierte Dichte (z.B. Normal,
Epanechnikov-Kern).

Regressionsmodell:

Y = f(X)+e e~(0,0%) also
E(YIX=x) = f(x
f(x) = E(YIX=x) = [ yhx(ylx) dy

- gx,y) . Jya(x,y)dy
- IR
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Zusammenhange Regression

Regression, Kernschatzung

~ Jye(x,y)dy
0 =""500

g(x,y): gemeinsame Dichte von (X, Y)
fo(x): Randdichte von X
fy|x: bedingte Dichte von Y unter Bedingung X
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Zusammenhange Regression

Regression, Kernschatzung
J y&(x, y)dy
f(x) = —"——"—
%)= 80
g(x,y): gemeinsame Dichte von (X, Y)
fo(x): Randdichte von X

fy|x: bedingte Dichte von Y unter Bedingung X

Der Nenner wird geschatzt durch

A 121 X — X;
fo(X)—;;E'K( p )
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Zusammenhange Regression

Regression, Kernschatzung
J y&(x, y)dy
f(x) = —— ==
%)= 80
g(x,y): gemeinsame Dichte von (X, Y)
fo(x): Randdichte von X
fy|x: bedingte Dichte von Y unter Bedingung X

Der Nenner wird geschatzt durch

A 121 X — X;
fo(X)—;;E'K( p )

und der Zahler durch

1.2 1.2 1 X — X;
- iA iy Yi) — — i'_'K I
n;:lyg(x Yi) p >y, p ( - )

i=1
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Zusammenhange Regression

Regression

Kernschatzung

Beide zusammen ergeben die

Kernschatzung
i % ’ K(%)

?(X): n 1 K(H)

i=1h " h
K: Kernfunktion
h: Glattungsparameter
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Zusammenhange Regression

Beschreibende Statistik zusammenfassung (1)
Verteilungsfunktion
F(x) = P(X < x)
diskrete Verteilung
Fx)= > pi pi = P(X = x)

ixi<x
stetige Verteilung
F(x) = / f(t)dt,  f(t): Dichte.

Bsp: diskrete Verteilung: Binomial, Poisson
stetige Verteilung:  Normal, Gleich, Exponential
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Zusammenhange Regression

Beschreibende Statistik zusammenfassung (2)

Erwartungswert

i Pi X diskret
E(X) = {pr iskr

[xf(x)dx X stetig
Varianz
var(X) = E(X — EX)?
Normalverteilung, Dichte

f(x) = e Standard

ﬁﬁ

37y
>
|
=
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Beschreibende Statistik Zusammenfassung (3)

Gesetz der GroBen Zahlen (E(X) < o0)

X -5 EX, X-1
n

> x
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Zusammenhange Regression

Beschreibende Statistik Zusammenfassung (3)

Gesetz der GroBen Zahlen (E(X) < o0)

X -5 EX, X-1
n

Zentraler Grenzwertsatz (X iid)

vn-

X—pu

X—p

J/n-
2 1 v

&= > (X — X)? = o?

n—1

ZGWS.R

— Z ~N(0,1)

— Z ~N(0,1)
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Zusammenhange Regression

Beschreibende Statistik Zusammenfassung (4)

Statistische MaBzahlen

LagemaBe: X, Xo.5, Xa, X0.25, X0.75, Xas Xeuw
SkalenmaBe: s2, s, R, IR, MAD, Gini, S,, Q,
FormmaBe: 51, 5

mean, median, quantile, winsor.mean, summary

sd, diff (range(obj)), mad, Sn, Qn (Pkt.: "robustbase")
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Zusammenhange Regression

Beschreibende Statistik Zusammenfassung (5)
Boxplots boxplot

Haufigkeitsdiagramme hist
plot(table(...))
barplot(table(...))
Haufigkeitstabellen: table (abs.)
prop.table(table(...)) (rel.)
Korrelationskoeffizient
(Pearson, Spearman, Kendall): cor, cor.test
Scatterplots plot

Regression: 1m, plot(1m(...))
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e Statistische Tests: Einfiihrung und Ubersicht
@ Einstichprobenproblem

@ Vergleich zweier abhangiger Gruppen

@ Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (1)

@ Anmerkungen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (2)
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Sei X ein Merkmal (eine Zufallsvariable),
Fx(x) = P(X < x) = Py(X < x) = Fxg(x) 0: Parametervektor

Beispiel: 0 = (u, 0?)
. Erwartungswert von X

2. Varianz von X
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Sei X ein Merkmal (eine Zufallsvariable),
Fx(x) = P(X < x) = Py(X < x) = Fxg(x) 0: Parametervektor

Beispiel: 0 = (u, 0?)
. Erwartungswert von X

2. Varianz von X

X1, X2, ..., X,, Beobachtungen von X
pr T X=X
o2 = L5 (X — X)? =2

n—1

D.h. die unbekannten Parameter werden geschatzt.
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Statistische Tests: Einfiihrung

Problem
Schatzungen konnen sehr schlecht ausfallen!

l.a. vertritt der Fachexperte gewisse Hypothesen bzgl. der
(unbekannten) Parameterwerte!

Hypothesenpaar: Nullhypothese-Alternativhypothese

Die Nullypothesen werden verworfen, wenn die erhaltenen

Schitzwerte (z.B. X, s?) mit ihnen nicht in Einklang stehen.

319 /662



Statistische Tests: Einflihrungsbeispiele

@ Einstichprobenproblem, einfache Alternative
Ho : 1= po Hi:p=pa, (g1 # po)

e Einstichprobenproblem, zusammengesetzte (zweiseitige)
Alternative Ho : it = po Hy @ # po

e Einstichprobenproblem, zusammengesetzte (einseitige)
Alternative Ho : o= 1o Hy > o

@ Zweistichprobenproblem, einfache Alternative
Ho : i1 = o Hy :pp = po+6, (0 >0, fest)

@ Zweistichprobenproblem, zusammengesetzte (zweiseitige)
Alternative Ho : i1 = o Hy g # o,
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Statistische Tests: Eine verwandte Problemstellung

Elektronischer GroBhandel: TV-Gerate
Handler sagt: AusschuBquote p < 1% (p = 0.01)
Kéaufer ware einverstanden, priift aber N Gerate!
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Statistische Tests: Eine verwandte Problemstellung

Elektronischer GroBhandel: TV-Gerate

Handler sagt: AusschuBquote p < 1% (p = 0.01)
Kéaufer ware einverstanden, priift aber N Gerate!
Davon: N¢ fehlerhaft, N: Teststatistik

N,
Wf -100% > 1% = Ablehnung
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Statistische Tests: Eine verwandte Problemstellung

Elektronischer GroBhandel: TV-Gerate

Handler sagt: AusschuBquote p < 1% (p = 0.01)
Kéaufer ware einverstanden, priift aber N Gerate!
Davon: N¢ fehlerhaft, N: Teststatistik

N,
Wf -100% > 1% = Ablehnung

Zwei Fehler moglich

a) Zufallig N¢ zu groB! p < 0.01
= Kaufer lehnt ab

b) Zufallig N zu klein! p groB , p > 0.01
= Kaufer kauft
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Statistische Tests: Risiken - Fehler

Risiko des Handlers
Kaufer lehnt gute Ware ab (weil N¢ zufallig zu groB)
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Statistische Tests: Risiken - Fehler

Risiko des Handlers
Kaufer lehnt gute Ware ab (weil N¢ zufallig zu groB)

Risiko des Kaufers
Kaufer kauft schlechte Ware (weil Nf zufallig zu klein)
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Statistische Tests: Risiken - Fehler

Risiko des Handlers
Kaufer lehnt gute Ware ab (weil N¢ zufallig zu groB)

Risiko des Kaufers
Kaufer kauft schlechte Ware (weil Nf zufallig zu klein)

Risiken sollen quantifiziert werden:
a) P( Nicht kaufen | p < 1%)
b) P( Kaufen | p > 1%)

Beide Risiken nicht gleichzeitig zu minimieren.
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Statistische Tests: Risiken - Fehler
Risiko des Handlers
Kaufer lehnt gute Ware ab (weil N¢ zufallig zu groB)

Risiko des Kaufers
Kaufer kauft schlechte Ware (weil Nf zufallig zu klein)

Risiken sollen quantifiziert werden:

a) P( Nicht kaufen | p < 1%)

b) P( Kaufen | p > 1%)

Beide Risiken nicht gleichzeitig zu minimieren.
Losung:

P( Nicht kaufen | p < 1%) = o vorgeben

P( Kaufen | p > 1%) minimieren (oder es versuchen)
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Hypothesentest

Beispiel: Einstichproben-Lagetest
Sei p ein Lageparameter, z.B. der Erwartungswert.

Sei o ein vorgegebener Wert.
Nullhypothese und Alternativhypothese
a)Ho: p<po  Ha:p>po
b) Ho: w>po  Ha:p<po
c)Ho: p=po Ha : o # po
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Hypothesentest

Beispiel: Einstichproben-Lagetest
Sei p ein Lageparameter, z.B. der Erwartungswert.

Sei o ein vorgegebener Wert.

Nullhypothese und Alternativhypothese

a)Ho: p<po  Ha:p>po

b) Ho: w>po  Ha:p<po

c)Ho: p=po Ha : o # po
Teststatistik, TestgroBe, PriifgroBe, Stichprobenfunktion

:7_“0.\/;

T=T(X, ... X,)
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Hypothesentest, allgemein
Die Entscheidung fiir Hy oder fiir Hy wird anhand einer Teststatistik
T = T(x1, .y Xn)

gefallt.
Liegt der Wert von T in einem vorher bestimmten Bereich K, dem

sogen. Ablehnungsbereich oder kritischen Bereich, dann wird Hy

abgelehnt, anderenfalls wird Hy nicht abgelehnt.
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Hypothesentest, allgemein

Die Entscheidung fiir Ha oder fiir Hy wird anhand einer Teststatistik
T = T(x1, .y Xn)

gefallt.

Liegt der Wert von T in einem vorher bestimmten Bereich K, dem
sogen. Ablehnungsbereich oder kritischen Bereich, dann wird Hy
abgelehnt, anderenfalls wird Hy nicht abgelehnt.

T € K = Hy ablehnen, Entscheidung fiir Hy
T ¢ K = Hy nicht ablehnen, Entscheidung fir Hp.

1 falls TeK
O(X1y ey Xn) =

0 sonst

324 /662



Hypothesentest, Annahme- und Ablehnungsbereich

°a) Ho: < po Ha: > po

groBe Werte von T sprechen fiir Hy.
Annahmebereich | Krit.Bereich

T
tkri t
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Hypothesentest, Annahme- und Ablehnungsbereich

°a) Ho: < po Ha: > po

groBe Werte von T sprechen fiir Hy.
Annahmebereich | Krit.Bereich

T
tkri t

eb) Hy p>po Ha: p<po

kleine Werte von T sprechen fiir Hp.
Krit.B. | Annahmebereich

T
tkri t
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Hypothesentest, Annahme- und Ablehnungsbereich

°a) Ho: < po Ha: > po

groBe Werte von T sprechen fiir Hy.

Annahmebereich | Krit.Bereich

T
tkri t

eb) Hy p>po Ha: p<po

kleine Werte von T sprechen fiir Hp.
Krit.B. | Annahmebereich

T
tkri t

°oc) Ho: p=po Ha:  p# o
groBe Werte von | T| sprechen fiir H,.

| Annahmebereich |

T T
- tkri t tkrit
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Hypothesentest, Fehler 1. Art, Fehler 2. Art
Fehler 1.Art
Entscheidung fiir Hy obwohl Hy richtig ist.
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Hypothesentest, Fehler 1. Art, Fehler 2. Art
Fehler 1.Art
Entscheidung fiir Hy obwohl Hy richtig ist.

Fehler 2.Art
Entscheidung fiir Hy obwohl H, richtig ist
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Hypothesentest, Fehler 1. Art, Fehler 2. Art
Fehler 1.Art
Entscheidung fiir Hy obwohl Hy richtig ist.

Fehler 2.Art
Entscheidung fiir Hy obwohl H, richtig ist

Entscheidung Entscheidung
fur Hy fur Hy

Ho richtig | richtig, Sicher- | Fehler 1. Art
heitswkt. 1 — a | Fehlerwkt. «.

H, richtig | Fehler 2.Art richtig,
Fehlerwkt. 1-5 | Giite
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Hypothesentest, Fehler 1. Art, Fehler 2. Art
Fehler 1.Art
Entscheidung fiir Hy obwohl Hy richtig ist.

Fehler 2.Art
Entscheidung fiir Hy obwohl H, richtig ist

Entscheidung Entscheidung
fur Hy fur Ha

Ho richtig | richtig, Sicher- | Fehler 1. Art
heitswkt. 1 — a | Fehlerwkt. «.

H, richtig | Fehler 2.Art richtig,
Fehlerwkt. 1-5 | Giite

Entscheidung fiir Hy heiBt nicht notwendig, dass Hy richtig ist.
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Hypothesentest, Fehler 1. Art, Fehler 2. Art

a und (1 — ) kdénnen nicht gleichzeitig minimiert werden.
= Man gibt « vor (z.B. @ = 0.05), d.h. man behalt « unter Kontrolle

und versucht die Teststatistik so zu definieren, dass 3 maximal wird.

£ (und manchmal auch «) hangen von wahren (i.A. unbekannten)

Parametern ab.

Signifikanzniveau

a = sup ((0).

(2 CH)

©g: Nullhypothesenraum, also z.B. die Menge
{p:p=>pot oder {u:p=po}.
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Gutefunktion
Gutefunktion

B =p(0) = B(n) = PuT € K)
K heiBt Ablehnungsbereich oder Kritischer Bereich.

Beispiel: t-Test

B(n) = P(T € K)  K: kritischer Bereich
=P(T > t1_an-1|i,0?)
=1-pt(ti_qp-1.n—1,nc)

nc = \/nt=te. Nichtzentralitatsparameter
- kritischer Wert
K = [ti—a.n-1,00): kritischer Bereich.
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Einseitiger Test

Gtefunktion des cinscitigen Einstichproben-t-Tests
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Einseitiger Test Zweiseitiger Test

Gtefunktion des cinscitigen Einstichproben-t-Tests Gefunktion des zweiscitigen Einstichproben-t-Tests

329 /662



Einseitiger Test Zweiseitiger Test

Gtefunktion des cinseitigen Einstichproben-t-Tests Gefunktion des zweiscitigen Einstichproben-t-Tests

Test_Guete_t.R Test__Guete_t2.R
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Gutefunktion
Ideal:

Unter Hp: Giite O (d.h. Fehler 1. Art =0)
Unter Ha: Giite 1 (d.h. Fehler 2. Art =0)

Das ist aber nicht moglich!
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Gutefunktion

Ideal:
Unter Hp: Giite O (d.h. Fehler 1. Art =0)
Unter Ha: Giite 1 (d.h. Fehler 2. Art =0)

Das ist aber nicht moglich!

Ziel:
Test mit moglichst groBer Gutefunktion (unter Hp).

Wir schlagen natiirlich nur solche “sinnvollen” Tests vor.
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Lagetests (bei Normalverteilungsannahme, 1)

Einstichprobenproblem

Ho:p<po Ha:p>po Einstichproben-t-Test
t.test(x,mu,alternative)
HO v > Lo HA < o alt: "two.sided", "less" oder

"greater"

Ho:pp=po Ha:p#po
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Lagetests (bei Normalverteilungsannahme, 1)

Einstichprobenproblem
Ho:p<po Ha:p>po Einstichproben-t-Test
t.test(x,mu,alternative)
fib D> o Ha : M < [to alt: ‘Utwo.sided", "less" oder

"greater"

Ho:p=po Ha:p# po
Zweistichprobenproblem

Ho:pr < po Ha:pr > po
Ho:pa > pa Ha:pa < po
Ho :pin = pa Ha:pin # pi2
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Lagetests (bei Normalverteilungsannahme, 1)

Einstichprobenproblem
Ho:pw<po Ha:p>po Einstichproben-t-Test
t.test(x,mu,alternative)
HO D> o Ha : M < [to alt: ‘Utwo.sided", "less" oder
"greater"
Ho:p=po Ha:p# po
Zweistichprobenproblem
Ho:pr <po Ha:pg > po Zweistichproben-t-Test
(verbundene / unverb. Stichpr.)

t.test(x,y,mu,alternative,

Ho:pn > o Ha:pin < pio

Ho :pn = o Ha:pn # po .
paired)

paired=TRUE verbunden

mu vermutete Differenz
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Lage— und Skalentests (bei Normalverteilungsannahme)

c-Stichprobenproblem
Ho:py = ... = pic Ha:3(i,J) : i # 1
einfache Varianzanalyse

aov, 1m, anova

Andere Alternativen sind z.B.: 1 < ... < e p1 > > e
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Lage— und Skalentests (bei Normalverteilungsannahme)

c-Stichprobenproblem
Ho:pa=... = pic Ha 2 3(i,j) : pi # p
einfache Varianzanalyse

aov, 1m, anova

Andere Alternativen sind z.B.: 1 < ... <pue  pp > ...

Skalentest
Zwei unverbundene Stichproben

.2 2 . 2 2

var.test (nur bei Normalverteilung)

ansari.test, leveneTest (Paket "car")
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p-Werte
bisher: “Hy abgelehnt” oder “Hy beibehalten”
= wenig informativ.

Wir konnten uns auch bei jedem « fragen, ob Hy abgelehnt wird oder
nicht.

Wenn der Test bei Signifikanzniveau « ablehnt, wird er das auch fir

o > o tun.
Es gibt also ein kleinstes «, bei dem der Test Hy ablehnt.
Der p-Wert

ist das kleinste «, bei dem wir Hp ablehnen kénnen.

Test_t_p_value
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Einfihrung
p-Wert

T: (zufallige) Teststatistik, t: beobachtete Teststatistik
Nullhypothese:

Ho = 1t = p1o
Zweiseitige Alternative: 1 #£ 1
p-Wert = Po(|T| > |t])

Einseitige Alternative: 1 < pg
p-Wert = Py(T < t)

Einseitige Alternative: 1 > 1o
p-Wert = Py(T > t)

Der p-Wert heiBt auch Uberschreitungswahrscheinlichkeit.
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Einfihrung
p-Wert, lllustration

Einseitiger Test
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Einfihrung
p-Wert, lllustration

Einseitiger Test Zweiseitiger Test

p-Wert bei Student's ¢ mit 5 Freiheitsgraden
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Einfihrung
p-Wert, lllustration

Einseitiger Test Zweiseitiger Test

p-Wert bei Student’s ¢ mit & Freiheitsgraden

Fache unter der Dichte rechts der schwarzen Linie:

0.05 0.025
Fache unter der Dichte rechts der roten Linie:
p-Wert halber p-Wert

links entsprechend.
335/662



Bewertung von p-Werten

Der p-Wert ist also, grob, ein MaB fiir den Grad dafiir, dass die
Nullhypothese nicht zutrifft.
(vorsichtige) Interpretation

p-Wert Grad des Nicht-Zutreffens von Hy

< 0.01 sehr streng gegen Hy

0.01...0.05 | streng gegen Hy

0.05...0.1 | schwach gegen Hy

> 0.1 wenig oder gar nichts gegen Hj
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Bewertung von p-Werten

Der p-Wert ist also, grob, ein MaB fiir den Grad dafiir, dass die

Nullhypothese nicht zutrifft.
(vorsichtige) Interpretation

p-Wert Grad des Nicht-Zutreffens von Hy

< 0.01 sehr streng gegen Hy

0.01...0.05 | streng gegen Hy

0.05...0.1 | schwach gegen Hy

> 0.1 wenig oder gar nichts gegen Hj
Warnung:

Ein groBer p-Wert heiBt noch lange nicht, dass Hy zutrifft. Hy kann
zutreffen, Der groBe p-Wert kann aber auch daran liegen, dass der
Test niedrige Giite hat!
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Bewertung von p-Werten
P-VMVE  INTERPRETATON

0.001
0.0l
002 HIGHLY SIGNIFICANT
0.03
8’8:9 SIGNIFICANT

\ OH CRAP REDO
0.050_1— ca CULATIONS.
0.051 ]_ON TE EDGE
006 OF SIGNIFICANCE
007

HIGHLY' SUGGESTIVE,
0.08 SIGNIFICANT AT THE.
0.09 | P<0.I0LEVEL

00771 Hey, LOOK AT
>0.1 —THiS INTERESTING
SUBGROUP ANALYSIS

aus https://xkcd.com/1478/ (Dank an Herrn Rieger)
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Einfihrung
p-Wert und kritischer Wert

Einseitige Alternative, tyi: = t1_qo
t < tyir & p-Wert > o = Hy angenommen,
t > tiir & p-Wert < a = H, abgelehnt.
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Einfihrung
p-Wert und kritischer Wert

Einseitige Alternative, tyi: = t1_qo

t < tyir & p-Wert > o = Hy angenommen,
t > tiir & p-Wert < a = H, abgelehnt.
Zweiseitige Alternative, tyi = ti_o/2

|t| < tyir < p-Wert > o = Hp angenommen,
|t| > tyir < p-Wert < o = H, abgelehnt.

Ausgabe bei R entpricht Wert von alternative
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Einfihrung
p-Wert und kritischer Wert

Einseitige Alternative, tyi: = t1_qo
t < tyir & p-Wert > o = Hy angenommen,
t > tiir & p-Wert < a = H, abgelehnt.

Zweiseitige Alternative, tyi = ti_o/2
|t| < tyir < p-Wert > o = Hp angenommen,
|t| > tyir < p-Wert < o = H, abgelehnt.

Ausgabe bei R entpricht Wert von alternative

Der p-Wert ist nicht die Wahrscheinlichkeit, dass Hy zurifft:
P(Hp|Daten) # p-Wert
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e Statistische Tests: Einfiihrung und Ubersicht
@ Einstichprobenproblem

@ Vergleich zweier abhangiger Gruppen

@ Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (1)

@ Anmerkungen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (2)
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Nulhypothese  Alternative
a)Ho: pu<po Ha:p>po
b) Ho: w>po Ha:p<po
c)Ho: p=po Ha:p# po

Teststatistik

X_
T(Xy, . X)) = 210 /n
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Nulhypothese  Alternative
a)Ho: pu<po Ha:p>po
b) Ho: p>po Ha:p<po
c)Ho: p=po Ha:p# po

Teststatistik

X — o
T(Xi,...,X,) = .
(Xr - %) S v ‘Student’
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Nulhypothese  Alternative
a)Ho: pu<po Ha:p>po
b) Ho: p>po Ha:p<po
c)Ho: p=po Ha:p# po

Teststatistik

X —
T(Xy, . X)) = 210 /n
S ‘Student’
Durchfiihrung des Tests mit

t.test(data,mu=pg)
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Einstichprobenproblem
Test_tl_Banknote.R

140 gr  p-Wert
Pr> |t|

215 1 04258 > a=0.05 nosign
2 <0.0001 <a=0.05 sign.

2149 1 0.0784 > a=0.05 nosign.
2 0.03 < a=0.05 sign.

Das sind also zweiseitige p-Werte (Alternative c)).
Was machen wir bei Alternative a) oder b)? — s.u.

vorgegeben: Fehler 1.Art o (Signifikanzniveau)
(tiblich ist & = 0.05 oder av = 0.01)
dh. Poo(|T] > tird) =
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Verteilung der Teststatistik T

Nehmen wir in unserem Beispiel an, die Beobachtungen
XiNN(M07U2)7 7i:17"'7n

sind normal und unabhangig, dann hat die (zuféllige) Teststatistik T
eine t-Verteilung (Student's t),

L VX =) | N1
S \/ ﬁngl

(t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden)  und

= th1

thrit = t1-g.n-1

ist (1 — ) - Quantil einer t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.
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Dichtefunktion einer t-Verteilung
mit v(= n — 1) Freiheitsgraden (FG)

f (%) 4t (1+ x2)_VT+1 dt (x.2)
X)= —=——- — X,V
A ) v

Test_t_Dichte.R
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Einstichprobenproblem

t-Test

a) Ho: p < o Ha @ o> po
= groBe Werte von

X —
T — 5“0.\/;

indizieren Gliltigkeit von Hj,.
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Einstichprobenproblem

t-Test

a) Ho: p < o Ha @ o> po
= groBe Werte von

X —
T — 5“0.\/5

indizieren Gliltigkeit von Hj,.

b) Ho : i > 1o Ha s < po
= kleine Werte von T indizieren Hy

344 / 662



Statistische Tests Einstichprobenproblem

Einstichprobenproblem

t-Test

a) Ho: p < o Ha @ o> po
= groBe Werte von

X —
T — 5“0.\/5

indizieren Gliltigkeit von Hj,.

b) Ho : i > 1o Ha s < po
= kleine Werte von T indizieren Hy

c) Ho:p=pio Ha = # po
= | T| groB indiziert Giiltigkeit von Ha.
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Hypothesentest, Annahme- und Ablehnungsbereich

@a) Ho: n<puo Ha oy > o

groBe Werte von T sprechen fiir Hy.
Annahmebereich | Krit.Bereich

T
Ckrit
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Hypothesentest, Annahme- und Ablehnungsbereich

@a) Ho: n<puo Ha oy > o

groBe Werte von T sprechen fiir Hy.
Annahmebereich | Krit.Bereich

T
Ckrit

eb) Ho p>po Ha: < po

kleine Werte von T sprechen fiir Hy.
Krit.B. | Annahmebereich

T
tkri t
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Hypothesentest, Annahme- und Ablehnungsbereich

@a) Ho: n<puo Ha oy > o

groBe Werte von T sprechen fiir Hy.
Annahmebereich | Krit.Bereich

T
Ckrit

eb) Ho p>po Ha: < po

kleine Werte von T sprechen fiir Hy.
Krit.B. | Annahmebereich

T
tkri t

ec) Ho: p=po Ha:  p# 1o
groBe Werte von | T | sprechen fiir Ha.

| Annahmebereich .

T T
- tkri t tkrit
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Hypothesentest, sei jetzt t eine Realisierung von T.
Zweiseitige Alternative Ha @ p # po

Wenn [t]| > tgir = ti—2 n-1 50 Hp abgelehnt.

Wenn |t| < tyir = ti_g p-1 50 Hy nicht abgel.

Abl.I Annahme | Ablehnung

T T
— Ckrit 0 t Lkrit
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Hypothesentest, sei jetzt t eine Realisierung von T.
Zweiseitige Alternative Ha @ p # po

Wenn [t]| > tgir = ti—2 n-1 50 Ho abgelehnt.
Wenn |t| < tyir = ti_g p-1 50 Hy nicht abgel.

Abl.I Annahme ' Ablehnung

1 y ' 1
—tkrit 0 t Lierit
Einseitige Alternative Ha : 1 > po
Wenn t > ty.it = ti_a,n—1 SO Hop abgelehnt.

Wenn t < tyit = ti_q,n—1 SO Hp nicht abgel.
Annahme IAblehnung

y t T
0 t thrit
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Hypothesentest, sei jetzt t eine Realisierung von T.
Zweiseitige Alternative Ha @ p # po

Wenn [t]| > tgir = ti—2 n-1 50 Hp abgelehnt.

Wenn |t| < tyir = ti_g p-1 50 Hy nicht abgel.

Abl.I Annahme ' Ablehnung
i t t T
— tkrit 0 t Lierit
Einseitige Alternative Ha : 1 > po

Wenn t > ty.it = ti_a,n—1 SO Hop abgelehnt.

Wenn t < tyit = ti_q,n—1 SO Hp nicht abgel.
Annahme IAblehnung

f f T

0 t Lierit
Einseitige Alternative: Ha @ < pg
Wenn t < ty+ = to,n—1 S0 Hp abgelehnt.

Wenn t > ty.it = to,n—1 S0 Ho nicht abgel.
Ablehnung | Annahme

T
Lirit 0 t
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p-Werte bei einseitigen Alternativen (1)

Erinnerung: Der zweiseitige p-Wert ist: P(|T| > t).

P(|T|>t) = P(T>t)vV(-T>1t))
= P(T>t)Vv(T < —t))
= 2.P(T>t), t>0
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p-Werte bei einseitigen Alternativen (1)

Erinnerung: Der zweiseitige p-Wert ist: P(|T| > t).

P(|T|>t) = P(T>t)vV(-T>1t))

= P(T>t)Vv(T < —t))

= 2.P(T>t), t>0
P(T>t) = P(T <—t)

= 1-P(T > —t)

_ 1—;P(|T|>—t), £<0

(Die Verteilung von T ist stetig und symmetrisch.)
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

p-Werte bei einseitigen Alternativen (2)

Falla)  Ho:p <o H,:p> o

1p(|T| > t), falls t >0

p-Wert = P(T > t) = ? (I71>¢)
1—LP(|T| > —t), falls t <0

Ablehnung von Hy falls P(T > t) < a.

t.test(data,mu=pg,alternative="greater")

Fall b) Ho: > po H,:p < po

%P(|T| > |t|), falls t <0
—2P(|T| > —t), falls t >0

Ablehnung von Hj falls P(T < t) < «

t.test(data,mu=pyg,alternative="1ess")

p-Wert = P(T < t) =
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Zusammenfassung Einstichprobenproblem (1)

Teststatistik

S

X=19X, s2=-5(X—X)

Realisierung t

Zweiseitige Alternative, Hy : 1 = o Ha @ o # o
|t] > turie & Hy ablehnen
p-value < « & Hy ablehnen

“Pr>t|"<a = Ho ablehnen
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Zusammenfassung Einstichprobenproblem (2)

Einseitige Alternative, Hp : 1t < Ha > o

t > 0 und ""’Ta'“e < o & Hy ablehnen

Einseitige Alternative, Hy : 1 > o H, o < po

t <0 und P"éﬂ < a < Hy ablehnen
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Konfidenzbereiche (1)

am Beispiel des t-Tests B
X ~N(u,o?) = /n- X=l ¢, 1 wenn w der wahre (Lokations-)

S
Parameter ist. =

'D(_tl—%,n—l < \/E

(%)

X—p
S

< tl—%,n—l) =1l-a
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Konfidenzbereiche (1)

am Beispiel des t-Tests

X ~N(u,o?) = /n- Xp tn—1 wenn p der wahre (Lokations-)

S
Parameter ist. =

'D(_tl—%,n—l < \/E

(+)
Die Ungleichungen sind aquivalent zu

X—p
S

< tl—%,n—l) =l-«

(x) = _%tl—%,n—l <X-p< 7nt1_%,n_1
- - s
& —X- %t1,57,,,1 < —H < -X+ %tlf%’nfl
< X+ ﬁtl—%,n—l >p=>X— ﬁtl—%,n—l
& X- \ﬁtl—%,n—l Sp<X+ \ﬁtl—%,n—l
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Konfidenzbereiche (2)

(1 — «) Konfidenzintervall fir den (unbekannten) Parameter
s

i : tlf%,nfl]

[7 2 t1,%’,,,1,7+

Jn

t.test(...,conf.level=1 — @)
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Konfidenzbereiche (3)

(1 — a) Konfidenzintervall fir den (unbekannten) Median

[x(k), x(n — k + 1)] mit
P(Y, < k) < % und Y, ~ B(n,0.5)

n = length(x)

k = gbinom(%, n, 0.5)

sorted = sort(x)

confint= c(sortedl[k], sorted[n-k+1])
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzbereiche (4) Beispil
Test_tl_Banknote

(1 — a)-Konfidenzintervalle fir den Lageparameter = E'laenge’:

echt gefalscht
a=0.01 214.87 215.07 | 214.73 214.92
a=0.05 214.89 215.05 | 214.75 214.89
a =0.05 214.9 215.1 | 2147 2149
verteilungsfr. KI | (fir Median)

t.test(...,conf.level =1 — «)
verteilungsfrei: confint der vorherigen Folie
Einseitige Konfidenzintervalle mit

t.test(...,alternative="1less") bzw. "greater" 5t /562



Statistische Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzintervalle fur o2

bei Normalverteilung

2
X1, ..., X, ~ N(u,0°%),unabhingig = (n— 1)5—2 ~Xoq
o
Dichte einer y2-Verteilung
—x/2 v/2—-1 >
() = € X falls x>0
’ 0 sonst.
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzintervalle fur o2

bei Normalverteilung

2
X1, ..., X, ~ N(u,0°%),unabhingig = (n— 1)5—2 ~Xoq
o

Dichte einer y2-Verteilung
f2(X) _ 2u/2—r(%)e_x/2x”/2_1 falls  x 2 0
Xv _

0 sonst.

Test__Chi2_Dichte
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzintervall fiir o2 (2)

bei Normalverteilung

2
S
P(X§/2,n—1 < (n - 1); < X%—a/2,n—1) =l-«

auflésen nach o2

2
l—a = P(Xa/2,n71 <(n- 1); < leoz/2»"*1)

1 0'2 1 )
X%—a/ln—l T (h—1)s2 7 Xi/2,n—1
_ 2 _ 2
(;7 1)s <o? < (n2 1)s )
X1-a/2,n—1 Xa/2,n—1

- P

P
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Statistische Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzintervall fiir o2 (3)

nur bei Normalverteilung!

Konfidenzintervall

(Vertrauensintervall) fiir den (unbekannten) Parameter o

[ (n—1)s> (n— 1)52]

2 172
Xi-a/2,n-1 Xa/2,n-1

alpha = «

n = length(x)

confint.var = (n-1)*var(x)/
gchisq(c(1-alpha/2,alpha/2) ,n-1)
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e Statistische Tests: Einfiihrung und Ubersicht
@ Einstichprobenproblem

@ Vergleich zweier abhangiger Gruppen

@ Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (1)

@ Anmerkungen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (2)
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verbundene Stichproben

Ho:pr = po Hitpn # po

Ho:p1 > po Hi:opg < po

Ho :pp < pp Hy:opg > po

- Gewicht einer Person zu den Zeitpunkten ty, t,.
- Banknoten (oben- unten, links - rechts)

- Patient nimmt Medikament 1 und 2

- Kreuz- und selbstbefruchtete Pflanzen

Test_t2_Banknote Test_t2 Darwin
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Vergleich zweier abhangiger Gruppen
Vergleich zweier abhangiger Gruppen

Folgende Moglichkeiten:

a) Transformation Z := X; — X, und testen auf ;1 =0
t.test(x1-x2)

b) Mit 2 Argumenten und paired:
t.test(x1,x2,paired=TRUE)
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e Statistische Tests: Einfiihrung und Ubersicht
@ Einstichprobenproblem

@ Vergleich zweier abhangiger Gruppen

@ Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (1)

@ Anmerkungen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (2)
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unverbundene Stichproben

Ho @ pi1 = w2 Hy :pa # o
Ho @ p1 < po Hitpn 2> po
Ho : 1 > po Hy :pn < po

- Tibetische Schadel (Sikkim - Kham)
- Wasserharte (Nord - Siid)

- Klinikaufenthalt (Klinikl - Klinik2)
- Banknoten (echt - gefalscht)

Test_t2_ Tibetan  Test_t2_ Heroin  Test_t2_Banknote
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Vergleich zweier unabhangiger Gruppen
Vergleich zweier unabhangiger Gruppen (2)

Xl ~ N(/Ll,(f%), X2 ~ N(N%U%)

Fall 1: Varianzen 0%, 03 sind gleich

Fall 2: Varianzen 02, 03 sind verschieden
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Vergleich zweier unabhangiger Gruppen
Vergleich zweier unabhangiger Gruppen (2)

Xl ~ N(/Ll,(f%), X2 ~ N(N%Ug)

Fall 1: Varianzen 0%, 03 sind gleich

Fall 2: Varianzen 02, 03 sind verschieden

Fall 1:
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oo LRl o 2veier unabhangiger Gruppen

X1 NN(MDU%)J X2 NN(M%U%)
Fall 1: Varianzen 02, 03 sind gleich
Fall 2: Varianzen o2, 03 sind verschieden

Fall 1. Seien n, m: Umfange von Stichprobe 1 und 2.

X%
St = Ly (X —X1)?, S = Li(xzi — X3)?
n—1:H m—1:

Bem.: Bisher haben wir die erwartungstreue empirische Varianz mit s?
(Kleinbuchstabe) bezeichnet. Da wir hier betonen, dass es Zufallsvariablen
sind, verwenden wir jetzt GroB buchstaben, also 512 und 522.
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Erlauterung des Quotienten T
X1 ~ N (p1,02), Xo ~ N(p2,02) X

_ 1.
X1~N(M1702';), XzNN(M2>U2';)
(n—]_) (n—l)

2 2
02 o2 ’ 52 ~ Xm—-1

2 2
“S7 ~ Xno1s
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Erlauterung des Quotienten T
X1 ~ N(p1,02), Xo ~ N (2, 0?)
_ 1. 1
X1 NN(Hl,Uz : ;)7 X2 NN(M2>U2 ’ ;)

(n—1) (n—1)

2 2 2 2
02 : 51 ~ Xn—1> o2 ’ 52 ~ Xm—-1
X — Xy ~ N — 20+ (= + 1))

1 2 M1 — M2, n o m

1
S04 m-18) ~ s
T~ thimo unter Hy (ul = ,ug)

Bem.: Bei Normalverteilung sind Zahler und Nenner stochastisch
unabhangig!
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Vergleich zweier unabhangiger Gruppen
Vergleich zweier unabhangiger Gruppen (4)

T ist eine ZufallsgroBe!
Hy richtig ist) ist also sehr klein.

Sei jetzt t eine Realisierung von T (also der Wert, der bei
Ausrechnen anhand der gegebenen Daten entsteht).

Wenn jetzt t sehr groB, |t| € K (kritischer Bereich)
(aber die Wahrscheinlichkeit dafiir ist sehr klein, wenn Hy richtig ist)

= Hp ablehnen.
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Vergleich zweier unabhangiger Gruppen
Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Fall 2: Varianzen ungleich -
X=X

S
Vot

T
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Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Fall 2: Varianzen ungleich
X=X

S
Vot

T ~ t, approximativ. Die Zahl v der Freiheitsgrade wird auch
approximativ berechnet. (Welch-Test, 1937)

T

R bietet Tests fiir beide Falle (gleiche, ungleiche Varianzen) an.

Satterthwaite-Approximation (1946).
t.test(X1,X2,var.equal=TRUE) bei gleichen Varianzen,

t.test(X1,X2) sonst (var.equal=FALSE ist Standard).
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Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Welchen Test soll man nehmen?

- Aus Vorinformation ist vielleicht bekannt, ob man gleiche Varianzen
annehmen kann.

- Man koénnte einen Test auf gleiche Varianzen vorschalten
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Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Welchen Test soll man nehmen?

- Aus Vorinformation ist vielleicht bekannt, ob man gleiche Varianzen

annehmen kann.

- Man koénnte einen Test auf gleiche Varianzen vorschalten

Problem: 2-stufiger Test
Wird das Signifikanzniveau eingehalten??
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Vergleich zweier unabhangiger Gruppen
Welchen Test soll man nehmen?

- Aus Vorinformation ist vielleicht bekannt, ob man gleiche Varianzen
annehmen kann.

- Man koénnte einen Test auf gleiche Varianzen vorschalten

Problem: 2-stufiger Test
Wird das Signifikanzniveau eingehalten??

Vorschlag
gleich den t-Test fiir ungleiche Varianzen nehmen
ist einigermaBen robust gegen Abweichungen von der

Normalverteilung, aber nicht gegen AusreiBer
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Varianztest (1)

e Statistische Tests: Einfiihrung und Ubersicht
@ Einstichprobenproblem

@ Vergleich zweier abhangiger Gruppen

@ Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (1)

@ Anmerkungen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (2)
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SEWEEEREE S Varianztest (1)

Voraussetzung: Normalverteilung!!
L2 2 .2 2

52
1
- ~ Fn—l m—1

F=>L
3 ,

unter Hy

(Fisher-) F- Verteilung mit (n — 1, m — 1) Freiheitsgraden.

F ist Quotient zweier unabhangiger y?-verteilter ZufallsgroBen.

Hy ablehnen, falls
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Verianztest (1)
Test auf Gleichheit der Varianzen: F-Test
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Varianztest (1)

Test auf Gleichheit der Varianzen

F-Test, prakt. Durchfiithrung

52, := max(s?,s3) s2 := min(s?,s3)

Ny, Ny die entsprechenden Stichprobenumfange

2
S
= Hy ablehnen, falls S—g” > Fi g ny—1,0m-1-

Formulierung mit p-Werten
sy«
= Hy ablehnen, falls p-Wert = P(F > 5—2) <35

F~ FnM—l,nm—l

var.test(X1,X2,ratio) (ratio=1 ist Standard)
Test_F_Dichte
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e Statistische Tests: Einfiihrung und Ubersicht
@ Einstichprobenproblem

@ Vergleich zweier abhangiger Gruppen

@ Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (1)

@ Anmerkungen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (2)
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RIS S S Anmerkungen

Ein- und Zweistichprobenproblem
Anmerkungen (1)

@ Der F-Test (zum Skalenvergleich) ist sehr empfindlich
gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilungsannahme
= mit groBter Vorsicht genieBen.
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RIS S S Anmerkungen

Ein- und Zweistichprobenproblem
Anmerkungen (1)

@ Der F-Test (zum Skalenvergleich) ist sehr empfindlich
gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilungsannahme

= mit groBter Vorsicht genieBen.

@ Der Einstichproben- t-Test ist nicht robust!
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RIS S S Anmerkungen

Ein- und Zweistichprobenproblem
Anmerkungen (1)
@ Der F-Test (zum Skalenvergleich) ist sehr empfindlich

gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilungsannahme
= mit groBter Vorsicht genieBen.

@ Der Einstichproben- t-Test ist nicht robust!

@ Der Zweistichproben t-Test ist etwas robuster als der t-Test im

Einstichprobenproblem
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RIS S S Anmerkungen

Ein- und Zweistichprobenproblem
Anmerkungen (1)
@ Der F-Test (zum Skalenvergleich) ist sehr empfindlich

gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilungsannahme
= mit groBter Vorsicht genieBen.

@ Der Einstichproben- t-Test ist nicht robust!

@ Der Zweistichproben t-Test ist etwas robuster als der t-Test im

Einstichprobenproblem

@ AusreiBer kdnnen extremen Einfluss haben (UA).
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RIS S S Anmerkungen

Ein- und Zweistichprobenproblem
Anmerkungen (1)
@ Der F-Test (zum Skalenvergleich) ist sehr empfindlich

gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilungsannahme
= mit groBter Vorsicht genieBen.

@ Der Einstichproben- t-Test ist nicht robust!

@ Der Zweistichproben t-Test ist etwas robuster als der t-Test im
Einstichprobenproblem

@ AusreiBer kdnnen extremen Einfluss haben (UA).

@ Wenn Gleichheit der Varianzen unklar =
t-Test mit ungleichen Varianzen nehmen.

(ist bei gleichen Varianzen nur ganz wenig weniger effizient)
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RIS S S Anmerkungen

Ein- und Zweistichprobenproblem

Anmerkungen (2)

@ Besser nicht auf das Ergebnis des F-Tests verlassen.
(Problematik: 2-Stufentest, Nicht-Robustheit).

@ Es gibt robustere Skalentests
= Levene-Test und Brown-Forsythe-Test.
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Varianztest (2)

e Statistische Tests: Einfiihrung und Ubersicht
@ Einstichprobenproblem

@ Vergleich zweier abhangiger Gruppen

@ Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (1)

@ Anmerkungen

@ Test auf Gleichheit der Varianzen (2)
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SEWEEEREE S Varianztest (2)

Seien Xi,..., X, und Yi,...,Y,, unabhangige Beobachtungen.

Levene-Test
Bilden die Werte

X = 16-X
Y = 1%V

Skalenunterschiede in (X, Y) spiegeln sich jetzt in Lageunterschieden
in (X*, Y*) wieder.

Mit den “neuen Beobachtungen” wird jetzt ein t-Test durchgefiihrt.
Die t-Verteilung der entsprechenden Teststatistik gilt nur
approximativ.
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SEWEEEREE S Varianztest (2)

Test auf Gleichheit der Varianzen

Brown-Forsythe-Test
Analog zum Levene-Test, nur hier bilden wir die Werte

X = |X; —med(Xq,...,X,)]

J

Y' = |Y;—med(Y1,..., Yn)l

J

Beide Tests, Levene- und Brown-Forsythe, sind (einigermaBen) robust

gegen Abweichungen von der Normalverteilung.
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Varianztest (2)

Test auf Gleichheit der Varianzen: syntax

leveneTest (y,group, ...) erwartet eine Variable und einen
gleichlangen Gruppierungsvektor. Fiir Stichproben als separate
Vektoren ist daher eine Umformung notig:

require(car); xf = data.frame(
rbind(cbind(val=x1,fact=1),cbind(x2,2))

#mean = Levene

leveneTest (xf$val,xf$fact,center=mean)

#median = Brown—Forsythe

leveneTest (xf$val,xf$fact,center=median)

oder (hasslich, aber kurz):

leveneTest (c(x1,x2),c(x170,x170+1))

Test_t2_Banknote
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@ Vergleich von k unabhangigen Gruppen
@ Multiple Vergleiche

@ Vergleich von k abhangigen Gruppen

@ Weitere Varianzanalyse-Modelle
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8. Varianzanalyse

Einfaktorielle, einfache Varianzanalyse

A: Faktor (Gruppenvariable) mit k Stufen (Faktorstufen)
Modell

Yi=pt+a+e, i=1l.kj=1.n

Jis Gesamterwartungswert

Q;j: Effekt der i-ten Stufe von A

€ij: Fehler, ¢; ~ (0,02), unabhangig

Yi: J-te Beobachtung der i-ten Faktorstufe

Sk L a; =0 Parametrisierungsbedingung

Zum Testen brauchen wir (vorlaufig) die Annahme ¢; ~ N/(

0,02)
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Einfache Varianzanalyse

Testproblem
Hy:a1=ar=...=ay
Hi : o # oy (fiir ein i #£ 1)

Im Fall kK = 2 fiihrt dieses Testproblem auf das
Zweistichprobenproblem (— t-Test).

Output der Maschinen gleich?
Klausurergebnisse unterschiedlich?
Mageninhalt der Eidechsen gleich?
Cortisolgehalt unterschiedlich?

ANOVA_Maschinen Pl12erg
GLM__Eidechsen GLM__Cortisol
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Varianzanalyse

Varianzanalyse macht eine Streuungszerlegung:

Quadratsumme = Quadratsumme +  Quadratsumme
zwischen innerhalb
Gesamtfehler den Faktorstufen der Faktorstufen
SST = SSB 4+ SSW | (SSE)
(Total) (Between) (Within)  (Error)
k
N = Z n;
i=1
_ 1 M — 1
Y. ==YV, Y =NV,
n; jz_:l Y N i Y
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Einfache Varianzanalyse

Satz: Es gilt
wobei
SSB
SSw
SST

S5B + SSW = SST

(Between)
(Within)

(Y; = Y). (Total)
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Einfache Varianzanalyse

Satz: SSB + SSW = SST
Beweis:
SSB=3"nY;-2-N-Y +Y*.N

SSW=S"Y2-2-3"nY; + 3 nY;

i
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Einfache Varianzanalyse

Satz: SSB+ SSW = SST

Beweis:
SSB = Z nY:—2-N- Y + Y - N
SSW=YY2-2-3nY:+ Y nY;
ij i i
SSB + SSW =

= Z —|—Zn, —-N.Y’ —Zn,
iJj

:Z NY—ZZY—Y = SST 4
ij
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Varianzanalyse in R

anova

anova(model)

berechnet Varianzanalyse von Modellen (s. 1m).

aov

aov(formula,data)

vereint beide Schritte (Modell und ANOVA), mit summary wird auch
ein p-Wert ausgegeben.

anova(lm(v ~fac,dat))

summary (aov(v ~fac,dat))

wobei dat die Variable v und den Faktor fac enthalt.
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Vergleich von k unabhangigen Gruppen
Einschub: Faktoren in R

o Faktoren sind Daten mit sog. nominalem Niveau, d.h. sie kdnnen

lediglich nach identisch/nicht identisch unterschieden werden

Beispiel Lage: Nord/Siid, Geschlecht

(]

R speichert Faktoren intern als Integer

Die verschiedenen moglichen Werte heiBen Level

factor(c(1,1,2)) und c(1,1,2) sehen gleich aus, werden
aber von 1m anders behandelt (UA?)
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Varianzanalyse-Tabelle

Response: v
Df  Sum Sq MeanSq F value Pr(> F)
fac k-1 SSB(M) MSB w2 p-Wert
Residuals N-k SSW(E) MSE
SSB SSwW MSB
MSB - m, MSE — m, F - m ~ Fk,]”/\/,k

Hy: a;=- = ay Hy: 3(i,)) s ou # o
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Varianzanalyse-Tabelle

Response: v
Df  Sum Sq MeanSq F value Pr(> F)
fac k-1 SSB(M) MSB w2 p-Wert
Residuals N-k SSW(E) MSE
SSB SSwW MSB
MSB = m, MSE = m, F = m ~ Fk*l,N*k
H(): Ny = " = Qg H1: El(l',j)ZOé,'%Oéj

Wenn Hj richtig ist und die Beobachtungen normalverteilt sind, so

hat F = M8 eine F-Verteilung mit (k — 1, N — k) Freiheitsgraden.
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Einfache Varianzanalyse (2)
Ho wird getestet mit

£ MSB  geschatzte Varianz zwischen den Gruppen

MSE ~ geschitzte Varianz innerhalb der Gruppen

~ N-—-k SSB N—k SST —SSW
T k-1 SSW k-1 SsSw
F gI’OB, F > Flfa,kfl,ka < Hy abgelehnt
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Vergleich von k unabhangigen Gruppen
Einfache Varianzanalyse (2)

Ho wird getestet mit

£ MSB  geschatzte Varianz zwischen den Gruppen

MSE ~ geschitzte Varianz innerhalb der Gruppen

~ N-—-k SSB N—k SST —SSW
T k-1 SSW k-1 SsSw
F gI’OB, F > Flfa,kfl,ka < Hy abgelehnt

Bestimmtheitsmal

g2 SSB  SST —SSW i SSW
"~ SST SST SST

Der Anteil der Fehlerquadratsummen, der durch das Modell bestimmt

wird, heiBt Bestimmtheitsmal
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Einfache Varianzanalyse (3)
Offenbar: 0 < R? < 1.

MSB N—k SSB SST N—k R?

F = MSE ™ k=1 SST Ssw k-1 1-FR?

RP—0 = F—0

R?—>1 = F— .
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Einfache Varianzanalyse (3)
Offenbar: 0 < R? < 1.

F_MSB_N—k SSB SST N—k R?
 MSE k-1 SST SSW k-1 1-R?

RP—0 = F—0

R?—1 = F —oo0.

Schatzung der Modellstandardabweichung o

RootMSE = / MSE = ,/ﬁSSE

Variationskoeffizient

CV = IOO‘Ro_otMSE
Y
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Einfache Varianzanalyse
Anmerkungen (2)

@ Der F-Test in der Varianzanalyse ist (einigermaBen) robust

gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilungsannahme
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Einfache Varianzanalyse
Anmerkungen (2)

@ Der F-Test in der Varianzanalyse ist (einigermaBen) robust

gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilungsannahme

@ Die Funktion 1m liefert sehr viele Ausgaben, die sich mit plot
abbilden und mit weiteren Funktionen auswerten lassen.

residuals gibt die Residuen eines Modells zuriick.
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Einfache Varianzanalyse
Anmerkungen (2)

@ Der F-Test in der Varianzanalyse ist (einigermaBen) robust

gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilungsannahme

@ Die Funktion 1m liefert sehr viele Ausgaben, die sich mit plot
abbilden und mit weiteren Funktionen auswerten lassen.

residuals gibt die Residuen eines Modells zuriick.

@ F-Test verlangt auch Varianzhomogenitat
Daten balanciert (gleiche Stichprobenumfange)
— Abweichungen nicht so schwerwiegend.

391/ 662



Einfache Varianzanalyse

Test auf Varianzhomogenitat

L2 _ 2 _ 2
Hy:0f=05=..=0}

Hy:3(i, 1) : 02 # o?

Levene-Test (1960)
leveneTest(...,center=mean) (Paket "car")

Z; =Y - Y|

Brown-Forsythe-Test (1974)
leveneTest(...,center=median) (Paket "car"
Z; = |Y; — medY;|
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Einfache Varianzanalyse

Test auf Varianzhomogenitat (2)

Mit diesen neuen ZV wird eine Varianzanalyse durchgefiihrt.

e rn(Z - Z')

W=+ 75 _ 7°)2
v (25— 2Z;)

~ Fro1n—k-

GLM__Cortisol
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Geometrische Veranschaulichung
Y =(Y11,.-., Ykn,) Dimension N

A

Y= (Y. Ve Ve V)
—— — —_————

nymal niemal
Y—(V,....V) Y=1x.y,
( 7N |7 ) NZJ )
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Geometrische Veranschaulichung
Y =(Y11,.-., Ykn,) Dimension N

V=V Vi Ve V)
| |
nima ngma
Nmal
//l\/ss
V/'SSB
SSB+ SSW = SST R? = cos®y
Y =YIP+[Y=YIP = [[Y-Y|?
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@ Vergleich von k unabhangigen Gruppen
@ Multiple Vergleiche

@ Vergleich von k abhangigen Gruppen

@ Weitere Varianzanalyse-Modelle
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Problemstellung: Hy abgelehnt, aber zwischen welchen Faktorstufen
liegt der Unterschied?
o Idee: Alle Paarvergleiche machen.
@ Problem: Wenn wir das Signifikanzniveau a(= 0.05) so lassen,
wird das Testniveau nicht eingehalten!
@ Veranschaulichung: Bei 20 gleichzeitigen Tests konnen wir
20 - a = 1 Ablehnung erwarten, auch wenn Hy richtig ist.
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Varianzanalyse Multiple Vergleiche
sEms el E :
i CEEEN

llustration zum Problem vieler

gleichzeitiger Tests

aus: https://xkcd.com/882/
(Dank an Herrn Tobias Rieger)
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Multiple Vergleiche

Losungsmoglichkeiten (1)

Bonferroni-Korrektur
Signifikanzniveau fiir die gleichzeitigen Tests wird herabgesetzt auf

Qnom

(2)°
__ 0.05

bei k =4 und apom = 0.05 ware das ™ = 2.
2

Begriindung: Bonferroni-Ungleichung.
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Multiple Vergleiche

Losungsmoglichkeiten (1)

Bonferroni-Korrektur
Signifikanzniveau fiir die gleichzeitigen Tests wird herabgesetzt auf

Qnom
G)’
2

bei k = 4 und a0, = 0.05 ware das

Qpom __ 0.05

G o

Begriindung: Bonferroni-Ungleichung.

A;: Ereignis, Ho; (i-ter Paarvergleich) abgelehnt.

<

M
P(JA) <Y PA)SM T =a
———— i=1
Whkt, Hp;>1mal abgelehnt

M: Anzahl der Paarvergleiche.
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Multiple Vergleiche

Losungsmoglichkeiten (1)

Bonferroni-Korrektur in R
pairwise.t.test(x,g,p.adjust.method,pool.sd) mit

p.adjust.method = "bonferroni" fiihrt fiir jedes Paar von
Faktorstufen aus g einen t-Test aus und passt die p-Werte an.
pool.sd (Standard: TRUE) legt fest, ob die Varianzen gemeinsam
oder separat geschatzt werden sollen.

Bem.: Es gibt eine Fille weiterer Methoden (s. ?p.adjust).
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IRV
Multiple Vergleiche, Lssungsmsglichkeiten (2)

Tukeys ,,Honest Significant Difference"-Methode
Bilden die Y; und die Spannweite dazu w = max;;|Y; — Y;|.
Dazu kommt noch die empirische Standardabweichung s.

w
tmax = —
s

die sogenannnte studentisierte Spannweite.

Diese hat (wenn die Y; ~ N) eine (dem R-Programmierer)
wohlbekannte Verteilung, und entsprechende Quantile und kritische
Werte. Damit erhalten wir simultane Konfidenzintervalle fiir alle
Paardifferenzen p; — p1;. Liegt O nicht darin, so wird Hoj; : 1 = ;
abgelehnt zugunsten von Ha ;i : i # p).
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Multiple Vergleiche

Losungsmoglichkeiten (2)

Tukeys ,,Honest Significant Difference“-Methode in R

TukeyHSD (aov(v~fac,dat))

TukeyHSD wird auf das Ergebnis von aov angewendet (funktioniert
nicht mit 1m oder anova(1m())).
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@ Vergleich von k unabhangigen Gruppen
@ Multiple Vergleiche

@ Vergleich von k abhangigen Gruppen

@ Weitere Varianzanalyse-Modelle
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Zwei-faktorielle Varianzanalyse
Modell:

Yij =M+ o+ 6] + €, €~ (07 02) unabhangig

i=1,...,a,j=1,...,b. (eine Beobachtung je Zelle)

Das Modell ist iberparametrisiert, deswegen Bedingung:

a _ b _
1a;=0, j=1 5j =0.
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Zwei-faktorielle Varianzanalyse
Modell:

Yij =M+ o+ 61' + €, €~ (07 02) unabhangig

i=1,...,a,j=1,...,b. (eine Beobachtung je Zelle)

Das Modell ist iberparametrisiert, deswegen Bedingung:
Y0 =0, Zf:l B =0.

Folgene Hypothesen sind zu testen:

Hoo: a1=---=a,=0 gegen Hy,: (i, h):a; #a,
Hop: pr=---=0p=0 gegen Hip: (i, o) : By # B,

GLM_Synchro  GLM_Cache

Zum Testen brauchen wir wieder (vorlaufig) die Annahme
e; ~ N(0,0?)
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2-faktorielle Varianzanalyse

Y

<

SSA

SSE

SST

L

Mo

-

Y; arithmet. Mittel aller Beobachtungen

a-b i=1 j=1

1 b
- Z Y; Mittel aller Beobachtungen der i-ten Stufe von A
3 Z Y Mittel aller Beobachtungen der j-ten Stufe von B

la:1 b
b (Yi-Y.) SSB:i=a) (Y;-VY.)

i=1 j=1

a b

SV - Y+ V)

i=1 j=1

a b
SN (Y -Y.)
i=1 j=1
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Varianzanalyse-Tabelle

Df Sum Mean F-value Pr(> F)
Sq. Sq.
A a1 SSA MSA 2 Hy,
B b-1 SSB MSB Y22 Hu
Model a+b-2  SSM MSM %Y H nicht enthalten
Error  (a-1)(b-1) SSE MSE
Total ab-1  SST
SSM = SSA+SSB  SST = SSA+ SSB+ SSE
SSA SSB
MSA MSB =
A ERSY SR
SSA + SSB SSE
MSM = — =~ MSE=_ —————
> a+b—2 > (a—1)(b—1)
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2-faktorielle Varianzanalyse

Tests (1), Teilhypothesen

Hoa gegen Hi,:
MSA  geschatzte Varianz zwischen Stufen von A

MSE ~ geschatzte Varianz innerhalb der Gruppen

=
Fi ~  Fai(a-1)b-1)

Ho, gegen Hip:
_ MSB  geschatzte Varianz zwischen Stufen von B

MSE ~ geschitzte Varianz innerhalb der Gruppen

Fa
Fo  ~  Fp_1(a—1)(b-1)
groBe Werte von F fiihren zur Ablehnung!
Fi > Fi_aa-1,(a-1)(b-1) — Ablehnung von H,
F > Fl—a,b—l,(a—l)(b—l) — Ablehnung von Hy,
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2-faktorielle Varianzanalyse
Tests (2), Globale Hypothese
Ho: 1 =---a,;=0und By = --- 3, =0 gegen
Hi: (i, i2): iy # iy V (1, 2): Bjy # By
_ MSModell — SSA+ S5B (a—1)(b—1)

MSE SSE a+b—2
MSModell = M
at+b-—2

SSModell = SSA+ SSB.

Hy ablehnen, falls

F>F_aarb2a-1)b-1)
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Zweifaktorielle Varianzanalyse

Programm

#falls A, B noch keine Faktoren:

dfr$A = factor(dfr$ar)

dfr$B = factor(dfr$B)

# eigentliche Analyse
anova(lm(Y~A+B,dfr))

#F—Statistik und p—Wert des ges. Modells
summary (lm(Y~A+B,dfr))

Achtung: anova berechnet nur sog. Typ-I-Summen(s. nachster
Abschnitt)! Hier (balancierte Stichprobe) macht das noch keinen
Unterschied.
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@ Vergleich von k unabhangigen Gruppen
@ Multiple Vergleiche

@ Vergleich von k abhangigen Gruppen

@ Weitere Varianzanalyse-Modelle
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

a) balancierter Fall Mehrere Beobachtungen pro Kombination
der Faktoren A und B — eindeutig

b) unbalancierter Fall —

Es gibt verschiedene Méglichkeiten die Fehlerquadratsummen zu
zerlegen.

anova beherrscht nur Typ-lI-Summen.

besser: Anova(1lm(Y ~ A+B,dfr),type=3) aus Paket car
Typ-lll-Summen héangen nicht von Reihenfolge ab (A+B vs. B+A).

3 Forscher graben eine Reihe von Schadeln in 3 verschiedenen
Schichten aus.

Gemessen wird die Nasenlange.

? Forschereffekt, Schichteneffekt
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Klinische Untersuchung in mehreren Zentren
Ein Medikament zur Gewichtsreduktion soll getestet werden.
1: Medikament

0: Placebo
1-6: Zentren
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Klinische Untersuchung in mehreren Zentren
Ein Medikament zur Gewichtsreduktion soll getestet werden.
1: Medikament

0: Placebo
1-6: Zentren
Modell:

Yik = p+ i+ B; + €, € ~ N(0,0%) unabhingig

Es interessiert nur das Medikament, nicht das Zentrum:

H()Z Qo = Q1 H1:O{0<041
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Weitere Varianzanalyse-Modelle

anova(lm(Y~Medik+Zentrum))

#oder

Anova(lm(Y~Medik+Zentrum, type=3))
GLM_Drugeffect

Zum Output: wie bisher.

Balanzierter Fall: Variante | und Il identisch.

Unbalancierter Fall: Typ Ill-Summen zu bevorzugen, da der

entsprechende Test unabhangig von den Stichprobenumfangen ist.
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Wechselwirkungen ins Modell mit aufnehmen

Yiik = i+ o + B 4+ vij + €k, ek ~ N(0,0%) unabhingig

(+Reparametrisierungsbedingungen)
geht nur, wenn fiir jede Faktorstufenkombination mehrere

Beobachtungen vorliegen.

anova(lm(Y~A+B+A:B))
#oder kurz (siehe Folie zu Im)
anova(1lm(Y~A*B))

GLM__Insekten
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Weitere Varianzanalyse-Modelle

Modell mit Wechselwirkungen

Folgene Hypothesen sind zu testen:

Hops: ap=---=a,=0 gegen
Hi, : El(ih i2) - Oy 7é O

Hop: B1=---=p,=0 gegen
Hia - EI(,jlajZ) : BJ& 7é 512

HOc . Y11 = " = VYaxb — 0 gegen

Hic: 301 f2) i Yy #0
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Faktoren (Effekte, Faktorstufen) zufallig

hier ist Schatzung der Varianzkomponenten interessant und evtl. ein

Hypothesentest

Preisrichter seien zuféllig ausgewahlt.
Die Frage ist, ob die Variabilitat in den Scores an den Preisrichtern
liegt?

Yi = p+ i\’,—/+bj+e,-j, ej ~ N(0,0%) unabhingig

zufallig
A ~ (07 UI%)
€ij ~ (07 02)
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Varianzkomponentenschatzung

varcomp (1lme (Score~1,
random=1|Preisrichter/Wettkaempferin))
#varcomp aus Paket ape

#lme aus Pkat nlme

GLM_syncro_ zufaelligeEffekte

Annahme: A; und ¢; unabhangig.

var(Yj) = var(A;) + var(e;)

Output: Schatzungen fiir die Varianzkomponenten.
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Varianzkomponentenschatzung, 2

Betrachten wir hier das Modell der 2-faktoriellen Varianzanalyse

Yi = o+ Ai + Bj +6U’Ai ~ (070_,%\)7 BJ' ~ (07028)7 €ij ~ (0702)
——
zufallig
varY; = varA; + varB; + vare;

wenn alle Komponenten unanbhangig (das ist ggf. zu hinterfragen).

Und erinnern wir uns an die Quadratsummen
b

SSA= b3S (Vi— V.  SSBi=a> (V;—V.)

i—1 =1
dann wird evtl. der folgende Output verstandlich
E(MSA) = var(error) 4 40var (Preisrichter) (b = 40)
E(MSB) = var(error) + 5var (Wettkaempferin) (a=05)
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Weitere Varianzanalyse-Modelle
Mehr als 2 Faktoren - hoherfaktorielle

Varianzanalyse

Frequenzspektren

Gemessen wird die Amplitude bei 35 verschiedenen Frequenzen, 4
Fallungen, 3 Richtungen,

jede Messung wird 5 mal wiederholt.

? Fillungs-, Richtungseffekt, Wiederholungseffekt? Frequenzeffekt?
— 4 Faktoren.

Anova(lm(Y~A+B+C+D) ,data,type=3)
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Hierarchische Modelle
Die Faktoren liegen in hierarchischer Ordnung vor.

A
Al A2 A3 A4
Bi1l Bl12 B13 B21 B22 B23 B3l B32 B33 B4l B42 B43

Kalzium-Gehalt verschiedener Pflanzen und von verschiedenen
Blattern

4 Pflanzen werden zufallig ausgewahlt (zuféllige Effekte)

3 Blatter davon

2 Stichproben zu 100mg von jedem Blatt

Frage: Gibt es zwischen Pflanzen oder zwischen Blattern

unterschiedliche CA-Konzentrationen?
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Weitere Varianzanalyse-Modelle
Hierarchische Modelle (2)
Modell

Yijk:/l:‘i‘A,'—i‘Bij—i‘G,jk

A~ N(0,02), By ~N(0,02), ez ~N(0,02)
alle unabhangig

hier: n =2 a==4 b=3
varYj, = varA; + varBj; + vare;
= ag + 0[2, + 02
Ho, : 02 =0 Hop : 02 =10

GLM__hierarch
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VEGENFELENEE  Weitere Varianzanalyse-Modelle

Weitere Varianzanalyse-Modelle
Hierarchische Modelle (3)

#lmer in Paket lme4
Imer (Y~(1A)+(1|B/A))
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Anpassungstests Einfithrung

9.1 Einfihrung
empirische Verteilungsfunktion

9.2 EDF-Anpassungstests
Kolmogorov-Smirnov-Test
Anderson-Darling-Test

Cramér-von-Mises- Test

9.3 Anpassungstest auf Normalverteilung -
Shapiro-Wilk-Test

9.4. Anpassungstests auf weitere Verteilungen
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Anpassungstests Einfiihrung

Problem
Klassische Test- und Schatzverfahren sind oft konzipiert unter der

Normalverteilungsannahme.

Frage
Gilt sie tberhaupt?
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Gilt die Normalverteilung? (1)

Hampel, 1980, Biometrisches Journal

Eine Zeitlang glaubte (fast) jeder an das
'normale Fehlergesetz’,

die Mathematiker, weil sie es fiir ein
empirisches Faktum hielten,

und die Anwender, weil sie es fiir ein
mathematisches Gesetz hielten.
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Gilt die Normalverteilung? (2)

Geary 1947, Biometrika
Normality is a myth;

there never was,
and never will be,

a normal distribution.
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Anpassungstests

Seien Xi, ..., X, unabhangige identisch verteilte Beobachtungen,
X; ~ F, F unbekannt.

Anpassungstest auf eine spezifizierte Verteilung:
Hy: F=F gegen Hi: F#F.

[.LA. hangt F von unbekannten Parametern ab.

Anpassungstest auf eine Normalverteilung:

Ho: F(x) = ¢<X;HJ) (11,0 unbekannt)

Hi: F(x) # o

X —pu

. ) Yu,o,0 >0

(®: Verteilungsfunktion der Standardnormal.).
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Anpassungstests Einfiihrung

Anpassungstests
Gewicht von Hihnern

156
190
214
236

162
190
220
236

168
196
226
242

182
202
230
246

186
210
230
270
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Anpassungstests Einfithrung

Anpassungstests
Gewicht von Hihnern

156 162 168 182
190 190 196 202
214 220 226 230
236 236 242 246

Abmessungen von Banknoten, oben (echt, falsch)

186
210
230
270
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Inhalt

e Einfiihrung

@ EDF-Tests

@ Shapiro-Wilk-Test

@ Anpassungstests auf weitere Verteilungen

429/ 662



Empirische Verteilungsfunktion
Seien Xi, ..., X, unabhangige Beobachtungen, und
Xa) < ... < X(n) die geordneten Beobachtungen

Die Funktion
0 X < X(l)
F,,(X) = ﬁ X(,-) <x < X(,-+1) i=1..n
1 X(,,) < x

heiBt empirische Verteilungsfunktion.

Satz v. Glivento-Cantelli: F,(x) — F(x).
(Hauptsatz der Mathematischen Statistik genannt)

EDF EDF_2
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Die empirische Verteilungsfunktion
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Die empirische Verteilungsfunktion
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Anpassungstests

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests

Kolmogorov-Smirnov-Test
D = /nsup |Fa(x) — Fo(x)|
Cramér-von-Mises- Test

Wesq = [ (Folx) = Folx)) dFo(x)

—00

Anderson-Darling-Test

> (Fa(x) = Fo(x))?
A-sq = ”/,oo Fo(x)(1 — Fo(x))dFO(X)
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e el Eor-Tess

Anpassungstests auf Normalverteilung

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests

hier:

b
_ 1.7
p=X = =3 X,
ni=
1 2 —
A2:2 — X,'—X2
6°=s n—lg( )

D ~ D, (Kolmogorov-Verteilung) approx.

X © 2,2
lim Po(D < =) =1—-2)Y (~1)ke 2k~
n—oc0 0( \/ﬁ kz::l

(Kolmogorov, 1933).
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Anpassungstests auf Normalverteilung

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests (2)

Modifikationen fiir endliche Stichproben (zur Info.)
D: D-(y/n—0.0140.85/y/n)/\/n
A —sq: Asq-(1.0+0.75/n+ 2.25/n?)
W-sq:  W-sq (1.0 4+ 0.5/n)
GroBe Werte von D, A-sq und W-sq fiihren jeweils zur Ablehnung

von Hy.

p-Werte werden vom Programm berechnet.

Test__GoF__Banknote.R
Test_GoFDarwin.R
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Anpassungstests auf Normalverteilung

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests in R

Kolmogorov-Smirnov-Test: ks.test

ks.test(x, y,alternative, exact = NULL)

x ist eine Stichprobe, y Stichprobe oder Name einer Verteilung oder
Verteilungsfunktion (pnorm fiir Normalverteilung).

Cramér-von Mises-Test: cvm.test (Paket "nortest")

cvm.test (x) test, ob x normalverteilt ist.

Anderson-Darling-Test: ad.test (Paket "nortest")

ad.test(x) test, ob x normalverteilt ist.
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e Einfiihrung

@ EDF-Tests

@ Shapiro-Wilk-Test

@ Anpassungstests auf weitere Verteilungen
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Anpassungstests, Shapiro-Wilk-Test (1)
Vorbemerkungen:

X; —
X,-N./\/’(/L,O'z), Y/: a

~ N(0,1)

i=1,...,n.
Geordnete Beobachtungen:

X(l)g...SX(n) Y(l)g...SY(n).
Die Erwartungswerte

m; = E(Yp)
n! oo , .
— (D) [ re - o) ot

—00

sind bekannt (und vertafelt).
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Shapiro-Wilk-Test (2)

Approximation (Blom, 1958)

EXi)y = pn+om
Xiy = ptomi+e
einfaches lineares Regressionsmodell mit Parametern i, o.
Ee; = 0, aber die ¢; sind nicht unabhangig.
V = cov(Yy), Y)) m' = (my,...,m,)
X = (X, Xmy)-

438/ 662



Shapiro-Wilk-Test (3)

Verallgemeinerter Kleinster Quadrat-Schatzer von o:
m’'V-1X

= —
m'V-1m
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Shapiro-Wilk-Test (3)

Verallgemeinerter Kleinster Quadrat-Schatzer von o:
. mV1iX
0= ———
m'V-1im
wird verglichen mit der gewdhnlichen empirischen
Standardabweichung s

1 n —
(X; — X)2.
-1

52:
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Shapiro-Wilk-Test (3)

Verallgemeinerter Kleinster Quadrat-Schatzer von o:
. mV1iX
o= ———
m'V-1im
wird verglichen mit der gewdhnlichen empirischen
Standardabweichung s

1 —
(X,-—X)z.
n—1,.§::1

52:

Bem.: Der gewohnliche Kleinste Quadrat-Schatzer von o ist:

m’X
mm’

ks =
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Shapiro-Wilk-Test (4)

Shapiro-Wilk-Statistik

&2

IR
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Shapiro-Wilk-Test (4)

Shapiro-Wilk-Statistik

52 (m'Vim)* (h’X)?
s2(h—1) mV2m Y7 (X;—X)2-hh
wobei h' = m'V~! (bekannt, vertafelt).

W:
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Shapiro-Wilk-Test (4)

Shapiro-Wilk-Statistik

52 (m'Vim)* (h’X)?
s2(h—1) mV2m Y7 (X;—X)2-hh
wobei h' = m'V~! (bekannt, vertafelt).

W:

Wegen 3 h; = 0 folgt:
W ist Quadrat des (empirischen) Korrelationskoeffizienten von h und
X:

(S0~ X)(h — B))”

W = — =
(X = X)? - Eily (b — h)
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Shapiro-Wilk-Test (5)

(S (X — X)(h — B))°
P (X = X)2- 30y (h — h)?

o Offenbar: 0 < W < 1.

e W =~ 1 indiziert, ' = m'V~!(~ 2m’) ist Vielfaches von X.
D.h. die Punkte (m;, X(;)) liegen etwa auf einer Geraden, was
Normalverteilung indiziert.

@ Hy wird ablehnt, falls W < W,(n). R verwendet dabei noch eine

(Normalisierungs-) Transformation von W.
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Shapiro-Wilk-Test (6)

zur groben lllustration:

Scores der 1. Wettkampferinnen (5 Preisrichter)

X = (31.2,31.2,31.4,32.0,33.1)

Mit der Funktion sd erhalten wir s = 0.80747,

weiter ist h &~ (—2.88,—0.99,0,0.99,2.88) ~ 2! (’n—f(f;g)
(ausser h; und hs, siehe R-Code)

Fir die Shapiro-Wilk Statistik bekommen wir

W = cor(X, h)? ~ 0.81121

ShapiroWilk_Synchro.R
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Shapiro-Wilk-Test (7)

Approximative Dichtefunktion von W (unter Hp)

(Zoa (X6~ X)(h — B))°
(X = X)2 -, (hi — h)?
n=10 n=>5

12

W =

o

N s o o

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98
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Anpassungstests

e R verwendet eine Approximation der Verteilung von W ab
StichprobengroBe > 4.

e Der Shapiro-Wilk-Test erweist sich fiir kleinere, mittlere und
groBere Stichprobenumfange als geeignetster Test (er hat fiir die

meisten Alternativen die hochste Giite).

e Frither wurde meist der sogenannte y2-Anpassungstest verwendet.

Dieser hat jedoch geringe Giite.
e [V ist etwas besser als A-sq, besser als W-sq, und viel besser als D
und 2.

e D ist nur fiir sehr groBe Stichprobenumfange zu empfehlen
(n > 2000).
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Anpassungstests

e Man sollte beim Test auf Normalverteilung das Signifikanzniveau
auf o = 0.1 hochsetzen, insbesondere wenn wenig robuste Tests

(die Normalverteilung verlangen) angewendet werden sollen.

e Die Verwendung eines Test auf Normalverteilung als Vortest fiir

weitere Tests ist etwas umstritten.

e Robuste Tests haben meist geringen Effizienzverlust bei Vorliegen

von Normalverteilung.
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Anpassungstests
Durchfiihrung des Shapiro-Wilk-Tests in R

shapiro.test
shapiro.test(x) teste x auf Normalverteilung (/1,5 werden
genutzt).
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AGISEEET 55608 Anpassungstests auf weitere Verteilungen

e Einfiihrung

@ EDF-Tests

@ Shapiro-Wilk-Test

@ Anpassungstests auf weitere Verteilungen
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GUEEETEGESEM  Anpassungstests auf weitere Verteilungen

Anpassungstests

x*-Anpassungstest (Pearson, 1900)
Prinzip: Daten werden in p Klassen eingeteilt.
Klassenhaufigkeiten: N;

theoretische Klassenhaufigkeiten: np;

X2 _ Zp: (N; — np;)?
i=1 npi
X? ~ x5_, asymptotisch (bei bekannten 1, %) (Fisher, 1922)
X? ~ x3_3 approx. (bei 2 zu schatzenden Parametern, ML-Schatzung

mit gruppierten Daten oder Minimum-y2-Schatzung).
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GUEEETEGESEM  Anpassungstests auf weitere Verteilungen

Anpassungstests

x2-Anpassungstest

Nachteile des y?-Anpassungstests
e Wert von X? abhingig von Klasseneinteilung.

o \2- Anpassungstest auf Normalverteilung hat geringe Giite.

Diskrete Verteilungen
Hier kann der y>-Anpassungstest genommen werden (natiirliche
Klasseneinteilung)

Funktion chisq.test(x,p)
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Anpassungstests auf weitere Verteilungen
Y2-Anpassungstest

Diskrete Gleichverteilung
chisq.test(x)

Sonstige diskrete Verteilungen

wie oben, zusatzlich sind die Einzelwktn. explizit zu formulieren,
chisq.test(x,p=c(pl,p2,...))

Achtung: p= nutzen und nicht einfach 2.Argument setzen, dieses ist y
und fiihrt zu einem y?-Unabhiangigkeitstest (spater).

Test_GoF_Poisson  PoissonHorsekicks
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AGISEEET 55608 Anpassungstests auf weitere Verteilungen

Anpassungstests
EDF-Tests

Stetige Verteilungen
ks.test(x,y) mit y= pweibull, pexp, pgamma, pchisq, pt,

plnorm ...

Descr_Plot__Kuehl.R
Test_GoF_Darwin_1.R
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Nichtparametrische Tests Einfiihrung

Einflhrung
Einstichprobenproblem
Zweistichprobenproblem

Mehrere unverbundene Stichproben

Mehrere verbundene Stichproben
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Nichtparametrische Tests Einfithrung

Es werden die wichtigsten Rang-Analoga zu den Tests in 7.2.-7.4.,
8.1,8.3 behandelt.

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

Einfiihrung

Einstichprobenproblem (vgl 7.2), 2 verbundene Stichproben
(vgl. 7.3)

Vorzeichentest, Vorzeichen-Wilcoxon-Test

Zwei unverbundene Stichproben (vgl. 7.4)

Wilcoxon-Test

Mehrere unabhangige Stichproben (vgl. 8.1)
Kruskal-Wallis-Test

Mehrere verbundene Stichproben (vgl. 8.3)
Friedman-Test
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Nichtparametrische Tests Einfiihrung

Was tun wenn Normalverteilung nicht vorliegt?
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Nichtparametrische Tests Einfiihrung

Was tun wenn Normalverteilung nicht vorliegt?
Nichtparametrische Tests
@ sie verwenden keine Parameterschitzung (wie X, s)

@ sie halten das Signifikanzniveau («) fiir jede stetige Verteilung
(approximativ) ein. o hangt also nicht von der

zugrundeliegenden Verteilungsfunktion ab.

@ sie sind relativ effizient. Der Effizienzverlust bei

Normalverteilung ist in vielen Fallen gering!

Annahme: Verteilungsfunktion ist stetig (wenn nicht anders vermerkt)
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Einflhrung
Einstichprobenproblem
Zweistichprobenproblem

Mehrere unverbundene Stichproben

Mehrere verbundene Stichproben
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Nulhypothese Alternative
a) Ho:  p < po Ha: > po
b) Ho: 1> po Ha: < po
c) Ho: p=po Ha:  p# o

Vorzeichentest
Wie bisher werden die Differenzen X; — po gebildet.

v 1 falls X; — o > 0

0 falls Xi — o <0
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Nulhypothese Alternative
a) Ho:  p < po Ha: > po
b) Ho: 1> po Ha: < po
c) Ho: p=po Ha:  p# o

Vorzeichentest
Wie bisher werden die Differenzen X; — po gebildet.

n

Vii= =il
0 falls Xi — o <0 B

V* = # Differenzen mit positivem Vorzeichen

1 falls X; — o > 0 V+:Z\/,.
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Vorzeichentest (2)

Der Fall X; — o = 0 tritt wegen der Stetigkeit

der Verteilungsfunktion nur mit Wahrscheinlichkeit Null auf. Sollte
der Fall trotzdem eintreten (Messungenauigkeit) so wird die
entsprechnede Beobachtung weggelassen und der Stichprobenumfang
entsprechend verringert.

(Nachteil: Es werden gerade Beobachtungen weggelassen, die fiir die

Nullhypothese sprechen!)
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Vorzeichentest (2)

Der Fall X; — o = 0 tritt wegen der Stetigkeit

der Verteilungsfunktion nur mit Wahrscheinlichkeit Null auf. Sollte
der Fall trotzdem eintreten (Messungenauigkeit) so wird die
entsprechnede Beobachtung weggelassen und der Stichprobenumfang
entsprechend verringert.

(Nachteil: Es werden gerade Beobachtungen weggelassen, die fiir die
Nullhypothese sprechen!)

Es gilt: V© ~
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Vorzeichentest (2)

Der Fall X; — o = 0 tritt wegen der Stetigkeit

der Verteilungsfunktion nur mit Wahrscheinlichkeit Null auf. Sollte
der Fall trotzdem eintreten (Messungenauigkeit) so wird die
entsprechnede Beobachtung weggelassen und der Stichprobenumfang
entsprechend verringert.

(Nachteil: Es werden gerade Beobachtungen weggelassen, die fiir die
Nullhypothese sprechen!)

Es gilt: V* ~ Bi(n, })
(VT = # “Erfolge” bei n Versuchen mit Wkt. je %)

= kritische Werte kdnnten leicht selbst bestimmt werden:
gbinom(l —a,n,1)
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Vorzeichentest (3)

Teststatistik
n
M=V*t——
T 2
n*: Realisierung von V*
n~: Realisierung von V'~

Zweiseitiger p-Wert:

P(IM| = |n™ = 3[) = P(IM| = max(n™, n") —

2

denn |n* — =

_n
2

(zentrierte Statistik)

NS NIs
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Vorzeichentest (4)

Der p-Wert ist gleich

(x)= P (V+— g > max(nt,n”) — g)—i—P (Z — VT >max(nt,n") — Z)
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Vorzeichentest (4)

Der p-Wert ist gleich

(x)= P (V*— g > max(nt,n”) — ,27> +P (Z — VT >max(nt,n") — Z)

= P(Vt>max(nt,n7)) + P (n— VT >max(nt, n7))
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Vorzeichentest (4)

Der p-Wert ist gleich

— +_ 1 + _n n_ e+ + _n
(%)= P(V 5 > max(n',n") 2>+P(2 V™ > max(n",n") 2)
= P(Vt>max(nt,n7)) + P (n— VT >max(nt, n7))
4 1\ /1\"J 1\"1! L n
£ OO0 50
Jj=max(nt,n™) J 2 2 2 Jj=max(nt,n™) J

min(nt,n7)

-6 E ()
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Vorzeichentest (5)

Die Verteilung von V7 ist diskret, d.h. es gibt nicht zu jedem « einen
entsprechenden kritischen Wert.

Aber: p-Werte gibt es immer, d.h.:
p<a = Hy (c) ablehnen

M>0AS% <a = Hy(b) ablehnen
M<O0ANE <a = Hy(a) ablehnen

Der Vorzeichentest ist meist nicht sehr effizient
(Ausnahme: Verteilung=Doppelexponential)

besser ist der Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Nichtparametrische Tests - Vorzeichentest in R

nicht enthalten, da wilcox.test meist besser ist, aber leicht zu

implementieren:

sign.test = function(data,mu=0,...){
sig = sign(data-mu);
vplus = sum(sig==1) ;#=length(sig[sig == 1])
ties = sum(sig==0) ; #=length(sig[sig == 0])
n = length(data) - ties;
binom.test(vplus,n,p=0.5,...);

}

Bem.: ... kopiert die Argumente von sign.test zu binom.test.
Dieses testet ein Ergebnis eines wiederholten Bernoulliexperiments
unter der Hy, dass die Wkt. pro Experiment p ist.
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest
Bilden zu den “Beobachtungen” D; = |X; — 10| die Rangzahlen,
d.h. den Rang (den Platz) in der geordneten Stichprobe

D(l) <.. < D(n)
—~— ~—~—
Rang 1 Rang n

Sei R der Rang von D;.
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest
Bilden zu den “Beobachtungen” D; = |X; — 10| die Rangzahlen,
d.h. den Rang (den Platz) in der geordneten Stichprobe

D(l) <.. < D(n)
—~— ——
Rang 1 Rang n

Sei R der Rang von D;.

n Summe der Range von
WS => RV D; fiir die X; — 10 > 0.
=il
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Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (2)

Erwartungswert und Varianz von W.*

EWS = D3 RY — Z,_”—“) Ev — L
22~ 2
var W+ — B+ — Ewrp = T EDC D)

24
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iz e e e
Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (2)
Erwartungswert und Varianz von W.*

12 1 1
EoW, =Y Rf = Z,_ ”7+) EV; =3
i=1

n-(n+1)(2n+1)
24

var W = E(W,} —EW,")?* = (UA)

Die Berechnung der exakten Verteilung von W kann durch
Auszahlen aller Permutationen erfolgen

(— schon fiir kleinere n groBere Rechenzeit!)

Deshalb verwendet man (fiir mittlere und groBe n) die asymptotische

Verteilung.
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Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (3)

Asymtotische Verteilung
W ~ N(EW varW,")  asymptotisch

GroBe Werte von
(W — EW,|

\/var W

fihren zur Ablehnung von Hy (gegen die zweiseitige Alternative).
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Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (4)

R-Implementation (Wilcoxon-Vorzeichen-Test)

S=W - EW' = Z RV, —
Xi—po>0
R;" Rang von |X; — uo,
Summe nur iber positive X; — pio

n < 20: p-Werte aus der exakten Verteilung von S.
n > 20: Es wird eine t-Approximation verwendet:

 S-v/n—1
- \/n Var (5) — 52

Y

(n—l—l)
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Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (5)

Bindungen (= Messwertwiederholungen): Rénge werden gemittelt.
Sei t;: # Bindungen in der i-ten Gruppe.
Korrektur in Var(S):

_ n(n+1)(2n+1)

var(S) n — %Z ti(ti +1)(t — 1)
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (6)

|Q-Werte von Studenten (Wiwi),
Ho : po = po =110 Hi: > o
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (6)

|Q-Werte von Studenten (Wiwi),
Ho : pp = p1o = 110 Hy:p> po

d; = Xj — 110
X,'ZlQ d,' |d,| r,-+ V,
9 -11 11 5 O
131 21 21 8 1
118 8 8 3 1
112 2 2 1 1
128 18 18 7 1
136 26 26 10 1
120 10 10 4 1
107 -3 3 2 0
134 24 24 9 1
122 12 12 6 1
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (6)

|Q-Werte von Studenten (Wiwi),

Ho : pp = p1o = 110 Hy:p> po
d; = Xj — 110
x=1Q di |d| " V Vorzeichentest:
9 -11 11 5 O
131 21 21 8 1
118 8 8 3 1
112 2 2 1 1
128 18 18 7 1
136 26 26 10 1
120 10 10 4 1
107 -3 3 2 0
134 24 24 9 1
122 12 12 6 1
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (6)

|Q-Werte von Studenten (Wiwi),

Ho : pp = po =110 Hi:tpw > po
d; = Xj — 110
x=1Q d |d| r" V Vorzeichentest:
9 -11 11 5 0 M=8-73
131 21 21 8 1 ~ _
118 s 5 3 1 p-Wert(exakt) = 0.1094
112 2 2 1 1
128 18 18 7 1
136 26 26 10 1
120 10 10 4 1
107 -3 3 2 0
134 24 24 9O 1
122 12 12 6 1
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (6)

|Q-Werte von Studenten (Wiwi),

Ho : 1t = po = 110 Hy > g
di =x; — 110

x=1Q d |d| r" V Vorzeichentest:
99 -11 11 5 0 M =g 10
131 21 21 8 1 : _
118 8 8 3 1 p-Wert(exakt) = 0.1094
112 2 2 1 1 - .
128 18 18 7 1 Wilcoxon-signed
136 26 26 10 1
120 10 10 4 1 w+ — E(WT)
07 3 3 2 0
134 24 24 9 1
122 12 12 6 1
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (6)

|Q-Werte von Studenten (Wiwi),

Ho : pp = po =110 Hi:tpw > po
d = x; — 110

x=IQ d; |d| " V Vorzeichentest:
99 11 11 5 0 M=8-73
%513213 281 %1 g i p-Wert(exakt) = 0.1094
%%223 128 %8 % i Wilcoxon-signed
B EEDL] W
A R T
122 12 12 6 1 p-Wert=0.0371.

Test_|1Q_Daten
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Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (7)

@ Im Gegensatz zum Vorzeichentest ist der
Vorzeichen-Wilcoxon-Test (= signed rank test) sehr effizient, bei
Normalverteilung nur wenig schlechter, bei den meisten
Verteilungen besser als der t-Test.
= Wenn Normalverteilung nicht gesichert ist
Vorzeichen-Wilcoxon-Rang-Test nehmen!
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Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (7)

@ Im Gegensatz zum Vorzeichentest ist der
Vorzeichen-Wilcoxon-Test (= signed rank test) sehr effizient, bei
Normalverteilung nur wenig schlechter, bei den meisten
Verteilungen besser als der t-Test.
= Wenn Normalverteilung nicht gesichert ist
Vorzeichen-Wilcoxon-Rang-Test nehmen!

@ Der Vorzeichentest und der (Vorzeichen-)Wilcoxon-Test sind
sogenannte Rangtests, da sie nur auf den Rangzahlen der

Beobachtungen beruhen. Es gibt weitere Rangtests.
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Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (7)

@ Im Gegensatz zum Vorzeichentest ist der
Vorzeichen-Wilcoxon-Test (= signed rank test) sehr effizient, bei
Normalverteilung nur wenig schlechter, bei den meisten
Verteilungen besser als der t-Test.
= Wenn Normalverteilung nicht gesichert ist
Vorzeichen-Wilcoxon-Rang-Test nehmen!

@ Der Vorzeichentest und der (Vorzeichen-)Wilcoxon-Test sind
sogenannte Rangtests, da sie nur auf den Rangzahlen der
Beobachtungen beruhen. Es gibt weitere Rangtests.

@ Durchfiihrung des Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest:

wilcox.test(x,alternative,mu,exact,...)
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Zwei verbundene Stichproben

Bilden Z := X — Y  und testen wie beim Einstichprobenproblem,
z.B.

Ho:pz=0 Hy:pz #0

Banknoten: oben-unten, links-rechts
Darwin: kreuz-selbstbefruchtete Pflanzen
sign.test(x-y)
wilcox.test(x,y,paired=TRUE)

Npar_1_Banknote Npar_1_Darwin
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Weitere Fragestellungen im Einstichprobenfall (1)

Binarvariablen
Sei X eine 0-1 Variable, d.h.

P(X=0)=p, PX=1)=1-p

Ho : p = po T: Anzahl der Beobachtungen in Klasse 0.

Hi. p<po: p-Wert = P(T < t) = pbinom(t.n,pp)
Hi, p>po: p-Wert = P(T > t)

Hie p#po: p-Wert = P(T <toder T>n—t+1)
Binomialtest

binom.test (x=t,n,p)
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Binomialtest

binom.test(sum(var > 0),length(var),0.8)
Binomialtest_toxaemia.R

Warenliefung, UA
Der Hersteller behauptet, hochstens 5% sind schlecht.

Sie haben n = 20 Stiicke gepriift, und X = 3 schlechte Stiicke gefunden.
Hat der Hersteller recht?

Betrachten Sie sowohl die exakte als auch die asymptotische Version.

Konfidenzintervalle:
a) Normalapproximation

b) exakt: Binomialverteilung (pbinom)
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Weitere Fragestellungen im Einstichprobenfall (4)

Zum Vergleich, zur Erinnerung und Erganzung

Diskrete Gleichverteilung
chisq.test(x)

Anpassungstest auf vorgegebene diskrete Verteilung

wie oben, zusatzlich sind die Einzelwktn. explizit zu formulieren,
chisq.test(x,p=c(pl,p2,...))

Achtung: p= nutzen und nicht einfach 2.Argument setzen, dieses ist y
und fiihrt zu einem y?-Unabhingigkeitstest (spater).
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Nichtparametrische Konfidenzintervalle

(1 — a)-Konfidenzintervall fir p-Quantil, d.h. fir x,
Die Verteilung der j-ten Ordnungsstatistik X(;):

P(Xpy <) =Y (") F(x)/(1 = F(x))™

R I
i=j
“Erfolg” gdw. X; < x, “Erfolgswahrscheinlichkeit” F(x).

Insbesondere, fiir x = x, (das wahre p-Quantil)

n

P(X(j) <xp) = Z (7) F(Xp)i(l - F(Xp))n_i

= i (7) p'(L—p)
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Nichtparametrische Konfidenzintervalle

P(Xi) < xp) = Z (7)/9"(1 —p)"

i=j+1
Untere und obere Konfidengrenzen X)) und X, fiir x, werden so

bestimmt, dass / und u (moglichst) symmetrisch um [np| 4+ 1 und so
dass (vgl. Hahn und Meeker, 1991, Bibliothek: SK850 H148)

u—1 n ) By
P(X(/) <Xx, < X(u)) = Z (,‘)pl(l _p)n i>1-q

i=I

(X{(|np)) ist Schatzung fiir x,.)
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Nichtparametrische Konfidenzintervalle
(1 — «) Konfidenzintervall fir x,

n = length(x); npf = floor(n*p); alpha= «
ci.ind = c(l=npf,u=npf+1)
while(diff (pbinom(ci.ind,n,p)) < (l-alpha)){
ci.ind["u"] = ci.ind["u"]+1
if (diff (pbinom(ci.ind,n,p) >= (1-alpha)))
break
ci.ind["1"] = ci.ind["1"]-1
}

conf.int = sort(x) [ci.ind]
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Einflhrung
Einstichprobenproblem
Zweistichprobenproblem

Mehrere unverbundene Stichproben

Mehrere verbundene Stichproben
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

/wei unverbundene Stichproben: Wilcoxon-Test

Wir setzen keine Normalverteilung voraus, aber den gleichen

Verteilungstyp, insbesondere gleiche Varianzen

Ho:pn=pa Hy:pa # po

Ho :pin > po Hy:pg < po

Ho:pa <po Hi:ipn > po

Wir fassen die Beobachtungen Xii, ..., X1, Xo1, -+, Xom

zu einer Stichprobe zusammen und bilden die Rangzahlen Rj;,

i=1,2,j=1...n,m

Z(l) <. < Z(n+m)
~~ S——
Rang 1 Rang n+m
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Nichtparametrische Tests

Wilcoxon-Test

Summe der Range zur 1. bzw. 2. Stichprobe

Sl:Zle 52=ZR21'
Jj=1 j=1
Die Erwartungswerte (untelr Hp) sind .
E051:n(n+2m+ ) und E052=m(n+2m+ )

und die Varianzen

. 1
varS; = var 52:n m(nl-;m-l— )
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Wilcoxon-Test (2)

Sei S die Statistik S; oder S,, die zur kleineren Stichprobe gehort.
Die Teststatistik des Wilcoxon-Tests ist
S—E(S)
VvarS
Z ~N(0,1) approximativ
(0.5 = Stetigkeitskorrektur)
bei Bindungen: korrigierte (kleinere) Varianz

/ =

Nparlway_ Carnitinfraktion.R
Nparlway_Banknote.R
Nparlway_Heroin.R
Nparlway_Tibetan.R
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Wilcoxon-Test (3)

e R gibt die Teststatistik (Z) und den p-Wert je nach Wahl von

alternative an.

a)H01M1:M2 Hy :py # po
= two-sided Pr > |Z| = P(|Z| > Z)
b) Ho : pa < po Hy :pn > o

= one-sided z > 0
—P(Z>z)=Pr>2Z
c) Ho:pa > o Hy:p < po
= one-sided z < 0
—P(Z<z)=Pr<Z

e R bietet die Normalapproximation oder exakte p-Werte an.

wilcox.test(x,y,alternative,exact)
(nétige Option paired=FALSE ist Standard) 480 /662



Wilcoxon-Test (4)

e Manche Programmpakete, z.B. R, verwenden die

Mann-Whitney-Version des Wilcoxon-Tests mit folgender PriifgroBe

U=>I(X <)),
iJ

wobei / Indikatorfunktion ist.
U zahlt also alle Paare von X und Y-Beobachtungen, fiir die eine
X-Beobachtung kleiner ist als eine Y-Beobachtung.
Beide Versionen sind aquivalent, d.h. die p-Werte sind dieselben. Es
gilt:

U = n(n+ m) Z R; — )n

H,_/
w
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Fligner-Policello Test (1)

Verteilungsannahme: keine, auBer Symmetrie.
Seien 6y, 6, die Mediane von X bzw. Y.

Hoi ‘91:02 Hli Ql#QQ
HoZ 91§¢92 H; - 191>(92
HoZ 91292 H1: 01<92
Placements:
n 1 —
PI(X,-):ZI(YJ-<X;)—|—§/(Yj:X,-), Pl = — - ZPI
j=1 1i=1
m 1 S
P/(Yj):Z/(X,-<YJ-)+§I(X,-:YJ-), Pl = — >_PI(Y;)
i=1 2 j=1
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Fligner-Policello Test (2)

Fligner-Policello Test

221 PI(Y;) — iy PI(X)

FP — S
2,/Vy + Vs + PI,Pl,

n

W= S(PIX) - PLY, Vo= S(PI(Y) ~ PR’

Jj=1

FP ~ N(0,1)  unter 6, =06,

fp.test(x,y) aus Paket RVAideMemoire
Achtung RVAideMemoire ist groB und hat viel Abhangigkeiten, ggf.

fp.test(x,y) selbst implementieren.
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Wir machen gar keine Verteilungsannahmen.

HoZ F1:F2 Hli Fl#FQ
HQZ FISFZ H]_Z F1>F2
H()Z Fleg Hli F1<F2

Kolmogorov-Smirnov-Test
D = max|Fi,(x) — Fom(x)|
D" = max(Fin(x) — Fam(x)) (einseitig, D)
D™ = max(Fam(x) — Fin(x))

(zweiseitig, EDF)

(einseitig, D)
ks.test(x,y,alternative,exact)
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Cramér-von Mises-Test

Wir machen gar keine Verteilungsannahmen.

Hol F1:F2 Hli F]_#F2
Hoi F1§F2 Hli F1>F2
H()Z Fleg H1: F1<F2
Cramér-von Mises-Test
1 2 n;
M = > mi ) t(Fua() = Falx)*
i=1 j=1
1 2
Fn(XJ) — EzniFl,n

cvm.test(x,null) mit z.B. null=pnorm aus Paket "goftest"
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Allgemeine Empfehlungen (1)

@ Wenn Normalverteilung, gleiche Varianzen und keine AusreiBer:
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Allgemeine Empfehlungen (1)

@ Wenn Normalverteilung, gleiche Varianzen und keine AusreiBer:
t-Test
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Allgemeine Empfehlungen (1)

@ Wenn Normalverteilung, gleiche Varianzen und keine AusreiBer:
t-Test

@ Wenn Normalverteilung, ungleiche oder unbekannte Varianzen

und keine AusreiBer:
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Allgemeine Empfehlungen (1)

@ Wenn Normalverteilung, gleiche Varianzen und keine AusreiBer:
t-Test

@ Wenn Normalverteilung, ungleiche oder unbekannte Varianzen
und keine AusreiBer: Welch-Test (t-Test, unpooled,
Satterthwaite)

@ Wenn “sehr nahe” an Normalverteilung und keine AusreiBer: wie
bei Normalverteilung

@ keine Normalverteilung oder unbekannte Verteilung, gleiche
Varianzen, und etwa gleicher Verteilungstyp (AusreiBer in
begrenztem MaBe erlaubt): Wilcoxon-Test
oder: Adaptiver Test (z.B. Paket: adaptTest)
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Allgemeine Empfehlungen (2)

@ keine Normalverteilung oder unbekannte Verteilung, ungleiche
Varianzen, und etwa gleicher Verteilungstyp (AusreiBer in
begrenztem MaBe erlaubt)
ny & ny oder (n; > np, 01 < 03): Wilcoxon-Test

@ keine Normalverteilung oder unbekannte symmetrische
Verteilung, ungleiche Varianzen, nicht zu kleine
Stichprobenumfange: Fligner-Policello-Test

@ keine Normalverteilung, Verteilungstypen verschieden, ungleiche
Varianzen (kleine Varianz zu kleinem Stichprobenumfang):
K-S-Test

oder: Brunner-Munzel-Test (Paket "lawstat")
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Nichtparametrische Tests Mehrere unverbundene Stichproben

Einflhrung
Einstichprobenproblem
Zweistichprobenproblem

Mehrere unverbundene Stichproben

Mehrere verbundene Stichproben
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Nichtparametrische Tests Mehrere unverbundene Stichproben

Modell:

Y = pi +e€j, €~ (0,0°) unabhangig,i=1,. kj=1,..n;.

Ho :pip = ... = pux Hy o3 (i, i2) gy # i

Wir fassen alle Beobachtungen Xi1, ..., Xin,, s Xk1, -y Xin,
zusammen und bilden die Rangzahlen R, i =1...k,j = 1...n;.

Mit den Rangzahlen fiihren wir eine
einfaktorielle Varianzanalyse durch
= Kruskal-Wallis-Test
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Kruskal-Wallis-Test

_ ST = Eo(T)))? - my 12505 4 (Ti — Eo(T3))* -

KW

S?2/(N—1) N(N +1) ’
: 1 & : :
wobei T; = — Z R mittlere Rangsumme der i-ten Gruppe
n; 4
ij=1
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Kruskal-Wallis-Test

_ ST = Eo(T)))? - my 12505 4 (Ti — Eo(T3))* -

KW
S?2/(N—1) N(N +1) ’
: 1 & : :
wobei T; = — Z R mittlere Rangsumme der i-ten Gruppe
n; 4
ij=1
Kruskal-Wallis Varianzanalyse
T Yi.
EoT; = % Y =Y
Zahler SSB
52 = DRI — 57 5y (Ry — M51)2 SST

N =% . n; Gesamtstichprobenumfang
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Kruskal-Wallis-Test (2)

N+
= LXR -5 ) =
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Kruskal-Wallis-Test (2)

N+1 N N+1,

ZZ i 75 ) = = (k—T)
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Kruskal-Wallis-Test (2)

N
$ = EN R R = = Y k= B
i k=1
2
— ;k2(N+1);k+( Zl) N
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Kruskal-Wallis-Test (2)

N

= Zk2(N+1)Zk+(le)2.N

k k
NN+ 1)(2N+1) NN+1)2  (N+1)?
- 6 2 N
= W(4N+2—6N—6+3N+3)
NN +1) C(N—=1)-N-(N+1)
= T WoU= 12 ‘
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Nichtparametrische Tests Mehrere unverbundene Stichproben

Kruskal-Wallis-Test (3)

Vorteil: S? ist nicht zuféllig, hangt nur vom Stichprobenumfang ab.
KW ~ x2 | (asymptotisch)
Hy ablehnen, falls  p-value < «

R: Funktion und Output
kruskal.test(x,g,...)

chi-squared: realisierte KW

df=k — 1: Freiheitsgrade.

Nparlway_Maschinen.R
Pl12erg.R
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Kruskal-Wallis-Test (4)

e Bei Bindungen erfolgt eine Korrektur der Statistik, es werden die

Range gemittelt.

o KW-Test ist relativ effizient bei Normalverteilung. Bei

Nicht-Normalverteilung meist besser als der Varianzanalyse-F-Test.

e KW-Test halt (wie alle nichtparametrischen Tests) asymptotisch

das Signifikanzniveau ein.

e kleine Stichproben (N < 20): exakte p-Werte moglich mit der
Funktion kruskal_test aus dem Paket "coin" (_ statt .).
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Nichtparametrische Tests Mehrere verbundene Stichproben

Einflhrung
Einstichprobenproblem
Zweistichprobenproblem

Mehrere unverbundene Stichproben

Mehrere verbundene Stichproben
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Nichtparametrische Tests Mehrere verbundene Stichproben

Friedman-Test

Modell, wie bei der 2-faktoriellen Varianzanalyse
Yj=p+a;i+Bi+e;, €~ (0,0°) unabhingig
j=1...,ki=1...,n

Ho:B1=...=Bk(=0)  Hi:3(1,42): B # B

Range werden zeilenweise gebildet, Y1) < ... < Yy
Rj; der Rang von Yj; in der i-ten Zeile.
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Nichtparametrische Tests Mehrere verbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests

Friedman-Test (2)

Block | Behandlung: 1 2 ... k | Zeilensummme
1 Ru Ru ... Ru ullad)
n R,,l Rn2 500 R,,k @
Ri R> ... Ry n)
nR, nR, nR

(R — E(Ry))

F pu—
g n-k(k+1)/12
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Nichtparametrische Tests Mehrere verbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests

Friedman-Test (3)

(R — E(R)))
n-k(k+1)/12

Fi =

R;=1>" Ry Spaltenmittel der j-ten Spalte (Vergleiche mit Y ;)
ER;=1. @ = &£L (Vergleiche mit Y )

Unter Hp : Fi ~ x4_,(asymptotisch)

Hy ablehnen, falls F, > X%,a’k,l
oder falls p-value < « .
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Nichtparametrische Tests Mehrere verbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests
Friedman-Test (4)

o Bei Bindungen Korrektur des Nenners.

o Fir kleinere n ist Friedman-Test (asymptotisch) meist etwas
konservativ (d.h. der wahre Fehler 1. Art ist kleiner als z.B.
0.05).

o Fir groBere k (etwa k > 5) ist der Friedman-Test (bei

Normalverteilung) einigermaBen effizient.

@ Fiir k = 2 ist der Friedman-Test zum Vorzeichentest adquivalent

(also nicht besonders effizient).
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Mehrere verbundene Stichproben
Durchfiihrung des Friedman-Tests

Daten als Vektor oder Matrix
friedman.test(y,groups,blocks,...)

Daten und Faktoren als data.frame
friedman.test(formula,data,...)

Test_Friedman_Hypnose.R Test_Friedman_Synchro.R
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Ubersicht

111
11.2
11.3
11.4
11.5

Korrelation und Unabhangigkeit
Lineare Regression

Nichtlineare Regression
Nichtparametrische Regression

Logistische Regression
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Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Korrelation und Unabhangigkeit
Lineare Regression
Robuste lineare Regression

Nichtparametrische Regression

°
°

°

@ Nichtlineare Regression
°

@ Logistische Regression

°

Ubersicht Regressionsverfahren
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Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeit und Unkorreliertheit, Wdh.
Die Zufallsvariablen Xi, ..., Xy heiBen unabhangig, falls fiir alle

X1,...,xy € R
P(X1 <X1,...,XN < XN) = P(Xl <X1)"'P(XN < XN)
Die Zufallsvariablen Xi, ..., Xy heiBen unkorreliert, falls

E(Xy--- Xv) = E(X1) - - E(X).
Unabhangigkeit = Unkorreliertheit

<=

Unabhiangigkeit < Unkorreliertheit falls X; ~ N/
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Korrelation und Unabhangigkeit
Korrelation und Unabhangigkeit

Fall a) Stetige (metrische) Merkmale
Seien (X;, Y;), i =1,..., N unabhéngige bivariate Zufallsvariablen.
Wir testen
Ho: X und Y sind unabhangig (unkorreliert) gegen
H; : X und Y sind linear abhangig (korreliert)
Pearson-Korrelation
S -R(-V)
VX = XY - Y)?
T=VN-2-——2L— ~tu,

rxy

wird in R zur Berechnung der p-Werte verwendet.
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Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Korrelation und Unabhangigkeit
Fall a) Stetige (metrische) Merkmale (3)

Ho: X und Y sind unabhangig (unkorreliert) gegen
Hy: X und Y sind monoton abhangig

Spearman-Rangkorrelationskoeffizient
o — Sa(Ri = R)(Si = S)
ViR —R2E,(Si — 5)?

Weitere Korrelationskoeffizienten: Kendall.
Wenn keine Normalverteilung vorliegt: Spearman oder Kendall

nehmen!
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Korrelation und Unabhangigkeit
Korrelation und Unabhangigkeit

a) Metrisch skalierte Merkmale

cor.test(x,y,method,conf.level,...)
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Korrelation und Unabhangigkeit
Korrelation und Unabhangigkeit

a) Metrisch skalierte Merkmale

cor.test(x,y,method,conf.level,...)

b) Ordinal oder nominal skalierte Merkmale
chisq.test(x,y) (beide abhangige Stichproben) oder
chisq.test(x) (Kontingenztafel)

chisq.test(x,y) = chisq.test(table(x,y))

Descr_Scatter.R  Descr_Scatter_Heroin.R
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Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Ordinal oder nominal skalierte Merkmale

Frage: Bestehen Abhangigkeiten?
Geschlecht - Studienfach Studiengang - Note
Geburtsmonat - 1Q

Antwort: x? - Unabhangigkeitstest (Pearson, 1908)

Annahme:
X hat Auspragungen a, ..., anm
Y hat Auspragungen by,..., b

(sind die Daten metrisch, so wird automatisch eine Klasseneinteilung

vorgenommen.)

P(X=a)=p. PY=b)=p;, PX=a,Y=0b)=np;
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Korrelation und Unabhangigkeit
Haufigkeitstabelle (= Kontingenztafel)

X| Y bl b2 Ce bj . bl
a hll h12 T hlj to hll hl.
a h21 h22 U h2j e h2/ h2.
a; hil hi2 to hU to hiN hi.
am hml hm2 e hmj T hml hm.
hi  hs h; h; | h.=n

hjj: Haufigkeiten
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Korrelation und Unabhangigkeit
Unabhangigkeitstests

Die Haufigkeiten h;; werden verglichen mit den theoretischen

Haufigkeiten np;.
Ho: pj = pi-pj, i=1..mj=1 .1
Hy: p; # pi-pj, firein Paar(i,j)

Ho: X und Y sind unabhangig.
H;: X und Y sind abhangig.

Betrachten zunachst die Stichprobenfunktion

oyl

np,J
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Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeitstests

Konstruktion der Teststatistik

Unter Ho (X und Y unabhangig) gilt: p; = pi.p;.
Problem: p; und p; sind unbekannt. Sie miissen also geschatzt

werden,

das sind m + / — 2 Parameter (X p; =X p; = 1)

>
s |&

pj=
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Korrelation und Unabhangigkeit
Unabhangigkeitstests

Einsetzen der Schatzungen in T

hij — npi.p;)?
Q = ZZ( j — nPi.p,)
i

”IAJi.PA.j
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Korrelation und Unabhangigkeit
Unabhangigkeitstests

Einsetzen der Schatzungen in T

hij — npi.p;)?
Q = ZZ( j — nPi.p,)
i

”IAJi.PA.j
hi hj
(hy — =)

=22 by
i it

~ Xfm_l)(,_l) approximativ, unter Hy
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Korrelation und Unabhangigkeit
Unabhangigkeitstests

Einsetzen der Schatzungen in T

hij — npi.p;)?
Q = ZZ( j — nPi.p,)
i

”IAJi.PA.j

(hy — ™4)?
DD 20 D v
i
~ Xfm_l)(,_l) approximativ, unter Hy

Die Anzahl der Freiheitsgrade ergibt sich aus:

m-l—-1-— (m+1-2)
—_—
#geschatzte Werte

Hy ablehnen, falls

Q,D > X%—a,(m—l)(l—l)’ bZW. fa||S p—Wert <
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Korrelation und Unabhangigkeit
Korrelation und Unabhangigkeit

Faustregel fiir die Anwendung des y?-Unabhiangigkeitstests:
e alle h; > 0.

e h; > 5 fir mindestens 80% der Zellen,

sonst Klassen zusammenfassen.

Descr_Freq__Heroin_Unabhaengigkeitstest
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Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Weitere Unabhangigkeitstests (1)
e LQ-x?- Unabhingigkeitstest

nh,-- 2
G* = QZZ hijIn hh hJJ- ~ X(m-1)(I-1)
i it
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Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Weitere Unabhangigkeitstests (1)
e LQ-x?- Unabhingigkeitstest

2 nh,-- 2
G =2 Z Z h,J In ﬁ ~ X(m-1)(1-1)
i in

e Continuity Adjusted x? (bei R nur: 2x2-Tafel, dann Standard)
max(0, |h; — 22| — 0.5)2

Qe = nz Z h; hjn ~ X%mfl)(lfl)

512 /662



Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Weitere Unabhangigkeitstests (1)
e LQ-x?- Unabhingigkeitstest

2 nh,-- 2
G =2 Z Z h,J In ﬁ ~ X(m-1)(1-1)
i in

e Continuity Adjusted x? (bei R nur: 2x2-Tafel, dann Standard)

max (0, | h; — h"nh‘j| —0.5)2
Q= nZZ 4 hih, ~ X{m-1)(1-1)

e Mantel-Haenszel (mantelhaen.test, rxy: Pearson-Korr.)

QuH = (” - 1)r>2<v ~ X%
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Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Weitere Unabhangigkeitstests (1)
e LQ-x?- Unabhingigkeitstest

2 nh,-- 2
G =2 Z Z h,J In ﬁ ~ X(m-1)(1-1)
i in

e Continuity Adjusted x? (bei R nur: 2x2-Tafel, dann Standard)

max (0, | h; — h"nh‘j| —0.5)2
Q= nZZ 4 hih, ~ X{m-1)(1-1)

e Mantel-Haenszel (mantelhaen.test, rxy: Pearson-Korr.)

QuH = (” - 1)r>2<v ~ X%
e Phi-Koeffizient

h11hoo—h1ohpy — | —
Vhi ha h1ho m=1[=2

\/ Qp/n sonst

512 /662



Korrelation und Unabhangigkeit
Weitere Unabhangigkeitstests (2)

o [
Qp+n
e Fishers Exact Test (fisher.test, bei 2x2-Tafeln)
durch Auszahlen aller Tafel-Méglichkeiten bei gegebenen Randern.

e Kontingenzkoeffizient

(gilt als etwas konservativ.)
e Cramers V

0] falls 2x2 Tafel

V =
/ Qe/n
min(m—1,/-1) sonst
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Korrelation und Unabhangigkeit
Weitere Unabhangigkeitstests (3)

Anmerkungen

e Mantel-Haenszel-Test verlangt ordinale Skalierung, vgl. (n — 1)rgy

‘gut’ gegen lineare Abhangigkeit.
e Der x? Unabhingigkeitstest testet gegen allgemeine Abhingigkeit.
o Der LQ-Test G2 ist plausibel und geeignet.

e Der LQ-Test G2 und der 2 Unabhingigkeitstest sind asymptotisch

aquivalent.
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Korrelation und Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeitstests
d-Koeffizient (2x2 Tafel)

Y X | Sportler Nichtsportler | Summe
w P11 P12 P1.
m P21 P22 P2.
Summe p.1 p.o 1
E(X) = p2 var(X) =pa(l = p2) = p2p1
E(Y) = po. var(Y)=p2(l—p2) = papr.
cov(X,Y)=E(X Y)—E(X)E(Y) = px

— P2po2.
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Korrelation und Unabhangigkeit
Unabhangigkeitstests

Korrelationskoeffizient in einer 2x2 Tafel

_ P22 — P.2p2. _ P11P22 — P12P21
V/P2P1.p2.P1 V/P2P2.p1.P1

P2 —p2.p2 = P2 — (P21 + p22)(p12 + p22)
= p2 — (P21p12 + P22pr2 + Pa1p22 + P3y)
= p22(l — pr2 — P21 — P22) — Paapr2
= P22P11 — P21P12

Fir m = | = 2 ist der Phi-Koeffizient eine Schatzung des
Korrelationskoeffizienten.
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Korrelation und Regression Lineare Regression

@ Korrelation und Unabhangigkeit
Lineare Regression
Robuste lineare Regression

Nichtparametrische Regression

°
°
@ Nichtlineare Regression
°
@ Logistische Regression
°

Ubersicht Regressionsverfahren
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Einfache lineare Regression (vgl. Kap. 6.3)
Y,-:00+91X,-—|—€,- E;N(O,O'Z)
) 4
S%
A 1 A — A=
b = E(ZY,-—&ZX;) =Y - 40X

als Loésung der Minimumaufgabe

Z(Y, — 61X1 — 90)2 — min.
i=1
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Lineare Regression (2)

Die Summe der Quadrate
der Lange der
Streckenabschnitte soll

minimal werden.
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Lineare Regression (2)

Die Summe der Quadrate
der Lange der
Streckenabschnitte soll

minimal werden.

S0 = TR0 Y)

n—1 ;

1 _
S = 7 XX —X)?

i

Regression__Venusmuscheln

Regression_Plot

510 /662



Korrelation und Regression Lineare Regression

Lineare Regression (3)

Zur Erinnerung:

Im(y ~ x,data)
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple lineare Regression
Modell

Yi = 0+ 0ix1i + Ooxoi + ... + Opximi + €;
Y, = ‘90 + (91X1,' =ZF 82X2i + o+ 00 Xini + €

Y;, €; Zufallsvariablen, unabhingig, ¢; ~ (0,02), i = 1...n
0...0m, 0 : Modellparameter = zu schatzen

Man unterscheidet Falle:
Xj = (Xl,', ...,Xm,') fest, und X,' = (Xl,', ...,Xmi) Zufalhg
oder auch gemischt.

Matrix-Schreibweise:
Y = X0 + €
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Multiple lineare Regression (2)

Modell
Y =X0+ €
Yl 1 X11 le 90 €1
Y = . X= . 0= €=
Ya 1 X .. Xom Om €n

Methode der kleinsten Quadrate: Bestimme 0 so da?

(Y — XY (Y — XB) = ming(Y — X0)' (Y — X0)
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple lineare Regression (2a)

Ableiten von (Y — X8)'(Y — X8) nach 6 und Nullsetzen liefert:
2(Y =X0)X =0
YX-0XX =0
Y'X = XX
XY = X'Xé
=6 = (XX)"'XY

Kleinste Quadrat Schatzung.
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple lineare Regression (2a)

Ableiten von (Y — X8)'(Y — X8) nach 6 und Nullsetzen liefert:

2(Y — X)X = 0 XY - XOYX — 0

YX-O0XX = 0 :
Y'X — XX &X = 0 insbesondere
XY = X'X6 Y& =0
A i—1
0=06 = (XX)XY =«

Kleinste Quadrat Schatzung. =1
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Multiple lineare Regression (3)

Kleinste Quadrat-Schatzung
Voraussetzung: rg(X'X) = m (voll)

6 = (X'X)7IX'Y
theta = solve(t(X) %*% X) %*% t(X) %*% Y
Moore-Penrose:

6 = (X'X)"IX'Y

theta = ginv(t(X) %*h X) %k t(X)%xhY
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Multiple lineare Regression (4)

Kleinste Quadrat-Schatzung, Spezialfall m =1 (1)

1 Xu
1 1 ... 1
(X'X)* = ( )

-1
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple lineare Regression (4)

Kleinste Quadrat-Schatzung, Spezialfall m =1 (1)

(XX)"!

-1

1 Xu
1
X..
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Multiple lineare Regression (4)

Kleinste Quadrat-Schatzung, Spezialfall m =1 (1)

1 Xu
1 1 ... 1
(X'X)* = ( )

Xll an
1 an
- -1
n Z/ Xi
- (XI - Xli)
i X T XP
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Multiple lineare Regression (5)

Kleinste Quadrat-Schatzung, Spezialfall m =1 (2)

Y1
1 1 ... 1 Y;
X1 . o X, y ¥ XiYi

n
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Multiple lineare Regression (5)

Kleinste Quadrat-Schatzung, Spezialfall m =1 (2)

Y
1 1 .. 1 Y;
XY = | = >
X oo Xa y XY

n

(wu}
Il

(X'X)"IX'Y
1 (ZXFZY,-ZX;ZX,-Y,-)

nEXP—(ZXP | v XY 40T XY
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Multiple lineare Regression (6)

Schatzung fir Y: Y = X6
Vergleiche mit Y (7]
Einsetzen von 6 = (X'X)"1X'Y

X(X'X)1X'Y

—_———
Hl

= HY

<>
I

H: Hat-Matrix
Aus dem Beobachtungsvektor Y wird der geschatzte

Beobachtungsvektor Y.
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (7)

Quadratsummenaufspaltung:

DG =T = G = I = T
SST SSM SSE
MST = ﬁSST: Schatzung fiir die Gesamtvarianz.
MSE = —L__SSE = 62.  (erwartungstreu)

MSM = £SSM  (m + 1 Einflussvariablen)

BestimmtheitsmaB(wie bei der Varianzanalyse)

_ S5M

R>=——_,
SST
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (7a)
Quadratsummenaufspaltung: 3°;(Y; — Y)? =

o AR A

= (Y= VP (Y - VP 23 (Y - V(Y - V)

O
@
o
—
N
[©]
wm
c
3
3
)
>
o
t7
<
|
:<>
|
=
=

€

i i i j
——
=0
— Y0 X e =0
J i
———
=0 Vj
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Geometrische Veranschaulichung

Y =(Y11,.--, Yan) Dimension N =n-k
?:(S\/la"'as\/N)
¥ — (v _

N
N mal
Y-Y
V/SSE
V/SS
0 V/SSM Y_-Y
SSM + SSE = SST
1Y =Y[P+|[Y=Y[? = [[Y-Y]|?

R? = cos*y
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Multiple Lineare Regression (8)

H0:00:02:...:6m20 HliNHo
Unter der Annahme ¢; ~ N(0, 0?) gilt:
F_ SSM n—m—1

~ SSE m mnmm

md = lm(y~ x1+x2+x3,data)

md.sum = summary(lm(y~ x1+x2+x3,data))

Regression__Tibetan  Regression_Phosphor
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (9)

Zusatzliche Hypothesen, z.B.

Hp, : 6 =0, Hi,:0,#0

Hop : 0, =0, Hip : 0k #0

Hoc : 61 =0, =0, Hic:01#0V 0, #0
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Multiple Lineare Regression (10)

R?-adjustiert fiir Anzahl p der Parameter im Modell

n—i
n—p

Adj_R*=1- (1- R?)

i =0 ohne intercept
i=1 mitintercept

Dependent Mean: Mittelwert der abhangigen Variable (Y)

StdError MeanPredict: Standardfehler fiir vorhergesagten

Erwartungswert
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Multiple Lineare Regression (11)

md = Im(y~x1+x2+x3,dat); md.sum = summary(md)

Riickgaben von 1m/summary (1m())

md$model$y Yi

md$fitted.values \A’, = 6X

md . sum$sigma 6%

confint (md) Kl fir 6

mod$residuals e =Y — \A/,

rstandard (md) StdErrorResidual : sv/1 — hj;
md . sum$r . squared R?

nd.sum$adj.r.squared Adj_R?

hatvalues (md) Diagonale von H
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Lineare Regression
Multiple Lineare Regression (12)

Konfidenzintervalle fiir allgemeinen Parameter 1;:
9; — 9,

~ th1 Vor. ¢; ~ N(0,0?)
519i

Kl: [19, — tl—%,n—l 0 5@1,19,' == tl—%,n—l . S@i]
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Lineare Regression
Multiple Lineare Regression (12)

Konfidenzintervalle fiir allgemeinen Parameter 1;:
¥ — v
S5,

1

~ th1 Vor. ¢; ~ N(0,0?)

Kl: [19, — tl—%,n—l 0 5@1,19,' == tl—%,n—l . 51?,-]

95% Konfidenzintervall fiir E(Y;)

(9; = E(Y;), predict(Im(...),interval="confidence"))
Nur die Variabilitat in der Parameterschatzung wird beriicksichtigt.
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Lineare Regression
Multiple Lineare Regression (13)

95% Konfidenzintervall fiir Vorhersagen Y,
(9 =)
Die Variabilitat im Fehlerterm wird mit beriicksichtigt.
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Lineare Regression
Multiple Lineare Regression (13)

95% Konfidenzintervall fiir Vorhersagen Y,
(Vi =Yi)
Die Variabilitat im Fehlerterm wird mit beriicksichtigt.

95% Konfidenzintervall fir 6
(¥; = 0;, confint (md))
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Residualanalyse (1)

Studentisierte Residuen (rstudent (1m(...)))

€i
i = SV 1-— h,','
e =y, — ¥ (Residuen) sind korreliert,
var ¢ = (1 — h;) s=§
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Residualanalyse (1)

Studentisierte Residuen (rstudent (1m(...)))

€i
ri =

T s/l-h

e =y, — ¥ (Residuen) sind korreliert,
var ¢ = (1 — h;) s=§

Cook's D; (cooks.distance(1m(...)))

(6 —60:)) (X'X)(8 — 6

(m+1)$? ’
beschreibt den Einfluss der i-ten Beobachtung auf die

D,':

i=1...n

Parameterschatzung
9(,-): KQS von 6 ohne Beobachtung i.
Faustregel: D; > 1 — 'starker’ Einfluss
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Residualanalyse (2)

Predicted Residual SS (PRESS, u.a. Paket "qpcR")

Z(Yi - }A/i(i))2

Vi(iy:  i-te Beobachtung weggelassen.
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Residualanalyse (2)

Predicted Residual SS (PRESS, u.a. Paket "qpcR")

Z(Yi - }A/i(i))2

Vi(iy:  i-te Beobachtung weggelassen.

“Test” auf Autokorrelation: Durbin-Watson-Test

(dwt (Im(...)), Paket "car")

Sio(e — e-1)?
> ei2

DW=2: Unkorreliertheit der Residuen

DW =
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Weitere Bewertung der Residuen

mod = 1lm(y~x1+x2+x3,data)
plot(residuals(mod))
shapiro.test(residuals(mod))
points (rstudent (mod))
shapiro.test(rstudent (mod))

point (PRESS (mod) $residuals)
shapiro.test (PRESS(mod) $residuals)
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (Fortsetzung)

Modellwahl in der linearen Regression
Akaikes ,,an information criterion": step(model, scope,direction)
scope=c(lower,upper) oder scope=upper

direction="forward","backward" oder "both"

backward: Alle Variablen in upper, die mit gréBten p-Wert werden

nacheinander herausgenommen, bis nur noch Var aus lower

forward: Start mit Variablen aus lower, die Var. mit kleinstem p-Wert

kommt hinzu bis max. alle aus upper enthalten sind.

both: Schritte in beide Richtungen moglich.
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Lineare Regression

Modellwahl in der linearen Regression (2)

Einzelschritte

add1(model, scope) und

dropl (model)

Eine Variable (aus Formel scope) wird bei add1 hinzugefigt, bei

dropl eine aus dem bisherigen Modell entfernt.

alle Teilmodelle testen (Paket leaps)

leaps(x,y,method="Cp")

testet alle Modelle mit Variablen aus den Spalten von x und abh.
Variable y.

Berechnet jeweils das Kriterium method und gibt ein Modell je
Variablenzahl zuriick. Zu Mallows C(p) s.u. ("adjr2" und "r2"
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (Fortsetzung)

a) Teste auf rg(X’X) nicht voll (< m+ 1)
rankMatrix(dfr[c("x1","x2")])

b) Condition number

Amax
Amin

1-Spalte). rankMatrix (as.matrix(dfr[c("x1","x2")]1))
gr. Konditionszahl (etwa > 30): schlechte Kond. (= lin. Abh.)

c) C(p): Mallows (1973) Kriterium fiir die Modellwahl
SSE,
Clp) = T g —n+2p
SSE,: SSE im Modell mit p Parametern

Amax> Amin groBter und kleinster Eigenwert von X’X (ohne
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (Fortsetzung)

Modellwahl in der linearen Regression

SS5M

2
RO = ST
SSE,

SSE,: SSE im Modell mit p Parametern
Ziel: R? groB, C(p) nahe p

Idee von C(p): Wenn die Wahl von p Parametern gut, dann

SSE,

MSE ~ MSE, = ==

Regression__Tibetan__Modellwahl

Clp)=n—p—n+2p=p
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Einfache Varianzanalyse: Yj; = p + a; + ¢j;

Y1
Y21

Yn1 1
Y12

Yng 2

Y1k

y%kk

0 0

10 0
110 0
0 1 0

1 1 0
0 0

1 1
1 00 0 1
Y = X0 + €

a1

a2

(€73

€11

Enkk
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Korrelation und Regression Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (Fortsetzung)

Yl 1 X11 le 2 €1
01
= + &
YN 1 XNl XNp (9,, EN
Y =X0+¢€
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Korrelation und Unabhangigkeit
Lineare Regression
Robuste lineare Regression

Nichtparametrische Regression

°
°

°

@ Nichtlineare Regression
°

@ Logistische Regression

°

Ubersicht Regressionsverfahren
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Mogliche Probleme bei der linearen Regression

Probleme

e AusreiBer

e keine Normalverteilung
e kein linearer

Zusammenhang
e Zielvariable nicht stetig
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Mogliche Probleme bei der linearen Regression
Probleme Losungsansatze

e AusreiBer Robuste Lineare Regression

e keine Normalverteilung

e kein linearer
Zusammenhang

e Zielvariable nicht stetig
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Mogliche Probleme bei der linearen Regression

Probleme Losungsansatze
e AusreiBer Robuste Lineare Regression
e keine Normalverteilung Datentransformation,

(L;-Regression)
e kein linearer
Zusammenhang

e Zielvariable nicht stetig
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Mogliche Probleme bei der linearen Regression

Probleme Losungsansatze
e AusreiBer Robuste Lineare Regression
e keine Normalverteilung Datentransformation,

(L;1-Regression)
e kein linearer Nichtlineare Regression
Zusammenhang

e Zielvariable nicht stetig
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Mogliche Probleme bei der linearen Regression

Probleme Losungsansatze
e AusreiBer Robuste Lineare Regression
e keine Normalverteilung Datentransformation,

(L1-Regression)
e kein linearer Nichtlineare Regression
Zusammenhang Nichtparametrische Regression

e Zielvariable nicht stetig
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Mogliche Probleme bei der linearen Regression

Probleme

e AusreiBer

e keine Normalverteilung

e kein linearer
Zusammenhang

e Zielvariable nicht stetig

Losungsansatze

Robuste Lineare Regression
Datentransformation,
(L;1-Regression)

Nichtlineare Regression
Nichtparametrische Regression

Logistische Regression
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Robuste Lineare Regression (Skizze)

AusreiBer konnen auftreten in

e Y-Richtung

e X-Richtung(en) (Leverage points)
e Y- und X- Richtungen

Fall: AusreiBer(verdacht) in Y-Richtung:
es werden nicht die Abstandsquadrate minimiert, sondern (z.B.) die
Gewichtsfunktion (Bisquare Biweight, Huber)

1-— (5)2 falls |x| <c
W(x,c) = €
0 sonst.
verwendet.
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Robuste Lineare Regression (2)

AuBerdem wird der Skalenparameter o nicht durch s sondern durch
den MAD geschatzt.

#rlm aus Paket MASS
rlm(formula,data,scale.est="MAD",
psi=psi.bisquare)

#oder psi.huber, psi.hampel

Regression__Phosphor
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Robuste Lineare Regression (3)

Diagnosestatistiken
AusreiBer: standardis. robust residual > cutoff (outlier)

Leverage Point: robuste MCD-Distanz > cutoff (Leverage)

Mahalanobis-Distanz

~ mit Kovarianzmatrix gewichteter mittlerer quadratischer Abstand
von X.

Robust MCD Distance:

anstelle von X: robuste multivariate Lokationsschiatzung (MCD)

Goodness of fit: zum Modellvergleich
je groBer R?, je kleiner AICR, BICR desto besser.
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Korrelation und Regression Robuste lineare Regression

Robuste Lineare Regression (4)

Beispiel: Phosphorfraktionen
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Korrelation und Regression Nichtlineare Regression

Korrelation und Unabhangigkeit
Lineare Regression
Robuste lineare Regression

Nichtparametrische Regression

°
°

°

@ Nichtlineare Regression
°

@ Logistische Regression

°

Ubersicht Regressionsverfahren
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Korrelation und Regression Nichtlineare Regression

Quasilineare Regression

z.B. Polynomregression

Y,' = ag + a1 x; + 32Xi2 + éJ3X,-3 + €

wird auf lineare Regression zuriickgefiihrt

Xij =X
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Korrelation und Regression Nichtlineare Regression

Quasilineare Regression

z.B. Polynomregression

Yi = ap + aix; + azX,-2 + 33X,-3 I G

wird auf lineare Regression zurilickgefiihrt

Xjj 1= X}

Echt nichtlineare Regression
@ Wachstumskurven

a+ o
1+ exp(—p(x — )
y = a+vyexp(—exp(—B(x —p))) Gompertzfkt.

y = logistische Fkt.
o Wettervohersagemodell (Y(t): mittlere Temperatur im Monat t)

Y(t)=aY(t—6)+bY(t —12) + ¢
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Korrelation und Regression Nichtlineare Regression

Modell, f wird als bekannt angenommen
Y = f(x,0)+¢ e~ (0,07
Y = F(X,0)+¢€
L(O) =€e= Z(Y, — F(X,, (9))2 — ming

i

Dazu werden Iterationsverfahren verwendet.
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Korrelation und Regression Nichtlineare Regression

Modell, f wird als bekannt angenommen

Y = f(x,0)+¢ e~ (0,07
Y = F(X,0)+¢€
L(0) = €e = (Y; — F(X;,0))*> — ming

Dazu werden Iterationsverfahren verwendet.

f = function(x)

nlm(f,p=Anfangswerte,print.level=2)

Andere Methoden: Gauss-Newton, Marquardt, steepest descent
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Nichtlineare Regression (2)

Ausgabe

minimum Zielwert

gradient Ableitung

code Abbruchgrund (s.Hilfe)

iterations Anzahl Schritte
Nlin1_usapop.R

Nlin1_usapop_est.R
Nlin2_wind.R
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Korrelation und Regression Nichtparametrische Regression

Korrelation und Unabhangigkeit
Lineare Regression
Robuste lineare Regression

Nichtparametrische Regression

°
°

°

@ Nichtlineare Regression
°

@ Logistische Regression

°

Ubersicht Regressionsverfahren
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Korrelation und Regression Nichtparametrische Regression

Modell: f unbekannt, aber "glatt”
Y,' = f(X,') + €

i ~ (0,02) ( x; fest oder zufllig)

n

min > (Y; — f(x;))?

2
feC )
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Korrelation und Regression Nichtparametrische Regression

Modell: f unbekannt, aber "glatt”
Y,' = f(X,') + €

i ~ (0,02) ( x; fest oder zufllig)

mlnz i — f(x)) —i-/\/f” )2dx

f€C2

o [(f")?: Strafterm
e \: Glattungsparameter
A — 0: Interpolierender Spline

A — o0: lineare Regression
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Korrelation und Regression Nichtparametrische Regression

Modell: f unbekannt, aber "glatt”
Y,' = f(X,') + €

i ~ (0,02) ( x; fest oder zufllig)

mlnz i — f(x)) —i-/\/f" )2dx

feC2

o [(f")?: Strafterm

e \: Glattungsparameter
A — 0: Interpolierender Spline
A — o0: lineare Regression

Losung der Minimumaufgabe: natirlicher kubischer Spline
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Korrelation und Regression Nichtparametrische Regression

Nichtparametrische Regression (2)

Thin Plate Splines aus Paket fields:
Tps(x,y,lambda)

Wahl der Glattungsparameter
Kreuzvalidierung (Standard)

vorgeben: lambda=Wert
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Korrelation und Regression Nichtparametrische Regression

Nichtparametrische Regression (3)
Ausgabe

Loglo(n * 3\)
Strafterm [(f")?(t) dt
Residual Sum of Squares

2 RSS

Schatzung fir o, 6° = A A: entspricht der Hat-Matrix.

Npar_USApop.R
Npar_Banknote.R

Visualisierung

#vier Diagramme, also 2x2
par (mfrow=c(2,2))
plot (Tps(x,y,lambda))
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Korrelation und Regression Logistische Regression

Korrelation und Unabhangigkeit
Lineare Regression
Robuste lineare Regression

Nichtparametrische Regression

°
°

°

@ Nichtlineare Regression
°

@ Logistische Regression

°

Ubersicht Regressionsverfahren
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Korrelation und Regression Logistische Regression

Y: Bin"are Zielgr'oBe, P(Y =1)=p,P(Y =0)=1—p,
Y ~ Bi(1, p)

Wenn wir lineare Regression machen wiirden:

Yi = a+0x+e€
E\/, = Oé—f—BX,', EE,’ =0
pi = a+px

Problem: Wahrscheinlichkeiten sind beschrankt, lineare Funktionen

aber nicht.
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Y: Bin"are Zielgr'oBe, P(Y =1)=p,P(Y =0)=1—p,
Y ~ Bi(1, p)

Wenn wir lineare Regression machen wiirden:

Yi = a+0x+e€
E\/, = Oé—f—BX,', EE,’ =0
pi = a+fpx

Problem: Wahrscheinlichkeiten sind beschrankt, lineare Funktionen

aber nicht.

Ausweg: Odds ratio OR = 1'DP

nach oben unbeschrankt, aber nicht nach unten
561 /662



Korrelation und Regression Logistische Regression

Logistische Regression (2)
Logit

Logit(p) := In(1 f p>

ist auch nach unten unbeschrankt.

Modell
: Pi
Logit(p;) = In
(p) (1—Pi>
= a+fixa+ -+ Bxu = B'x;,
i=1....,np=P(Y,=1).

x:. = (1,X,-1, R ,Xik),,ﬂ/ = (057517 S 7ﬁk)'

Umstellen der letzten Gleichung liefert
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Logistische Regression (3)

eBxi B 1

1+ efx 1+ efx
Gegeben sind Beobachtungen: (y;, x;).

Pi

Unbekannt sind p;.

Frage: Wie schatzen wir 8 ?
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Korrelation und Regression Logistische Regression

Logistische Regression (3)

eBxi B 1

1+ efx 1+ efx
Gegeben sind Beobachtungen: (y;, x;).

Pi

Unbekannt sind p;.
Frage: Wie schatzen wir 8 ?

Methode: Maximum-Likelihood

glm(y~x,data,family=binomial (1ink="logit"))

Logistic_banknote Logistic_tibetan Logistic_water
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Korrelation und Regression Logistische Regression

Maximum-Likelihood Schatzung der Parameter

Idee: Schatzung ist “gut”, wenn sie fiir die beobachteten Daten die
“plausibelste™ ist, wenn sie eine hohe Wahrscheinlichkeit produziert.
Ziel: maximiere (die Beobachtungen sind unabhéngig)

L = Py) P(y)- HPy,

1 mit Wkt. p; : I—y:
i = ' P(y:) = p/"(1 — p;)"
Y {0 mit Wkt. 1— p; i) =P (1= pi)

P(0) = pl(1-p) °=1-p
P(1) = pi(1—p)" ' =p

hier: y; bekannt (Beobachtungen),  p; zu schatzen.

564 / 662



Logistische Regression (5)

Maximum-Likelihood Schatzung der Parameter (2)
Einsetzen

L = J[p'(1—p)
-1

- G2, 0-»

=11 —pi

n

)+ In( - p)

. Pi
InL = yiln
; (1 —Pi i=1

= iﬂ’x;y,- — i In(l + eﬂlx’)
i=1 i=1

Da der Logarithmus monoton wachsend ist, genligt es In L zu

maximieren.
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Korrelation und Regression Logistische Regression

Logistische Regression (6)

n n _ ,
n n L1
= ) xyi— Zx,-(l +e P X")
I=n1 I:nl
= Z Xiyi — Z X;¥i,
i=1 i=1
wobei
R
Vi = 1+ e*ﬁlxi

die Vorhersagewahrscheinlichkeit fiir y; = 1 bei gegebenen x;.
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Korrelation und Regression Logistische Regression

Logistische Regression (7)

OlnlL
0B =0

ist Nichtlineares Gleichungssystem

— numerische L"osung, z.B. Newton-Raphson Methode
hier: = Fisher Scoring (man nimmt statt /(3): E(/(5))
U(): Vektor der ersten Ableitungen von InL

I(B): Matrix der zweiten Ableitungen von In L

[teration

/3j+1 = /31' - l_l(lBj)U(IBj)

Konvergenz?
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Korrelation und Regression Logistische Regression

Logistische Regression (7)

OlnlL
0B =0

ist Nichtlineares Gleichungssystem

— numerische L"osung, z.B. Newton-Raphson Methode
hier: = Fisher Scoring (man nimmt statt /(3): E(/(5))
U(): Vektor der ersten Ableitungen von InL

I(B): Matrix der zweiten Ableitungen von In L

[teration

Bj+1 = /Bj - |_1(/3j)U(:3j)
Konvergenz? hoffentlich.

Vergleiche: Newton-Verfahren (k = 1) zur Lésung von g(x) = 0.
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Logistische Regression (8)

Output von print (summary (glm(...))

Aufruf von glm
Modellanpassungsstatistiken (Deviance)
geshatzte Parameter

AIC

Anzahl der Fisher-Scoring-Schritte

ggf. Warnungen bei Nichtkonvergenz oder

angepassten Wahrscheinlichkeiten von 0 oder 1

wie bei 1m enthalten die zurlickgegebenen Objekte weitere
Informationen. (md = glm(...); md$...; summary(md)$dots)
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Logistische Regression (9)

Modellanpassungsstatistiken

zum Vergleich verschiedener Modelle

@ je kleiner AIC, SC, —2In L desto besser
—2In L: Abweichung vom saturierten Modell, d.h. vom anhand
der Daten (bei perfekter Anpassung) m"oglichen Modell
(perfekte Anpassung bei L = 1)
AIC=—=2In L 4 2p, p: Anzahl der Parameter im Modell

@ Hosmer-Lemeshov Anpassungstest (Option LACKFIT)
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Logistische Regression (10)

Vorhersagefahigkeit des Modells

@ Association of Predicted Probabilities and Observed Responses

o alle moglichen Paare (y;, y;) werden verglichen bzgl. ihres
Vorhersagewertes, d.h. mit (§;, ¥;)

@ Anteil der konkordanten Paare C

o Kendall-Konkordanzkoeffizient Tau-a
(kann als BestimmtheitsmaB interpretiert werden)

e Somer's D, Gamma, c hangen mit C zusammen.
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Korrelation und Regression Logistische Regression

Hosmer-Lemeshov-Test

Alle Beobachtungen haben nach der Schatzung der Parameter eine
Vorhersagewahrscheinlichkeit in die Referenzgruppe (z.B. 'echte

Banknoten')
1

= T o
Das Intervall [0, 1] wird in etwa 10 Teile G; eingeteilt, und

pi

ausgezahlt, wieviele der p; in die einzelnen Teile fallen, total, und fir
beide Gruppen (z.B. echte und gefalschte Banknoten) getrennt.
Diese Anzahlen werden jeweils verglichen mit der erwarteten
vorhergesagten Haufigkeit 3,cq, pi mit Hilfe eines x?
Anpassungstests.

571 /662



Korrelation und Regression Logistische Regression

Vorhersagen durch logistische Regression (1)

Anhand der Parameterschatzungen im logistischen Regressionsmodell
konnen Vorhersagen getroffen werden bei bekannten
Einflussvariablen.

Das Vorgehen dazu ist in R ahnlich, wie fir alle Modelle: (wichtig ist
hier type="response", s. 7predict.glm)

data = data.frame(x=1:10,y=c(T,T,T,F,T,F,F,F,T,F))

m = glm(y~x,data,family=binomial (1ink="logit"))
newdata = data.frame(x=11:20)

newdata["ypred"] = predict(m,newdata,type="response")

print (newdata)
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Korrelation und Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Korrelation und Unabhangigkeit
Lineare Regression
Robuste lineare Regression

Nichtparametrische Regression

°
°

°

@ Nichtlineare Regression
°

@ Logistische Regression

°

Ubersicht Regressionsverfahren
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Korrelation und Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren, kurze Ubersicht (1)

a) Lineare Regression

Modell: .
Yi=0+> 0X;+e
j=1
€~ (0,02),i=1,...,n
Y:, €; zufallig

X; zufallig oder fest
g...0,,; o: Modellparameter

1m
Im(y~x1+x2+x3,data)
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Korrelation und Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren, kurze Ubersicht (2)

b) Robuste Lineare Regression
Modell wie bei der linearen Regression

\/,ZQO—FZQJXU—FE,

j=1

robuste Abstandsfunktion
MAD statt s als Skalenschatzung.

rlm aus Paket MASS

rlm(formula,data,scale.est="MAD" ,psi=psi.bisquare)
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Korrelation und Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren
Kurze Ubersicht (3)

c) Nichtlineare Regression

Modell:
\/’- = f(Xli7 ...,Xmi, 917 "'79P) + €

f: bekannt (i.A. nichtlinear)
nlm

f = function(x)
nlm(f,p=Anfangswertswerte,print.level=2)
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Korrelation und Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren
Kurze Ubersicht (4)

d) Nichtparametrische Regression
Modell:
Yi = f(Xui, .o, Xoni) + €

f unbekannt, aber "glatt”, z.B. f € C2.

Tps aus Paket "fields"
Tps(x,y,lambda)

Regression__Phosphor__Uebersicht.R
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Korrelation und Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren
Kurze Ubersicht (5)

e) Logistische Regression
Y: binare ZielgroBe
_pvi—1y - -
pl_ [ _1+eﬂ/xi'
Parameter: 3.
Odds ratio: 1%"@

glm
glm(y~x,data,family=binomial (1ink="1logit"))
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Clusteranalyse

Ziel der Clusteranalyse: Zusammenfassung von

- "dhnlichen” Objekten zu Gruppen (Clustern),

- undhnliche Objekte in verschiedene Cluster.
Cluster sind vorher nicht bekannt.

20 Patienten, Blutanalyse

Merkmale: Eisengehalt Xj, alkalische Phosphate X,

Umweltverschmutzung in verschiedenen Stadten
Merkmale: Schwebeteilchen, Schwefeldioxid

Byzantinische Miinzen
Lassen sich gesammelte Miinzen verschiedenen Epochen zuordnen?
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Clusteranalyse

Clusteranalyse
Beispiel

Cluster Analyse
Beispiel mit eindeutig separierten kompakten Clustern

Cluster Analyse
Beispiel mit cindeutig separierten kompakten Clustern
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Clusteranalyse

Clusteranalyse
Beispiel

Byzantinische Mnzen

N o o Cluster 1
o o © Cluster 2
:
.
:
PR
o
.
.
.
8
= 8
g o
.
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Clusteranalyse

Clusteranalyse

Wir unterscheiden:

partitionierende Clusteranalyse

Zahl der Cluster ist vorgegeben

kmeans (x,centers,iter.max,algorithm)

centers kann Anzahl k sein oder Liste von k Zentren.
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Clusteranalyse

Clusteranalyse

Wir unterscheiden:

partitionierende Clusteranalyse

Zahl der Cluster ist vorgegeben

kmeans (x,centers,iter.max,algorithm)

centers kann Anzahl k sein oder Liste von k Zentren.

hierarchische Clusteranalyse
hclust(dist(...))
ggf. plot(...)
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Clusteranalyse

Clusteranalyse

Wir unterscheiden:

partitionierende Clusteranalyse

Zahl der Cluster ist vorgegeben

kmeans (x,centers,iter.max,algorithm)

centers kann Anzahl k sein oder Liste von k Zentren.
hierarchische Clusteranalyse

hclust(dist(...))

ggf. plot(...)

Fuzzy Clusteranalyse

fanny (Paket "cluster")
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Clusteranalyse

Clusteranalyse
Abstandsdefinitionen (p: # Merkmale)

Euklidischer Abstand (das ist Standard)
dz(x,y) = Z(Xi —yi)?

i=1
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Clusteranalyse

Clusteranalyse
Abstandsdefinitionen (p: # Merkmale)

Euklidischer Abstand (das ist Standard)
dz(x,y) = Z(Xi —yi)?
i1
City-Block Abstand (Manhattan-Abstand)
de(x,y) =Y |xi — yil

i=1
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Clusteranalyse

Clusteranalyse
Abstandsdefinitionen (p: # Merkmale)

Euklidischer Abstand (das ist Standard)
dg(x,y) = D _(xi — yi)?
i1
City-Block Abstand (Manhattan-Abstand)
de(x,y) =Y |xi — yil

i=1

Tschebyschev-Abstand
dr(x,y) = max 1% — yil
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Clusteranalyse

Clusteranalyse

Anmerkungen zu den Abstanden

@ Die Variablen sollten i.A. vor der Analyse standardisiert werden
(sapply(data,scale)), da Variablen mit Varianz sonst groBen
Einfluss haben.
davor: AusreiBer beseitigen.
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Methoden (1)

Die Methoden unterscheiden sich durch die Definition der Abstande
D(G;, C;) zwischen Clustern C; und C;.

Single Linkage
Ds(Ci, G) = min{d(k,l),k € C;,1 € )}
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Methoden (1)

Die Methoden unterscheiden sich durch die Definition der Abstande
D(G;, C;) zwischen Clustern C; und C;.

Single Linkage
Ds(G;, G) = min{d(k,!),k € G, € C)}

Complete Linkage
Dc(G, G) = max{d(k,I),k € G, € G)}
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Methoden (1)

Die Methoden unterscheiden sich durch die Definition der Abstande
D(G;, C;) zwischen Clustern C; und C;.

Single Linkage
Ds(G;, G) = min{d(k,!),k € G, € C)}

Complete Linkage
Dc(G, G) = max{d(k,I),k € G, € G)}

Centroid
Dce(Ci, C;) = d(Xi, X;)  Abstande der Schwerpunkte
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Methoden (2)

Average Linkage
Da(Gi, G) = %,,J >keciiec; d(k, 1)
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Methoden (2)

Average Linkage
Da(Gi, G) = %,,J >keciiec; d(k, 1)

Ward
ANOVA-Abstande innerhalb der Cluster minimieren, auBerhalb

maximieren. Nach Umrechnen erhalt man
Dw(GCi, G) = 2 Dee(G, G).

ni+n;j
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Methoden (2)

Average Linkage
Da(Gi, G) = ,%,,J >keciiec; d(k, 1)

Ward

ANOVA-Abstande innerhalb der Cluster minimieren, auBerhalb
maximieren. Nach Umrechnen erhalt man

DW(Cfa q) = 2l DCE(Ci7 q)

ni+n;j

Density Linkage
beruht auf nichtparametrischer Dichteschatzung
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Methoden (3)

Mc Quitty's Similarity Analysis
Abstande werden iterativ berechnet. Entstand Cluster C; aus C;, und
C,, so ist:

DMQ(Ci7 C:I) = % (DMQ(CI'17 CJ) + DMQ(Cb: C:/))
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Tendenzen
WARD: Cluster mit etwa gleicher Anzahl von
Objekten
AVERAGE: ballformige Cluster
SINGLE: groBe Cluster, “Ketteneffekt”,

langgestreckte Cluster
COMPLETE: kompakte, kleine Cluster

Im Mittel erweisen sich Average Linkage und Ward sowie die

nichtparametrischen Methoden als die geeignetsten Methoden.
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Agglomerative Verfahren

1. Beginne mit der totalen Zerlegung, d.h.
Z:{Cl,...,Cn},Ciij:@ C,:{O,}
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Agglomerative Verfahren

1. Beginne mit der totalen Zerlegung, d.h.
Z:{Cl,...,Cn},Ciij:@ C,:{O,}
2. Suche C,, G 1 d(C,, C) = minid(C, G)
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Agglomerative Verfahren

1. Beginne mit der totalen Zerlegung, d.h.
Z:{Cl,...,Cn},Ciij:@ C,:{O,}
2. Suche C,, G 1 d(C,, C) = minid(C, G)

3. Fusioniere C,, C; zu einem neuen Cluster:
v =Cu(gG
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Agglomerative Verfahren

1. Beginne mit der totalen Zerlegung, d.h.
Z={G,...G},GnG=2 G={0}

2. Suche C,, G 1 d(C,, C) = minid(C, G)

3. Fusioniere C,, C; zu einem neuen Cluster:

v =Cu(gG

4. Andere die r-te Zeile und Spalte der Distanzmatrix durch
Berechnung der Abstande von C¢" zu den anderen Clustern!
Streiche die /-te Zeile und Spalte!
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Agglomerative Verfahren

1. Beginne mit der totalen Zerlegung, d.h.
Z={G,...G},GnG=2 G={0}

2. Suche C,, G 1 d(C,, C) = minid(C, G)

3. Fusioniere C,, C; zu einem neuen Cluster:

v =Cu(gG

4. Andere die r-te Zeile und Spalte der Distanzmatrix durch
Berechnung der Abstande von C¢" zu den anderen Clustern!
Streiche die /-te Zeile und Spalte!

5. Beende nach n-1 Schritten, ansonsten fahre bei 2. mit
geanderter Distanzmatrix fort!
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Clusteranalyse

Clusteranalyse
Beispiel

Byzantinische Mnzen

N o o Cluster 1
o o © Cluster 2
:
.
:
PR
o
.
.
.
8
= 8
g o
.
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Clusteranalyse

Clusteranalyse
Beispiel

Byzantinische Mnzen Byzantinische Mnzen
o
o o
o 4
o
o
o © =1
o =7
o
© o
R 3
°
8 24
8
o w28z -e ma Sewmgazx
T T T T
5.5 6.0 6.5 7.0
Gewicht Single Linkage Cluster Analyse

Single Linkage Cluster Analyse
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Anmerkungen

e hclusts Methoden sind agglomerativ. Im Paket cluster sind die
Methoden agnes und diana enthalten, letztere bietet divisive
Methoden.
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
zu WARD:

ANOVA Abstande innerhalb eines Clusters i

D, s 3" ¢2(0,, X))

e

Fusioniere die Cluster C; und C;, wenn

DCE(Ci; Q) — D,‘ — DJ — mln

)
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Clusteranalyse

Clusteranalyse — Durchfiihrung

x.dist = dist(x,method)
method ist die zu verw. Norm
Falls die gewiinschte Norm mit dist nicht moglich ist oder die

Distanzmatrix aus anderer Quelle als einem normiertem Raum:
x.dist = as.dist(Distanzmatrix)
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Clusteranalyse

Clusteranalyse — Durchfiihrung

x.dist = dist(x,method)

method ist die zu verw. Norm

Falls die gewiinschte Norm mit dist nicht moglich ist oder die
Distanzmatrix aus anderer Quelle als einem normiertem Raum:

x.dist = as.dist(Distanzmatrix)

x.clust = hclust(x.dist,method)
method kann "ward","single", "complete", "average",

"mcquitty", "median" oder "centroid" sein
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Clusteranalyse

Clusteranalyse — Durchfiihrung

x.dist = dist(x,method)
method ist die zu verw. Norm
Falls die gewiinschte Norm mit dist nicht moglich ist oder die
Distanzmatrix aus anderer Quelle als einem normiertem Raum:

x.dist = as.dist(Distanzmatrix)

x.clust = hclust(x.dist,method)
method kann "ward","single", "complete", "average",

"mcquitty", "median" oder "centroid" sein

plot(x.clust) Dendrogramm
cutree(x.clust,k= oder h=)

Cluster der Elemente nach Hohe h oder Clusteranzahl k. /
593 /662



Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Das Objekt x.clust=hclust(...)

x.clust$height[i] HOhe im Baum von x[i]
x.clust$merge Reihenfolge der Aggl. (siehe Hilfe)
x.clust$order Permutation von x, die Plot
des Dendrogramms ohne
Uberschneidungen erméglicht.

Cluster_Air.R
Cluster.R
Cluster_Banknoten.R

Cluster_Muenzen.R
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
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3D-Darstellung von Datenpunkten

cloud(z~x+y,data) aus Paket "lattice"
scatterplot3d(dfr) aus gleichnamigem Paket

plot3d(dfr) aus Paket rgl (braucht OpenGL, nicht fiir Export
geeignet, per Maus drehbar)

alle ahnlich zu normalem plot aufrufbar
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3D-Darstellung von Flachen, Kontur-Plot

persp und persp3d

persp(x,y,z) plottet beschr. Flache, wobei z length(x) Zeilen
und length(y) Spalten hat.

D.h. fiir alle Koordinatenpaare aus x und y ist ein Wert z vorhanden.
persp3d nutzt OpenGL und ist mit plot3d kombinierbar!

contour

contur bendtigt dieselbe Eingabe wie persp zeichnet aber einen
2D-Konturplot (d.h. Hohenlinien).

image
image bendtigt dieselbe Eingabe wie persp zeichnet aber einen
2D-Plot mit Farbe als 3.Dimension.
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Glatte 3D-Darstellung

Beispiel mit Tps und persp

#berechne Thin plate spline

x.tps = Tps(banknoteecht[c("oben", "unten")],
banknoteecht ["laenge"])

# isoliere und ordne Koordinaten

ob = sort(unique(banknoteecht$oben))

ut = sort(unique(banknoteecht$unten))

#sage je Paar aus (ob x ut) die laenge voraus

x.pred = predict(x.tps,expand.grid(oben=ob,unten=ut))

persp(ob,ut,x.pred) #zeichne perspekt.

Siehe auch Programm Npar_Banknote.R
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

@ Problemstellung und Ubersicht
@ Berechnung der Hauptkomponenten

@ Anzahl der Hauptkomponenten
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Problemstellung

e viele (hoch) korrelierte Variablen
— diese sollen ersetzt werden, durch neue, unkorrelierte Variablen,

durch eine lineare Transformation
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Problemstellung

e viele (hoch) korrelierte Variablen
— diese sollen ersetzt werden, durch neue, unkorrelierte Variablen,

durch eine lineare Transformation

e Ziel: wenig neue Variablen,
die aber moglichst viel Information aus den Daten erhalten.
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Problemstellung

e viele (hoch) korrelierte Variablen
— diese sollen ersetzt werden, durch neue, unkorrelierte Variablen,

durch eine lineare Transformation

e Ziel: wenig neue Variablen,
die aber moglichst viel Information aus den Daten erhalten.

Daten: Punkte im p-dimensionalen Raum
Ziel: Projektion in einen p’-dimensionalen

(p" < p) Teilraum mit moglichst viel erhaltener Information.

Hauptkomponenten_Venusmuscheln.R  (p = 2)
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Hauptkomponentenanalyse (2)

Annahmen

Daten sind Realisierungen eines p-variaten zufalligen Vektors
X:=(Xg,...X,) mt E(X)=0 und covX=2X>0
(Kovarianzmatrix, positiv definit)

Bem: Die erste Bedingung erreicht man durch zentrieren um die
Mittelwerte X ;, j =1,...,p

Wenn zwischen einzelnen Komponenten des zufélligen Vektors ein
gewisser (etwa ein linearer) Zusammenhang besteht, so ist eine
Dimensionsreduzierung moglich.

Der Zusammenhang wird durch Gerade dargestellt (ausgezeichnete
Richtung in der Ebene).
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Hauptkomponentenanalyse

Beispiele
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Hauptkomponentenanalyse

Beispiele

Venusmuscheln

Frage: Wie kann man diese ausgezeichnete Richtung erfassen?
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Hauptkomponentenanalyse (3)
1. Hauptkomponente. Die Linearkombination

P
Yi=> byX
Jj=1
ist so zu bestimmen, dass var Y17 — max.

unter der Normierungsbedingung (3; b3, = 1)

. . .. Xi—X
Die Variablen werden vorher standardisiert,  X; := e
)
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Hauptkomponentenanalyse (3)
1. Hauptkomponente. Die Linearkombination

P
Yi=> byX
Jj=1
ist so zu bestimmen, dass var Y7 — max.

unter der Normierungsbedingung (3; b3, = 1)

. . . . Xi—X
Die Variablen werden vorher standardisiert, ~ X; := =~
)

2. Hauptkomponente. Die Linearkombination

P
Yo=3) byX
j=1
ist so zu bestimmen, dass var Y, — max,
unter Normierungsbedingung (35; b3; = 1)
und unter der Bedingung cov(Yi, Y2) =0
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Die Bedingung cov(Y1, Y2) = 0 sichert Unkorreliertheit der
Hauptkomponenten.

Hauptkomponenten sind durch die Kovarianzmatrix eindeutig
bestimmt.

Hauptachsentransformation: X = BAB’

Y : (empirische) Kovarianzmatrix (bekannt)

B: Orthogonalmatrix

M O ... 0
oo 0
o o .0
0 ... 0 X

Ai : Eigenwerte, sei A\ > ... > A\, >0
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Hauptkomponentenanalyse Problemstellung und Ubersicht

Hauptkomponentenanalyse (5)

Hauptkomponenten
Y=B X

Mahalanobis-Distanz eines Datenpunktes X = (X1, . ..

Ursprung:
X' X = XBA'B'X=YAN'Y
P Y2

_ ;T

Die Konturen sind Ellipsoide.

, Xp) zum
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Hauptkomponentenanalyse Berechnung der Hauptkomponenten

@ Problemstellung und Ubersicht
@ Berechnung der Hauptkomponenten

@ Anzahl der Hauptkomponenten
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Hauptkomponentenanalyse Berechnung der Hauptkomponenten

Aufgabe
gesucht Linearkombination Y; der Komponenten von X derart, dass
die Varianz var Y; maximal.

Ansatz: Y7 := b} X

b,: - p-variater Gewichtsvektor, Y; eindimensional

var Yy = var(b;X) = b} Xb;.

Sinnvolle Losung der Aufgabe bei Normierung von by : bib; = 1.
Maximiere

L(by) = bEb; — A(b\b; — 1) bzgl. by
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Hauptkomponentenanalyse Berechnung der Hauptkomponenten

Maximiere

L(b;) = b\Xb;—A(blb; —1) bzgl. b

dL(by)
= 2%b; -2
b, by — 2\b;
= 2AT—-A)b; =0 (%)
dL(b , ,
8(;) = blb;—1=0=blb; =1

Loésungen von (x) sind die Eigenwerte von X :
)\12)\22...2)\q>0.
varY; = biXb; =(,) biAlb; = biAb; = A

maximal fir A = \;  (maximaler Eigenwert von X.)

b;: der zu \; gehorende Eigenvektor.

Def.: Y7 heisst erste Hauptkomponente von X.
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Hauptkomponentenanalyse Berechnung der Hauptkomponenten

Berechnung der Hauptkomponenten (2)

Aufgabe: gesucht Linearkombination Y, der Komponenten von X
derart, dass var Y, maximal und

Y; und Y5 unkorreliert sind.

Ansatz: Y, := b,X

b,: p-variater Gewichtsvektor,

Y5> eindimensional

var Y, = var(b,X) = b,Xb,

Sinnvolle Lésung der Aufgabe bei Normierung von b, :
b,b, = 1.
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Berechnung der Hauptkomponenten
Berechnung der Hauptkomponenten (3)

Jetzt kommt noch die Bedingung cov(Yi, Y2) = 0 hinzu:

0 = cov(Y,Ya) = cov(biX,b5X) =
= E((b;X)(b;X)") da E(X)=0
— b E(X-X)b,

)X
— b,Eb,
= \;bib, da b; Eigenvektor
— \blb,

= b; und b, sollen orthogonal sein.
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Berechnung der Hauptkomponenten
Berechnung der Hauptkomponenten (4)

Maximiere bzgl. b,:
L(by) = byXby, — A\(bb, — 1) + 6(b}by)
OL(b,)

b, = 2X¥b, —2)\b, + 6b; =0 (k)
dL(b

a(;) = bib,—1=0
dL(b ,

;02) = bih, =0.

Multiplizieren (#x) von links mit b:

2b)Th, — 2Ab,b, +0bb, = 0
=0 —0

=60=0 = (X-A)b,=0 = |X — Al|=0 (wie im ersten

Schritt).
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Hauptkomponentenanalyse Berechnung der Hauptkomponenten

varY, = b,Xb, = Abjb, = A

var Y, maximal unter der Vorausetzung
Y, und Y; unkorreliert fur: A = X\
b,: der zu )\, gehorige Eigenvektor

Def.: Y, := b,X heiBt zweite Hauptkomponente von X.

Allgemein: Die k-te Hauptkomponente von X wird definiert durch die
Linearkombination
Yy = b, X
unter der Voraussetzung Y/ ist unkorreliert zu Yy, ..., Yi_1,
und var Y} ist maximal (=\s) (k=2,...,p)
Bem: Wenn der Eigenwert A\ mehrmals auftritt, so ist der zugehérige
Eigenvektor nicht eindeutig.
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

@ Problemstellung und Ubersicht
@ Berechnung der Hauptkomponenten

@ Anzahl der Hauptkomponenten
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

Ziel: Dimensionen verkleinern.
Dazu brauchen wir ein MaBfiir Ubereinstimmung an Information.
Betrachten als skalares MaBfir die Gesamtvariabilitat des Vektors X

die Spur von X:

i=1 i=1
2b;,=\b;, i=1 .. p, b, Eigenvektoren von X.
B :=(by,....b,) (orthogonale) Matrix (p, p)
10 ... 0
BB — 01 .. 0]_ |
0 1
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

Hauptkomponenten:

Y1
Y = =B'X
Yo
A1 0
covY =B'EB =A=
0 .. A

Hauptachsentransformation
p
¥ =BAB' =) _ \bb!
i=1

Spektralzerlegung von .
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

P
!/ /
sp(X) = sp(BAB) sp(%/lgl\) ;/\
Aufgabe: X soll durch einen r-dimensionalen Vektor so ersetzt
werden, dass sich die Gesamtvariation sp():) moglichst wenig andert.
Losung: Man nehme die ersten r Hauptkomponenten.

B* := (by,....,b,) (B* ist (p x r) Matrix)

Y* .= B¥X

sp(cov¥*) = sp(B*EB*) = sp(B*BAB'B*)

= 5p((1:, 05 )A(1, 05)') = sp(A) = 3" N
i—1
Anmerkungen: Es gilt (A, C: (n x n):  sp(AC) = sp(CA) (UA).
BB =(I,.0,-,)
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

Zum Vergleich betrachtet man den Quotienten

DY =P
Q= A

und fordert z.B. @ > 0.85.
Bemerkung: Es gibt auch andere Kriterien, z.B.
r= Anzahl der Eigenwerte > 1

r= Anzahl der Eigenwerte bis zu einem evtl. Knick in der

Eigenwertkurve.
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Bestimmung der Hauptkomponenten, wenn X

unbekannt

@ 1. Schatzung fiir X durch das Beobachtungsmaterial
durchfithren = ¥

e 2. Berechnung der Hauptkomponenten auf Basis von .
Diese Hauptkomponenten werden dann die

empirischen Hauptkomponenten genannt.

@ 3. Um Standardisierung zu erreichen X ; und s; berechnen, dann

X=X
Xij = 5
Die H"ohenlinien der Dichten beschreiben Ellipsen mit Hauptachsen

in Hauptkomponentenrichtung (falls Normalverteilung vorliegt).
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

Beispiel: X: 2-dimensional normalverteilte Zufallsvariable, X > 0

gesucht: Hauptkomponenten von X:

X X
X=|"" , x=|"
X2 X2

Dichte:

1 1
fromy(x) = —— exp{— LXE 1)
O o E 2

Betrachten die Menge der Punkte x mit

1
27,/ | Z|

_1 _
e 2% = ¢ = xX'T x

¢ = ) (x) =

d.h. die Konturlinien sind Ellipsen mit Ursprung in 0.
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

Y sei Vektor der Hauptkomponenten
Y =B'X B = (b, by)
b; Eigenvektor von X, der zum groBeren Eigenwert gehort

b, Eigenvektor von X, der zum kleineren Eigenwert gehort

Y1
Y2

Y:

a = XX 'x=x(B)'A'B'x =xBA'B'x = (B'x)A'B'x

2
1
= YNIY =3 —v?
i=1 Ai

Nebenrechnung:
Y=BAB = X '=(B)!A'B!=BA'B!
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

Darstellung einer Ellipse in Hauptachsen Y7, Ys:

Y12 Y22
2 T Tl

a = )\1C1 b= )\2C1
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

Hauptkomponentenanalyse in R

princomp

princomp (x,cur)

x ist data.frame.

cur gibt an, ob statt der Kovarianzmatrix die Korrelationsmatrix
genutzt werden soll.

alternativ: prcomp

prcomp(data,tol)

data ist Matrix oder data.frame.

Nur Hauptkomponenten deren Standardabweichung groBer als
tol-y/varY; ist werden hinzugefiigt.

Diese Version arbeitet nicht mit X, sondern wendet die Funktion svd
direkt auf X an.
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Hauptkomponentenanalyse Anzahl der Hauptkomponenten

Hauptkomponentenanalyse in R - manuell

princomp

pccov = princomp(banknote[1:100,-1])

pccor = princomp(banknote[1:100,-1],cor=T)
print (pcov$sdev) #Eigenwerte
print (pcov$loadings) #Eigenvektoren

manuell

eig = eigen(cov(banknote[1:100,-1]))
print(eig$values) #Eigenwerte

print(eig$vectors) F#Eigenvektoren

eigcor = eigen(cor(banknote[1:100,-1])) F#wie pccor
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Inhalt

e Modell
@ Schatzung der Faktorladungen

@ Rotation der Faktoren
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Faktorenanalyse Modell

Faktorenanalyse

@ Analyse der Beziehungen zwischen verschiedenen Merkmalen
(Variablen).

@ Finden gemeinsamer Ursachenkomplexe, sogenannter Faktoren.

@ Geschichte: Spearman (1904)
Thurstone (1931,1947)

Psychologie: Finden von 'Faktoren’ der Intelligenz

@ hangt eng mit der Hauptkomponentenanalyse zusammen, ist
jedoch viel mehr.
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Faktorenanalyse Modell

Modell:
)<j:dj1F1+'--+derr+€j7 _j:].p7 I’Sp
in Matrizenschreibweise
X=D: -F+e€ X:(Xl,...,Xp)’

d11 dlr

doi . dyy
F = (F....F,) zufalliger Vektor der Faktoren (unbekannt)
€

= (€1...€p)"  zufalliger Vektor

var(e) = V Diagonalmatrix, d.h. ¢; sind unkorelliert
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Faktorenanalyse Modell

¢; wirkt nur auf X; (nicht auf die anderen Komponenten)

F und € seien unabhangig, insbesondere
cov(F,e) =0, covF =1

d.h. die Faktoren seien auch standardisiert und unabhangig

voneinander.

Annahme: Die Variablen sind standardisiert;

gegebenenfalls sind sie zu standardisieren

x. o Xi =X
I SJ
= X = covX ist auch Korrelationsmatrix
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Faktorenanalyse Modell

Einsetzen in das Modell liefert:

Y = covX=cov(D«F +¢€)
= D/(covF)D’ + cov(e)
—_——

= DD +V

Y : bekannt = (empir.) Kovarianzmatrix

D,V sind gesucht

Losung nicht eindeutig.

Im Folgenden werden wir annehmen, die Variablen sind standardisiert,

es gilt also cov X = corr X.
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e Modell
@ Schatzung der Faktorladungen

@ Rotation der Faktoren
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Schitzung der Faktorladungen
Schatzung der Faktorladungen D

Nehmen fiirs erste an r = p, d.h. e =0
und X ist eine Lineartransformation der (unbekannten) Faktoren,

X=D-F

Nach dem vorigen Kapitel (Hauptkomponentenanalyse) wissen wir:
Y = B’X ist Vektor der Hauptkomponenten
Wegen B'B = | (B ist Orthogonalmatrix) folgt:

X =BY
Vergleichen wir die Modelle miteinander, so sehen wir, dass

eine (vollstandige Faktoren-) Losung ware.
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EEISIICNENEIECM  Schatzung der Faktorladungen

Aber: die Faktoren sind noch nicht standardisiert.
Zur Losung des Problems berechnen wir die Korrelationsmatrix
corX =X = Bcov(Y)B =BAB’
=A
— BA1/2 . /\1/2B/ — (B/\l/2) . (B/\I/Z)/
= DD’
mit D = BAY/2.
A: Diagonalmatrix, Hauptdiagonale: Eigenwerte von X

D: Faktorenmatrix, Faktorladungsmatrix

djc: Elemente von D: Faktorladungen, j=1,...p, k=1,...,p
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Die Matrix D beschreibt die Beziehungen zwischen Faktoren F und
den Variablen X

cov(X,F) = cov(D - F,F) = DcovF =D

und, da die Variablen X standardisiert sind, ist dj die Korrelation
zwischen Variable X; und Faktor Fy.
Erinnerung:

DD' =X

2 : Korrelationsmatrix, also insbesondere
p p )
L=o0j=> dudu=3 di Vi
k=1 k=1
Wenn Sie also in einer Zeile die Eintrage quadrieren und dann

aufaddieren, dann kommt jeweils 1 heraus.
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EEISIICNENEIECM  Schatzung der Faktorladungen

Wir haben also gesehen, dass die vollstandige Faktorenlosung mit der
Hauptkomponentenmethode bestimmt werden kann.

Ziel: Moglichst wenig Faktoren Fi...F,.,r <p

mit moglichst wenig Informationsverlust.

Erinnerung: vollstandige Faktorenlosung

)<j - dlel_'_---+derr+djr+1Fr+1+-~-+dquq

=€

)<j = C/le1—|—...+derr+€j j:].p

Faktoranalyse Modell.

633 /662



EEISIICNENEIECM  Schatzung der Faktorladungen

Zerlegen fiir jedes Merkmal X; die Quadratsummen

r q

q 2 1 _ 2 2

k:ldjk_l_ Zdjk + Zdjk
k=1 k=r+1
——

——
Var(dji F1+...+d;. Fr) Var(djr41Fri1+...+djp Fp)
Erinnerung: Die Faktoren sind unabhangig.

Wenn wir r Faktoren auswahlen, dann ist der erste Summand durch

die r Faktoren bedingt, die sogenannte Kommunalitat.

Der zweite Summand ist die sogenannte Restvarianz - diese ist
variablenspezifisch.

Die Kommunalitat beschreibt also wie gut die Variable durch die

r-Faktoren beschrieben werden kann.
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EEISIICNENEIECM  Schatzung der Faktorladungen

Ziel: hohe Kommunalitat (und kleine Restvarianzen)
Ziel: r klein
Beide Ziele sind gegenlaufig.

Vorgehen:

1. Vollstandige Faktorlésung bestimmen

2. Anzahl der Faktoren anhand der Eigenwerte von X bestimmen (als
ersten Ansatz).

Erinnerung: Die hochsten Eigenwerte liefern die ersten
Hauptkomponenten, den groBten Anteil an Gesamtvarianz.

Als Kriterium fiir die Wahl der Anzahl der Faktoren kann der

Scree-Plot (mit fa.parallel aus Paket "psych") dienen: “Knick”"

in der “Eigenwertkurve”.
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EEISIICNENEIECM  Schatzung der Faktorladungen

Evtl. ist eine Interpretation der Faktoren moglich. Meistens jedoch
nicht.
Deshalb werden die Faktoren rotiert.

e Die Unabhangigkeit der Faktoren bleibt erhalten

e Die Varianzanteile andern sich.
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Faktorenanalyse Rotation der Faktoren

e Modell
@ Schatzung der Faktorladungen

@ Rotation der Faktoren
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Faktorenanalyse Rotation der Faktoren

Varimax-Rotation (Standard in SAS, nicht bei fa aus "psych")
Die Rotation der Faktoren geschieht so dass die neuen Faktoren
moglichst dicht an den Koordinatenachsen liegen (jede Variable wird
moglichst nur einem Faktor zugeordnet),
eine sogenannte “Einfachstruktur”
heiBt: Korrelationen pj, in der Faktorenmatrix sind -1, 0, 1 moglichst
nahe. (j =1..p,k =1...r)
p p
2= () - L > i)’

=1 P j=1
ist bis auf Faktor ﬁ die Varianz der quadrierten Elemente der k-ten
Spalte der Faktormatrix.
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Faktorenanalyse Rotation der Faktoren

Faktorenanalyse

rohes Varimax-Kriterium:

q
2 _ 2
Vioh = Z Vi
k=1
ist zu maximieren (deshalb Varimax)

Praxis: zusatzl. Beruck5|cht|gung der Kommunalitaten

ersetzen pj, durch

wobei ¢ die Kommunalltat der (standardisierten) Variable X; ist.
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Faktorenanalyse Rotation der Faktoren

Faktorenanalyse

Varimax-Kriterium

Maximiere: )

Zq:pjk

=15

= Sy -

kl_/lCJ

Q\l—‘

Praktische Durchfiihrung der Rotation:
e r = 2 analytisch.

e r > 2 nehmen jeweils 2 Faktoren, halten die anderen fest und
drehen nach dem Varimax-Kriterium. Das geschieht mit allen

Paaren. (Nacheinanderausfithrung von Drehungen ist wieder eine
Drehung.)

e |teration bis sich das Varimax-Kriterium nicht mehr wesentlich
andert. 640 / 662



Faktorenanalyse Rotation der Faktoren

Faktorenanalyse — Durchfithrung mit R

fa(r,nfactors,rotate,fm,max.iter,SMC) aus "psych"

Dabei sind r die Rohdaten oder Kovarianzmatrix oder

Korrelationsmatrix. Ist r keine Korr.matrix wird eine generiert.
nfactors ist die gewlinschte Anzahl Faktoren.
fm ist Methode, Standard:"minres", per Hauptkomp.: "pa".

rotate gibt die Rotation an, Standard ist hier "oblimin", bis
2009 war es wie in SAS "varimax".

max.iter ist Anzahl der Eigenwertzerlegungen (SAS: nur 1).
SMC: Startwerte fir Diagonale von X. Bei FALSE jeweils 1 (wie
SAS), bei TRUE (Standard) die quadrierten multiplen
Korrelationskoffzienten, auch expl. Vektor moglich.
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Faktorenanalyse — Beispiel mit R

echte Banknoten - ahnlich zu SAS
a3=fa(banknote[1:100,-1] ,nfactors=3,fm="pa", <

rotate="varimax",6SMC=F ,max.iter=1)

Ausgabeobjekt a3

Korrelationsmatrix zu Beginn: a3$r

Korrelationsmatrix der Residuen: a3$residual

Eigenwerte von X: a3$values

rotierte Faktorladungsmatrizen: a3$loadings

Kommunalitaten: a3$communality

Faktorladungsmatrizen ohne Rot.: Wiederholen mit rotate="none"
Rotationsmatrix: a3$rot.mat
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Faktorenanalyse Rotation der Faktoren

Faktorenanalyse — Beispiel mit R

print(a3)

PA1 PA2 PA3 h2 u2 com
laenge 0.77 0.03 0.29 0.68 0.32 1.3
links 0.82 0.00 -0.31 0.78 0.22 1.3
rechts 0.84 0.05 -0.16 0.73 0.27 1.1
unten 0.29 0.90 -0.07 0.89 0.11 1.2
oben 0.20 -0.90 -0.20 0.90 0.10 1.2
diagonal -0.08 0.09 0.94 0.89 0.11 1.0
h2 sind die Kommunalitaten,

()

com der sog. Index of Complexity: S
i=1 "ji

Dieser ist niedrig bei diagoal (ladt fast nur 1 Faktor) und groBer bei
laenge (ladt 2 Faktoren).
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Zusammenfassung (1)

Basiswissen
Klassifikation von Merkmalen

Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariable

Diskrete Zufallsvariablen (insbes. Binomial)

Stetige Zufallsvariablen

Normalverteilung

Erwartungswert, Varianz

Gesetz der groBen Zahlen,

Zentraler Grenzwertsatz
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (2)
Beschreibende Statistik

(Robuste) Lage- und Skalenschatzungen
summary, mean, median, winsor.mean, quantile, sd, IQR, mad,

Sn, Qn (u.a. Pakete "psych" und "robustbase")

Boxplots
einfach: boxplot (x)
Formeln: boxplot(ml ~ grl,data=dfr)

Haufigkeitsdiagramme:
hist(obj,breaks,freq,...)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (2)
Beschreibende Statistik

(Robuste) Lage- und Skalenschatzungen
summary, mean, median, winsor.mean, quantile, sd, IQR, mad,

Sn, Qn (u.a. Pakete "psych" und "robustbase")

Boxplots
einfach: boxplot (x)
Formeln: boxplot(ml ~ grl,data=dfr)

Haufigkeitsdiagramme:
hist(obj,breaks,freq,...)

Scatterplots, Regressionsgerade:
plot(x,y);abline(1m(x~y))
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (3)

Statistische Tests

Testproblem: Nullhypothese - Alternative, z.B.
Ho : 1= po Hy o # po

Entscheidung fir Hy/gegen Hy: anhand einer
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (3)

Statistische Tests

Testproblem: Nullhypothese - Alternative, z.B.
Ho : 1= po Hy o # po
Entscheidung fir Hy/gegen Hy: anhand einer

Teststatistik, z.B.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (3)

Statistische Tests

Testproblem: Nullhypothese - Alternative, z.B.
Ho : 1= po Hy o # po
Entscheidung fir Hy/gegen Hy: anhand einer

Teststatistik, z.B.

Entscheidung
’t| > turir = Ho ablehnen, P(’Tl > tkrit) =

« : Fehler 1. Art, Signifikanzniveau (in der Regel vorgegeben)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (4)

Statistische Tests (2)

p-Wert (zweiseitg)
P(|T| > t), wobei  t: Realisierung von T

p-Wert < o« = Hp ablehnen

p-Wert > o = Hj nicht ablehnen
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (4)

Statistische Tests (2)
p-Wert (zweiseitg)
P(|T| > t), wobei  t: Realisierung von T

p-Wert < o« = Hp ablehnen
p-Wert > o = Hj nicht ablehnen

Giitefunktion
P(Ho abgelehnt|u richtig) = (k)
Fehler 2.Art: 1—B(w)

Wir betrachten Tests mit einer vergleichsweise hohen Glitefunktion.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (5)

Einseitige Tests
Alternative geht in eine Richtung, (aus sachlichen Griinden kann es
nur eine Richtung geben)

z.B. pu> po

Zweiseitige Tests
Alternative geht in alle Richtungen,

z.B. 1 # po
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k | unverbunden verbunden

1 | Einstichproben t-Test,Vorzeichen-Wilcoxon-Test

t.test(x,mu), wilcox.test(x,mu)

2 | t-Test t-Test
t.test(x,y) t.test(x,y,paired=TRUE)
Wilcoxon-Test Vorzeichen-Wilcoxon-Test

wilcox.test(x,y) | wilcox.test(x,y,paired=T)

> | einfache Varianzana. | einfaches Blockexperiment

2 | = einfaktorielle VA = zweifaktorielle VA

anova(lm(x~y)) anova(lm(x~y+z))

Kruskal-Wallis-Test Friedman-Test

kruskal.test(a~gr)| friedman.test(a~gr|bl)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (7)

Anpassungstest auf Normalverteilung:
shapiro.test(x) oder ad.test(x) (Paket "nortest")
Shapiro-Wilk-Test oder Anderson-Darling-Test
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (7)

Anpassungstest auf Normalverteilung:
shapiro.test(x) oder ad.test(x) (Paket "nortest")
Shapiro-Wilk-Test oder Anderson-Darling-Test

Anpassungstest auf Verteilung mit begrenzter Anzahl von
Auspragungen

chisq.test(x,p)

(p=c(p1,...,px) ggf. vorher ausrechnen)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (8)

Test auf Korrelation (metrisch oder ordinal skalierte Merkmale)

cor.test(x,y,type="pearson") bzw. "spearmen"/"kendall"
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (8)

Test auf Korrelation (metrisch oder ordinal skalierte Merkmale)

cor.test(x,y,type="pearson") bzw. "spearmen"/"kendall"

Test auf Unabhangigkeit (beliebig skalierte Merkmale):
chisq.test(x,y) = chisq.test(table(x,y))
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (9)

Lineare Regression (1)

Parameterschatzung und Test
mod=1m(Y~Varil+Var2+Var3...)

mod.sum = summary (mod)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (9)

Lineare Regression (1)

Parameterschatzung und Test
mod=1m(Y~Vari+Var2+Var3...)

mod.sum = summary (mod)

Modellwahl

#1 Modell (Anzahl Var. mit AIC 0.4.):
step(mod,direction)

#Paket leaps (1 Modell je Variablenzahl):
leaps(x,y,method)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (10)

Lineare Regression (2)

Residualanalyse
Plotten und Test auf Nomalverteilung:

plot(residuals(mod))
shapiro.test(residuals(mod))
points (rstudent (mod))
shapiro.test(rstudent (mod))
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (11)

Sonstige Regressionsverfahren, nur Ubersicht

Robuste Lineare Regression
Nichtlineare Regression
Nichtparametrische Regression

Logistische Regression
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Zusammenfassung Hierarchische Clusteranalyse

Zusammenfassung (12)

hierarchische Clusteranalyse

Standardisieren und Distanzmatrix:

x.dist = dist(scale(x))

x.clust = hclust(x.dist,method)
(method="ward","single", "complete", ...)
plot(x.clust) Dendrogramm plotten
cutree(x.clust,k= oder h=)

Cluster der Elemente nach Hohe h oder Clusteranzahl k.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (13)

Konfidenzbereiche

fir Parameter im Regressionsmodell
prd=predict (mod,interval="confidence")

confint (mod)

Grafische Darstellung von Konfidenzbereichen bei der Regression
plot(y)

Plotte untere und obere Grenzen:

lines(prdl[,2],col="red")

lines(prdl[,3],col="blue")
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (14)

Wichtige Sprachelemente

Normalverteilte Zufallsvariable
mit festem Startwert set.seed(x;)
rnorm (k)

k-Vektor, Komp. univariat normalverteilt

Gleichverteilte Zufallsvariable
runif (k)

sonstige Zufallsvariable
rName der Verteilung
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (15)

Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

Verteilungsfunktion (Parameter)

pVerteilung(q,Parameterliste)

Dichte oder Wahrscheinlichkeitsfunktion (Parameter)
dVerteilung (x ,Parameterliste)
z.B. dnorm(x,0,1)

dbinom(x,n,p)

Quantile
Standardnormal: gnorm(u), u € (0,1).
qVerteilung (n,Parameterliste)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (16)

Hauptkomponentenanalyse

prcomp(data,tol)

data ist Matrix oder data.frame.

Nur Hauptkomponenten deren Standardabweichung groBer als
tol-y/varY; ist werden hinzugefiigt.
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Ubungen (1)

O N o a0k~ o=

Mathematik, Folgen und Reihen, Potenzreihen, Funktionen
Mathematik, Differential- und Integralrechnung, Matrizen
Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeiten

Rechnen mit Erwartungswerten

Berechnen von robusten Lage- und Skalenschatzungen
Fisher Information, optimale Schéatzungen, Dichteschatzung
AbhangigkeitsmaBe, Korrelationen, Regression

Hypothesentest
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Ubungen (2)

. Varianzanalyse
10.
11.
12.
13.
14.

Quadratische Formen, Matrizen und Eigenwerte
Matrizenrechnung, Anwendung auf y2-Statistiken
Anpassungstests und Nichtparametrische Tests
Unabhangigkeitstests, Regression

Matrizenrechnung
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Ubungsaufgaben

2-6  Wahrscheinlichkeitsverteilungen
7-13 Statist. MaBzahlen, Boxplots,Schatzungen
12¢,f,16 Histogramme, Dichteschatzung
14,15,17-19,34,36,40 Korrelation, Unabhangigkeit, Lineare
Regression

20-25,28,35 Lagetests, Anpassungstests
26-27,39 Varianzanalyse
29-33,37,38 Nichtparametrische Tests

42  Regression
43,44 Zufallszahlen

44 Clusteranalyse

45  Logistische Regression

662 / 662



	Einleitung
	Dateneingabe und Transformation
	Datentypen in R
	Eingabe innerhalb des Programms
	Datentypen in R
	Zugriff auf einzelne Daten
	Eingabe durch externes File
	Speichern,Laden und Löschen von Objekten
	Zusammenfügen von data.frames

	Wahrscheinlichkeitsrechnung
	Grundgesamtheit, Population
	Wahrscheinlichkeit
	Zufallsvariablen
	Diskrete Zufallsvariablen
	Stetige Zufallsvariablen
	Normalverteilung
	Erwartungswert
	Varianz
	Formmaße
	Besondere Eigenschaften der Normalverteilung

	Zufallszahlen
	Statistische Maßzahlen für quantitative Merkmale
	Lagemaße
	Eigenschaften von Schätzungen
	Schätzmethoden
	Streuungsmaße
	Formmaße

	Datenvisualisierung
	Box-Plots
	Probability Plots
	Histogramme
	Dichteschätzung

	Beschreibung von Zusammenhängen
	Häufigkeitstabellen
	Scatterplots, Zusammenhangsmaße
	Das Regressionsproblem

	Statistische Tests
	Statistische Tests: Einführung und Übersicht
	Einstichprobenproblem
	Vergleich zweier abhängiger Gruppen
	Vergleich zweier unabhängiger Gruppen
	Test auf Gleichheit der Varianzen (1)
	Anmerkungen
	Test auf Gleichheit der Varianzen (2)

	Varianzanalyse
	Vergleich von k unabhängigen Gruppen
	Multiple Vergleiche
	Vergleich von k abhängigen Gruppen
	Weitere Varianzanalyse-Modelle

	Anpassungstests
	Einführung
	EDF-Tests
	Shapiro-Wilk-Test
	Anpassungstests auf weitere Verteilungen

	Nichtparametrische Tests
	Einführung
	Einstichprobenproblem
	Zweistichprobenproblem
	Mehrere unverbundene Stichproben
	Mehrere verbundene Stichproben

	Korrelation und Regression
	Korrelation und Unabhängigkeit
	Lineare Regression
	Robuste lineare Regression
	Nichtlineare Regression
	Nichtparametrische Regression
	Logistische Regression
	Übersicht Regressionsverfahren

	Clusteranalyse
	Hauptkomponentenanalyse
	Problemstellung und Übersicht
	Berechnung der Hauptkomponenten
	Anzahl der Hauptkomponenten

	Faktorenanalyse
	Modell
	Schätzung der Faktorladungen
	Rotation der Faktoren

	Zusammenfassung
	Übersicht über Mittelwertvergleiche
	
	Hierarchische Clusteranalyse
	


