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Aufgabe 1: Aussagenlogik (0 Punkte)

(a)

(b)

Von Menschen, die auf den Mond geflogen sind, kann man getrost sagen, sie seien be-
rithmt. Lady Gaga ist unseres Wissens nicht auf den Mond geflogen und dennoch gibt
es Menschen, die behaupten, sie sei bertihmt. Untersuchen Sie im Folgenden, ob hier ein
logischer Widerspruch vorliegt.

Stellen Sie dazu eine aussagenlogische Formel ¢ auf, die aussagt: Falls Lady Gaga zum
Mond geflogen ist, ist sie berithmt und aulerdem soll gleichzeitig gelten, dass sie nicht zum
Mond geflogen ist und dass sie berithmt ist. Benutzen Sie dazu die atomaren Aussagen M
(Lady Gaga ist zum Mond geflogen) und B (Lady Gaga ist berithmt). Untersuchen Sie
nun, ob ¢ einen logischen Widerspruch ausdriickt oder ob Situationen existieren, in denen
die Formel eine wahre Aussage repréasentiert.

Es ist ein bisher gut gehiitetes Geheimnis, dass Lummerland Teil der Euro-Zone ist. Aber
ahnlich wie bei anderen Landern auch haben die Turbulenzen an den Finanzmérkten den
Staatshaushalt Lummerlands in arge Bedrangnis gebracht. Die Situation ist so ernst, dass
Staatsoberhaupt Konig Alfons der Viertel-vor-Zwolfte die Europédische Zentralbank EZB
um einen Kredit bitten muss. Doch die EZB ist streng und vergibt den Kredit nur, wenn
die folgenden Anforderungen erfiillt sind:

[: Wenn die Ausgaben fiir Bildung nicht erhoht werden, miissen die Banken starker
kontrolliert werden.

II: Wenn Staatseigentum verkauft wird oder die Steuern gesenkt werden, dann diirfen die
Ausgaben fiir Bildung nicht erhoht werden.

ITI: Die Banken werden genau dann starker kontrolliert, wenn die Ausgaben fiir Bildung
erhoht werden und die Steuern nicht gesenkt werden.

(i) Geben Sie fir jede der Anforderungen I, IT und I1T eine aussagenlogische Formel an, die
die jeweilige Anforderung widerspiegelt. Benutzen Sie dafiir die atomaren Aussagen
S (die Steuern werden gesenkt), B (die Ausgaben fiir Bildung werden erhoht), V
(Staatseigentum wird verkauft) und K (die Banken werden stérker kontrolliert).

(ii) Stellen Sie eine aussagenlogische Formel ¢ auf, die die atomaren Aussagen S, B, V
und K benutzt und die widerspiegelt, dass alle Anforderungen gleichzeitig erfiillt sein
miissen.

(iii) Geben Sie fiir Ihre Formel ¢ aus (ii) eine Belegung an, die besagt, dass die Steuern

gesenkt werden, die Ausgaben fir Bildung sich nicht erh6hen, Staatseigentum verkauft
wird und die Banken stérker kontrolliert werden. Erfiillt diese Belegung die Formel ¢?



(iv) Welche Mafinahmen genau muss Konig Alfons der Viertel-vor-Zwolfte aus den Mog-
lichkeiten Steuersenkung, Bildungsausgabenerh6hung, Verkauf des Staatseigentums
und Verstarkung der Bankenkontrolle treffen und welche muss er unterlassen, um al-
len Anforderungen der EZB gerecht zu werden? Uberlegen Sie sich dazu anhand einer
Wabhrheitstafel, welche Belegungen die Formel ¢ aus (ii) erfillen.

(c) Welche der folgenden Formeln sind in Negationsnormalform (NNF), disjunktiver Normal-
form (DNF) und/oder konjunktiver Normalform (KNF)?
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(i) o — ((X1 V=Xa) A (X7 V X) vX4))

(iii) x = Xi
(d) Essei g = (=(Vi <> Va) A (V5 VVA)) und ¢ i= (X2 — X1) V (Xa A —X3))

(i) Wandeln Sie ¢ in eine dquivalente aussagenlogische Formel ¢’ in DNF um.
(ii) Wandeln Sie v in eine dquivalente aussagenlogische Formel ¢" in NNF um.
(iii) Wandeln Sie ¢ in eine dquivalente aussagenlogische Formel ¢” in KNF um.
(e) Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?
(i) Genau dann wenn eine aussagenlogische Formel ¢ unerfiillbar ist, dann ist —¢ allge-
meingiiltig.
(ii) Es gibt eine aussagenlogische Formel ¢, so dass fiir alle zu ¢ passenden Belegungen B
gilt []? = 1.
(iii) Falls eine aussagenlogische Formel ¢ erfiillbar und eine aussagenlogische Formel
unerfillbar ist, dann ist (¢ V ) unerfiillbar.

(iv) Zwei aussagenlogische Formeln ¢ und 1 sind genau dann dquivalent, wenn gilt
L (p < 1)

(V) Zu jeder aussenlogischen Formel ¢ existiert eine aussagenlogische Formel 1), so dass ¢
allgemeingiiltig ist, genau dann wenn (¢ V (¢ A 1)) allgemeingtiltig ist.

(f) Geben Sie fiir jede der folgenden aussagenlogischen Formeln an, ob sie erfiillbar, unerfiillbar
und/oder allgemeingtiltig ist. Geben Sie aulerdem folgendes fiir jede Formel an: Falls die
Formel erfiillbar ist, geben Sie eine zur Formel passende Belegung an, die die Formel erfillt.
Falls die Formel nicht allgemeingiiltig ist, geben Sie eine zur Formel passende Belegung
an, die die Formel nicht erfillt.

(i) g1 = (< V(X2 V X5)) = (7X1 A (7Xy A —X3)))

(i) @2 = (X1 A (X2 A X3) = (2X1 V (~X2 V =X3))
(ifi) @5 = ;&vXéex&)A(&AﬁXQ>
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Aufgabe 2: Graphen (0 Punkte)

(a) Geben Sie die folgenden Graphen G und G; in graphischer Darstellung an.
Hinweis: Beachten Sie dabei, ob es sich jeweils um einen gerichteten oder einen ungerich-
teten Graphen handelt.

(i) Gi=({1,2.3,4,5,6}, {(z,9) : =,y € {1,2,3,4,5,6}, 2 = y +2})
(ii) Gy = ({x€N>g 1 <2 <6}, {{z,y} : z,y € Ny, 1§x,y§6,x+y>6})

Sind die Graphen GG; und G5 zusammenhédngend bzw. stark zusammenhéngend? Sind sie
azyklisch?

(b) Seien G3, G4 und G5 die folgenden Graphen:
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(i) Geben Sie jeweils die Knoten- und Kantenmenge von G5 und G4 an.

(ii) Représentieren Sie den Graphen G3 durch eine Adjazenzliste und G4 durch eine Ad-
jazenzmatrix.

(iii) Gelten die folgenden Aussagen?
(I.) G ist bipartit. Geben Sie ggf. die Partitionierung der Knoten an.

(II.) G5 = G4. Geben Sie ggf. einen Isomorphismus an.
I

)
)
.) Gy ist ein Teilgraph von Gj
(IV.) Gy ist ein Teilgraph G
(V.) Gy ist ein induzierter Teilgraph von Gj.
. 4 1st ein induzierter leilgraph von Gs.
VI.) Gy ist ein induzi Teilgraph G
(VIL.) G besitzt einen Euler-Kreis.

(VIIL.) G4 besitzt einen Euler-Weg.
(iv) Geben Sie in G5 einen nicht einfachen Weg an, der kein Kreis ist.
(v) Geben Sie in G5 einen einfachen Kreis maximaler Lénge an.
(vi) Geben Sie in G5 einen einfachen Weg der Lange 6 an.

(vii) Wie groB ist Grad(Gy4)?

(c) Ein Reiseleiter plant eine Tour durch ein Museum mit dem abgebildeten Grundriss.
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(i) Modellieren Sie den Grundriss des Museums als einen ungerichteten Graphen G. Ge-
ben Sie G in graphischer Darstellung so an, dass sich seine Kanten nicht kreuzen.

(ii) Gibt es eine Rundtour durch das Museum, die jeden Raum genau einmal besucht?



(iii) Gibt es eine Tour durch das Museum, die in Raum 2 startet und endet und jede Tur
(auBer der Eingangstiir) genau einmal passiert?

(iv) Was ist die minimale Anzahl von Tiiren, die geschlossen werden miissen, damit eine
Tour existiert, die in Raum 2 startet und endet und jede der nicht geschlossenen Tiiren
(auBer der Eingangstiir) genau einmal passiert?

d) Es seien die Radiostationen 71, ..., rq gegeben, denen jeweils eine Sendefrequenz zugeord-
) )19 )
net werden soll.
Radiostationen, die zu dicht beieinander liegen,  ----_ o
diirfen allerdings nicht die gleiche Frequenz er- / \ / N
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(i) Geben Sie den Konfliktgraphen an, der als Knotenmenge die Radiostationen besitzt
und bei dem eine Kante zwischen zwei Radiostationen r; und r; anzeigt, dass r; und
r; nicht die gleiche Frequenz benutzen dirfen.

(ii) Sei G = (V, E) der Konfliktgraph aus Aufgabenteil (i). Geben Sie eine konfliktfreie
Knotenmarkierung m : V' — N fiir G an, die moglichst wenige verschiedene Markie-
rungen benutzt, d.h., |Bild(m)| soll minimal sein.

(iii) Weisen Sie jeder der Radiostationen 71, ..., ry genau eine Frequenz zu, so dass Radio-
stationen, die zueinander in Konflikt stehen, nicht die gleiche Frequenz erhalten und
moglichst wenige verschiedene Frequenzen benotigt werden.

(iv) Wie viele verschiedene Frequenzen werden fiir die Radiostationen rq, . . . , 7o mindestens
benotigt, d.h. wie grof} ist die chromatische Zahl des Konfliktgraphen?

(e) Betrachten Sie die Relation R := {(a,b), (a,d), (b, c),(c,d),(d,a),(d,b),(e,e)} tUber der
Menge A :={a,b,c,d,e}. Ist es moglich, durch Hinzuftigen von Paaren (z,y) € A x A die
Relation R so zu erweitern, dass fiir die Erweiterungen R,, R, R,, Ry, R und R, gilt:

(i) R, ist reflexiv, (iii) R, ist antisymmetrisch, (v) R; ist transitiv,

(ii) R, ist symmetrisch, (iv) Ry ist konnex, (vi) R, ist eine Praordnung,

Geben Sie jeweils, falls existent, eine moglichst kleine Erweiterung von R an.
(f) Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?

(i) Jeder gerichtete Graph, der einen Hamilton-Kreis besitzt, besitzt auch einen Euler-
Kreis.
(ii) Jeder ungerichtete Graph, der 4-farbbar ist, ist auch 3-farbbar.
(iii) Jeder Bindrbaum besitzt exakt |V| — 1 Kanten.



Aufgabe 3: Page-Rank (25 Punkte)

(a) Betrachten Sie den Web-Graph G = (V| E), der aus den vier Webseiten 1, 2, 3 und 4
besteht, die wie in der nebenstehenden Abbildung miteinander verlinkt sind. Benutzen Sie
fir die folgenden Aufgaben den Dampfungsfaktor d := %

o

(i) Stellen Sie fiir den angegebenen Web-Graph G und den Dampfungsfaktor d die Page-
Rank-Matrix P(G,d) auf.

(ii) Stellen Sie das Gleichungssystem fiir die Berechnung der Page-Ranks auf.

(b) Wir nehmen an, das morgige Wetter liele sich allein aus der Kenntnis des heutigen Wetters
vorhersagen. Unter dieser Annahme kann der Wetterverlauf als Markov-Kette modelliert
werden. Der Einfachheit halber unterscheiden wir im Folgenden nur die beiden Wetterbe-
dingungen Regen und Sonnenschein. Das Wetter formt dann eine Markov-Kette mit der
Zustandsmenge Z = {z1, 22}, wobei z; den Regen und z; den Sonnenschein bezeichnet,

und der Ubergangsmatrix
P — p21721 le,Zz .
Pzo,21 Pzo,zo

Dabei gibt der Wert p., .. die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass auf Wetter im Zustand z;
am folgenden Tag Wetter im Zustand z; folgt.

Ist die Verteilung des Wetters X*) = (X{¥ X®) fiir einen Tag k € N bekannt, so kann
die Verteilung des Wetters am Tag k + 1 berechnet werden als X **) = X®) . P Fiir das
Frankfurter Wetter wird oft behauptet, die beste Art der Wettervorhersage bestehe einfach
darin, das morgige Wetter als identisch mit dem heutigen zu prognostizieren. Wenn diese
Vorhersagemethode mit einer Wahrscheinlichkeit von 3/4 richtig liegt (unabhéngig davon,
ob aktuell Regen oder Sonnenschein herrscht), dann ergibt sich fir die Markov-Kette des
Frankfurter Wetters die Ubergangsmatrix

Pe= (Vi a )

Wir nehmen an, dass die Markov-Kette fiir das Frankfurter Wetter an einem regnerischen
Tag beginnt, d.h. es gilt XI(;O) = (1,0). Berechnen Sie die Verteilung des Frankfurter

Wetters an Tag drei, d.h. berechnen Sie X 1(;3 ),

Aufgabe 4: Logik erster Stufe (0 Punkte)

(a) Sei o := {F,I, M, B, Lzs} eine Signatur, wobei F' ein 2-stelliges Relationssymbol, I, M, B
jeweils 1-stellige Relationssymbole und Lzs ein Konstantensymbol ist. Sei A eine o-Struktur
mit A := (A, F¥, 1%, M*, B¥, Lzs%), in der A die Menge der Studierenden ist und Lzs® den
Langzeitstudenten aus A bezeichnet, also die Person aus A, die schon am ldngsten studiert.
Auflerdem gilt fiir alle x und y aus A:

- (z,y) € F* <= 2z und y sind miteinander befreundet

-re™ <= z studiert Informatik



-re M <= 1 studiert Mathematik

-zre B <= z studiert Bioinformatik
Beachten Sie, dass F eine symmetrische Relation darstellt und niemand mit sich selbst
befreundet ist. Die FO[o]-Formel 3z(I(z) A M(x)) sagt beispielsweise aus, dass es einen
Studierenden gibt, der Informatik und Mathematik studiert.

(i) Geben Sie moglichst kurze FO[o]-Formeln an, die in 2 jeweils folgendes aussagen:
i. Der Langzeitstudent studiert Mathematik.

ii. Fir jedes der Facher Informatik, Mathematik und Bioinformatik gibt es jeweils
einen Studierenden, der dieses Fach studiert.

iii. Jeder Studierende der Informatik ist mit dem Langzeitstudenten befreundet.

iv. Jeder Studierende der Bioinformatik ist mit einem Studierenden der Bioinfor-
matik befreundet.

(ii) Beschreiben Sie umgangssprachlich, was jede der folgenden FO[o]-Formeln in 2
aussagt:

i ﬁ((j(x) v (@) v B(x))
ii. VaVy ((M(x) A B(y)) — —F(x, y))

iii. JaVy ((F(w,y) Y x£y> vV dz (F(m, 2) A F(z, y)))
(b) Betrachten Sei die Datenbank 2see, im Anhang,.
(i) Geben Sie fiir die folgenden Anfragen jeweils eine Formel ¢ der Logik erster Stufe an,

die die Anfrage beschreibt.

i. Geben Sie alle Folgennummern und deutsche Folgentitel aller Episoden der Simp-
sons aus.

ii. Geben Sie alle englischen und die dazugehorigen deutschen Episodentitel aller
Episoden von “The Big Bang Theory” aus.

iii. Geben Sie alle deutschen Sendungen aus, die nicht aus dem Englischen iibersetzt
wurden.

iv. Geben Sie alle Episodentitel aus, die im Deutschen und im Englischen gleich sind.

(ii) Geben Sie umgangssprachlich an, welche Anfragen durch die Formel ¢; beschrieben
wird.

i opi(x) = Ubersétzung(x, x)
ii. po(z) = Jap, JoT (Englisch(x, zp,, v7) A JzgIrp, Englisch(zs, Tp,, ac))

iii. p3(z) = JrgIzp (Dedtsch(xs, TR, T)A

VysVar (Dedtsch(ys, yr, ) — (xs=ys A :UF:yF)> )
(iii) Welche der folgenden Anfragen lassen sich als FO[osesien|-Formel beschreiben, welche
nicht?
i. Geben Sie alle w € ASCII* bis auf “How I Met Your Mother” aus.
ii. Geben Sie alle “Prison Break” Folgen aus, deren Folgennummer grofier als 50 sind.
iii. Geben Sie alle Serien aus, die exakt 26 Episoden haben, die in der Datenbank
eingetragen sind.

(c) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt, welche nicht? (Sie brauchen Ihre Antwort
nicht zu begriinden.)



(i) Ve = ~Fx—p (vii) Jzp E Vo

(if) Vo [= Jug (viii) Vzy = Jzp
A () Voo V) = (Vo v V)
(v) (Fzo ATFzyp) = Fx(p A) (x) (Yoo VVzY) = V(e V)
(vi) (Vzp AVzy) = V(e A1) (xi) (Vzp V V) = V(e V)

(d) Sei ograph == {F} die Signatur aus Beispiel 6.8 mit einem 2-stelligen Relationssymbol £
zur Modellierung von gerichteten Graphen.

(i) Betrachten Sie die beiden ogqpn-Strukturen 2 = @
(A, E*) und B = (A, E®), die durch die beiden A
Graphen in der nebenstehenden Abbildung re-
présentiert werden. Geben Sie einen FO[o gy qpn)- @
Satz ¢ an, so dass A = ¢ und B = g gilt. Q) (©)

(ii) Geben Sie fiir die FO[ogyqpn|-Formel

o(z) = Vsz( (ﬁyiz A E(y, z)) — (E(y,m) A E(z, z)) >

eine ograpn-Struktur A und zwei Interpretationen Z; = (2, 81) und Zy = (2, 52) an,
so dass Z; = ¢ und Z, = - gilt.

(iii) Betrachten Sie die beiden ogyqpn-Strukturen 2A = (A, EQ‘) und B = (A4, E%), die
durch die beiden folgenden Graphen reprasentiert werden.

Geben Sie einen FO[o¢yqpn]-Satz ¢ an, so dass 2 = ¢ und B = —p gilt.
(iv) Geben Sie fiir die 0¢yqpn-Formel

o(z) = Vyﬂz((E(y,x) — B(x,2)) V xiy)

eine Struktur 20 und zwei Interpretationen Z; = (2, 5;) und Z, = (2, B2) an, so dass
7, | ¢ und Zy = —p gilt.

(v) Fiir welche der folgenden Grapheigenschaften gibt es einen FO[ogyapn]-Satz ¢, so
dass fiir alle ogpepn-Strukturen A gilt:

2 = ¢ < A hat die Grapheigenschaft

i. Der Graph 2 besitzt einen Hamilton-Kreis der Lange 4.
ii. Der Graph 2 besitzt einen Hamilton-Kreis.
iii. Der Graph 2l besitzt einen Euler-Weg.



Aufgabe 5: Automaten (0 Punkte)

Betrachten Sie den abgebildeten NFA A iber dem Eingabealphabet
Y ={a,b,c}.

(a) Welche der folgenden Worter werden von A akzeptiert, welche

nicht?
(i) aabcebaa (iii) acbacdb (v) abbcbeb
(ii) aabbece (iv) beaaca (vi) baaacch

(b) Geben Sie die zwei kiirzesten Worter an, die A akzeptiert.

(c) Geben Sie eine (mathematische oder umgangssprachliche) Beschreibung der Sprache L(A)
an, die vom Automaten A akzeptiert wird.

(d) Geben Sie einen regulidren Ausdruck R an, so dass gilt: L(R) = L(A).

(e) Geben sie einen DFA A’ in graphischer Darstellung an, mit L(A’) = L(A). Wandeln Sie
dazu den NFA A mit Hilfe der Potenzmengenkonstruktion in einen DFA A" um. Bertick-
sichtigen Sie dabei nur solche Zustédnde von A’, die vom Startzustand ¢ := {qo} aus
erreicht werden konnen.

(f) Welche der folgenden Sprachen sind regulér, welche nicht? Beweisen Sie die Korrektheit.
(i) L = {d'a’ : i € N} (ii) Ly = {da'ba’ : i € N} (iii) L3 = {d'aa’ : i € N}

Aufgabe 6: Rekursiv definierte Mengen und Induktion (0 Punkte)
Im Folgenden wird die Sprache AT der arithmetischen Terme mit den Variablen a, b und c iiber
dem Alphabet ¥ := {a,b,c,+, —, -, (,)} rekursiv definiert:
Basisregel:

(B) a,b,ce AT.
Rekursive Regeln:

(R1) Ist w in AT, so ist auch —w in AT.
(R2) Sind w; und we in AT, so sind auch (w; 4+ ws) und (wy - wy) in AT.

(a) Welche der folgenden Worter gehoren zur Sprache AT, welche nicht?

(i) —a (iii) (b+—-————a) (v) (b-(b+ —a))
(i) (a—(b-a)) (iv) (a+b+c¢) (vi) (b-(b—+a))

(b) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G an, so dass L(G) = AT.

(c) Geben Sie ein Ableitungsbaum fir das Wort —(—c- (a+b)) entsprechend Ihrer Grammatik
an.

(d) Fiir jedes Wort w € ¥* bezeichne v(w) die Anzahl der Vorkommen der Symbole a, b und
¢ in w und o(w) die Anzahl der Vorkommen der Symbole —, + und - in w. Beweisen Sie
durch vollst. Induktion, dass fir alle Worter w € AT gilt: v(w) < o(w) + 1.



