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Aufgabe 1: (20 Punkte)

Sei σ := {P,Q} für einstellige Relationssymbole P und Q. Für k, ` ∈ N>1 sei Ak,` eine σ-Struktur
mit Universum Ak,` = PAk,` ∪QAk,` , wobei PAk,` ∩QAk,` = ∅, |PAk,` | = k und |QAk,` | = ` ist.
Zeigen Sie, dass Ak0,`0 ≡m Ak1,`1 genau dann gilt, wenn

(k0 = k1 oder k0, k1 > m) und (`0 = `1 oder `0, `1 > m).

Aufgabe 2: (10+10+10 Punkte)

(a) Sei RGraphs die Klasse aller endlichen Graphen G = (V,EG, sG, tG) mit sG, tG ∈ V . Sei
Reach die Klasse aller G ∈ RGraphs, in denen es einen Weg vom Knoten sG zum Knoten
tG gibt.

Verwenden Sie die Methode der logischen Reduktionen, um Folgendes zu zeigen:
Reach ist nicht FO-definierbar in RGraphs.

(b) Sei Ham die Klasse aller endlichen Graphen, die einen Hamiltonkreis enthalten. Zeigen Sie:
Ham ist nicht FO-definierbar in der Klasse Graphs aller endlichen Graphen.

Zur Erinnerung: Ein Hamiltonkreis ist ein Kreis, der jeden Knoten genau einmal durchläuft.

(c) Sei σ = {6, Pa, Pb} wie in Aufgabe 4 auf Blatt 1 gewählt. Beweisen sie, dass es keinen
FO[σ]-Satz gibt, der die Sprache aller Worte aus {a, b}∗ beschreibt, in denen die Anzahl der
in ihnen vorkommenden as gerade ist.

Aufgabe 3: (13+12 Punkte)

Sei σ eine funktionenfreie Signatur und seien A und B zwei σ-Strukturen.

• Die Struktur A×B ist die σ-Struktur mit Universum A×B, Konstanten cA×B := (cA, cB)
(f.a. Konstantensymbole c ∈ σ) und Relationen

RA×B := {
(
(a1, b1), . . . , (ar, br)

)
: (a1, . . . , ar) ∈ RA und (b1, . . . , br) ∈ RB}

(f.a. Relationssymbole R ∈ σ mit r := ar(R)).

• Falls σ kein Konstantensymbol enthält und A und B disjunkt sind, so ist AtB die σ-Struktur
mit Universum A ∪B und Relationen RAtB := RA ∪RB (f.a. R ∈ σ).

— auf der nächsten Seite geht’s weiter —



Es sei m ∈ N, und A1, A2, B1, B2 seien σ-Strukturen.
Nutzen Sie die EF-Spiel-Charakterisierung von ≡m, um Folgendes zu zeigen:

(a) Falls A1 ≡m B1 und A2 ≡m B2, so auch A1 × A2 ≡m B1 ×B2.

(b) Falls σ kein Konstantensymbol enthält und A1 ∩A2 = ∅ und B1 ∩B2 = ∅ ist, so gilt:
Falls A1 ≡m B1 und A2 ≡m B2, so auch A1 t A2 ≡m B1 tB2.

Aufgabe 4: (25 Punkte)

Sei σ := {Sv, Sh} mit zwei 2-stelligen Relationssymbolen Sv und Sh. Für k, ` ∈ N>1 ist das
(k×`)-Gitter Gk,` die σ-Struktur mit Universum {1, . . . , k} × {1, . . . , `} und Relationen

S
Gk,`
v :=

{ (
(i, j), (i+1, j)

)
: 1 6 i < k, 1 6 j 6 `

}
,

S
Gk,`

h :=
{ (

(i, j), (i, j+1)
)
: 1 6 i 6 k, 1 6 j < `

}
.

Zeigen Sie, dass es keinen FO[σ]-Satz ϕ gibt, so dass für alle k, ` ∈ N>1 gilt:

Gk,` |= ϕ ⇐⇒ k = `.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3.


