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Aufgabe 1: (30 Punkte)
Sei 0 := {F [ M P, Lzs} eine Signatur, wobei F ein 2- stelliges Relationssymbol, I M, P je-
weils 1-stellige Relationssymbole und Lzs ein Konstantensymbol ist. Sei 2 eine o- Struktur mit
A= (A, FA 1* M*, P* Lzs%), in der A die Menge der Studierenden ist und Lzs® den Langzeit-
studenten aus A bezeichnet, also die Person aus A, die schon am ldngsten studiert. Auflerdem
gilt fir alle z und y aus A:

- (z,y) € F* <= z und y sind miteinander befreundet

-gel® <= 1z studiert Informatik
-z e M <= 1z studiert Mathematik
- zep? <= z studiert Physik

Beachten Sie, dass F* eine symmetrische Relation darstellt und niemand mit sich selbst befreun-
det ist. Die FO[o]-Formel Jz(I(z) A M(z)) sagt beispielsweise aus, dass es einen Studierenden
gibt, der Informatik und Mathematik studiert.

(a) Geben Sie moglichst kurze FO[o]-Formeln an, die in 2 jeweils folgendes aussagen:

(i) Der Langzeitstudent studiert Mathematik.

(ii) Fir jedes der Fécher Informatik, Mathematik und Physik gibt es jeweils einen
Studierenden, der dieses Fach studiert.

(iii) Jeder Studierende der Informatik ist mit dem Langzeitstudenten befreundet.
(iv) Jeder Studierende der Physik ist mit einem Studierenden der Physik befreundet.

(b) Beschreiben Sie umgangssprachlich, was jede der folgenden FO[o]-Formeln in 2 aussagt:

(i) 3z ﬂ((j(x) v M (z)) v P(@)
(if) Vavy ((M(x) A P(y)) — —F(x,y))
(iii) JzVy <( (x,y)Va= y) VvV 3z (F(m,z) A F(z,y))>

Aufgabe 2 (25 Punkte)
Sei 0 :={ f Q, R, c} eine Signatur mit einem 1-stelligen Funktionssymbol f, einem 2-stelligen
Relationssymbol Q, einem 3-stelligen Relationssymbol R und einem Konstantensymbol ¢.

(a) Uberpriifen Sie fiir jedes der folgenden Woérter, ob es sich jeweils um einen o-Term (geméif
Definition 6.13), um eine atomare o-Formel bzw. um eine FO[o]-Formel (geméafl Defini-
tion 6.19) handelt. Begriinden Sie gegebenenfalls, warum ein Wort kein o-Term, keine
atomare o-Formel bzw. keine FO[o]-Formel darstellt.



(i) (01 V) (v) (f(vo) V Q(vo, v))
(i) f(f(v2)) (vi) or=f(F(F(F(vr))=F (F(vr v vr)

(i) Q(f(va),va,¢)  (vid) ~Vog—f(f (f( ) =f(vs)

(iv) R(f(U2>,UQ,é> (viii) Vo, JusVus( f(vy)=¢ < VUQ(R(f(Ul),U4,v5)/\ Q(Ul,v6)>)

(b) Betrachten Sie die drei o-Strukturen 2 := (A, f%, Q%, R¥, ¢), B = (B, f®, Q®, R®, ¢?)
und ¢ := (C, 1€ Q% RC, ¢%) wobei
o A:={1,2,3,4,5}, Q% :={(3,3),(5,4),(1,1)}, R*:={(2,2,4),(5,3,1)}, & :=2
o B:i={v,w,z,y, 2}, Q% :={(v,v),(z,y),(x,2)}, R®:={(w,w,y),(z,z,0)}, ¢® =w
o C:={a,bcde}, QF ={(ee)(cc)(a,b}, R :={(a,ce)(ddb}, & =d
und die Funktionen f*: A — A, f%: B — B und f¢: C' — C definiert sind durch

x‘12345 x‘vwxyz x‘abcde
fm(a:)‘21254 f%(a:)‘wvzxy fe(x)‘baded

Uberpriifen Sie jeweils, ob 2l = 9B und ob 2 = € gilt. Falls ja, geben Sie einen entspre-
chenden Isomorphismus an und begriinden Sie, warum es sich um einen Isomorphismus
handelt. Falls nein, begriinden Sie, warum es keinen entsprechenden Isomorphismus gibt.

Aufgabe 3: (18 Punkte)
Sei o := {f, ¢} eine Signatur mit einem 2-stelligen 7 | Stein Schere Papier Echse Spock
Funktionssymbol f und einem Konstantensymbol ¢. Stein | Stein Stein Papier Stein Spock
Wir betrachten die o-Struktur 2 := (A, 12, ém), wobei Schere | Stein Schere Schere Schere Spock
A := {Stein, Schere, Papier, Echse, Spock} und ¢* := Papier | Papier Schere Papier Echse Papier

(A .. Sy Echse | Stein Schere Echse Echse Echse
Spock. Der Wert f*(z,y) fir z,y € A findet sich in Spock | Spock Spock Papier Echse Spock

Zeile x und Spalte y der nebenstehenden Tabelle.!
Sei Z = (2, 8) die o-Interpretation mit der Belegung 3: VAR — A, fir die gilt:

B(vg) = Stein, f(v1) = Spock, f(vy) = Schere, und f(v;) = Papier fiir alle ¢ > 3.
Berechnen Sie [t;]%, [t2]*, [t3]* fir die folgenden o-Terme:
(a) tr:=f(vo,¢) (D) ta:=f(or,f(vo,02))  (¢) ts:=f(f(f(vo,v0), &), [ (v3, f(vs,05)))

Aufgabe 4: (27 Punkte)
In dieser Aufgabe sollen gerichtete Baume durch Strukturen iiber einer Signatur mit einem
1-stelligen Funktionssymbol Elternknoten reprasentiert werden.

(a) Beschreiben Sie, wie ein gegebener gerichteter Baum
B = (V,E) mit V # 0 durch eine Struktur iber der
Signatur o := {Elternknoten} modelliert werden kann.
Geben Sie auflerdem die entsprechende Struktur fiir den
nebenstehenden gerichteten Baum an.

(b) Geben Sie je eine FO[o]-Formel ¢(z) an, die aussagt, dass der Knoten x
(i) ein Blatt ist, (iii) ein innerer Knoten ist,
(ii) die Wurzel ist, (iv) drei Kinder hat.

!Die Struktur 2 spiegelt das Spiel ,,Stein, Schere, Papier, Echse, Spock® wider, dass Rajesh und Sheldon in
Folge 25 der Serie The Big Bang Theory spielen, um ihre Meinungsverschiedenheiten auszurdumen — allerdings
ohne Erfolg.



