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Aufgabe 1: (24 Punkte)

Sei o = {R, f ,¢} eine Signatur mit einem 2-stelligen Relationssymbol R, einem 2-stelligen

Funktionssymbol f und einem Konstantensymbol ¢.

(a) Bestimmen Sie fiir jede der folgenden FOl[o]-Formeln, welche Variablen frei und welche
Variablen gebunden in der Formel vorkommen. Entscheiden Sie aulerdem fiir jede der
FOlo]-Formeln, ob es sich um einen FO[o]-Satz handelt.

(i) f(c,v)=¢ (iv) Vo (Voz R(vy,v2) A R(v1,02))
(ii) Jus R(vg, v3) (v) (va f(vg, v1)=¢V I R(Ul, Ug))
(iii) Jvg Juy (R(vl,vg) — f(va, v1) ic') (vi) Yoy Yoy f(va, v1) = f(v1, v2)

(b) Betrachten Sie die o-Struktur 2 = (A, R¥, f%,¢%), wobei A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9},
R = {(1,1),(3,2), (4,8),(5,9),(6,1),(8,4)} und ¢* = 1 gilt. Weiterhin sei f*: AxA — A
definiert durch

f(x,y) =1+ max(z,y) — min(z,y)

Sei Z = (2, B) die o-Interpretation mit der Belegung 3: VAR — A, fir die gilt:
B(vg) = 3, B(v1) = 1, B(ve) = 9, und S(v;) = 5 fur alle i > 3.

Auflerdem seien der o-Term ¢; und die beiden FO[o]-Formeln ¢; und ¢y wie folgt gegeben:
(i) tr == f(f(v0,¢),v2)
(ii) o1 := (R(UG, Vg) — R('UQ,'UQ))
(iii) ¢q = Yo Vuy (f’(vo,vl)if(vo,c') — R(vl,vo))

Berechnen Sie [t;]* fiir den o-Term ¢; analog zu Beispiel 6.17 aus dem Skript. Berechnen
Sie weiterhin 1] und [p2]”* fir die FO[o]-Formeln ¢; und ¢, analog zu Beispiel 6.28 im
Skript.

Aufgabe 2: (28 Punkte)
Betrachten Sie die Kinodatenbank 2k;,, aus der Vorlesung.

(a) Geben Sie fur die folgenden Anfragen jeweils eine Formel ¢ der Logik erster Stufe an, die
die Anfrage beschreibt. Berechnen Sie jeweils auch die Relation p(Akino)-

(i) Geben Sie die Namen aller Kinos aus, in denen (mindestens) ein Film gezeigt wird.
(ii) Geben Sie die Namen aller Kinos aus, in denen exakt ein Film gezeigt wird.



(iii) Geben Sie die Telefonnummern aller Kinos aus, in denen Capote gezeigt wird, aber
nie um 20:15 Uhr.

(iv) Geben Sie die Namen aller Filme aus, die gerade nicht in einem Kino laufen.

(v) Geben Sie alle Adressen von Kinos an, in denen Filme von Christopher J. J. Nolan
oder mit Natalie Portman gezeigt werden.

(b) Berechnen Sie fiir jede der folgenden Formeln ¢; die Relation ¢;(kin,) und geben Sie
umgangssprachlich an, welche Anfrage durch die Formel ¢; beschrieben wird.

(i) pi(zr) =3z (Prag.amm(‘Bab'ylon’, zp, )V Filme(xr, z, ‘Nadja Uhl’))
(i) ¢2(xk,zA) = T2T0 (Ofte(mK,xA,mTel) A ‘v’xTVmZ—'Progfamm(xK,xT,xZ)>
(iii) p3(zk,27) = (EI:UT Programm(zx, 7, xz) A YyrVyz (Progr"amm(a:K,yT,yZ) —
—3JrgIzr (Fifme(yT, TR, Ts)
A (zg = ‘George Clooney’ V zp = ‘George Clooney’))) )
Aufgabe 3: (24 Punkte)

(a) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt, welche nicht? (Sie brauchen Thre Antwort
nicht zu begriinden.)

(i) Vzp = ~Fax—gp (iv) (Bzp AJzy) = Jx(e AY)
(i) Vzp E Jzp (v) Bzp AIzy) = Fz(e AY)
(iii) Jz(p AY) E Bxp A Jzvp) (vi) (Vxp AVzy) = Va(e A1)

(b) Beweisen Sie, dass Ihre Antworten zu (iii) und (iv) aus (a) korrekt sind.

(c) Zeigen Sie die Korrektheit der Beobachtung 6.40 (b) aus dem Skript, d.h. zeigen Sie, dass
fir jede Signatur o und zwei beliebige FO[o]-Formeln ¢ und v gilt:

e =1 <= (p< 1)) ist allgemeingiiltig.

Aufgabe 4: (24 Punkte)
Sel oGrapn = {E} die Signatur aus Beispiel 6.8 mit einem 2-stelligen Relationssymbol E zur
Modellierung von gerichteten Graphen.
(a) Betrachten Sie die beiden o¢yapn-Strukturen 21 = e e
(A, E*) und B = (A, E®), die durch die beiden - 9B
Graphen in der nebenstehenden Abbildung re-
prisentiert werden. Geben Sie einen FO[ogrqpn)- @ é)\

Satz ¢ an, so dass 2 = ¢ und B = —p gilt. Q ° @ c

(b) Geben Sie fiir die FO[ogyqpn]-Formel

o(x) = Vsz( <—|y£z A E(y, Z)) — (E(y, x) A E(m, z)) )

eine ograpp-Struktur A und zwei Interpretationen Z; = (A, £1) und Zy = (2, f2) an, so
dass Z; = ¢ und Z, = —p gilt.

(c) Entscheiden Sie, ob FO[0Gapn|-Formeln ¢ und ¢ mit freien Variablen z und y existieren,
so dass fiir jeden gerichteten Graphen 2l = (A4, E*) und jede zu ¢ und ¢ passende Belegung
£ in 2 gilt:

(i) (A, p) erfillt ¢ <= f(x) und S(y) liegen zusammen auf einem Kreis in 2
(ii) (2, ) erfiillt ¢ <= F(z) und B(y) liegen zusammen auf einem Kreis der
Lange vier in 2



