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ACHTUNG: Fehlt eine der drei Angaben Name, Matrikelnummer und Ubungs-
gruppe auf IThrer Abgabe, miissen Sie mit Punktabzug rechnen. Mehrseitige Abgaben
missen zusammengeheftet werden.

FEine Aufgabe gilt nur dann als bearbeitet, wenn neben der Losung auch die notwendigen Begriin-
dungen angegeben sind — es sei denn, in der Aufgabenstellung steht, dass eine solche Begrindung
nicht erforderlich ist.

Aufgabe 1: (28 Punkte)
Sei ¢ = {M, D, F, Nachfolger, letzter} eine Signatur, wobei M, D, F 1-stellige Relationssymbole,
Nachfolger ein 1-stelliges Funktionssymbol und letzter ein Konstantensymbol ist. Sei A eine o-

Struktur mit A = {1,2,...,34} und letzter” = = 34, so dass fur alle a € A gilt:
- a € MA < 1. FSV Mainz 05 ist Tabellenfiihrer an Spieltag a
- a € DA <= Borussia Dortmund ist Tabellenfithrer an Spieltag a
- a € F* <= Eintracht Frankfurt ist Tabellenfithrer an Spieltag a

a+1, fallsae{1,2,...,33}
a, falls a = 34.

NachfolgerA(a) = {

(a) Geben Sie FO[o]-Formeln an, die in A folgendes aussagen:

(i) Der 1. FSV Mainz 05 wird Meister.
(ii) Jede der drei genannten Mannschaften ist mindestens einmal Tabellenfithrer.
(iii) Ist Eintracht Frankfurt an einem Spieltag Erster, so werden sie auch Meister.

(iv) Borussia Dortmund holt den Titel, wenn sie bereits am vorletzten Spieltag Tabel-
lenfiithrer sind.

(b) Beschreiben Sie umgangssprachlich, was jede der folgenden FOl[o]-Formeln in A aussagt:
(i) —El:c( (M) v D) v F(x)) )
(ii) ( —Elx( (x) N -z = letéter) — = D(letzter) )
(iif) Va:( ( (—Nachfolger(x) = letzter A F(z)) A F(Nachfolger(z)) ) —
—|F(Nachfolger(Nachfolger(x))) )



Aufgabe 2: ' (26 Punkte)
Sei 0 == {f, Q, c'} eine Signatur mit einem 1-stelligen Funktionssymbol f, einem 3-stelligen
Relationssymbol () und einem Konstantensymbol ¢.

(a) Uberpriifen Sie fiir jedes der folgenden Worter, ob es sich jeweils um einen o-Term (geméif
Definition 6.13), um eine atomare o-Formel bzw. um eine FO[o]-Formel (geméafl Defini-
tion 6.19) handelt. Begriinden Sie gegebenenfalls, warum ein Wort kein o-Term, keine
atomare o-Formel bzw. keine FO[o]|-Formel darstellt.

(i) Q(f(v2), s, ¢) (iv) Voo f(F(7(6))) =F(Q(é, vy, vo))
(i) Q(f(v2),v4) (v) oo f(f(F(¢)))=F (vs)
(iii) (f(c) “ Q(Ul,vg,vg)) (vi) Elvl‘v’vg(f ¢)=¢ V Yus(Q(vy, va, vg) — Q(Ul,vg,m)))

(b) Betrachten Sie die drei o-Strukturen A = (A,f Q% ), B = (B, f®, Q%, ¢®) und € =
(C, f%, Q%, ¢%) wobei
o A:={1,2,345}, Q:={(551),(234)} =2
e B:={a,b,cd e}, Q% {(a,e,c),(b,b,d)}, ¢®:=a
o C:={k,l,m,n,0}, QF:={(n,nm) (ko) ¢ :=1I
und die Funktionen f2: A — A, f®: B — B und f¢: C — C definiert sind durch
:1:‘12345 x‘abcde a:‘k:lmno

fm(:v)‘21435 f%(x)‘dbeac fg(x)‘lknmo

Uberpriifen Sie jeweils, ob 2 = 9B und ob 2 = € gilt. Falls ja, geben Sie einen entspre-
chenden Isomorphismus an und begriinden Sie, warum es sich um einen Isomorphismus
handelt. Falls nein, begriinden Sie, warum es keinen entsprechenden Isomorphismus gibt.

Aufgabe 3: (20 Punkte)
Sei 0 = {E , ¢} eine Signatur mit einem 2-stelligen Relationssymbol E und einem 1-stelligen
Funktionssymbol §. Geben Sie fiir jede der folgenden FO[o]-Formeln je eine o-Struktur an, die
die Formel erfiillt, und eine, die die Formel nicht erfiillt.

(a) ¥ady( B(z,y) v E(y,) ) (b) (Vavy( EG.y) > i) =i(y)) v =3 Bla,x) )

(c) (VwaVz( (E(x,y) A E’(y,z)) — B(x, z)) A EIxEIy(E’(x,y) < By, ) ))

Aufgabe 4: (26 Punkte)
In dieser Aufgabe sollen gerichtete Baume durch Strukturen tiber einer Signatur mit einem
1-stelligen Funktionssymbol FElternknoten reprasentiert werden.

(a) Beschreiben Sie, wie ein gegebener gerichteter Baum /%—)}/@\) @

B = (V,E) durch eine Struktur iiber der Signatur

o := { Elternknoten} modelliert werden kann. Geben (d) (8)

Sie auflerdem die entsprechende Struktur fiir den ne-

benstehenden gerichteten Baum an. o @O G (m)
(b) Geben Sie je eine Formel ¢(z) der Logik erster Stufe an, die aussagt, dass der Knoten x

(i) ein Blatt ist, (iii) mindestens zwei Kinder hat,

(ii) die Wurzel ist, (iv) genau zwei Kinder hat.



