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Diskrete Modellierung
Wintersemester 2010/2011 % i‘f
Ubungsblatt 9 “
Abgabe: bis 12. Januar 2011, 8.15 Uhr (vor der Vorlesung oder in Raum RM 11-15/113) iﬁ

ACHTUNG: Fehlt eine der drei Angaben Name, Matrikelnummer und Ubungs- gig
gruppe auf IThrer Abgabe, miissen Sie mit Punktabzug rechnen. Mehrseitige Abgaben &
miissen zusammengeheftet werden. i £
FEine Aufgabe gilt nur dann als bearbeitet, wenn neben der Losung auch die notwendigen Begriin-

dungen angegeben sind — es sei denn, in der Aufgabenstellung steht, dass eine solche Begrindung

nicht erforderlich ist.

Fir Belegungen B, B’ mit Def(B) = Def(B’) = AVAR schreiben wir B < B’, wenn fiir alle
X € AVAR gilt:
B(X) < B'(X)
(d.h.: wenn B(X) =1 ist, so ist auch B'(X) = 1). £

e
Aufgabe 1: (25 Punkte) % £
Y
g
b

Eine aussagenlogische Formel ¢ heifit monoton, falls fiir alle zu ¢ passenden Belegungen B und o
B’ mit B < B’ gilt: b
Falls [¢]® =1, so [¢]® =

(a) Geben Sie je ein Beispiel fiir eine monotone und fiir eine nicht monotone aussagenlogische %

0
Fi | an.
ormel an %
3

Die Menge AL, ist die Teilmenge aller aussagenlogischen Formeln, in denen keines der Symbole
-, —, <> vorkommt.

(b) Geben Sie eine exakte rekursive Definition der Formelmenge AL, an. 23
(c) Beweisen Sie, dass alle Formeln ¢ € AL, monoton sind. 53

(d) Existiert eine monotone aussagenlogische Formel ¢ € AL, in der Negationszeichen vor- % o3

kommen?
(e) Existiert eine monotone aussagenlogische Formel ¢ € AL, in der genau ein Negationszei- g
chen vorkommt? £y g
Aufgabe 2: (25 Punkte)

(a) An einer Strafie befinden sich Ampeln fiir Autos und Fufigénger, d.h. ein Ampelpaar Ay, As 523
fiir Autos und ein Ampelpaar Fi, F5 fiir Fulganger: éi% o
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o Natiirlich zeigen die Ampeln A; und A, immer die gleichen Farben an. Analog fiir die

FuBgangerampeln F} und F5. s::tg
" 3 Mit Hilfe der folgenden atomaren Aussagen lassen sich nun einfache Anforderungen an die
. Ampeln formulieren: &3
£ - Xoot: Die Ampeln Ay, Ay zeigen rot. ki
gjg - Xgelb: Die Ampeln Ay, A; zeigen gelb.
b - Xgriin: Die Ampeln A;, Ay zeigen griin. 533 %EC;
$ gi:ﬁ' - XF¥uginger: Die FuBlgéngerampeln F}, Fy zeigen griin. s
b Beispielsweise driickt die aussagenlogische Formel ( (X0t A Xgen) A = Xorin ) aus, dass die
g g
Ampeln A, A rot und gelb anzeigen, jedoch nicht griin. Eﬁ?
£ gig Geben Sie aussagenlogische Formeln an, die Folgendes aussagen: gﬁg
€9 (i) Falls die FuBgéngerampeln Fy, Fy griin anzeigen, dann zeigen die Ampeln A, A,y ¢ s o
o nicht grin und auch nicht gelb.
. 3 (ii) Es gilt, dass die Ampeln A;, A5 nur zulédssige Farbkombinationen anzeigen, d.h. die
Ampeln Ay, Ay zeigen (1) nur die Farbe rot, (2) nur die Farben rot und gelb, (3) gg g:jg
nur die Farbe grin oder (4) nur die Farbe gelb an.
62 £ £
ﬁ:ﬁ (b) Geben Sie fiir jede der folgenden aussagenlogischen Formeln an, ob sie erfiillbar, unerfillbar 5123
& und/oder allgemeingiiltig ist. Geben Sie aulerdem folgendes fiir jede Formel an: Falls die 3
o Formel erfiillbar ist, geben Sie eine zur Formel passende Belegung an, die die Formel erfiillt.
€3 Falls die Formel nicht allgemeingiiltig ist, geben Sie eine zur Formel passende Belegung 3 £
i} an, die die Formel nicht erfiillt. o
¢ £ (i) ¢ = ((X2 - X1)V ﬁX1> @
£ i 0
o (i) ¥ = ((X1—>X2)/\((X1/\—|X3) N (X2vx4))) i~
£ (c) Welche der folgenden Aussagen ist wahr, welche falsch? 3
& Fir jede richtige Antwort bekommen Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein 533
3 “ Punkt abgezogen. Die Gesamtpunktzahl ist aber mindestens 0. Sie brauchen Ihre Antwort Ej&’ w
nicht zu begriinden. g:?
o s (i) Eine aussagenlogische Formel ¢ ist genau dann allgemeingiiltig, wenn —p unerfill- £
& Qiﬁ bar ist. e
(ii) Eine aussagenlogische Formel ¢ ist genau dann erfiillbar, wenn —¢ unerfiillbar ist. &
’ gi;; (iii) Zwei aussagenlogische Formeln ¢ und v sind genau dann aquivalent, wenn gilt, dass €§3 o3
¢ ¢ und ¥ |= .
y o (d) Geben Sie eine zur Formel £ 4
O
03 {ngjg p = (X1 VAN —\(X2 VAN —\Xg))
E:? dquivalente aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform an. 533
; £ s o W
i £3 63 e I £ 7
3 W ° o £ 03
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Aufgabe 3: (25 Punkte)

(a) Es seien die folgenden drei ungerichteten Graphen G, G5 und G3 gegeben.

Gl G2 G3

(i) Geben Sie fir G;, G2 und G35 jeweils einen Knoten maximalen Grades und einen
Knoten minimalen Grades an.

(ii) Geben Sie fur G, G2 und Gj jeweils ein Matching maximaler Grofie an.
(iii) Enthalten die Graphen Gy, Gy und Gj3 jeweils einen Euler-Weg?
(iv) Enthalten die Graphen Gy, G5 und G3 jeweils einen Hamilton-Weg?
(v) Gilt Gy = Gy, gilt Gy = G357
(vi) Geben Sie jeweils die chromatische Zahl fir Gy, Gy und G3 an.
(vii) Ist G5 planar?

(b) Auf dem Weihnachtsmarkt von Grofidorf sollen insgesamt 8 Stande rund um den Markt-
platz arrangiert werden. Die 8 Stande setzen sich folgendermafien zusammen:

- Ein Stand, in dem die traditionelle Weihnachtskrippe aufgebaut ist.

- Zwei Stéande, an denen Kunsthandwerk verkauft wird: einer der beiden Stéande ist die
Topferei, der andere bietet Holzschmuck aus dem Erzgebirge an.

- Zwei Glithweinstande; einer davon wird von Herrn Max, der andere von Frau Peters
betrieben.

- Drei Essenssténde; einer davon verkauft Crépes, der andere Waffeln und der dritte
Steaks vom Holzkohlegrill.

Bei der Platzierung der 8 Stinde um den Marktplatz ist folgendes zu beachten: Neben
der Weihnachtskrippe darf keiner der Glithweinstande platziert werden. Essensstande diir-
fen nicht nebeneinander stehen, die beiden Glithweinstidnde diirfen nicht nebeneinander
stehen, und die beiden Kunsthandwerkstinde diirfen nicht nebeneinander stehen. Aus Si-
cherheitsgriinden darf der Holzkohlegrill weder neben der Weihnachtskrippe noch neben
dem Stand mit dem Holzschmuck aus dem Erzgebirge stehen. Herr Max ist mit den Be-
sitzern des Holzkohlegrills und der Topferei befreundet und méchte daher unbedingt die
beiden als Nachbarn haben. Auflerdem ist zu beachten, dass sich der Betreiber des Waf-
felstands weder mit Frau Peters noch mit dem Besitzer der Topferei vertrdgt und daher
auf keinen Fall neben einem der beiden platziert werden will.

(i) Stellen Sie den Konfliktgraph auf, in dem die Stdnde durch Knoten repréasentiert wer-
den und eine Kante zwischen zwei Knoten anzeigt, dass die entsprechenden Sténde
nicht nebeneinander platziert werden konnen.

(ii) Geben Sie das Komplement des Konfliktgraphen an.
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(iii) Geben Sie einen Hamilton-Kreis im Komplement des Konfliktgraphen an.

(iv) Geben Sie eine Platzierung der 8 Stédnde rund um den Marktplatz an, mit der alle
zufrieden sind.

Aufgabe 4: (25 Punkte)
Wir nehmen an, das morgige Wetter liefle sich allein aus der Kenntnis des heutigen Wetters
vorhersagen. Unter dieser Annahme kann der Wetterverlauf als Markov-Kette modelliert wer-
den. Der Einfachheit halber unterscheiden wir im Folgenden nur die beiden Wetterbedingungen
Regen und Sonnenschein. Das Wetter formt dann eine Markov-Kette mit der Zustandsmenge
Z = {21, 2}, wobei z; den Regen und z, den Sonnenschein bezeichnet, und der Ubergangsmatrix

P - (pZ1,21 Pzi,2 )
ng,zl pZQ,ZQ
Dabei gibt der Wert p., .. die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass auf Wetter im Zustand z; am
folgenden Tag Wetter im Zustand z; folgt.

Ist die Verteilung des Wetters X® = (X ¥, X[M) fiir einen Tag k € N bekannt, so kann die

z1 ) zZ

Verteilung des Wetters am Tag k + 1 berechnet werden als X*+D) = X®) . p.

(a) Fiir das Frankfurter Wetter wird oft behauptet, die beste Art der Wettervorhersage bestehe
einfach darin, das morgige Wetter als identisch mit dem heutigen zu prognostizieren. Wenn
diese Vorhersagemethode mit einer Wahrscheinlichkeit von 3/4 richtig liegt (unabhéngig
davon, ob aktuell Regen oder Sonnenschein herrscht), dann ergibt sich fiir die Markov-
Kette des Frankfurter Wetters die Ubergangsmatrix

n ()

Wir nehmen an, dass die Markov-Kette fiir das Frankfurter Wetter an einem regnerischen
Tag beginnt, d. h. es gilt X}O) = (1,0).
(i) Berechnen Sie die Verteilung des Frankfurter Wetters an Tag drei, d. h. berechnen
Sie X}B).
(ii) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dass Xl(;k) = (%(1 +27%),1(1 - 2*’“))
fiir jedes k € N gilt.
(iii) Wie verhalt sich Xl(;k), wenn k gegen unendlich geht?
(b) Wir betrachten Los Angeles als Beispiel fiir einen Ort, an dem der Wetterverlauf ein
anderer ist als in Frankfurt. Sei die Ubergangsmatrix fiir das Wetter in Los Angeles gegeben

durch
po_ (12 12
La =\ 1/10 9/10 )°

(i) Zeigen Sie, dass die Verteilung X4 = (1/6, 5/6) eine stationdre Verteilung fir das
Wetter in Los Angeles ist, d. h. zeigen Sie, dass X4 = X4 - P4 ist.

(ii) Geben Sie eine stationédre Verteilung fiir das Frankfurter Wetter in Teilaufgabe (a)
an, d. h. geben Sie eine Verteilung X an mit Xp - Pr = Xp.

€3 1 £ “ Al ’ ’
2 B . :
Frohe Wﬁz@achtgp und ezng@ Guten Rgtsch zgjsg geu@]uh@é P

o o -

L O

=
LM e T 0 e, oo mm g o0

o
%gﬁ
I&ﬁ

o
o €3
62

£
Yo

"o

.



