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ACHTUNG: Fehlt eine der drei Angaben Name, Matrikelnummer und Ubungs-
gruppe auf IThrer Abgabe, miissen Sie mit Punktabzug rechnen. Mehrseitige Abgaben
missen zusammengeheftet werden.
FEine Aufgabe gilt nur dann als bearbeitet, wenn neben der Losung auch die notwendigen Begriin-
dungen angegeben sind — es sei denn, in der Aufgabenstellung steht, dass eine solche Begrindung
nicht erforderlich ist.
Aufgabe 1: (25 Punkte)
(a) Betrachten Sie die Relation R := {(a,b), (a,d), (b, c), (c,d),(d,a),(d,b),(e,e)} iber der
Menge A := {a,b,c,d, e}. Ist es moglich, durch Hinzufligen von Paaren (z,y) € A x A die
Relation R so zu erweitern, dass fiir die Erweiterungen R,, Rs, R,, Ry, i und R, gilt:
(i) R, ist reflexiv, (iii) R, ist antisymmetrisch, (v) R; ist transitiv,
(ii) R, ist symmetrisch, (iv) Ry ist konnex, (vi) R, ist eine Praordnung?

Geben Sie jeweils, falls existent, eine moglichst kleine Erweiterung von R an.
(b) Betrachten Sie die folgenden Relationen R; iiber der jeweiligen Menge M;.
(i) My :={%, 80,0}, Ri:={(d,4), (% 0), (<) (4 0), (4 3) (0 0)}

x zeigt Temperatur z; an, }

(i) My := {ﬁ ‘ N h ﬂ u ﬂ}, Ry := < (z,y) € My x My : y zeigt Temperatur y; an
ITITIITITIT und$1§y1

(lll) M3 = P(N>0), Rg = {(a,b) € M3 X M3 canb= @}

Stellen Sie Ry durch einen gerichteten Graphen in graphischer Darstellung dar.
Geben Sie fiir jedes i € {1, 2,3} an, welche Eigenschaften (reflexiv, symmetrisch, antisym-
metrisch, konnex, transitiv) die Relation R; jeweils besitzt.

(c) Fir Worte tiber dem Alphabet A definieren wir folgende Relation:
Priy :={(a,b) € A* x A" : ex. c € A*, s.d. ac = b}
Fir den Fall, dass (a,b) € Pri, heifit a Prdfiz von b.

(i) Zeigen Sie, dass fiir jedes Alphabet A gilt: Préy ist eine partielle Ordnung.
(ii) Geben Sie zwei Alphabete A; und Ay an, so dass

(I.) Préa, eine lineare Ordnung ist, (IL.) Préy, keine lineare Ordnung ist.



Aufgabe 2: (25 Punkte)
Zeigen Sie, dass die im Folgenden angegebenen Relationen R, und R, jeweils Aquivalenzrela-
tionen sind. Geben Sie jeweils jede Aquivalenzklasse von R; und R, sowie jeweils den Index von
Ry und R, an. Geben Sie fiir jede Aquivalenzklasse von R; bzw. R, jeweils einen Vertreter an.

(a) Zwei Zahlen a,b € N heiflen kongruent modulo 5 (geschrieben als a = b mod 5), wenn die
Zahl a — b durch 5 teilbar ist, d.h. es gibt ein z € Z, so dass a — b =5 - z. Dann sei

Ry :={(a,b) e NxN:a=b mod 5}.

(b) Wir definieren ALy, := {¢ € AL : Var(yp) = {Vo}} als die Menge aller syntaktisch korrek-
ten aussagenlogischen Formeln, die aufler Vj keine weiteren Aussgenvariablen enthalten.
Dann sei

RQ = {(gO,@b) € AL\VO X AL|V0 P = ¢}

Aufgabe 3: (25 Punkte)
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Eine Relation ist genau dann transitiv, wenn sie symmetrisch und konnex ist.

(b) Jede Relation, die nicht konnex ist, ist auch nicht reflexiv.

(c) Es gibt keine Relation, die gleichzeitig antisymmetrisch, symmetrisch und konnex ist.
(d) Der Index jeder antisymmetrischen Aquivalenzrelation iiber einer endl. Menge M ist |M].

(e) Die Vereinigung von zwei Aquivalenzrelationen ist wieder eine Aquivalenzrelation.

Aufgabe 4: (25 Punkte)

Betrachten Sie den Web-Graph G = (V| E), der aus den drei Web-
seiten 1, 2 und 3 besteht, die wie in der nebenstehenden Abbildung
miteinander verlinkt sind. Benutzen Sie fiir die folgenden Aufgaben
den Dampfungsfaktor d := %

(a) Berechnen Sie dhnlich wie in Beispiel 5.2 aus dem Skript die Page-Ranks PRy, PRy und
PR3 der drei Webseiten von GG beziiglich des Dampfungsfaktors d.

(b) Stellen Sie fiir den angegebenen Web-Graph G und den Dampfungsfaktor d die Page-Rank-
Matrix P(G,d) auf.

(c) Sei P die Page-Rank-Matrix P(G, d) aus Teilaufgabe (b). Angenommen der Zufalls-Surfer
startet auf einer der drei Webseiten von G, wobei er jede Webseite gleichwahrscheinlich
als Startpunkt wahlen kann. Das bedeutet, dass die Anfangsverteilung fiir den Zufalls-
Surfer durch X© .= (3,3,3) beschrieben wird. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeits-
verteilung des Zufalls-Surfers auf den Knoten von G nach einem Schritt (d.h. X(V) nach
zwei Schritten (d.h. X)) und nach drei Schritten (d.h. X®). Dabei ist XV := X© . p,

X® .= XW.pund XO .= X? . p.

(d) Gesucht ist ein Web-Graph G' = (V', E) mit drei Webseiten, in dem jede Webseite auf

mindestens eine Webseite verlinkt, die nicht sie selber ist. Zusédtzlich soll der Zufalls-
Surfer mit der Anfagsverteilung X (© := (3,3, 3) nach einem Schritt in G’ genau die selbe
Wahrscheinlichkeitsverteilung erreichen, es soll also X . P(G’,d) = X(© gelten. Geben

Sie einen solchen Graphen G’ an und weisen Sie nach, dass X(© - P(G',d) = X© gilt.



