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ACHTUNG: Fehlt eine der drei Angaben Name, Matrikelnummer und Ubungs-
gruppe auf IThrer Abgabe, miissen Sie mit Punktabzug rechnen. Mehrseitige Abgaben
missen zusammengeheftet werden.

FEine Aufgabe gilt nur dann als bearbeitet, wenn neben der Losung auch die notwendigen Begriin-
dungen angegeben sind — es sei denn, in der Aufgabenstellung steht, dass eine solche Begrindung
nicht erforderlich ist.

Aufgabe 1: (30 Punkte)

(a) Geben Sie die folgenden Graphen G und G; in graphischer Darstellung an.
Hinweis: Beachten Sie dabei, ob es sich jeweils um einen gerichteten oder einen ungerich-
teten Graphen handelt.

(i) Gy = ({1,2,3,4,5,6}, {(z,9) : =,y € {1,2,3,4,5,6}, v = y + 2})
(ii) Gy = ({:1:' €Ny : 1 <x<6}, {{z,y} : x,ye Ny, 1 <2,y <6, x+y> 6})
Sind die Graphen GG; und Gs zusammenhéngend bzw. stark zusammenhéngend? Sind sie
azyklisch?
(b) Seien G3, G4 und Gy die folgenden Graphen:
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(i) Geben Sie jeweils die Knoten- und Kantenmenge von G5 und G4 an.

(ii) Reprasentieren Sie den Graphen G3 durch eine Adjazenzliste und G4 durch eine Ad-
jazenzmatrix.

(iii) Gelten die folgenden Aussagen ?
(I.) G ist bipartit. Geben Sie ggf. die Partionierung der Knoten an.

(II.) G3 = G4. Geben Sie ggf. einen Isomorphismus an.

(III.) G3 = G5. Geben Sie ggf. einen Isomorphismus an.

(IV.) Gy ist ein induzierter Teilgraph von Gs.

(V.) Gy ist ein induzierter Teilgraph von Gj.
(iv) Geben Sie in G3 einen nicht einfachen Weg an, der kein Kreis ist.
(v) Geben Sie in G einen einfachen Kreis maximaler Lénge an.



Aufgabe 2: (20 Punkte)
Beweisen Sie, dass die folgende Aussage fir jeden endlichen, ungerichteten Graphen G = (V| F)
gilt: Ist |V]| > 2, so existieren zwei verschiedene Knoten v,v" € V mit Gradg(v) = Gradg(v').

Aufgabe 3: (25 Punkte)
Alice und Bob spielen ein Spiel auf einem endlichen, zusammenhéngenden und ungerichteten
Graphen G = (V, E). Die Spieler wihlen abwechselnd Knoten vy, v9,v3,... aus V, so dass
v1, Vs, V3, . .. verschiedene Knoten sind und jeweils gilt: {v;,v;11} € E. Alice wéhlt den ersten
Knoten. Der letzte Spieler, der einen Knoten wéhlen kann, gewinnt.

Eine Gewinnstrategie fiir einen Spieler in diesem Spiel ist eine Vorschrift, die ihm sagt, welchen
Zug er als nachstes tatigen soll. Halt sich der Spieler an diese Vorschrift, so gewinnt er auf jeden
Fall.

c 9 (a) Geben Sie fiir jeden der beiden nebenste-

henden Graphen G; und G5 ein Matching
9 6 a maximaler Grofle an und entscheiden Sie,
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'@' welcher der beiden Spieler in dem Spiel auf
e.e dem entsprechenden Graph eine Gewinn-
strategie hat.
(b) Beweisen Sie, dass die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) G besitzt ein Matching M, so dass jeder Knoten aus V' zu genau einer Kante aus
M inzident ist.

(ii) Bob hat eine Gewinnstrategie in dem oben beschriebenen Spiel auf G.

Aufgabe 4: (25 Punkte)

(a) Beweisen Sie die folgende Aussage: In einem endlichen, bipartiten Graphen G = (V, E) mit
|V| > 3 und einer ungeraden Anzahl von Knoten kann es keinen Hamilton-Kreis geben.

(b) Es sei ein 7x7-Schachbrett mit einem beliebig darauf
platzierten Turm wie in der nebenstehenden Abbil-
dung gegeben. Ein Trippelschritt des Turms ist ein
Zug des Turms auf ein Feld, das direkt unterhalb, di-
rekt oberhalb, direkt links oder direkt rechts von sei-
nem Feld liegt. In der Abbildung kann der Turm vom
Feld d3 aus genau vier Trippelschritte machen: nach
e3, d2, c3 oder d4.

Eine Trippelschritt-Turm-Tour TTT ist eine Zugfolge
des Turms von einem beliebigen Startfeld aus, in der
der Turm nur Trippelschritte macht, jedes Feld aufler
dem Startfeld genau einmal betritt und abschliefflend
(und nicht vorher) wieder zum Startfeld zuriickkehrt.

Beweisen Sie, dass es auf dem 7x7-Schachbrett keine TTT geben kann, egal, wo der Turm
startet.

Bemerkung: Ein iibliches Schachbrett besteht aus 8x8 Feldern. Auf einem solchen Schach-
brett existiert eine TTT, egal, von welchem Feld aus gestartet wird. Um Teilaufgabe (b)
zu 16sen, konnen Sie die Aussage aus Teilaufgabe (a) benutzen, auch wenn Sie diese nicht
gelost haben.



