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Aufgabe 1: (25 Punkte)
In den folgenden Teilaufgaben sollen einige Aspekte einer Variante des Spiels Monopoly mit
Wertebereichen modelliert werden. Setzen Sie dabei nur die Menge N als vordefiniert voraus.

(a) Auf dem Spielbrett gibt es 40 Felder, wobei 22 von diesen Feldern Strafien und 18 Felder
Platze sind. Die Strafflen und Plédtze sind von 1 bis 22 bzw. von 1 bis 18 durchnummeriert.

Definieren Sie drei Mengen STRASSEN, PLATZE und FELDER, deren Elemente Strafen,
Platze bzw. Felder reprasentieren.

(b) Auf ein Feld vom Typ ’Strafie’ konnen beliebig viele Hauser und Hotels platziert werden,
deren Anordnung aber keine Rolle spielt.

(i) Definieren Sie eine Menge BEBAUUNGSZUSTANDE, von der jedes Element den Bebau-
ungszustand einer einzelnen Strafie (d.h. die Anzahl der Hauser und die Anzahl der
Hotels) reprasentiert.

(ii) Welches Element von BEBAUUNGSZUSTANDE beschreibt, dass sich drei Héuser und
vier Hotels auf der Strafie befinden?

(c) Der Zustand eines Spielers ist zu jedem Zeitpunkt bestimmt durch den Geldbetrag, der
ihm zur Verfiigung steht, der Menge der Straflen, die er besitzt, und dem Feld, auf dem er
sich gerade befindet.

(i) Definieren Sie eine Menge SPIELERZUSTANDE, von der jedes Element den Zustand
eines Spielers repréasentiert.

(ii) Welches Element von SPIELERZUSTANDE beschreibt, dass dem Spieler 1000 Euro zur

Verfligung stehen, dass er die Straflen 4, 6 und 7 besitzt, und dass er gerade auf der
17. Strafle steht?

(d) Ein Spieler, der eine Strafie betritt, die bereits einem anderen Spieler gehért, muss Miete
an den Besitzer der Strafle entrichten. Die Hohe der Miete héngt von der Strafie und deren
Bebauungszustand ab.

Geben Sie Mengen A und B an, so dass der oben beschriebene Zusammenhang durch eine
Funktion miete: A — B modelliert werden kann, d.h. miete soll die Miete fiir die Strafle
in Abhéngigkeit von der Strafle selbst und deren Bebauungszustand angeben.

Aufgabe 2: (15 Punkte)
Beweisen Sie, dass fiir alle Mengen A, B, C' mit A = B U C gilt: Falls A unendlich ist, so ist B
oder C' unendlich.



Aufgabe 3: (30 Punkte)
Ein Algorithmus, der fiir eine Zahl n € N5y den Wert fib(n) der Fibonacci-Folge berechnet, ist:
Algo 1 (bei Eingabe einer Zahl n € N.g):

1) Falls n =1 oder n = 2, dann gib 1 als Ergebnis zuriick.
2) Falls n > 3, dann:

(

(

(3) Sei x; die Ausgabe von Algo 1 bei Eingabe der Zahl n — 1.
(4) Sei x5 die Ausgabe von Algo 1 bei Eingabe der Zahl n — 2.
(5) Gib den Wert (z1 + x2) als Ergebnis zurtick.

Der Algorithmus benétigt bei Eingabe einer Zahl n héchstens gy (n) Schritte (dabei zéhlen wir
der Einfachheit halber die Zeilen 1, 2 und 5 hier jeweils nur als einen Schritt), wobei

9g1(1) =1, ¢1(2) =1 und ¢1(n) = 3+ g1(n— 1)+ g1(n —2) fur alle n € Ny mit n > 3
Ein anderer Algorithmus, der fiir eine Zahl n € Ny den Wert fib(n) berechnet, ist:
Algo 2 (bei Eingabe einer Zahl n € Ny):

)
)
4) Ersetze ag durch a; und a; durch as.
) Ersetze ay durch ag + a;.

(6) Gib den Wert ay als Ergebnis zurtick.

Dieser Algorithmus benotigt bei Eingabe n € N5 hochstens go(n) = 2-(n — 2) 4 3 Schritte
(wie oben zdhlen wir die Zeilen 1, 2, 4, 5 und 6 jeweils als nur einen Schritt).

(a) Welcher der beiden Algorithmen l4duft im Allgemeinen schneller? D.h. welche der beiden
Funktionen g; und gy liefert kleinere Funktionswerte?

(b) Beweisen Sie, dass Thre Antwort aus (a) korrekt ist. D.h. falls Sie in (a) geantwortet haben,
dass Algo 7 im Allgemeinen schneller als Algo j ist, dann finden Sie eine Zahl ng € N und
beweisen Sie per Induktion nach n, dass fiir alle n € Nog mit n > ng gilt: ¢;(n) < g;(n).

Aufgabe 4: (30 Punkte)
(a) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion nach n, dass fiir alle n > 1 gilt:
(i) 2" >n
(i) 3 (2i — 1) = n?
i) (14 2)" > (14 n2) firs € R mit 2> —1
(b) Gegeben sei folgende rekursiv definierte Funktion:
,n=20

~gs(n —1) , falls gs(n — 1) gerade und n > 1
3-9s(n—1)+1 | falls gs(n — 1) ungerade und n > 1

N~ »

Fir allle n € N sei gs(n) ==

Hierbei bezeichnet s € Ny den Startwert der Funktion. Berechnen Sie g5(5) und go3(15).1

!Bei dieser Funktion handelt es sich um die sogenannte Collatz-Funktion fiir den Startwert s € Nyg. Es ist
kein Startwert s bekannt, fiir den gs nicht irgendwann den Wert 1 erreicht, d.h. es ist unbekannt, ob fiir jedes
s € Nyg ein ng € N existiert, so dass gs(ng) = 1.



