1 Syntax und Semantik der Logik erster
Stufe

Die Logik erster Stufe (Priadikatenlogik) besitzt eine
e Syntax, die festlegt, welche Zeichenketten Formeln der Logik erster Stufe sind, und eine
o Semantik, die festlegt, welche “Bedeutung” einzelne Formeln haben.

Die Logik erster Stufe beschéiftigt sich mit Objekten und Aussagen iiber deren Eigenschaften.
Vor der Einfiihrung von Syntax und Semantik der Logik erster Stufe wenden wir uns zunéchst
den Objekten zu, iiber die Formeln der Logik erster Stufe “reden” kénnen.

1.1 Strukturen

Die Objekte, iiber die Formeln der Logik erster Stufe Aussagen treffen kénnen, heifien Struk-
turen. Viele Objekte lassen sich auf natiirliche Weise durch solche Strukturen représentieren,
beispielsweise

o Graphen G = (V, E) oder Baume B = (V, E),

o die natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation, (N, +, x),

o die reellen Zahlen mit Addition, Multiplikation und Konstanten 0 und 1, (R, +, x,0, 1),
o Datenbanken.

Die im Folgenden definierten Signaturen legen den “Typ” (bzw. das “Format”) der entspre-
chenden Strukturen fest.

Definition 1.1.

Eine Signatur (auch Symbolmenge bzw. Vokabular) ist eine Menge o von Relationssymbo-
len, Funktionssymbolen und/oder Konstantensymbolen. Jedes Relationssymbol R € ¢ und jedes
Funktionssymbol f € o hat eine Stelligkeit (bzw. Aritét, engl. arity)

ar(R) € Nsg bzw. ar(f) € Nyo.
(Notation: N:={0,1,2,3,...}; Nsg:=N\{0})
Notation 1.2.
e Der griechische Buchstabe o bezeichnet in diesem Vorlesungsskript stets eine Signatur.

o Fir Relationssymbole verwenden wir normalerweise Groflbuchstaben wie R, P, FE,Q, Ry,
R, . ...

e Fir Funktionssymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie f, g, h, f1, fa,.. ..

Signatur,
Vokabular
Stelligkeit

ar(R), ar(f)
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o Fiir Konstantensymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie ¢, d, ¢y, co, .. ..

o Gelegentlich verwenden wir als Relations- und Funktionssymbole auch Zeichen wie < (2-
stelliges Relationssymbol) bzw. +, x (2-stellige Funktionssymbole), und als Konstanten-
symbole Zahlen wie 0, 1.

o Die Stelligkeit eines Relations- oder Funktionssymbols deuten wir haufig an, indem wir sie
unter das Symbol schreiben.

Beispiel: Die Notation ]2% deutet an, dass R ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Definition 1.3.
o-Struktur Eine o-Struktur (bzw. Struktur iiber o) ist ein Paar % = (A, «), bestehend aus

Universum o einer nicht-leeren Menge A, dem so genannten Universum (bzw. Triager, Grundbereich;
engl. domain) von 20 und
o einer auf o definierten Abbildung «, die

— jedem Relationssymbol R € o eine Relation a(R) C A*(®) der Stelligkeit ar(R)
zuordnet,

— jedem Funktionssymbol f € o eine Funktion a(f) : A*(/) — A zuordnet und
— jedem Konstantensymbol ¢ € ¢ ein Element o(c) € A zuordnet.

Notation 1.4.

e Strukturen bezeichnen wir meistens mit Fraktur-Buchstaben 2,5, & ,...; das Universum
der Strukturen durch die entsprechenden lateinischen Buchstaben A, B, G, .. ..

o Ist A = (A, ) eine o-Struktur, so schreiben wir fiir jedes Symbol S € o oft S® an Stelle
von a(S). An Stelle von 2 = (A, «) schreiben wir oft auch A = (A, (5% )se,). Falls o
endlich und von der Form

g = {Rh...Rk,fl,...7fg,61,...,cm}

ist, so schreiben wir auch

A = (AR, R G,
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um eine o-Struktur 2 zu bezeichnen.

Beispiel 1.5 (Arithmetische Strukturen).
Sei oar := { <, 4+, %,0,1}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol, 4+, X zwei 2-stellige Funkti-
onssymbole und 0, 1 zwei Konstantensymbole sind.

Standardmodell (a) Das Standardmodell der Arithmetik ist die oa,-Struktur
der Arithmetik,
N N o= (N <V VAN oM 1Y),

wobei <V die natiirliche lineare Ordnung auf N ist, +V und x* die Addition bzw. die
Multiplikation auf N sind und 0V bzw. 1V die Zahlen 0 bzw. 1 sind.

Z, 9, R (b) Entsprechend konnen wir oa,-Strukturen Z, Q, R mit Universum Z, Q, R definieren.



Beispiel 1.6 (Graphen und Baume).

Sel 0Graph := { E'}, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist. Jeder gerichtete Graph bzw.
gerichtete Baum (V, E) (V: Knotenmenge, E C V x V : Kantenmenge) lésst sich als oGrapn-
Struktur A = (A, E*) mit

e Universum A := V und
« Relation E* := E
auffassen.
Beispiel:

Graph: zugehorige ograpn-Struktur:

A = (A, E*) mit
o A={a,b,c}
. EQ[ = {(a7b),(b,b),(a,c),(c,a)}

Beispiel 1.7 (Verwandtschaftsbeziehungen).
Um Verwandtschaftsbeziehungen zu modellieren, kénnen wir die Signatur o benutzen, die aus
folgenden Symbolen besteht:

« 1l-stellige Funktionssymbole Vater, Mutter (Bedeutung: Vater™ (a) bezeichnet den Vater
von Person a, Mutter® (a) bezeichnet die Mutter von Person a).

o 2-stellige Relationssymbole Geschwister, Vorfahr (Bedeutung: (a,b) € Geschwister® be-
sagt, dass a und b Geschwister sind; Vorfahrm (a,b) besagt, dass a ein Vorfahr von b ist).

Frage: Wann sind zwei Strukturen 2[ und % “prinzipiell gleich” (Fachbegriff: isomorph)?

Antwort: Falls B aus 2 entsteht, indem man die Elemente des Universums von 2 umbenennt.
Analog zum Begriff der Isomorphie von Graphen wird dies durch folgende Definition prézisiert:

Definition 1.8.
Seien A, B o-Strukturen. Ein Isomorphismus von 2nach % ist eine Abbildung 7 : A — B
mit folgenden Eigenschaften:

(a) m ist bijektiv.
ur alle Relationssymbole R € o, fiir k := ar und alle k-Tupel (aq,...,ar) € ilt:
(b) F lle Relati ymbole R fur k (R) und alle k-Tupel (aq, ) A’“g'l
(a1,...,a;) € R* — (m(a1),...,m(ak)) € R®.
c) Fur alle Funktionssymbole f € o, fir k := ar und alle k-Tupel (a1,...,ax) € ilt:
(¢) F lle Funk ymbole f , fur k (f) und alle k-Tupel (aq,...,ax) AF gil

ﬂ_(fm (ala"'aak)) = f% (’/T(al)a"'aﬂ-(ak))‘

(d) Fir jedes Konstantensymbol ¢ € o gilt:

Isomorphismus



isomorph
A =B

Notation:
Seien A, B o-Strukturen. Wir schreiben 7 : A = %8 um anzudeuten, dass 7 ein Isomorphismus
von A nach B ist.

Lemma 1.9.
Seien A, B o-Strukturen und sei m : A = B . Dann gilt fir die Umkehrabbildung 7', dass
aliB =Y.

Beuweis: einfaches Nachrechnen (Ubung). O

Definition 1.10.
Zwei o-Strukturen 2 und B sind isomorph (kurz: 2 = %), wenn es einen Isomorphismus 7
von A nach B gibt.

Beispiel 1.11.
(a) Die beiden Graphen

O
und @\%ﬂ

sind isomorph via 7 : {1,2,3,4} — {a,b,¢,d} mit 7(1) = a, 7(2) = b, 7(3) = ¢, 7(4) = d.

(b) Die beiden Graphen

“@E L0

sind isomorph via 7 : {1,...,8} — {a,...,h} mit
v [1 2 3
m(v) [a b ¢

5 6 7 8
h g f e

al e

(c) Die beiden Graphen

@ >@ >@ und @ >@< @

sind nicht isomorph.

(d) Sei o = { f,c}, wobei f ein 2-stelliges Funktionssymbol und ¢ ein Konstantensymbol ist.
Sei 2 = (Afm,cm) mit
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o % = 4N (die Addition auf N),
o @ := 0V (die natiirliche Zahl 0),
und sei B = (B, f®,c®) mit
e B := {2":n € N} (die Menge aller Zweierpotenzen),
e fB: B x B — B die Funktion mit
fP(b1,b2) = bi-by (fa. by,by € B),

e B =1=20 ¢ B.

Dann gilt A = 9B, und die Abbildung 7: A — B mit n(n) := 2" fa. n € N ist ein
Isomorphismus von 2 nach B, denn:

e 7 ist eine bijektive Abbildung von A nach B.
o Fiir das Konstantensymbol c gilt

71'(02[) perc® r(0) =T 20 =1 perc® ol

o Fiir das Funktionssymbol f und alle (a1,a2) € A? gilt:

1
W(fm (a1,a2)) Det.:f 7r(a1—|—a2) Deéﬂ' 2a1+a2

und

. B
f% (ﬂ'(al)7ﬂ-(a2)) Def. f% (2a1’2a2) Duf:}‘ 9a1  9az _ gaitaz

Also: m (fQl (auaz)) = [ (r(a1),7(az)).

Somit ist 7 ein Isomorphismus von 20 nach %5 .

Satz 1.12.
Isomorphie (%) ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller o-Strukturen, d.h. fir alle
o-Strukturen A , B und € gilt:

(a) A = A (Reflexivitit).
(b) Falls A =B, so auch B =A (Symmetrie).
(c) Falls A 2B und B = €, so auch A = & (Transitivitat).

Beweis: Ubung. O

1.2 Syntax der Logik erster Stufe

Bestandteile:

« aussagenlogische Junktoren

_|7 /\7 \/7 *)7 —
o,hicht“ und“ ,oder“ ,wenn ..., dann“ ,genau dann, wenn®
e Variablen vg, v1,vs,... um Elemente aus dem Universum einer Struktur zu bezeichnen

o Quantoren: 3 (“es existiert”), V (“fiir alle”)
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Variable
Var

Existenzquantor
Allquantor

e Symbole fiir Elemente aus der Signatur o
Préazise:
Definition 1.13 (Variablen und Alphabet der Logik erster Stufe).

(a) Eine Individuenvariable (kurz: Variable) hat die Form v;, fiir ¢ € N.
Die Menge aller Variablen bezeichnen wir mit Var. D.h.

Var := {v;:i €N} = {wv,v1,v2,03,...}.

(b) Sei o eine Signatur. Das Alphabet A, der Logik erster Stufe {iber o besteht aus

e den Variablen in Var

e den Symbolen in o

o den Quantoren 3 (Existenzquantor) und V (Allquantor)
« dem Gleichheitssymbol® =

e den Junktoren =, A, V,—,

o den Klammern (, )

¢ dem Komma ,

D.h.:
Ay = VarUo U {3 VIU{=}U{-,AV,—= <}t U{()}U{,}

Notation:
A} bezeichnet die Menge aller endlichen Zeichenketten tiber A, .

Definition 1.14 (Terme der Logik erster Stufe).
Sei o eine Signatur. Die Menge T, aller o-Terme ist die folgendermafien rekursiv definierte
Teilmenge von A}:

o Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist ¢ € T,.
o Fir jede Variable x € Var ist x € T,.

o Fir jedes k € Ny und jedes k-stellige Funktionssymbol f € o gilt:
Sind t; € Ty, ..., t; € Ty, so ist auch f(ty,...,t;) € Ty.

Beispiel 1.15.
Sei o0 = { f,c} wie in Beispiel 1.11(d) gewéhlt. Folgende Worte sind o-Terme:
2

—

o fleo)

o fle,vp)

o fle f(vr,v3))

Folgende Worte sind keine o-Terme:

IManche Biicher schreiben = an Stelle von =
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e 0

. f(d,d)

o f(vo,c,v1)
- fM(2,3)

Definition 1.16 (Formeln der Logik erster Stufe).

Sei o eine Signatur. Die Menge FO[o] aller Formeln der Logik erster Stufe iiber der Signatur
o (kurz: FO[o]-Formeln; FO steht fiir die englische Bezeichnung first-order logic) ist die
folgendermafien rekursiv definierte Teilmenge von A%:

(a) Fur alle o-Terme t; und to gilt
t1 =1ty € FO[O’]

(b) Fir jedes Relationssymbol R € o, fir k := ar(R) und fiir alle o-Terme 4, ..., 1 gilt:

R(t...ty) € FO[o].

(c) Ist ¢ € FO[o], so auch - € FOlo].

(d) Ist ¢ € FO[o] und ¢ € FOlo], so ist auch
pAY) € FOla],
pVy) € FO[d],
¢ =) € FOlo],
¢ <) € FO[o].

~ Y~~~

(e) Ist ¢ € FO[o] und ist & € Var, so ist auch
e Jdz ¢ € FO[o],
o Yz ¢ € FOlo].
Bemerkung:

o FOlo]-Formeln der Form ¢, =t bzw. R(t; ...t;) heiflen auch atomare Formeln.

o In manchen Biuchern wird FO[o] auch mit L, bzw. L bezeichnet, und FO[o]-Formeln
werden auch o-Ausdriicke genannt.

Beispiel 1.17.
(a) Sei o0 ={ f,c}. Folgende Worte sind FO[o]-Formeln:
2

o floo,v1)=c
o Vv f(vz,¢) = v2
o —3vs (f(ve,v3) =v3 A —uz=c)
Folgende Worte sind keine FO[o]-Formeln:
o (f(vo,v1) =¢)
o f(vo,v1) (... ist ein o-Term, aber keine FO[o]-Formel)
o (Vo2 (f(v2,0) =v2))
o Je f(vo,c) = vy

13
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(b) Sei oGraph = {g }. Folgendes ist eine FO[oGrapn]-Formel:

Yo Vuq ((E(’U(),Ul)/\E(Ul,’U0>) — U =’l)1>

Intuition zur Semantik (die formale Definition der Semantik wird in Abschnitt 1.3
gegeben):

In einem Graphen 2 = (A7 Em) sagt die Formel

Yo Yy ((E(vg,vl)/\E(vl,vo)) — g :Ul)

folgendes aus:
HFir alle Knoten ag € A und fiir alle Knoten a; € A gilt:
Falls (ag,a1) € E* und (ay,a0) € E*, so ist ag = a1 “

Die Formel sagt in einem Graphen 2 = (A, EQ[) also gerade aus, dass die Kantenrelation
yantisymmetrisch ist. D.h. ein Graph 21 = (A, Em) erfiillt die Formel genau dann, wenn
die Kantenrelation E% antisymmetrisch ist.

Notation 1.18.

Formelmengen

Bindungsregeln

Infixschreibweise
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Statt mit vg,v1,vs,... bezeichnen wir Variablen oft auch mit x,vy, z, z1, za, . . ..

Formeln bezeichnen wir meistens mit griechischen Kleinbuchstaben o, 4, x, . ...
Formelmengen mit griechischen Grof3buchstaben @, U, .. ..
Beziiglich Klammerung verwenden wir folgende Bindungsregeln:

(a) — bindet stérker als alle anderen Junktoren.
(b) A und V binden stérker als — und <.

Die dufleren Klammern einer Formel lassen wir manchmal weg.
(D. h. wir schreiben z. B. ¢ A¢) — x an Stelle von ((p AY) — X)) ).

Fiir gewisse 2-stellige Funktionssymbole wie +, X € oa, und gewisse 2-stellige Relations-
symbole wie < verwenden wir Infix- statt Préfixschreibweise und setzen Klammern
dabei auf natiirliche Weise, um die eindeutige Lesbarkeit zu gewéhrleisten.

Beispiel:
— An Stelle des (formal korrekten Terms) X (4(v1,v2), vg) schreiben wir (vy + vg) X vs.
— An Stelle der (formal korrekten) atomaren Formel < (vq,vs) schreiben wir vy < vs.

Zur besseren Lesbarkeit von Termen und atomaren Formeln schreiben wir manchmal

— Rty...t; an Stelle des (formal korrekten) R(t1,...,tx),
— fty...tp an Stelle des (formal korrekten) f(t1,...,tx).



1.3 Semantik der Logik erster Stufe

Um die formale Definition der Semantik der Logik erster Stufe angeben zu kénnen, benotigen
wir noch folgende Notationen:

Definition 1.19 (Subformeln bzw. Teilformeln).
Fir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge sub(p) C FO[o] aller Subformeln (oder: sub(yp)

Teilformeln) von ¢ wie folgt: Subformeln
o Ist o eine atomare o-Formel, so sub(p) := {¢}. Teilformeln
o Ist ¢ von der Form —% fiir eine FO[o]-Formel v, so ist sub(y) := {®} U sub(y).

o Ist ¢ von der Form (¢ x 19) fir x € {A,V,—, < } und FO[o]-Formeln ¥; und w2, so
sub(p) = {¢} U sub(¢1) U sub(¢s).

o Ist ¢ von der Form Quz ¢ fir Q € {3,V },z € Var und ¢ € FO[o], so ist
sub(p) = {¢} U sub(¢).

Beispiel:
sub<VUOVv1 ((E(vo,vl)/\E(vl,vo)) — :vl> ) -
{wovul ((E(vo,vl)/\E(vl,vo)) — :vl),
vor ((Blvo, v1) A E(vn,v0)) = v = 1),

((E(’Uo,vl) A E(Ul, ’UQ)) — Vg = ’U1>7
(E(vo,v1) A E(v1,0)),

Vg = V1,
E(vo, v1),

E(vl,vo)}

Definition 1.20 (Variablen in Termen).
Fiir jeden o-Term ¢ € T, definieren wir die Menge var(t) C Var der Variablen von ¢ wie folgt:  var(t)

o Fir z € Var ist var(z) := {x }.
« Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € ¢ ist var(c) := @.

o Ist ¢t € T, von der Form f(t1,...,tx), wobei f € o ein k-stelliges Funktionssymbol ist und
t1,...,tg € Ty, s0 ist var(t) := var(ty) U--- U var(ty).

Definition 1.21 (Freie Variablen in Formeln).
Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge frei(p) C Var aller freien Variablen von ¢  frei(y)
wie folgt: Freie Variablen

e Ist ¢ von der Form t; = t5 mit t1,t5 € T}, so ist

frei(p) := var(t;) Uvar(ts).
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e Ist ¢ von der Form R(t1,...,t;), wobei R € o ein k-stelliges Relationssymbol ist und
t1,...tx € Ty, so ist

frei(p) = var(t1) U---Uvar(ty).
o Ist ¢ von der Form -4 mit ¢ € FO[o], so ist
frei(¢) = frei(¢).
o Ist ¢ von der Form (11 * t3) mit ¢ € { A, V, —, < } und 91,95 € FO[o], so ist
frei(p) = frei(yy) U frei(eq).
e Ist ¢ von der Form Qz ¢ mit Q € {3,V }, € Var und ¢ € FOlo], so ist

frei(p) := frei(¢y)) \ {= }.

Beispiel: ¢ = ( f(vo,¢) =v3s A Jvg flvg,v1)=¢ )
Ny S— S —
freie Variablen: vg, vs freie Variablen: vg, v1

freie Variablen: v,

freie Variablen: vg, v1, vs

Definition 1.22 (Sitze).
Satz Eine FO[o]-Formel ¢ heiit Satz (genauer: FO[o]-Satz), falls frei(p) = 2.
So Die Menge aller FO[o]-Sétze bezeichnen wir mit S, .

Definition 1.23 (Belegungen und Interpretationen).

Belegung in einer (a) Eine Belegung in einer o-Struktur 2l ist eine Abbildung 5 : D — A mit Def(3) :=
o-Struktur D C Var.

passende (b) Eine Belegung § heifit passend zu t € Ty, falls Def(5) D var(t).
Belegun
sune (c¢) Eine Belegung f heifit passend zu ¢ € FO[o] (bzw. eine Belegung fiir ¢), wenn Def(yp) D
frei(¢p).
o-Interpretation (d) Eine o-Interpretation ist ein Paar Z = (U, () bestehend aus einer o-Struktur 2 und

einer Belegung [ in 2.

passende (e) Eine o-Interpretation Z = (2, ) heifit passend zu (oder Interpretation fiir) ¢ € FOl[o]
o-Interpretation (bzw. t € T,), falls Def(3) passend zu ¢ (bzw. t) ist.

Definition 1.24 (Semantik von o-Termen).
Rekursiv tiber den Aufbau von T, definieren wir eine Funktion [-]', die jedem o-Term ¢ € T,
[t)* und jeder zu t passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen Wert [t]Z € A zuordnet:
o Fiir alle z € Var ist [z]% := B(x).

o Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist [¢]% := c*.

o Fir alle k € Ny, alle k-stelligen Funktionssymbole f € o und alle o-Terme t1,...,t, € T,
ist

[F(tr,. . t)]® = 2 ([l ... [t]®) -
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Beispiel:
Seio:={f,c}, undsei ¥ := (A, f*, c*) mit A:=N, f2 := +V (die Addition auf N), ¢* := 0.
2

Sei 3 die Belegung mit S(v1) = 1 und B(ve) = 7, und sei Z := (A, B). Seit := f(va, f(v1,¢)) € Ty
Dann gilt
[17 = f* ([l [f (01, 0)1F)

= [va]” + [f(v1, 0

= Bvz) + f* ([vil*, []*)

= 7+ (6(1}1) + cm)

= 7+(140)

= 8.

Definition 1.25.

(a) Ist B eine Belegung in einer o-Struktur A, ist x € Var und ist a € A, so sei (% die
Belegung mit Def (32) := Def(3) U {z }, die fiir alle y € Def (3%) definiert ist durch

a . a falls y = «
Azly) = { B(y) sonst.

(b) Ist Z = (A, B) eine o-Interpretation, ist € Var und ist a € A, so sei
7% = (A,B%).

Definition 1.26 (Semantik der Logik erster Stufe).

Rekursiv iiber den Aufbau von FOlo] definieren wir eine Funktion [-]', die jeder FO[o]-Formel
¢ und jeder zu ¢ passenden o-Interpretation Z = (2, 3) einen Wahrheitswert (kurz: Wert)
[¢]* € {0,1} zuordnet:

e Fiir alle t1,ty € T, ist

1 falls [t1]% = [to]*
L
0 sonst.

o Fiir jedes k € Ny, jedes k-stellige Relationssymbol R € o und alle 4, ...,t; € T, ist

1 falls ([tl]]17 ceey [[tk]]z) € R%

0 sonst.

[R(t1,... . te)]* = {

Fiir alle ¢ € FO[o] ist

r 1 falls [¥]Z =0
ol = { 0 falls [y = 1.

o Fiir alle ¢1, 1 € FO[o] ist
1 fall Z —1 und T_
— [ A)]F = { alls 1] und [¢)5]

0 sonst.
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Modell
Ik

erfillbar
unerfullbar

1 falls [¢1]% =1 oder [po]* =1

~ vl = { 0 sonst (d.h. [¥1]% = 0 und [y2]® = 0).

— [(41 = ¥2)]*

0 sonst.

{ 1 falls [v1]* = [vo]*

= L1 = w2)]* { L falls [¥n]” = 0 oder [¢]” =1

0 sonst (d. h. [¢1]% =1 und [12]% = 0).
o Fir alle ¥ € FO[o] und alle « € Var ist

e o = {

1 falls es mindestens ein a € A gibt, so dass [/]7% =1
0 sonst (d. h. fiir alle a € A gilt [¢]*% = 0).

1 falls fir alle a € A gilt Iz =1
e o]t { gilt [v]

0 sonst.
Beispiel:
e 0= {g}, Y= VxVy (E($,y) - E(y,ﬂ?))

o A= (AEY) mit A={1,2,3}, E* ={(1,2),(2,1),(2,3)}
Skizze:

o [ sei die Belegung mit Def(5) = @

. Ti=(2,0)
ab
e [e[f=1 <+ firalleac A, firallebe Agit: [(E(z,y)— E(y,2))] =¥
< fiiralle a € A, fiir alle b € A gilt: (a,b) € E¥ oder (b,a) € E*
< fiir alle a € A, fiir alle b € A gilt: falls (a,b) € E®, so auch (b,a) € E*
(<= E™ ist symmetrisch.)

Da in unserem konkreten Graphen 2 fiir @ = 2, b = 3 gilt: (a,b) € E*, aber (b,a) € E*,

ist hier [¢]% = 0.

Definition 1.27 (Modell, Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit).
Sei ¢ eine FO[o]-Formel.

(a) Eine o-Interpretation Z = (A, 8) erfiillt ¢ (bzw.: ist ein Modell von ¢, kurz: 7 |= ¢),

falls 7 passend zu ¢ ist und ] = 1.

(b) ¢ heifit erfiillbar, falls es eine o-Interpretation gibt, die ¢ erfiillt.
© heifit unerfiillbar, falls ¢ nicht erfillbar ist.
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(c) ¢ heiit allgemeingiiltig, wenn jede zu ¢ passende o-Interpretation ¢ erfiillt.

Beobachtung:
Fiir alle ¢, 9 € FO[o] gilt:

o  allgemeingiiltig <= - unerfiillbar.
o @ erfilllbar <= - nicht allgemeingiiltig.

Beispiel 1.28. (Graphen)
Sei 0 := {1;:'}, und sei A = (A4, E*) eine o-Struktur.

(a) Fiir alle a,b € A gilt: Es gibt in 2 einen Weg der Lénge 3 von a nach b <
A, Be) E  VaVy Iz 3z (E(Jj,zl) A E(z1,22) A E(zg,y)).

Hierbei ist 8z die Belegung mit Def(8y) = @.

(b) 2 hat Durchmesser < 3, d.h. zwischen je zwei Knoten von 2 gibt es einen Weg der Linge
<3

A, Bz) E VaVy (x:y V E(z,y) V 3z (E(z,2) AE(z,y)) V
321 320 (E(z,21) A E(21,22) A E(22,9)) )

Beispiel 1.29 (Arithmetik).
Sei oar = {<,+,%,0,1}, N := (N, <N 4N XN,ON,lN), a,b,c € N und g die Belegung mit

B(v1) = a, Blvz) =b, B(vs) =c.
(a) alb (“ateilt bin N") < (N,0) E @reit(vi,v2) mit

Preitt (v1,v2) == Fvg v Xvg =2 .
(b) c=a—-b <= (N,B) E ¢_(v1,v2,v3) mit
p—(vi,v2,v3) == v2+uvz=01.
(¢) aist eine Primzahl <= (N,f) = ¢@prim(v1) mit

Soprim(vl) = vy =0 A-vi=1A

Vg Yus (U1:U4X’U5 — (’04:1 V ’1}5:1)).

(d) Es gibt unendlich viele verschiedene Primzahlen <=

WN,Bz) E Ve Jur (vo <v1 A @prim(v1)).

1.4 Das Koinzidenzlemma

Das Koinzidenzlemma prézisiert den (anschaulich offensichtlichen) Sachverhalt, dass die Frage,
ob eine FO[o]-Formel ¢ von einer o-Interpretation Z = (2, 3) erfillt wird (d.h. ob Z | ¢ gilt),
nur abhéngt von
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o der Belegung der in ¢ frei vorkommenden Variablen (d.h. fiir Variablen x ¢ frei(y) ist egal,
welchen Wert ((x) annimmt) und

« der Interpretation S* der Symbole S € o, die in ¢ vorkommen (d.h. fiir Symbole S’ € o,
die nicht in ¢ erwiihnt werden, ist egal, wie (S’)% aussieht).

Zur prézisen Formulierung des Koinzidenzlemmas sind folgende Notationen niitzlich:

Definition 1.30.
Seien 01,09 zwel Signaturen. Sei Z; = (21, 51) eine o1-Interpretation und sei Zo = (24, B2) eine
oo-Interpretation mit A; = Ay (d.h. 21 und 25 haben dasselbe Universum).

(a) Z; und 7 (bzw. 21 und A1) stimmen auf einem Symbol S iiberein, wenn S € o1 N0y
und S%1 = §%2,

(b) Z; und Zy (bzw. 8; und (3) stimmen auf einer Variablen z iiberein, wenn z €

Def (1) N Def(52) und Gy (z) = Ba(z).

Satz 1.31 (Koinzidenzlemma).
Seien o, o1, o9 Signaturen mit o C o1 Nog. Firi=1,2 sei Z; = (A;, 5;) eine o; Interpretation.

(a) Seit € T,, so dass IT; und Iy auf allen in t vorkommenden Symbolen und Variablen
iibereinstimmen. Dann gilt: [t]** = [t]*2.

(b) Sei ¢ € FO[o], so dass T; und Tz auf allen in ¢ vorkommenden Symbolen und auf allen
freien Variablen von ¢ tbereinstimmen. Dann gilt: T; = ¢ < I = .

Beuweis: Einfaches Nachrechnen: per Induktion nach dem Aufbau von T, (bei (a)) bzw. FO[o]

(bei (b)).
Details: Ubung. O

Bemerkung 1.32. Wegen des Koinzidenzlemmas kénnen wir einerseits immer annehmen, dass
Belegungen “minimal” sind (d.h. ihr Definitionsbereich enthilt gerade die freien Variablen einer
Formel oder eines Terms). Andererseits kénnen wir aber auch annehmen, dass ihr Definitions-
bereich “maximal” ist (d.h. alle Variablen aus Var enthélt). Beides wird gelegentlich nitzlich
sein.

Notation 1.33.

(a) Fiir ¢ € FO[o] schreiben wir ¢(x1, ..., 2, ), um anzudeuten, dass frei(¢) C {x1,...,Tp}.

Sei T = (AU, B) eine o-Interpretation mit Def(5) 2 {x1,...,z1} D frei(p). Firi=1,...,n
sei a; 1= ((z;). An Stelle von T |= ¢ schreiben wir oft auch A = ¢[2,..., 2=].

7‘/1371

Beachte: Diese Schreibweise ist zuléssig, da nach dem Koinzidenzlemma fiir alle o-Inter-
pretationen 7' = (2, 8') mit ' (x;) = a; firi = 1,...,n gilt:

T'Eyp < IEe
(b) Um die Notation weiter zu vereinfachen schreiben wir auch kurz

A = glay,...,a,] an Stelle von 2 ):(p[%’ @]

7171.
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(¢) Fir FO[o]-Sétze ¢ schreiben wir einfach
A = ¢ an Stellevon “(2A, ) = ¢ fir eine Belegung 5”.

Beachte: Gemifl Koinzidenzlemma gilt fiir alle Belegungen 8 und &', dass
&,8) F ¢ = A.0) Fo

(d) Ahnliche Schreibweisen verwenden wir fiir Terme:

o Ist t € T, mit var(t) C {x1,...,2,}, so schreibe kurz auch t(z1,...,z,).
o Ist T = (A, ) eine o-Interpretation mit Def(3) D {x1,...,2,} und a; = B(z;) fir
i=1,...,n, so schreibe an Stelle von [t]* auch
A | a an A
t [ﬁ,..., zn} bzw. t [a1,...,an].

 An Stelle von [t]% schreiben wir manchmal auch Z(t).

Definition 1.34 (Redukte und Expansionen).
Seien o, 7 Signaturen mit 7 C o.

(a) Das 7-Redukt einer o-Struktur 2 ist die 7-Struktur 2 ; mit Universum A, = A, die mit
2 auf allen Symbolen aus 7 iibereinstimmt.

(b) Eine o-Expansion einer 7-Struktur %8 ist eine o-Struktur 2, fiir die gilt: A, =B

Beispiel 1.35.
Zur Erinnerung: Das Standardmodell der Arithmetik ist

N = (N7 ng +N7 XN; 0N7 1N) .
Das {<, +,0}-Redukt von N ist
Nicroy = (N, <V 4V, 0M).

Die Struktur V< 1 oy bezeichnet man als das Standardmodell der Presburger Arithmetik
(benannt nach M. Presburger, 1904-1943).

1.5 Das Isomorphielemma

Anschaulich besagt das folgende Isomorphielemma, dass zwei o-Strukturen, die isomorph sind,
genau dieselben FO[o]-Sétze erfiillen. D.h. isomorphe Strukturen kénnen nicht durch FO[o]-Satze
unterschieden werden.

Satz 1.36 (Isomorphielemma).
Sei ¢ ein FOlo]-Satz und seien A und B zwei isomorphe o-Strukturen. Dann gilt

A Eep <= B Ee
Beweis: Sei 7 : 2 =B ein Isomorphismus von 2 nach B .

Behauptung 1:
Fiir alle o-Terme ¢(z1,...,z,) und alle ay,...,a, € A gilt:

Tt a1,...,an)) = t2[r(a1),...,7(an)].
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Beweis: Einfaches Nachrechnen per Induktion nach dem Aufbau von T, .
Details: Ubung.

Behauptung 2:
Fiir alle FO[o]-Formeln ¢(z1,...,z,) und alle ay,...,a, € A gilt:

2 ': (p[alw"aan} — B ': (p[ﬂ(al)a”'v’fr(an)]'

Beweis: Einfaches Nachrechnen per Induktion nach dem Aufbau von FO[o].
Details: Ubung.

Beachte: Die Aussage von Satz 1.36 folgt direkt aus Behauptung 2.

Obiger Beweis zeigt sogar folgendes Resultat:

Korollar 1.37.

Seien A, B o-Strukturen und sei m : A = B. Fir jede FO[o]-Formel o(z1,...

a1y...,0a, € A gilt:

A = pla,...,an] <= B Eoyln(ar),...,7(an)]

1.6 Literaturhinweise
Zur weiteren Lektiire bieten sich die folgenden Kapitel aus [EFT07] an:

o Kapitel 3.1 “Strukturen und Interpretationen” zu Abschnitt 1.1.

O

Osatz 1.36

,Zn) und alle

e Die Kapitel 2 “Syntax der Sprachen erster Stufe”, 3.2 “Eine Normierung der umgangs-
sprachlichen Junktoren” , sowie 3.3 “Die Modellbeziechung” zu Abschnitt 1.2

¢ Die Kapitel 3.3 bis 3.6 zu Abschnitt 1.3

1.7 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1. Geben Sie oa.-Formeln an, die im Standardmodell N der Arithmetik folgende

intuitive Bedeutung haben:

a) Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier Quadratzahlen.

(
(b

Jede Primzahl ist Summe zweier Quadratzahlen.

(
(d) V2 ist irrational, d.h. es gibt keine Zahlen m,n € N mit v2 = .

(e) Jede zusammengesetzte Zahl n € N besitzt einen Teiler m € N mit m < y/n.

)
)

¢) Es gibt unendlich viele Primzahlen p € N, so dass p = 3m + 2 fiir eine Zahl m € N.
)

Aufgabe 1.2. Sei o eine Signatur, die aus endlich vielen Symbolen besteht und sei 2 eine

beliebige o-Struktur, deren Universum A endlich ist.

(a) Geben Sie einen o-Satz g an, der die Struktur 2 bis auf Isomorphie eindeutig beschreibt.

D.h. es soll fiir alle o-Strukturen B gelten: B =y <= B =A.
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(b) Beweisen Sie, dass ihre Formel g die in (a) geforderte Eigenschaft tatsdchlich besitzt.
D.h. zeigen Sie, dass fiir alle o-Strukturen B gilt: B | g <— B = A.

Aufgabe 1.3. Beweisen Sie das Isomorphielemma (Satz 1.36).

Aufgabe 1.4. Sei o = {<, P,, P,} die Signatur, die aus dem 2-stelligen Relationssymbol < sowie
zwei 1-stelligen Relationssymbolen P, und P, besteht.
Einem endlichen Wort w = wy - - - w,, der Lange n > 1 {iber dem Alphabet 3 := {a, b} ordnen

wir die folgende o-Struktur 2, = (Aw, <Hw PQ%,PZ?W) Zu:
o Ay :=A1,...,n},
o <%w ist die natiirliche lineare Ordnung auf {1,...,n},
o Plo:={icA, : wy=al,
. Pb% ={i€Ay : w;=b}.

Ein FOlo]-Satz ¢ beschreibt eine Sprache L C ¥*, falls fiir jedes nicht-leere Wort w € X* gilt:
weL < Ay E o

(a) Welche Sprache beschreibt der folgende FO[o]-Satz ¢o?

wo = Jx Iy ((xgy A mz=y) AVz ((z<z A Py(z) V (ygz/\Pb(z))))

(b) Geben Sie einen FO[o|-Satz an, der die durch den reguldren Ausdruck a(a|b)*bb(alb)*
definierte Sprache beschreibt.

(c) Konnen Sie auch einen FO[o]-Satz finden, der die Sprache aller Worte beschreibt, in denen
die Anzahl der in ihnen vorkommenden as gerade ist?
Falls ja, geben Sie den Satz an; falls nein, versuchen Sie zu erkléren, warum es keinen
solchen Satz zu geben scheint.
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