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Aufgabe 1: (20 Punkte)

Sei 0 := {P, Q} fiir einstellige Relationssymbole P und Q. Fiir k, ¢ € N, sei 2y, , eine o-Struktur
mit Universum Ay, , = P56 U Q¥%.¢, wobei Pkt N Q¥k¢ = (), |P¥rt| = k und |Q™*¢| = (ist.

Zeigen Sie, dass Ay ¢y =m Uk, ¢, genau dann gilt, wenn

(ko = 1{31 oder ko,kl > m) und (fo = 61 oder go,fl > m)

Aufgabe 2: (30 Punkte)

(a) Sei RGraphs die Klasse aller endlichen Graphen G = (V, EY, s %) mit s, t¢ € V. Sei
Reach die Klasse aller Graphen G € RGraphs, in denen es einen Pfad vom Knoten s& zum
Knoten t& gibt.

Verwenden Sie die Methode der logischen Reduktionen, um Folgendes zu zeigen: Reach ist
nicht FO-definierbar in RGraphs.

(b) Sei Ham die Klasse aller endlichen Graphen, die einen Hamiltonkreis enthalten. Zeigen Sie:
Ham ist nicht FO-definierbar in der Klasse Graphs aller endlichen Graphen.

Zur Erinnerung: Ein Hamiltonkreis ist ein Kreis, der jeden Knoten genau einmal durchlduft.

(¢) Sei Azyklisch die Klasse aller endlichen ungerichteten Graphen, die keinen Kreis enthalten.
Zeigen Sie: Azyklisch ist nicht FO-definierbar in der Klasse UGraphs aller endlichen unge-
richteten Graphen.

Aufgabe 3: (25 Punkte)

Sei o eine Funktionen-freie Signatur und seien 2 und B zwei o-Strukturen.

e Die Struktur 2 x B ist die o-Struktur mit Universum A x B, Konstanten ¢**® := (c%, c®)
(f.a. Konstantensymbole ¢ € o) und Relationen

R*¥® = {((a1,b1),...,(ar,b)) : (a1,...,a;) € R*und (by,...,b,) € R®}
(f.a. Relationssymbole R € o mit r := ar(R)).

e Falls o keine Konstantensymbole enthélt und A und B disjunkt sind, so ist 2 LI 28 die o-
Struktur mit Universum A U B und Relationen R*"® := R% U R® (fa. R € o).

— auf der ndchsten Seite geht’s weiter —



Esseim € N, und 24, s, B, By seien o-Strukturen.
Nutzen Sie die EF-Spiel-Charakterisierung von =,,,, um Folgendes zu zeigen:

(a) Falls 21 =,,, 81 und A5 =,,, B, so auch A; x Ay =, B x By,

(b) Falls o keine Konstantensymbole enthilt und A; N Ay = @ und By N By = () ist, so gilt:
Falls 21 =,,, 81 und A5 =,,, B, so auch A; LIA5; =, B U Bo.

Aufgabe 4: (25 Punkte)

Sei 0 := {S,,Sp} mit zwei 2-stelligen Relationssymbolen S, und S},. Fiir k,¢ € N, ist das
(kx{)-Gitter B, o die o-Struktur mit Universum {1,...,k} x {1,..., ¢} und Relationen

SR = (6, 4), (i41,5)) £ 1<

<1<k
Sptt = {((04),(1.441) : 1<i<h
Zeigen Sie, dass es keinen FO[o]-Satz ¢ gibt, so dass fiir alle k, ¢ € N, gilt:

ij,g):go <~ k=V/.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3.



