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Aufgabe 1: (28 Punkte)
Sophie, Marie und Lena nehmen im Internet an einer Auktion teil. Die Auktion dauert zehn
Runden und in jeder Runde gibt es genau einen Hochstbietenden. Der Hochstbietende der
zehnten Runde gewinnt die Auktion. Den Verlauf dieser Auktion modellieren wir wie folgt.

Sei 0 := {S, M, L, Nachfolger, Endfunde} eine Signatur, wobei S, M, L 1-stellige Relationssym-
bole, Nachfolger ein 1-stelliges Funktionssymbol und Endrunde ein Konstantensymbol ist. Sei
2 eine o-Struktur mit A = (A, S% M2 L2, Nachfolgerm, Endfundem) wobei A := {1,...,10}
und Endrunde” := 10. AuBerdem gilt fiir alle a € A:

e a € S <« Sophie ist in Runde a die Hichstbietende
e 0 € M¥® < Marie ist in Runde a die Hochstbietende
e o € [ <= Lenaist in Runde a die Héchstbietende

' 1, fall 1....
NaChfolgerm(a) = a+1, fallsae{l,... 9
a, falls ¢ = 10.

So sagt beispielsweise die FO[o]-Formel ¢ = Va(S(z) V M(z)) aus, dass in jeder Runde Sophie
oder Marie die Hochstbietende ist.
(a) Geben Sie moglichst kurze FO[o]-Formeln an, die in 2 folgendes aussagen:

(i) Lena gewinnt die Auktion.
(ii) Sophie ist in mindestens einer Runde die Hochstbietende.
(iii) Lena ist in der neunten Runde die Hochstbietende.

(iv) Ist Marie in keiner der ersten neun Runden die Hochstbietende, so gewinnt sie auch
nicht die Auktion.

(b) Beschreiben Sie umgangssprachlich, was die folgenden FO|o]-Formeln aussagen

(i) Va(~(L(2) v S(x)) — M(x))
(ii) Vx( (ﬂNachfolger(x)ix A S(a:)) — L(Nachfolger(x)))

(iii) ﬂEI:z:< M(z) A (M(Nachfolger(x)) A ( M (Nachfolger(Nachfolger(x))) A
ﬁNachfolger(as)iEndfunde> ) )



Aufgabe 2: ‘ (26 Punkte)
Sei o = {f, Q, R,.c'} eine Signatur mit einem 1-stelligen Funktionssymbol f, einem 3-stelligen
Relationssymbol @), einem 2-stelligen Relationssymbol R und einem Konstantensymbol ¢.

(a) Uberpriifen Sie fiir jedes der folgenden Worter, ob es sich jeweils um einen o-Term (geméif
Definition 6.13), um eine atomare o-Formel bzw. um eine FO[o]-Formel (geméafl Defini-
tion 6.15) handelt. Begriinden Sie gegebenenfalls, warum ein Wort kein o-Term, keine
atomare o-Formel bzw. keine FO[o]-Formel darstellt.

(i) Q(f(vr), v, ¢) (iv) Fvs f(f(F(€)))=F(vs)
(i) B(f (o), 01, ¢) (v) Vo F(FF(0) = (s A o)
(iii) ( (v7) < R(vl,vg)) (vi) 31}1V02Vv4<c’if(v4) VY (R(f(v1), v4) — Q(vl,v3,v4)))

(b) Betrachten Sie die o-Strukturen A= (A, f%, Q* R¥, ¢*) und B=(B, f2, Q®, R®, ¢®) wobei
o A :={1,2,3,45}, Q%:=1{(2,2,4),(53,1)}, R*:=1{(3,3),(5,4),(1,1)}, ¢* =2
o B :={k,l,m,n, o}, Q% :={(k,m,o),(n,n,1)}, R® :={(0,0),(m,m), (k, 1)}, ¢® =n
und die Funktionen f%: A — A und f®: B — B definiert sind durch
x‘12345 x‘klmno
Ql:15)‘21254 f%(m)‘lknon

Uberpriifen Sie, ob 2 = B gilt. Falls ja, geben Sie einen Isomorphismus von 2 nach 9B an
und begriinden Sie, warum es sich um einen Isomorphismus handelt. Falls nein, begriinden
Sie, warum es keinen Isomorphismus von 2 nach B gibt.

Aufgabe 3: (20 Punkte)
Sei 0 1= {E , ¢} eine Signatur mit einem 2-stelligen Relationssymbol E und einem 1-stelligen
Funktionssymbol §. Geben Sie fiir jede der folgenden FO[o]-Formeln je eine o-Struktur an, die
die Formel erfiillt, und eine, die die Formel nicht erfillt.

(a) Vavy( E(z,y) — E(y,7)) (b) Vavy( E(z,y) — =j(x)=4(y))
(c) (Vas\fyvz(( (2.9) A B(y,2)) = B(x,2) ) v Vavy( E(z,y) < ~E(y, >))

Aufgabe 4: (26 Punkte)
In dieser Aufgabe sollen gerichtete Baume durch Strukturen tiber einer Signatur mit einem
1-stelligen Funktionssymbol Elternknoten reprasentiert werden.

(a) Beschreiben Sie, wie ein gegebener gerichteter Baum @ (a) e
B = (V,E) durch eine Struktur iiber der Signatur

o = {Elternknoten} modelliert werden kann. Geben (®)
Sie die entsprechende Struktur fiir den nebenstehen-
den gerichteten Baum an. @ @ (D) @

(b) Geben Sie je eine Formel ¢(z) der Logik erster Stufe an, die aussagt, dass der Knoten x
(i) ein Blatt ist, (ii) die Wurzel ist.

(c) Geben Sie je eine Formel ¢ (x,y) der Logik erster Stufe an, die ausdriickt, dass es vom
Knoten x zum Knoten y

(i) einen Weg der Lénge zwei gibt, (ii) einen einfachen Weg der Lange zwei gibt.



