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Aufgabe 1: (25 Punkte)

Für k ∈ N>1 sei k-Col die Klasse aller k-färbbaren endlichen ungerichteten Graphen. Zeigen Sie:

(a) 2-Col ist nicht FO-definierbar in UGraphs

(b) 3-Col ist nicht FO-definierbar in UGraphs.

Aufgabe 2: (25 Punkte)

Aus der Vorlesung wissen Sie, dass für jede Klasse S von σ-Strukturen und jede Klasse C ⊆ S gilt:

C ist FO-definierbar in S =⇒ C ist Hanf-lokal in S.

Gilt auch die Umkehrung? D.h. gilt für jede Klasse S von σ-Strukturen und jede Klasse C ⊆ S:

C ist Hanf-lokal in S =⇒ C ist FO-definierbar in S?

Belegen Sie ihre Antwort, indem Sie entweder beweisen, dass die Umkehrung gilt, oder indem Sie
ein Gegenbeispiel angeben.

Aufgabe 3: (25 Punkte)

Sei σ eine Funktionen-freie Signatur und seien A und B zwei σ-Strukturen.

• Die Struktur A×B ist die σ-Struktur mit Universum A×B, Konstanten cA×B := (cA, cB) (f.a.
Konstantensymbole c ∈ σ) und Relationen RA×B := {

(
(a1, b1), . . , (ar, br)

)
: (a1, . . , ar) ∈

RA und (b1, . . , br) ∈ RB} (f.a. Relationssymbole R ∈ σ mit r := ar(R)).

• Falls σ keine Konstantensymbole enthält und A und B disjunkt sind, so ist A tB die σ-Struktur
mit Universum A ∪B und Relationen RAtB := RA ∪RB (f.a. R ∈ σ).

Es sei m ∈ N, und A1, A2, B1, B2 seien σ-Strukturen.
Nutzen Sie die EF-Spiel-Charakterisierung von ≡m, um folgendes zu zeigen:

(a) Falls A1 ≡m B1 und A2 ≡m B2, so auch A1 × A2 ≡m B1 ×B2.

(b) Falls σ keine Konstantensymbole enthält und A1 ∩A2 = ∅ und B1 ∩B2 = ∅, so gilt:
Falls A1 ≡m B1 und A2 ≡m B2, so auch A1 t A2 ≡m B1 tB2.

Aufgabe 4: (25 Punkte)

Sei σ := {Sv, Sh} mit zwei 2-stelligen Relationssymbolen Sv und Sh. Für k, ` ∈ N>1 ist das
(k×`)-Gitter Gk,` die σ-Struktur mit Universum {1, . . , k} × {1, . . , `} und Relationen

S
Gk,`
v := {

(
(i, j), (i+1, j)

)
: 1 6 i < k, 1 6 j 6 `}

S
Gk,`

h := {
(
(i, j), (i, j+1)

)
: 1 6 i 6 k, 1 6 j < `}.

Zeigen Sie, dass es keinen FO[σ]-Satz ϕ gibt, so dass für alle k, ` ∈ N>1 gilt:
Gk,` |= ϕ ⇐⇒ k = `.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3.


