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Aufgabe 1: (25 Punkte)

Seienϕ1 undϕ2 zweiΣ1-Formeln. Zeigen Sie, dass folgendes gilt:

(a) (ϕ1 ∧ ϕ2) ist äquivalent zu einerΣ1-Formel.

(b) (ϕ1 ∨ ϕ2) ist äquivalent zu einerΣ1-Formel.

(c) Es gibt eineΣ1-Formelϕ, so dass es keine zu¬ϕ äquivalenteΣ1-Formel gibt.

Hinweis: Sie können verwenden, dass jedeΣ1-definierbare Relation rekursiv aufzählbar ist (vgl.
Bemerkung 9.24).

Aufgabe 2: (25 Punkte)

SeiZ dieσAr-Struktur mit UniversumZ und Konstanten0Z = 0 und1Z = 1, für die6Z , +Z und
×Z die natürliche lineare Ordnung, Addition und Multiplikation aufZ sind.

Zeigen Sie: Th(Z) ist nicht rekursiv aufzählbar.

Aufgabe 3: (25 Punkte)

Beweisen Sie die Behauptungen (d) und (e) von Lemma 9.28, d.h. zeigen Sie, dass für jedes Modell
A vonQ und für allem,n ∈ N gilt:

(a) A |= m + n = m + n.

(b) A |= m × n = m · n.

Aufgabe 4: (25 Punkte)

SeiT eine Menge von FO[σAr]-Formeln, seif : N
k → N eine totale Funktion, und seiϕ(x1, . . , xk, y)

eine FO[σAr]-Formel, dief in T repräsentiert.

Zeigen Sie, dass für allem1, . . ,mk, n ∈ N gilt:
Fallsf(m1, . . ,mk, n) 6= n, soT |= ¬ϕ(m1, . . ,mk, n).


