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Aufgabe 1: (20 Punkte)

Geben SieσAr-Formeln an, die im StandardmodellN der Arithmetik folgende intuitive Bedeutung
haben:

(a) Jede natürliche Zahl ist Summe von vier Quadratzahlen.

(b) Jede Primzahl ist Summe zweier Quadratzahlen.

Aufgabe 2: (25 Punkte)

Seiσ eine Signatur, die aus endlich vielen Symbolen besteht, undseiA eine beliebigeσ-Struktur,
deren UniversumA endlich ist.

(a) Geben Sie einenσ-SatzϕA an, der die StrukturA bis auf Isomorphie eindeutig beschreibt. D.h.
es soll für alleσ-StrukturenB gelten: B |= ϕA ⇐⇒ B ∼= A.

(b) Beweisen Sie, dass ihre FormelϕA die in (a) geforderte Eigenschaft tatsächlich besitzt. D.h.
zeigen Sie, dass für alleσ-StrukturenB gilt: B |= ϕA ⇐⇒ B ∼= A.

Aufgabe 3: (25 Punkte)

Beweisen Sie das Isomorphielemma (Satz 1.36 aus der Vorlesung).

Aufgabe 4: (30 Punkte)

Seiσ = {6, Pa, Pb} die Signatur, die aus dem 2-stelligen Relationssymbol6 sowie zwei 1-stelligen
RelationssymbolenPa undPb besteht.
Einem endlichen Wortw = w1 · · ·wn der Längen > 1 über dem AlphabetΣ := {a, b} ordnen wir
die folgendeσ-StrukturAw = (Aw, 6Aw , PAw

a
, PAw

b
) zu:

• Aw := {1, . . , n},

• 6Aw ist die natürliche lineare Ordnung auf{1, . . , n},

• PAw

a := { i ∈ Aw : wi = a },

• PAw

b
:= { i ∈ Aw : wi = b }.



Ein FO[σ]-Satzϕ beschreibt eine SpracheL ⊆ Σ∗, falls für jedes nicht-leere Wortw ∈ Σ∗ gilt:
w ∈ L ⇐⇒ Aw |= ϕ.

(a) Welche Sprache beschreibt der folgende FO[σ]-Satzϕ0?

ϕ0 := ∃x ∃y
(

(

x 6 y ∧ ¬x=y
)

∧ ∀z
(

(z 6 x ∧ Paz) ∨ (y 6 z ∧ Pbz)
)

)

(b) Geben Sie einen FO[σ]-Satz an, der die durch den regulären Ausdrucka(a|b)∗bb(a|b)∗ defi-
nierte Sprache beschreibt.

(c) Können Sie auch einen FO[σ]-Satz finden, der die Sprache aller Worte beschreibt, in denen die
Anzahl der in ihnen vorkommendenas gerade ist?
Falls ja, geben Sie den Satz an; falls nein, versuchen Sie zu erklären, warum es keinen solchen
Satz zu geben scheint.


