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1 Einfiihrung ins Thema “Diskrete
Modellierung”

1.1 Wozu diskrete Modellierung im Informatik-Studium?
Typische Arbeitsmethode in vielen Bereichen der Informatik: Modellierung von Problemen mit-

tels diskreter Strukturen = prézise Beschreibung von Problemen — dies ist Grundvoraussetzung
dafiir, Probleme systematisch mit Methoden der Informatik 16sen zu kénnen.

Generelle Vorgehensweise in der Informatik:

Problem/ Ziel:
Aufgabenstellung Losung des
im Original Problems
Abstraktion Transformation
Formales Loésung im
Modell formalen Modell

Beispiel 1.1 (Problem “Flussiiberquerung”).

Ein Mann steht mit einem Wolf, einer Ziege und einem Kohlkopf am linken Ufer eines Flusses,
den er iiberqueren will. Er hat ein Boot, das gerade grofl genug ist, ihn und ein weiteres Objekt
zu transportieren, so dass er immer nur eines der drei mit sich hiniibernehmen kann. Falls der
Mann allerdings den Wolf mit der Ziege oder die Ziege mit dem Kohlkopf unbewacht an einem
Ufer zuriick lésst, wird einer gefressen. Ist es moglich, den Fluss zu iiberqueren, ohne dass die
Ziege oder der Kohlkopf gefressen wird?

Losungsansitze:

1. Knobeln — Losung per “Geistesblitz”

2. Systematisches Vorgehen unter Verwendung von Informatik-Kalkiilen

Hier: 2. Ansatz

Erste Analyse des Problems:
o relevante Objekte: Mann, Wolf, Ziege, Kohlkopf, Boot, Fluss, Ufer (links und rechts)



« Eigenschaften/Beziehungen:
— Boot trigt Mann und zusétzlich maximal ein weiteres Objekt
— Unbewacht am gleichen Ufer = Wolf frisst Ziege, Ziege frisst Kohlkopf

Titigkeit: Uberqueren des Flusses

o Start: Mann, Wolf, Ziege, Kohlkopf, (Boot) am linken Ufer
o Ziel: Mann, Wolf, Ziege, Kohlkopf, (Boot) am rechten Ufer

Abstraktionen:

1. Nutze Abkiirzungen:

M = Mann

W = Wolf

7Z = Ziege

K = Kohlkopf

2. Betrachte die moglichen “Zustdnde”, die auftreten dirfen:

linkes rechtes
Ufer Ufer
I

ANEE

Néz
=
>~
~ =2z
E——
N

- unzuléssig unzuléssig
(W frisst Z) (W frisst Z)
S (N A PR S
7 | I X X X X
I PN
unzuléssig unzuléssig
(Z frisst K) (W frisst Z)

3. Formale Modellierung der “Zustdnde”: Repréasentiere den “Zustand”

durch das Tupel ({M, Z},{W, K}).

Allgemein wird ein Zustand repréisentiert durch ein Tupel (I,r) mit | C {M,Z, W, K} und
r C{M,Z, W, K}, fir das folgende Bedingungen erfiillt sind:



« lUr={MZWK)}

e INr=g

o falls Z,K €1, s0auch M €l (

o falls Z,K €r,soauch M €r (

o falls W, Z €, so auch M €1 (um zu verhindert, dass Z von W gefressen wird
o falls W, Z €r, soauch M €r (

um zu verhindern, dass K von Z gefressen wird

)
um zu verhindern, dass K von Z gefressen wird)

)
um zu verhindert, dass Z von W gefressen wird)
Uberginge von einem Zustand in einen anderen Zustand:

Vom Zustand ({M, W, Z},{K}) aus kann man durch eine einzige Flussiiberquerung in folgende
Zustande gelangen:

o ({Z},{M,W,K}), indem M und W im Boot fahren
o ({(W}{M,Z K}), indem M und Z im Boot fahren

Beachte: wenn M allein fahrt, tritt die Situation ({W, Z}, {M, K}) auf — dies ist aber laut (*)
kein zuldssiger Zustand.

Graphische Darstellung:

Insgesamt ergibt sich das in Abbildung 1.1 dargestellte Bild aus Zustdnden und Zustandsiiber-
gangen.

Losung des Problems “Flussiiberquerung”:

An diesem Bild ldsst sich unser urspriingliches Problem “Flussiiberquerung” (Frage: Ist es mog-
lich, den Fluss zu iiberqueren, ohne dass die Ziege oder der Kohlkopf gefressen werden?) ganz
leicht 16sen, indem man einfach einen Weg vom “Startzustand” zum “Zielzustand” sucht. Im Bild
gibt es zwei verschiedene solche Wege; jeder davon kommt mit 7 Uberfahrten aus.

Anmerkung:

Wir haben hier den Kalkiil der Transitionssysteme (auch bekannt als endliche Automaten
bzw. Zustandsiibergangsdiagramme oder Statecharts) benutzt. Dieser Kalkiil eignet sich
besonders gut, wenn Abliufe in Systemen mit Ubergingen zwischen verschiedenen Zustinden
beschrieben werden sollen.

Mehr dazu: in Kapitel 7.
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Abbildung 1.1: Ubergiinge zwischen den Zustéinden beim Flussiiberquerungsproblem



Diskussion dieses Modellierungsbeispiel:

o Modellierung von Abldufen/Folgen von Schritten durch ein Zustandsiibergangsdia-
gramm

« Abstraktion: nur die Zustinde und Ubergiinge interessieren
e Relevante Objekte benannt: M, W, Z, K

o Jeden Zustand haben wir hier repriasentiert durch ein Paar (1,r) von Mengen der
Objekte (die sich am linken bzw. rechten Ufer befinden).

e Einteilung in zulassige Zustiande und unzulissige Zustinde
« Ubergénge werden mit den transportierten Objekten beschriftet.

Besonders wichtig ist, was nicht modelliert wurde, weil es zur Losung der Aufgabe irrelevant
ist (z.B. Name, Breite, Tiefe des Flusses oder Linge, Geschwindigkeit des Boots etc.).

“Kreative Leistung”: den Kalkiil der Zustandsiibergangsdiagramme wahlen und die Bedeutung
der Zustinde und Ubergiinge festlegen.

Systematische Titigkeit (“Routine-Arbeit”): das konkrete Zustandsiibergangsdiagramm auf-
stellen und einen Weg vom Start- zum Zielzustand finden.

DEnde Beispiel 1.1

1.2 Ziele der Veranstaltung “Diskrete Modellierung”

o Uberblick iiber grundlegende Modellierungsmethoden und -kalkiile

e Verstindnis des konzeptionellen Kerns der Kalkiile

o Fahigkeit, Kalkiile an typischen Beispielen anzuwenden

e Fahigkeit zur prézisen und formalen Ausdrucksweise bei der Analyse von Problemen

o Erkenntnis des praktischen Wertes préaziser Beschreibungen

1.3 Allgemeiner Modellbegriff

Modell (lat.: modulus, “Maf}; Mafistab”): allgemeines Muster, Vorbild, Entwurf
Beispielweise:
o Abbild eines vorhandenen Originals (z.B. Schiffsmodell)

o Vorbild fiir ein herzustellendes Original (z.B. Geldnde in kleinem Mafistab; Vorbild in der
Kunst)

o Konkretes Modell (z.B. Schiffsmodell) oder abstraktes Modell (z.B. Rentenmodell)
Beachte:

o Modelle sind absichtlich nicht originalgetreu. Sie heben bestimmte Eigenschaften hervor
und lassen andere weg.

11
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Modellbegriff im Lexikon der Informatik

Modell - Gegenstandsraum

Modell (allgemeiner Begrifl)

Teilgebiet: Modellierung
model (in general)
Withrend wir in den Formalwissenschaften
wie Mathematik oder Physik einen priizisen
Gebrauch des Wortes ,,Modell** (- Gegen-
standsraum) vorfinden, wird das Modell-
Denken in den Sozialwissenschaften weitge-
hend durch einen vagen Gebrauch des Aus-
drucks ,,Modell"* gekennzeichnet. Folgende
Begriffe, die sich in ihrer Intention oft stark
unterscheiden, dirften die gebriiuchlichsten
Verwendungsweisen sein:
I, Modell in der mathematischen Logik

< 2. Modell als Bezeichnung fiir Theorien

~schlechthin
3. Modell als Resultat der Abbildung der
Wirklichkeit.

Weitere Klassifizierungskriterien (- Klassifi-
zierung?) lassen sich nach dem Zweck, der
mit den einzelnen Modellen verfolgt wird an-
geben (siehe Abb. S. 512).

Modell als Theorie schlechthin (2) lindet sich
hdulig im verbalen Sprachgebrauch der So-
zialwissenschaften. Insbesondere jene Teil-
klassen von Theorien, die mathematisiert,
quantifiziert bzw. (ormalisiert sind, werden
allgemein als Modell bezeichnet. Beispicle
sind Preismodell, Rentenmodell.

Modelle als Abbild der Realitiit (3) stellen
eine umfangreiche, sehr heterogene Klasse
dar. Hierbei bilden die Beschreibungen ohne
Verwendung einer Sprache, meist aul ein
handliches Mall} verkleinerten Nachbildun-
gen eines vorgestellten Originals, die bekann-
teste Art von Modecllen. Diese werden, wie

Modell in der mathematischen Logik

Teilgebiet: Logik

model

Es gibt zwei unterschiedliche Definitionen

ftir Modelle der mathematischen Logik:

a) Eine Struktur Z heit Modell einer For-
melmenge X, wenn jede Formel aus Xin
Xgiiltig ist.

b) Das Paar (1,{), bestehend aus einer Inter-
pretation [ und einer Belegung £ heilit
Modell einer Formelmenge X, wenn
jede Formel aus X bei Jund {'wahr ist,

Fiir Mengen X von Aussagen, also Formeln

ohne freie Variablen, sind beide Delinitio-

nen gleichwertig, da dann die Belegung
keine Rolle spielt.

Die Modelltheorie beschiftigt sich mit ge-

genseitigen Beziehungen zwischen Aussagen

formalisierter Theorien und mathematischen

Strukturen, in denen die Aussagen gelten.

Miiller; Stiibel

Modell, abstrakt symbolisches

Teilgebiet: Modellierung
abstract symbolic model

Eine vor allem in der Betriebswirtschalt sehr
verbreitete Klasse von Modellen bilden die
abstrakt symbolischen Abbilder cines Reali-
titskomplexes. Dabei kann es sich sowohl
um rein verbale Reproduktionen ecines Sy-
stems handeln als auch um e¢in kinstliches
Sprachsystem, das durch zuniichst inhalts-
leere symbolische Zeichen und syntaktische
(~Syntax von Programmiersprachen) Re-
geln gekennzeichnet ist. Stiibel

aus

H-J. Schneider: Lexikon der Informatik und
Datenverarbeitung, 3. Aufl., Oldenbourg Verlag, 1991

z.B. der Globus, auch als ikonische oder ma-
teriale Modelle bezeichnet. Stiibel

Abbildung 1.2: Modellbegriff im allgemeinen Lexikon

¢ Der intendierte Verwendungszweck des Modells bestimmt, welche Eigenschaften modelliert
werden und welcher Kalkiil dafiir besonders geeignet ist.

Beispiel 1.2.

(a) Unterschiedliche Modelle, die beim Bau eines Hauses verwendet werden:

e Gebdudemodell: zur Vermittlung eines optischen Eindrucks

12



Modell [italien., zu lat. modulus ,,\Mall, Mallstab*], allg. Muster, Vorbild, Entwurf.
— Mensch (auch Tier), der (das) als Vorbild fiir kiinstler. Studien oder Kunstwerke
dient (,,sitzt™).

—in der Bildhauerei meist in verkleinerter Form ausgefithrter Entwurf einer Plastik
oder Tonarbeit, die in Bronze gegossen werden soll. - T Architekturmodell.

— in der Modebranche Bez. fiir 1. ein nur einmal oder in eng begrenzter Anzahl her-
gestelltes Kleidungsstiick. (M.kleid); 2. die Vorlage fiir eine Vervielfdltigung; 3. svw.
Mannequin. |
— im Sprachgebrauch verschiedener Wiss. (Philosophie, Naturwiss., Soziologie, Psy-
chologie, Wirtschaftswiss., Politikwiss., Kybernetik u.a.) ein Objekt materieller oder
ideeller (Gedanken-M.) Natur, das von einem Subjekt auf der Grundlage einer Struk-
tur-, Funktions- oder Verhaltensanalogie fiir ein anderes Objekt (Original) eingesetzt
und genutzt wird, um Aufgaben zu losen, deren Durchfithrung unmittelbar am Origi-
nal selbst nicht moglich bzw. zu aufwendig ist (z. B. Flugzeug-M. im Windkanal).
Die Modellmethode vollzieht sich in vier Schritten: 1. Auswahl (Herstellung eines
dem [geplanten] Original entsprechenden M.; 2. Bearbeitung des M., um neue Infor-
mationen iiber das M. zu gewinnen (Modellversuch; Ahnlichkeitsgesetze); 3.
Schluss auf Informationen iiber das Original (meist Analogieschlu3); ggf. 4. Durch-
fiilhrung der Aufgabe am Original. Infolge der Relationen zw. Subjekt, Original und
M. (Modellsystem) ist ein M. einsetzbar u. a. zur Gewinnung neuer Informationen
iber das Original (z. B. Atom-M.), zur Demonstration und Erkldrung (z. B. Planeta-
rium), zur Optimierung des Originals (z. B. Netzplan). zur Uberpriifung einer Hypo-
these oder einer techn. Konstruktion (z. B. Laborversuch). - Abweichend von diesem
M. begriff versteht die mathemat. Logik unter M. eine Interpretation eines Axiomen-
systems, bei der alle Axiome dieses Systems wahre Aussagen darstellen. Diese Mo-
delltheorie liefert grundlegende Verfahren zur Behandlung von Fragen der Vollstin-
digkeit, Widerspruchsfreiheit und Definierbarkeit.

Abbildung 1.3: Modellbegriff im Lexikon der Informatik

e Grundriss: zur Einteilung der Rdume und des Grundstiickes
o Kostenplan: zur Finanzierung
Frankfurter S- und U-Bahn Netzplan: siche Abbildung 1.4

Ziel: Beschreibung, welche Haltestellen von welchen Linien angefahren werden und welche
Umsteigemoglichkeiten es gibt

Vernachladssigt: genauere topografische Informationen (Entfernung, genaue Lage, Straflen-
verlaufe etc.), Abfahrtszeiten

Fahrplan der U4 an der Haltestelle “Bockenheimer Warte”: siehe Abbildung 1.5

13
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Abbildung 1.4: Schnellbahnplan des Rhein-Main-Verkehrsverbundes (RMV)

Ziel: Angabe der Abfahrtszeiten der U4 an der Haltestelle “Bockenheimer Warte” sowie
Informationen dariiber, wie viele Minuten die U4 von dort bis zu anderen Haltestellen

auf ihrer Strecke braucht.

DEnde Beispiel 1.2

1.3.1 Arbeiten mit dem Modell

o Nutzung des Modells bei der Losung eines Problems (z.B. Beispiel 1.1 “Flussiiberquerung”)

o Bestimmte Aspekte eines komplexen Gebildes untersuchen und verstehen (z.B. Geschéafts-

abldufe in einer Firma)

o Verstidndigung zwischen Auftraggeber und Hersteller des Originals (z.B. Hausbau, Software-

Entwicklung)

« Fixieren von Anforderungen fiir die Herstellung des Originals (z.B. Software: Spezifikation,

Anforderungen)

e Durchfithrungen von Operationen, die man am Original nicht durchfithren kann (z.B. Er-

probung einer neuen Fliigelform im Windkanal oder durch Computer-Simulation)

o Validierung des Modells (engl. Model Checking); Nachweis, dass die relevanten Eigenschaf-
ten des Originals korrekt und vollstindig im Modell erfasst sind (z.B. Prifung, ob ein
Finanzplan alle Kosten erfasst, sie korrekt aufsummiert und die vorgegebene Kostengrenze

eingehalten wird)
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Abbildung 1.5: Fahrplan der U4 an der Haltestelle “Bockenheimer Warte”

1.3.2 Modellierte Aspekte

Ein Modell beschreibt nur bestimmte Aspekte des Originals, z.B.

o Struktur/Zusammensetzung des Originals (z.B. Organisationsschema einer Firma)



Dafiir geeignete Kalkiile: Wertebereiche, Entity-Relationship-Modell, Baume

o Eigenschaften von Teilen des Originals (z.B. Farbe und Wert einer Spielkarte)
Dafiir geeignete Kalkiile: Wertebereiche, Logik, Entity-Relationship-Modell

o Beziehungen zwischen Teilen des Originals (z.B. “Wolf frisst Ziege, Ziege frisst Kohlkopf”)
Dafiir geeignete Kalkiile: Graphen, Logik, Entity-Relationship-Modell

e Verhalten des Originals unter Operationen (z.B. aufeinanderfolgende Zusténde bei wieder-
holter Flussiiberquerung)

Dafiir geeignete Kalkiile: Zustandsiibergangsdiagramme, Petri-Netze, Graphen

1.4 Ubungsaufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 1.1. Gegeben seien drei Stapel mit Biichern. Der erste besteht aus vier Biichern, der
zweite aus sechs Biichern und der dritte aus 14 Biichern. Die Stapel sollen nun ausgeglichen
werden, so dass auf jedem Stapel acht Biicher liegen. Allerdings diirfen in jedem Schritt nur
Biicher zwischen genau zwei Stapeln umgeschichtet werden. Zudem koénnen auf jeden Stapel
immer nur so viele Biicher gelegt werden, wie bereits darauf liegen.

(a) Lassen sich die Stapel wie gewiinscht ausgleichen? Modellieren Sie zur Beantwortung dieser
Frage das Problem analog zum Beispiel 1.1.

(b) Nehmen wir nun an, dass der ersten Stapel aus vier Biichern, der zweite aus sechs Biichern
und der dritte aus acht Biichern besteht. Lassen sich die Stapel so ausgleichen, dass auf
jedem Stapel sechs Biicher liegen?

Hinweis: Es brauchen nur diejenigen Zustdnde betrachtet zu werden, die man vom Startzustand
aus durch geeignete Zustandsiibergénge erreichen kann.

Aufgabe 1.2. Die nachfolgende Abbildung zeigt ein Spiel, in dem Murmeln bei A oder B in die
Spielbahn fallen gelassen werden.

A B
i H2<
C D

Je nach Stellung der Hebel H; und Hs rollen die Murmeln in der Spielbahn nach links oder
rechts. Sobald eine Murmel auf einen dieser Hebel trifft, wird der Hebel nach dem Passieren der
Murmel umgestellt, so dass die ndchste Murmel in die andere Richtung rollt. Zu Beginn ist jeder
der beiden Hebel so eingestellt, dass die ndchste Murmel, die auf den Hebel trifft, nach links
rollt. Wenn beispielsweise nacheinander drei Murmeln fallen gelassen werden, wobei die erste
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und dritte Murmel bei A und die zweite Murmel bei B fallen gelassen wird, dann kommen die
ersten beiden Murmeln an der Offnung C und die letzte Murmel an der Offnung D heraus.

Aus welcher Offnung fillt die letzte Murmel, wenn

(a) fiinf Murmeln fallen gelassen werden, wobei die erste und die vierte Murmel bei A und alle
anderen Murmeln bei B fallen gelassen werden?

(b) sieben Murmeln fallen gelassen werden, wobei die erste, zweite, vierte und letzte Murmel bei
A und alle anderen Murmeln bei B fallen gelassen werden?

Modellieren Sie zur Beantwortung der Fragen das Spiel analog zu Beispiel 1.1 durch ein Tran-
sitionssystem. Uberlegen Sie sich zunéchst die méglichen Zustande und Zustandsiiberginge, die
auftreten konnen.

Hinweis: Jeder Zustand sollte Informationen dariiber enthalten, in welche Richtung die néchste
Murmel rollt, wenn sie auf H; trifft, in welche Richtung die ndchste Murmel rollt, wenn sie auf
Hy trifft und aus welcher Offnung die zuvor fallen gelassene Murmel herausgerollt ist.
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2 Modellierung mit Wertebereichen —
mathematische Grundlagen und
Beweistechniken

Mathematische Notationen:

Symbol Bedeutung

Definition eines Wertes,
zB. x:=5 M:={1,2,3}

Definition einer Eigenschaft oder einer Schreibweise

=

z.B. m € M < m ist Element von M
ex. Abkiirzung fiir “es gibt”, “es existiert”
f.a. Abkiirzung fiir “fiir alle”, “fiir jedes”

s.d. Abkiirzung fiir “so, dass”

Abkiirzung fiir “impliziert”

- z.B. Regen = nasse Strafle
Abkiirzung fiir “genau dann, wenn”
z.B. Klausur bestanden <= z > 50%
O markiert das Ende eines Beweises

Modellierung und Wertebereiche

In der Modellierung von Systemen/Aufgaben/Problemen/Losungen kommen Objekte unter-
schiedlicher Art und Zusammensetzung vor. Fiir Teile des Modells wird angegeben, aus
welchem Wertebereich sie stammen, aber manchmal offen gelassen, welchen konkreten Wert sie
haben.

Beispiel. Gegeben 3 Karten aus einem Kartenspiel, welches ist die hochste Karte?

Wertebereich Ein Wertebereich ist eine Menge gleichartiger Werte. Wertebereiche werden aus Mengen und
Strukturen dariiber gebildet.
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Beispiel 2.1 (Modellierung der Karten eines (Skat-)Kartenspiels).
Wertebereiche:

KartenArten := {Kreuz, Pik, Herz, Karo}

{7,8,9, 10, Bube, Dame, Konig, Ass}

{(Kreuz, 7), (Kreuz, 8), . .., (Kreuz, Ass),
(Pik, 7), (Pik, 8), ..., (Pik, Ass),
(Herz,7), (Herz, 8), ..., (Herz, Ass),
(Karo, 7), (Karo, 8), ..., (Karo, Ass) }

KartenSymbole :

Karten :

Ubersicht iiber Begriffe, die in Kapitel 2 genauer betrachtet werden:
o Wertebereich: eine Menge gleichartiger Werte
o Grundlegender Kalkiil: Mengenlehre (Mengen und Mengenoperationen)

e Strukturen tiber Mengen zur Bildung von zusammengesetzten Wertebereichen:

— Potenzmengen
Kartesische Produkte, Tupel
Relationen

— Folgen, Worter
Funktionen

e Verwendung dieses Kalkiils

— Modellierung von Strukturen und Zusammenhéngen
— Grundlage fiir alle anderen formalen Kalkiile
— abstrakte Grundlage fiir Typen in Programmiersprachen

Ziel von Kapitel 2 ist, diese Begriffe genauer zu betrachten und abgesehen davon einige wichtige
mathematische Grundlagen und Beweistechniken zu erkléren.

2.1 Mengen, Relationen und Funktionen

2.1.1 Was ist eine Menge?

Cantors naiver Mengenbegriff (Georg Cantor, 1845-1918)
FEine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten un-
serer Anschauung oder unseres Denkens, welche “Elemente der Menge M” genannt werden, zu
einem Ganzen.

Notation. m € M :<= m ist Element der Menge M

Die Russellsche Antinomie (Bertrand Russell, 1872-1970)
Cantors Mengenbegriff ist problematisch und fiihrt zu Widerspriichen. Russell gab folgendes
Beispiel:

Sei N die Menge aller Mengen M, die sich nicht selbst enthalten
(d.h.: M € N :<= M ist eine Menge, fir die gilt: M ¢ M).
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Frage: Enthélt N sich selbst (d.h. gilt N € N)?
Klar: Entweder gilt N € N oder N ¢ N.

Falll: N ¢ N. Geméf Definition der Menge N gilt dann, dass N € N.
Das ist ein Widerspruch.

Fall2: N € N. Geméf Definition der Menge N gilt dann, dass N ¢ N.
Das ist ein Widerspruch.

Somit fithren beide Félle zu einem Widerspruch, obwohl wir wissen, dass einer der
beiden Fille zutreffen miisste. = Irgendetwas stimmt nicht mit Cantors naivem
Mengenbegriff!

Um Russells Beispiel und den daraus resultierenden Widerspruch besser zu verstehen, betrachte
man folgende Geschichte vom Barbier von Sonnenthal.

Der Barbier von Sonnenthal:

Im Stédtchen Sonnenthal (in dem bekanntlich viele seltsame Dinge passieren) wohnt
ein Barbier, der genau diejenigen ménnlichen Einwohner von Sonnenthal rasiert, die
sich nicht selbst rasieren.

Frage: Rasiert der Barbier sich selbst?

Um die Russellsche Antinomie zu vermeiden, muss man die Mengenlehre sehr vorsichtig axio-
matisch aufbauen — dies sprengt allerdings den Rahmen dieser Vorlesung. Sofern man sich der
Problematik aber bewusst ist, kann man sie im “tdglichen Gebrauch” von Mengen vermeiden.
Wir arbeiten daher weiter mit einem naiven Mengenbegriff.

2.1.2 Beschreibung/Definition von Mengen
o durch Aufzéhlen der Elemente (extensional), z.B.
M, = {0,1,2,3,4,5} = {0,1,2,...,5}

e durch Angabe von charakteristischen Eigenschaften der Elemente der Menge (intensional),
z.B.

My = {z:z € M und z ist gerade}
= {z € M; : x ist gerade}

= {z : z ist eine natiirliche Zahl und z ist gerade und 0 < x < 5}
Extensional léasst sich Ms folgendermaflen beschreiben:
My, = {0,2,4}.

Oft schreibt man statt “:” auch “|” und statt “und” einfach ein “Komma”, also My =
{z |z € My, = gerade}.

Vorsicht:

(a) {x:0 <z <5} definiert nicht eindeutig eine Menge, weil nicht festgelegt ist, ob = beispiels-
weise eine ganze oder eine reelle Zahl ist.

(b) {M : M ist eine Menge, M ¢ M} fithrt zur Russellschen Antinomie.
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Fazit: Um solche Probleme zu vermeiden, sollte man bei intensionalen Mengendefinitionen im-
mer angeben, aus welcher anderen Menge die ausgewahlten Elemente kommen sollen, also:

{z € M : z hat Eigenschaft(en) E},

wobei M eine Menge und E eine Eigenschaft oder eine Liste von Eigenschaften ist, die jedes
einzelne Element aus M haben kann oder nicht.

2.1.3 Wichtige grundsiatzliche Eigenschaften von Mengen

e Alle Elemente einer Menge sind verschieden. D.h. ein Wert ist entweder Element der Menge
oder eben nicht — aber er kann nicht “mehrfach” in der Menge vorkommen.

o Die Elemente einer Menge haben keine feste Reihenfolge.
e Dieselbe Menge kann auf verschiedene Weisen beschrieben werden, z.B.

{1,2,3} = {1,2,2,3} = {2,1,3} = {i:1 ist eine ganze Zahl, 0 <z < 3}.

Insbesondere kénnen Mengen aus atomaren oder aus zusammengesetzten Elementen gebildet
werden, und eine Menge kann auch verschiedenartige Elemente enthalten.

Beispiel. Die Menge M := {1, (Pik, 8), {rot, blau}, 5} besteht aus 4 Elementen:
e den atomaren Werten 1 und 5
o dem Tupel (Pik, 8)

o der Menge {rot, blau}

Notationen fiir bestimmte Zahlenmengen

N := Menge der natiirlichen Zahlen := {0,1,2,3,...}

Nsg := Menge der positiven natiirlichen Zahlen := {1,2,3,...}
Z := Menge der ganzen Zahlen := {0,1,-1,2,-2,3,-3,...}
Q = Menge der rationalen Zahlen := {¢ : a,b € Z, b # 0}
R := Menge der reellen Zahlen

Beobachtung 2.2. Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente enthélt.

Definition 2.3 (leere Menge). Die leere Menge ist die (eindeutig bestimmte) Menge, die
kein(e) Element(e) enthélt. Wir bezeichnen sie mit @.

2.4 Frage: Gibt es eine “Menge aller Mengen”?
Nein! Denn wére U die Menge aller Mengen, so wiire auch N :={M € U : M ¢ M} eine Menge.

Dies fiihrt aber wieder zur Russellschen Antinomie (da die Frage “Ist N € N” nicht geklart
werden kann).
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Teilmenge

echte Teilmenge
Obermenge

echte Obermenge

2.1.4 Mengenalgebra

Definition 2.5 (Gleichheit von Mengen). Zwei Mengen M und N sind gleich (kurz: M = N),
falls sie dieselben Elemente enthalten, d.h. falls gilt:

o fa.z e M gilt x € N, und
o fa.z e N gilt z € M.

Beachte: o # {&}, denn & ist die Menge, die keine Elemente enthélt, wihrend {@} eine Menge
ist, die ein Element (ndmlich &) enthalt.

Definition 2.6 (Teilmengen). Seien M, N Mengen.

(a) M ist eine Teilmenge von N (kurz: M C N), wenn jedes Element von M auch ein Element

von N ist.
G}

(b) M ist eine echte Teilmenge von N (kurz: M & N), wenn M C N und M # N.
(c) M ist eine Obermenge von N (kurz: M O N), wenn N C M.

(d) M ist eine echte Obermenge von N (kurz: M 2 N), wenn M O N und M # N.
Satz 2.7. Seien M, N, P Mengen. Dann gilt:

(a) M=N < MCN und M DO N.

(b)) MCNund NCP = MCP.

Beweis:
(a)

M=N Dg5 M und N enthalten dieselben Elemente
Def. 2.

ut

= fa. z € M gilt z € N und
fa.xe Ngiltxe M
<~

jedes Element von M ist auch ein Element von N und
jedes Element von N ist auch ein Element von M

P20 Ay Nund NC M
DL 20 e Nund MO N

(b) Es gelte M C N und N C P.
Behauptung: M C P, d.h. f.a. m € M gilt m € P.
Beweis: Sei m € M beliebig. Wir zeigen, dass m € P :

nach Vor.: M C N nach Vor.. N C P
et —t

meM méeN m € P.
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Definition 2.8. Seien M und N Mengen.

(a) (Durchschnitt) Durchschnitt
MNN = {z:2€Mund z € N}

(b) (Vereinigung) Vereinigung
MUN = {z:2 € M oder x € N}

(c) (Differenz) Differenz
MA\N = M—N:={zx:2€ Mund x ¢ N}

(d) (Symmetrische Differenz) Symmetrische
MAN = (M\N)U(N\M) Differenz

Veranschaulichung durch Venn-Diagramme:

M N M N
MNN MUN

M N M N
M\ N MAN

Notation 2.9. Zwei Mengen M und N heiflen disjunkt, falls M N N = &, d.h. falls sie keine
gemeinsamen Elemente besitzen. Manchmal schreiben wir M U N, um M UN zu bezeichnen und
gleichzeitig auszudriicken, dass M NN = @.

Rechenregeln fiir Durchschnitt und Vereinigung

Satz 2.10. Seien M, N, P Mengen. Dann gelten:

(a) (Idempotenz) Idempotenz
MNM=M
MUM=M

(b) (Kommutativitat) Kommutativitét

MNN=NNM
MUN=NUM

(c) (Assoziativitit) Assoziativitat
MNA(NNP)=(MAN)NP
MU(NUP)=(MUN)UP

(d) (Absorption) Absorption

MN(MUN)=M
MUMNON)=M
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Distributivitét (e) (Distributivitdt)
MN(NUP)=(MNN)U(MnNP)
MU(NNP)=(MUN)N(MUP)

Beweis:

(a)

MnM Def. 2.8(2) {r:zeMund z € M}
= {z:2ze M}
= M.
Analog: M UM = M.
(b)
MNN Def. 2.8(2) {z:x€ Mund x € N}
= {z:ze Nund x € M}
Def.i.S(a) N M.
Analog: MUN =N U M.
(c)
MA(NaP) PP s e Munde e NP
Def. 2.8(a) {r:z€ Mund (x € N und z € P)}
= {z:(x € Mund z € N) und z € P}
Def. 2.8(a) {r:xe€ MNN und z € P}
Def. 2.8(a)

(MAN)NP.
Analog: MU(NUP)=(MUN)UP.

(d) Wir beweisen, dass M N (M UN) = M in 2 Schritten:

Schritt 1: Zeige, dass M C M N (M UN).
Schritt 2: Zeige, dass M N (M UN) C M.

Aus Satz 2.7(a) folgt dann, dass M N (M UN) = M.

ZU SCHRITT 1:

Behauptung: M C MN(MUN), dh. fa.me M gilt me MN(MUN).

Beweis: Sei m € M beliebig. Zu zeigen: m € M N (M U N). Wegen m € M gilt auch m €
MUN (gemé$ Definition 2.8(b)). Wegen m € M und m € MUN gilt gem&8 Definition 2.8(a),
dass me M N(MUN).

ZU SCHRITT 2:

Behauptung: MN(MUN)C M, dh. fa.meMnN(MUN)gilt me M.

Beweis: Sei m € M N (M U N) beliebig. Zu zeigen: m € M. Wegen m € M N (M U N) gilt
gemif Definition 2.8(a), dass m € M und m € M U N. Insbesondere ist also m € M.
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass M N (M UN) = M.

Analog: MU(MNN) =M.

(e) Analog. Details: Ubung.
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2.1.5 Komplemente

Das Komplement einer Menge M (kurz: M) soll die Menge aller Elemente sein, die nicht zu ~ Komplement
M gehoren. Bei der prizisen Definition von M ist allerdings wieder Vorsicht geboten, denn wenn
wir einfach

M = {z:x¢ M}

setzen, so gilt fir die leere Menge @, dass ihr Komplement & einfach alles enthélt — und dann
wére
{M : M € & und M ist eine Menge}

die “Menge aller Mengen” ... und dass es die nicht geben kann, haben wir in Frage 2.4 gesehen.

Daher betrachten wir Mengen stets innerhalb eines festen Universums U, das selber eine Menge
ist. Fiir M C U setzen wir dann M := U \ M und bezeichnen M als das Komplement von M in
U.

Uwm

Rechenregeln fiir Komplemente

Satz 2.11. Sei U unser festes Universum, das selbst eine Menge ist, und seien M, N C U. Dann
gelten:

(a) (Doppelte Negation) Doppelte

(M)=M Negation

u
(b) (De Morgansche Regeln) De Morgansche
Regeln
MNN=MUN MUN=MNN
U
u

(¢c) (Inversionsregeln) Inversionsregeln

MnM=go

MUM=U
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Identitétsregeln (d) (Identititsregeln)

MnNU=M
Mug=M
Beweis: Ubung. O

2.1.6 Machtigkeit /Kardinalitat
Definition 2.12.

endlich (a) Eine Menge heifit endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt, d.h. wenn es eine
Zahl n € N gibt, so dass die Menge genau n Elemente enthélt.

Miéchtigkeit (b) Die Machtigkeit (oder Kardinalitét) einer Menge M ist
Kardinalitdt M| = Anzahl der Elemente in M, falls M endlich ist
oo (unendlich), sonst.

Notation 2.13. Card(M) := |M]|.
Beispiel 2.14.

o [{2,4,6}| =3
o |@]=0

« foi =1

e IN|=00

e |Z| =

. [{2,4,6,4} =3

{2, {a,b}}| =2

Vorsicht beim Vergleich der Miachtigkeit unendlicher Mengen:

Hilberts Hotel (David Hilbert, 1862-1943)
Hilberts Hotel hat unendlich viele Zimmer, die fortlaufend mit 1,2,3,... (also mit allen Zah-
len aus Nsg) nummeriert sind. Obwohl alle Zimmer belegt sind, schafft der Angestellte an der
Rezeption es, fir jeden neuen Gast Platz zu schaffen.

A A -

Wie? — Er bittet alle Géste, in das Zimmer mit der ndchsthéheren Nummer umzuziehen und gibt
dem neuen Gast das Zimmer mit der Nummer 1.

Fiigt man also zu einer unendlichen Menge ein Element hinzu, so erhilt man keine “wirklich
groflere” Menge.
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2.1.7 Die Potenzmenge

Definition 2.15. Die Potenzmenge (engl.: power set) einer Menge M (kurz: P(M)) ist die
Menge aller Teilmengen von M. D.h.:

P(M) = {N:N C M}.

Notation 2.16. In manchen Biichern wird P(M) auch mit Pow(M) (fiir “power set”) oder mit
2M hezeichnet.

Beispiel 2.17.
« P({a,b}) = {2,{a},{b},{a,b}}
« P{1,2,3}) = {&,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
« P(2) = {2}
Insbesondere: P(2) # @

2.1.8 Paare, Tupel und kartesisches Produkt
Definition 2.18 (Paare und Tupel).

(a) Fiir beliebige a, b bezeichnet (a,b) das geordnete Paar mit Komponenten a und b.

(b) Fir £ € N und beliebige ay, ..., a bezeichnet (aq,...,a;) das k-Tupel mit Komponenten
A1y ..y Qf.

(¢) (Gleichheit zweier Tupel) F.a. k,l € N und ay,...,ax,b1,...,b gilt:

(a1y...,a5) = (b1,...,b) <= k=1lund a; =b; und az = by und ... und ax = bj.

Bemerkung 2.19.

(a) Fir k = 0 gibt es genau ein k-Tupel, ndmlich das leere Tupel (), das keine Komponente(n)
hat.

(b) Beachte den Unterschied zwischen Tupeln und Mengen: z.B.

o (1,2) #(2,1), aber {1,2} = {2,1}
e (1,1,2) # (1,2), aber {1,1,2} = {1,2}

Definition 2.20.
(a) Sei k € N und sei M eine Menge. Die k-te Potenz von M ist die Menge
M* = {(my,...,mg) :mi € M,...,my € M}.
Insbesondere: M? = {()} besteht genau aus einem Element, dem leeren Tupel.
(b) Das kartesische Produkt (bzw. Kreuzprodukt) zweier Mengen M, N ist die Menge

M x N = {(m,n):méeM,nec N}
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(c) Sei k € N5 und seien M, ..., M} Mengen. Das kartesische Produkt von Mj, ..., M} ist die
Menge
My x o x My == {(mq,...,my) :mqg € Mq,...,my € My}.

Beispiel 2.21. Sei M = {a,b} und N = {1,2,3}.
o M x N ={(a,1),(a,2),(a,3),(b1),(b,2),(,3)}
M x {1} = {(a,1), (b, 1)}
e Mxg=0
o M?={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)}

. @1:®

. 2= {0}

¢ Im Beispiel 2.1 hatten wir die Karten eines Skat-Kartenspiels durch folgende Wertebereiche
modelliert:
KartenArten = {Kreuz, Pik, Herz, Karo}
{7,8,9,10, Bube, Dame, Konig, Ass}
Karten = KartenArten x KartenSymbole

KartenSymbole

e Uhrzeiten kann man reprasentieren durch Elemente der Menge
Uhrzeiten := Stunden x Minuten x Sekunden,
wobei

Stunden := {0,1,2,...,23}
Minuten := {0,1,2,...,59}
Sekunden := {0,1,2,...,59}

Das Tupel (9,45,0) reprisentiert dann die Uhrzeit “9 Uhr, 45 Minuten und 0 Sekunden”.

Die Machtigkeit von kartesischen Produkten
Satz 2.22.
(a) Seien M und N zwei endliche Mengen. Dann gilt:
|M x N| = [M]-|N].
(b) Sei k € Nsg und seien My, ..., My endliche Mengen. Dann gilt:

k
|My % -+ X My| = |My| - - - |My| = H|Mi|'

i=1
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(c) Seik € N und sei M eine endliche Menge. Dann gilt:

Bew
(a)

MY = M.

ers:

Mx N = |, (mxN)| = 3 |{m} x N

meM
= Y IN| = |N|+---+|N| = |M]|-|N|.
—_——
meM | M |-mal
(b) analog
(c)
IM* = |Mx-x M| 2 M| M| = M.
k-mal k-mal
O
2.1.9 Worte bzw. endliche Folgen
Bemerkung 2.23. Sei A eine Menge.
o Gelegentlich fassen wir ein Tupel (ay,...,a;) € AF als Wort auf, dessen “Buchstaben”
ai,...,ar sind. Um diese Sichtweise zu betonen, schreiben wir oft a; - - - ay.

Beispiel: Das Tupel (m,0,d,e,1,1) identifizieren wir mit dem Wort modell.

A ist dann das Alphabet, iiber dem die Worte gebildet werden, und ay - - - ap wird “Wort
iiber A” genannt.

Das leere Tupel () € AY heifit auch leeres Wort und wird oft als ¢ (epsilon) bezeichnet.
Die Lange eines Wortes aq - - - a ist die Zahl

lay -+ -ag| == k.
Insbesondere ist |¢| = 0, d.h. das leere Wort hat die Lénge 0.

Sind v = a1 ---a; und w = by - - - by zwei Worte iiber A, so ist die Konkatenation von v
und w das Wort
vw = ai---apby---by.

Manchmal wird ein Wort a; - - - a; auch als Folge der Lange k aufgefasst.

Definition 2.24 (A*, AT, Sprache). Sei A ein Alphabet (d.h. eine Menge).

(a)

Die Menge aller Worte iiber A (von beliebiger endlicher Lénge) bezeichnen wir mit A*.
Es gilt also:
A* = UAk' = {a1--ar: k€N, ay,...,a, € A}.
keN
Beachte: Wegen 0 € N und AY = {()} = {e} enthilt A* insbesondere das leere Wort.
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At

Sprache

Relation

Stelligkeit

(b) Die Menge aller nicht-leeren Worte iiber A (von beliebiger endlicher Linge) bezeichnen wir
mit AT. Es gilt:

At = A*\{e} = {a1---ar:k €Nsg, a1,...,a, € A}.

(¢) Eine Sprache iiber A ist eine Teilmenge von A*.

Bemerkung. In vielen Biichern werden Sprachen mit dem Buchstaben L (fiir Language)
oder Varianten wie L’ oder L; bezeichnet.

Beispiel 2.25 (Natiirliche Sprachen).
Alphabet:

Adcutsch = {Aa Bv sy Za A, Oa U, a, ba ceey 2 ‘;ia 67 ﬁa Ba TR TR !7 ?7 e —}
Sprachen tiber Ageutsch:

e L := Menge aller grammatikalisch korrekten Satze der deutschen Sprache (aufgefasst
als Zeichenketten tiber Ageutsch)

e Lo := Menge aller Worter der deutschen Sprache

Beispiel 2.26 (Programmiersprachen).
Alphabet:

ASCII := Menge aller ASCII-Symbole
Sprachen:
e L := Menge aller JAVA-Schliisselworter
e Lo := Menge aller erlaubten Variablennamen in JAVA

e L3 := Menge aller syntaktisch korrekten JAVA-Programme

2.1.10 Relationen

Relationen sind Teilmengen von kartesischen Produkten. Prézise:

Definition 2.27.

(a) Seien M, N Mengen. Eine Relation von M nach N ist eine Teilmenge von M x N.

(b) Sei k € N5 und seien My,..., M} Mengen. Eine Relation auf M, ..., M ist eine Teil-
menge von M; X --- X Mj. Die Stelligkeit einer solchen Relation ist k.

(c) Sei M eine Menge und sei k& € N. Eine k-stellige Relation iiber M ist eine Teilmenge von
MF.

Beispiel 2.28. Um Datumsangaben im Format (Tag, Monat, Jahr) anzugeben, nutzen wir die
Wertebereiche

TagWerte = {1,2,...,31}
MonatsWerte = {1,2,...,12}
JahresWerte = Z.
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Die Menge “Giiltig” aller giiltigen Daten ist dann eine Teilmenge von
TagWerte x MonatsWerte x JahresWerte,

d.h. eine Relation auf TagWerte, MonatsWerte, JahresWerte, zu der beispielsweise das Tupel
(24,12,2007) gehort, nicht aber das Tupel (30, 2, 2008).

Notation 2.29.

o Ist R eine Relation von M nach N (fiir zwei Mengen M, N), so schreiben wir oft
mRn anstatt (m,n) € R.

Beispiel:
— m < n, fir natiirliche Zahlen m, n

—m#n
e Ist R eine Relation auf My, ..., M}, so schreiben wir manchmal
R(mq,...,my) anstatt (mq,...,mi) € R.

Das soll verdeutlichen, dass R eine “Eigenschaft” ist, die ein Tupel aus M; X -+ x My,
haben kann — oder eben nicht haben kann.

Im Datums-Beispiel gilt: Giiltig(24, 12, 2007), aber es gilt nicht: Giiltig(30, 2,2008).

2.1.11 Funktionen

Definition 2.30. Seien A, B Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) von A nach B ist
eine Relation f von A nach B (d.h. f C A x B) mit der Eigenschaft, dass fiir jedes a € A genau
ein b € B mit (a,b) € f existiert.

Anschaulich:

Notation 2.31.
(a) Wir schreiben f: A — B, um auszudriicken, dass f eine Funktion von A nach B ist.

(b) Ist f: A — B und ist a € A, so bezeichnet f(a) das (eindeutig bestimmte) b € B mit
(a,b) € f. Insbesondere schreiben wir meistens f(a) = b an Stelle von (a,b) € f.

(¢) Fir f: A— Bund A’ C A sei

f(A) = {f(a):a € AT}
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Abb(A, B)

Definitionsbereich
Bildbereich
Bild

Restriktion
Einschrankung

partielle Funktion

totale Funktion

injektiv
surjektiv

bijektiv

(d) Die Menge aller Funktionen von A nach B bezeichnen wir mit Abb(A, B).

Beachte: In manchen Biichern wird Abb(A, B) auch mit A — B oder mit B4 bezeichnet.

Bemerkung. Zwei Funktionen f: A — B und g: A — B sind gleich (kurz: f = g), falls f.a.
a € Agilt: f(a) = g(a).

Definition 2.32 (Definitionsbereich, Bildbereich, Bild). Sei f: A — B. Der Definitionsbe-

reich von f ist die Menge Def(f) := A. Der Bildbereich von f ist die Menge B. Das Bild von

f (genauer: das Bild von A unter f) ist die Menge Bild(f) := f(A) (e {f(a):a € A} C B.

Definition 2.33 (Restriktionen). Sei f: A — B eine Funktion und sei A’ C A. Die Restriktion
(oder Einschriankung) von f auf A’ ist die Funktion

f|A':A/_)B7

die folgendermafien definiert ist: f.a. a € A’ ist f|a/(a) := f(a).

2.1.12 Partielle Funktionen

Definition 2.34. Eine partielle Funktion von einer Menge A in eine Menge B ist eine Funktion
f mit Def(f) C A und Bild(f) C B.

Bemerkung 2.35.

(a) Im Gegensatz zu partiellen Funktionen nennt man Funktionen, wie wir sie in Definition 2.30
definiert haben, auch totale Funktionen.

Sprechen wir von “Funktionen”, ohne sie explizit als “partiell” zu bezeichnen, so meinen wir
in dieser Vorlesung immer “totale” Funktionen.

(b) Jede partielle Funktion von einer Menge A in eine Menge B lésst sich auch als totale Funktion
von A nach BU{L} auffassen, wobei L ein spezielles Zeichen ist, das fiir “undefiniert” steht
(und das nicht zur Menge B gehort).

2.1.13 Eigenschaften von Funktionen

Definition 2.36. Sei f: A — B.

(a) f heiBt injektiv, falls es fiir jedes b € B hochstens ein a € A mit f(a) = b gibt.
(b) f heiit surjektiv, falls es fiir jedes b € B mindestens ein a € A mit f(a) = b gibt.

(c¢) f heifit bijektiv, falls es fir jedes b € B genau ein a € A mit f(a) = b gibt.
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Anschaulich:

B
A
A f f B A . B
injektiv, nicht injektiv, injextiv,
nicht surjektiv, surjektiv, surjektiv,
nicht bijektiv nicht bijektiv bijektiv

Beobachtung 2.37.
(a) Fir jede Funktion f: A — B gilt:
f ist bijektiv <= f ist injektiv und surjektiv.
(b) Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:
|A] = |B| <= es gibt eine bijektive Funktion von A nach B.
Satz 2.38.

(a) Fiir jede Menge M gibt es eine bijektive Funktion von P(M) nach Abb(M,{0,1}).

(b) Sei B eine Menge, sei A eine endliche Menge und sei k := |A|. Dann gibt es eine bijektive
Funktion von Abb(A, B) nach B*.

Beweis:

(a) Repréasentiere jedes M’ € P(M) (d.h. M’ C M) durch die so genannte charakteristische
Funktion yp;/: M — {O, 1} mit

1, fallsme M’
xXmr(m) = {0 (*)
, sonst.

Sei nun f: P(M) — Abb(M, {0,1}) definiert durch

f(M') = xu, fiir jedes M" € P(M). (**)
Behauptung. f ist bijektiv.
Wir zeigen dies in 2 Schritten (und nutzen Beobachtung 2.37(a)).

Schritt 1: f ist injektiv:
Seien M', M"" € P(M) mit f(M') = f(M").

33

charakteristische
Funktion



Ziel: Zeige, dass M' = M".
Wegen f(M') = f(M") gilt gemafl (**), dass xarr = xpm. D1 fa. m € M gilt xar (m) =
Xar(m). Geméaf (*) gilt daher f.a. m € M, dass
meM < meM".
Somit ist M’ = M".
Schritt 2: f ist surjektiv:
Sei h € Abb(M,{0,1}), d.h. h: M — {0,1}.
Ziel: Finde ein M’ € P(M) mit f(M') = h.
Wir wahlen: M’ := {m € M : h(m) = 1}. Dann ist klar: M’ € P(M). Gemaf (*) gilt xp =
h. Geméaf (**) ist daher f(M') = h.

(b) Idee: Seiay,...,ay eine Liste aller Elemente in A. Représentiere jede Funktion h € Abb(A, B)
durch das k-Tupel t; := (h(a1),...,h(ax)).

Rest: Ubung.
O
Folgerung 2.39. Seien A, B, M endliche Mengen. Dann gilt:
(a) |Abb(A4, B)| = |B|IAl.
(b) [P(M)] =211,
Beweis:
(a) GeméaB Satz 2.38(b) und Beobachtung 2.37(b) gilt fir k := |A|, dass
|Abb(A, B)| = |B"|.
Laut Satz 2.22(c) ist |B¥| = |B|*. Somit |Abb(A, B)| = |B|* = |B|l4l.
(b) Gemé$ Satz 2.38(a) und Beobachtung 2.37(b) ist
[P(M)| = [Abb(M, {0,1})].
Gemaf (a) ist
|Abb(M, {0,1})] = [{0,1}/MI = 2™,
O

2.1.14 Spezielle Funktionen

Identitatsfunktion Definition 2.40. Die Identitatsfunktion auf einer Menge M ist die Funktion idy;: M — M
mit idps(m) :=m, f.a. m € M.

Multimenge Definition 2.41 (Multimenge, engl.: bag). Eine Multimenge tiber einer Menge M ist eine
Funktion f: M — N.

Mit solchen Funktionen kann man “Mengen” beschreiben, in denen einzelne Elemente mehrfach
vorkommen konnen: Fiir jedes m € M gibt f(m) an, wie oft m in der “Multimenge” vorkommt.
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Beispiel 2.42. Ein Geldbeutel mit

OIOI®

e 3 1-Cent-Miinzen

e 0 2-Cent-Miinzen

e 0 5-Cent-Miinzen

e 2 10-Cent-Miinzen
o« 4

20-Cent-Miinzen
e 1 50-Cent-Miinzen
e 3 1-Euro-Miinzen @ @ @
e 2 2-Euro-Miinzen
kann représentiert werden durch die Multimenge @ @

Geldbeutelinhalt: MiinzenArten — N,

wobei
MiinzenArten := {lc,2c, 5c, 10c, 20c, 50c, 1€, 2€}

und
GeldbeutelInhalt(1c) = 3
Geldbeutellnhalt(2c) = 0
GeldbeutelInhalt(5c¢) = 0
Geldbeutellnhalt(10c) := 2
Geldbeutellnhalt(20c) := 4
Geldbeutellnhalt(50c) = 1
Geldbeutellnhalt(1€) := 3
Geldbeutellnhalt(2€) := 2.

Bequemere Schreibweise:

Geldbeutellnhalt := {(1c, 3), (2¢,0), (5¢,0), (10c, 2), (20c, 4), (50¢, 1), (1€, 3), (2€, 2)}.

2.2 Ein Beispiel zur Modellierung mit Wertebereichen

Beispiel 2.43 (Arbeitskreise der EU).

In der EU-Kommission sollen drei Arbeitskreise gebildet werden. Dazu entsendet jede der Natio-
nen Deutschland, Frankreich, Osterreich und Spanien drei Delegierte. Die Arbeitskreise sollen so
gebildet werden, dass in jedem Arbeitskreis jede Nation vertreten ist und dass es unter Bertick-
sichtigung der Fremdsprachenkenntnisse der Delegierten in jedem Arbeitskreis eine gemeinsame
Sprache gibt, die alle beherrschen.

Aufgabe: Es soll nur die Situation modelliert werden — ein Losungsverfahren wird hier erst mal
nicht gesucht.
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Formale Modellierung:

36

Menge der Nationen:
Nationen := {D,F,0,S},

wobei D fiir Deutschland, F fiir Frankreich, O fiir Osterreich und S fiir Spanien steht.

Die Delegierten konnen wir repréasentieren als Paare, die aus einer Nation und einem
Index aus {1,2,3} bestehen, so dass beispielsweise die drei Delegierten aus Deutschland
durch die Paare (D, 1), (D,2) und (D, 3) modelliert werden. Also:

Delegierte := Nationen x DelegiertenIndex,
wobei DelegiertenIndex := {1, 2, 3}.

Wir nutzen eine Funktion “spricht”, die jedem Delegierten die Menge von Sprachen zu-
ordnet, die er beherrscht. Formal:

spricht: Delegierte — P(Sprachen),
wobei

Sprachen := {deutsch, franzdsisch, spanisch, englisch, italienisch, chinesisch, .. . }.

Die drei Arbeitskreise bezeichnen wir mit AK1, AK2, AK3 und setzen
Arbeitskreise := {AK1, AK2, AK3}.

Eine konkrete Besetzung der drei Arbeitskreise repréasentieren wir durch eine Funktion
AK-Besetzung: Arbeitskreise — P(Delegierte),

die jedem der 3 Arbeitskreise die Menge der Delegierten zuordnet, die Mitglied des Ar-
beitskreises sind.

Die Bedingung, dass jede Nation in jedem Arbeitskreis vertreten ist, lasst sich folgender-
mafen formulieren:

f.a. a € Arbeitskreise ist Vertretene Nationen_ in_a := Nationen,

wobei

Vertretene_ Nationen_in_a := {n € Nationen : es ex. ein i € DelegiertenIndex
s.d. (n,i) € AK-Besetzung(a)}.

Die Bedingung, dass es fiir jeden Arbeitskreis eine Sprache gibt, die alle Mitglieder des
Arbeitskreises beherrschen, lésst sich folgendermaflen formulieren:

f.a. a € Arbeitskreise ist Gemeinsame_Sprachen_in_a # &,

wobei

Gemeinsame_Sprachen _in_a := {sp € Sprachen : f.a. d € AK-Besetzung(a)
ist sp € spricht(d)}.

OEnde Beispiel 2.43



2.3 Beweise verstehen und selbst formulieren

Ziel dieses Abschnitts ist, einen kurzen Uberblick iiber grundlegende Beweistechniken zu geben,
insbesondere:

o direkter Beweis
e Beweis durch Kontraposition
o Beweis durch Widerspruch (indirekter Beweis)

e vollstédndige Induktion.

2.3.1 Was sind “Satze” und “Beweise”?

Ein Satz (bzw. Theorem) besteht aus Voraussetzungen und einer Behauptung. Voraussetzungen
und Behauptung sind Aussagen, so dass folgendes gilt: Wenn alle Voraussetzungen erfiillt sind,
dann muss auch die Behauptung wahr sein. Der Beweis eines Satzes muss nachweisen, dass die
Behauptung des Satzes wahr ist und kann dabei verwenden:

 die Voraussetzungen des Satzes
e Definitionen und bereits bekannte Tatsachen und Sétze
o im Beweis selbst oder anderswo bereits als wahr bewiesene Aussagen

e logische Schlussregeln

Typische Fehler, die man beim Versuch, Beweise zu formulieren, vermeiden sollte, sind:
o unzuldssiges Argumentieren mit Beispielen
e Verwendung gleicher Symbole zur Bezeichnung verschiedener Dinge
e Hantieren mit nicht exakt oder gar widerspriichlich definierten Begriffsbildungen
o unzuldssige Gedankenspriinge beim Schlussfolgern

e Ausnutzung von bis dahin noch unbewiesenen Behauptungen zur Begriindung von einzelnen
Beweisschritten.

2.3.2 Beweistechnik “direkter Beweis”

Ansatz: die Behauptung eines Satzes wird “direkt” (d.h. ohne “Umwege”) bewiesen.

Beispiele fiir direkte Beweise haben wir in dieser Vorlesung bereits kennengelernt, z.B.
o der Beweis von Satz 2.7
o der Beweis von Satz 2.22
o der Beweis von Satz 2.38

o der Beweis von Folgerung 2.39.
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2.3.3 Beweistechnik “Beweis durch Kontraposition”

Beim Beweis durch Kontraposition wird ein Satz der Form “Falls Aussage A gilt, so gilt auch
Aussage B” dadurch bewiesen, dass man zeigt: “Falls Aussage B nicht gilt, so kann auch Aussage
A nicht gelten.” Als Beispiel fiir einen Beweis durch Kontraposition betrachten wir folgenden
Satz.

Satz 2.44. Fiir jedes n € N gilt: Falls n® eine ungerade Zahl ist, so ist auch n eine ungerade
Zahl.

Beweis: Durch Kontraposition. Sei n € N beliebig.
Wir zeigen: Falls n keine ungerade Zahl ist, so ist auch n? keine ungerade Zahl.

n € N war beliebig gewéhlt. Falls n ungerade ist, so ist nichts weiter zu beweisen. Wir betrachten
daher nun den Fall, dass n nicht ungerade ist (d.h. n ist gerade) und zeigen, dass dann auch n?
gerade ist.

Beachte: Per Definition ist eine natiirliche Zahl m genau dann gerade, wenn es ein k € N gibt,
sd.m=2-k.

Daher gilt:
n ist gerade —> esex. k€ Ns.d. n=2-k (gemiB Def. von “gerade”)
— esex. k€ Nsd. n?=n-(2-k)
— esex. keNsd n? =2 (n k)

— esex. K eNsd. n?>=2-F
— n? ist gerade. (gem#B Def. von “gerade”)

Somit ist n? gerade, d.h. n? ist keine ungerade Zahl. O

2.3.4 Beweistechnik “Beweis durch Widerspruch” (indirekter Beweis)

Beim Beweis durch Widerspruch wird ein Satz der Form “Falls die Voraussetzungen A erfiillt
sind, so gilt Aussage B” dadurch bewiesen, dass man

e annimmt, dass die Voraussetzungen A erfiillt sind, aber die Aussage B nicht gilt, und
o daraus einen Widerspruch herleitet.
Als Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch betrachten wir folgenden Satz:

Satz 2.45. Flir alle geraden natiirlichen Zahlen a und b gilt: a - b ist gerade.

Beweis: Durch Widerspruch. Angenommen, a und b sind gerade natiirlichen Zahlen, so dass a-b
nicht gerade ist. Da a und b gerade sind, gibt es k,/ € Ns.d. a =2 -k und b = 2 -[. Dann ist
a-b=(2-k)-(2-1). Insbesondere gibt es also ein ¥’ € N, s.d. a-b =2+ k'. Geméf der Definition
von “gerade” ist also a - b gerade. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass a - b nicht gerade
ist. O

Ein weiteres, etwas anspruchsvolleres Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch ist der
Beweis des folgenden Satzes, der “anschaulich” besagt, dass die Potenzmenge von N viel grofier
ist als die Menge N selbst.
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Satz 2.46 (“P(N) ist nicht abzéhlbar”). Es gibt keine surjektive Funktion von N nach P(N).

Beweis: Durch Widerspruch. Angenommen, f: N — P(N) ist surjektiv. Sei
M = {neN:n¢ f(n)}. (*)

Klar: M € P(N). Da f surjektiv ist, muss es ein m € N geben mit f(m) = M. Klar: Entweder
gilt m € M oder es gilt m ¢ M.

Fall 1: m ¢ M:
Wegen f(m) = M gilt also m ¢ f(m). GemaB (*) fiir n := m gilt also m € M. 4 (Widerspruch
zu “Fall 1: m ¢ M?).

Fall 2: m e M:
Wegen f(m) = M gilt also: m € f(m). Geméaf (*) fiir n := m gilt also m ¢ M. 4 (Widerspruch
zu “Fall 2: m € M”).

Somit fithren beide Falle zu einem Widerspruch. Daher kann es keine surjektive Funktion f
von N nach P(N) geben. O

Ein weiteres, sehr dhnliches Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch haben wir bereits im
Zusammenhang mit der Russellschen Antinomie kennengelernt.

Satz 2.47 (“Es gibt keine Menge aller Mengen”). Es gibt keine Menge U, so dass fiir jede Menge
M gilt: M € U.

Beweis: Durch Widerspruch. Angenommen, U ist eine Menge, so dass fir jede Menge M gilt:
M € U. Dann ist auch

N = {M e U : M ist eine Menge und M ¢ M} *

eine Menge. Insbesondere gilt entweder N € N oder N ¢ N.

Fall 1: N ¢ N: Wir wissen: N ist eine Menge, also insbesondere N € U. Und da wir in Fall
1 sind, gilt aulerdem: N ¢ N. Gemaf (*) (fir M := N) muss dann aber gelten: N € N. 4
(Widerspruch zu “Fall 1: N ¢ N7).

Fall 2: N € N : Wegen N € N gilt gema$ (*) fiir M := N, dass N € U ist, dass N eine Menge
ist, und dass N ¢ N ist. § (Widerspruch zu “Fall 2: N € N”).

Somit fiihren beide Fille zu einem Widerspruch. Daher kann es keine Menge U geben, so dass
fiir jede Menge M gilt: M € U. O

2.3.5 Beweistechnik “Beweis durch vollstandige Induktion”
Grundidee der vollstindigen Induktion

Fiir n € N sei A(n) eine Aussage {iber die natiirliche Zahl n.

Ziel: Zeige, dass fiir alle n € N die Aussage A(n) wahr ist.

Eine Moglichkeit, dies zu zeigen ist, sich das so genannte Induktionsprinzip zu Nutze zu machen.
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Induktionsprinzip
Man zeigt, dass eine Aussage A(n) fir alle n € N wahr ist, indem man folgendermafien vorgeht:

(1) Zuerst zeigt man, dass die Aussage A(n) fiir die Zahl n = 0 gilt.

Diesen Schritt nennt man “Induktionsanfang” bzw. “Induktionsbasis”.

(2) Danach zeigt man, dass fiir jede beliebige natiirliche Zahl n € N gilt: Falls die Aussage A(n)
wahr ist, so ist auch die Aussage A(n + 1) wahr.

Diesen Schritt nennt man “Induktionsschritt”.

Beachte: Wenn man die Schritte (1) und (2) bewiesen hat, so weif man, dass die folgenden
Aussagen wahr sind:

A(0), A1), A(2), A(3), A4), ..

.

Induktion— Induktions— Induktions—
schritt schritt
anfang fuern=0 fuern=1

d.h. man hat gezeigt, dass fiir alle n € N die Aussage A(n) wahr ist.

Beispiel fiir einen Beweis durch vollstindige Induktion
Satz 2.48. F.a.n € N gilt: > 2° = 2+ 1,
i=0

(Bemerkung: Die “Aussage A(n)”, deren Giltigkeit hier f.a. n € N bewiesen werden soll, besagt

also: “>° 20 =2(n+1) _ 17
i=0

Zur Erinnerung: > 2% ist eine abkiirzende Schreibweise fiir 2° + 2 + 22 ... 4+ 27.)
i=0

Beweis: Per Induktion nach n.
INDUKTIONSANFANG: n =0

O .
Behauptung: S 20 = 201 — 1.

1=0
Beweis:

O .
e Y2 =20 =1
=0

o« 2041 1 211 =2-1=1

0
Also: 20 = 1 = 2071 — 1,
=0

INDUKTIONSSCHRITT: n — n + 1
Sei n € N beliebig.
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Induktionsannahme: > 2¢ = 27+l 1
i=0

(D.h. wir gehen davon aus, dass die Aussage A(n) wahr ist.)
n+l
Behauptung: > 20 = 2D+l _
i=0
(D.h. wir miissen zeigen, dass dann auch die Aussage A(n + 1) wahr ist.)

Beweis:

n+1 n
. Def. .
3
i=0 =0
Indgnn. 2n+1 14+ 2n+1
— 2. 2n+1 -1
o(n+1)+1 _ 1

Zwei niitzliche Varianten des Induktionsprinzips

Um zu zeigen, dass eine Aussage A(n) fir alle n € N mit n > ng wahr ist (wobei ng eine geeignete
nattirliche Zahl ist), kann man nach einem der beiden folgenden Schemata vorgehen:

Variante 1:

INDUKTIONSANFANG: n = no
Behauptung: Die Aussage A(ng) ist wahr.

Beweis: . ..

INDUKTIONSSCHRITT: n — n + 1

Sei n € N mit n > ng beliebig.
Induktionsannahme: Die Aussage A(n) ist wahr.
Behauptung: Die Aussage A(n + 1) ist wahr.

Beweis: ...

Variante 2:

INDUKTIONSANFANG: n = ny
Behauptung: Die Aussage A(ng) ist wahr.

Beweis: ...

INDUKTIONSSCHRITT: n — n + 1

Sei n € N mit n > ng beliebig.

Induktionsannahme: Die Aussagen A(ng), A(ng +1),...,A(n) sind wahr.
Behauptung: Die Aussage A(n + 1) ist wahr.

Beweis: . ..
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Beispiel 2.49. Welche der Funktionen f: N — Z und ¢g: N — Z mit f(n) := n? — 7 und
g(n) :==4-n (f.a. n € N) liefert grofere Funktionswerte?

n o lol1|2]3]4]5]6]7]8]09
Fn) | 7| 63| 2|9 1829|4257 | 74
gn) | 0 | 48 [12]16] 20|24 28]32] 36

Vermutung. F.a. n € N mit n > 6 gilt: f(n) > g(n).

Beweis: per Induktion nach n.

INDUKTIONSANFANG: n = 6
Behauptung: f(6) > g(6)

Beweis:

INDUKTIONSSCHRITT: n — n + 1
Sei n € N mit n > 6 beliebig.
Induktionsannahme: f(n) > g(n), d.h.n?> —7>4-n.
Behauptung: f(n+1) > g(n+1),dh. (n+1)2-7>4-(n+1).
Beweis:
(n+1)2-7 = n2+2n+1-7
= (n2—=T7)+2n+1

Ind.ann

dn+2n+1
n > 6,also2n+12>13 >4
> dn +4
= 4(n+1).
O
Auf dhnliche Weise kann man per Induktion auch Folgendes beweisen.
Satz 2.50.
(a) F.a.n €N mitn>1 gilt: ;z = %
(b) F.aa.neNmitn>1 gilt: >.(2i—1) = n?
i=1
(d.h. die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ergibt gerade die Zahl n?).
(¢c) F.a.n € N mitn>1 gilt: 22’2 = %
Beweis: Ubung. O
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Das folgende Beispiel zeigt, dass man beim Fiithren von Induktionsbeweisen vorsichtig bzw.
sehr sorgfiltig sein sollte:

Beispiel 2.51. Der folgende Satz ist offensichtlich nicht wahr — aber wo steckt der Fehler im
Beweis?

“Satz”: F.a.n € N mit n > 1 gilt: Ist M eine Menge von Menschen mit |M| = n, so haben alle
Menschen in M die gleiche Grifle.

“Beweis”: Per Induktion nach n.

INDUKTIONSANFANG: n =1

Behauptung: Ist M eine Menge von Menschen mit |M| = 1, so haben alle Menschen in M die
gleiche Grofe.

Beweis: Sei M eine Menge von Menschen mit |M| = 1. D.h. M besteht aus genau einem
Menschen. Daher haben offensichtlich alle Menschen in M die gleiche GroSe.
INDUKTIONSSCHRITT: n — n + 1

Sei n € N mit n > 1 beliebig.

Induktionsannahme: Ist M’ eine Menge von Menschen mit |[M’| = n, so haben alle Menschen in
M’ die gleiche GroSe.

Behauptung: Ist M eine Menge von Menschen mit |M| = n + 1, so haben alle Menschen in M
die gleiche Grofe.

Beweis: Sei M eine Menge von Menschen mit |[M| = n + 1. Sei a1,as2,...,an,a,+1 eine Liste
aller Menschen in M, d.h. M ={aj,as,...,an,a,11}. Sei

M' = {a1,a2,...,a,} und M" = {as,...,an,an41}-

Offensichtlich sind M’ und M"” Mengen von Menschen mit |M'| = n und |M”| = n. Gema8 der
Induktionsannahme gilt daher:

(1) Alle Menschen in M’ haben die gleiche Grofie, und
(2) alle Menschen in M" haben die gleiche Grofle.

Sei ¢’ die Grofle, die geméf (1) jeder Mensch in M’ hat, und sei g” die Grofe, die geméfl (2)
jeder Mensch in M hat. Laut Definition von M’ und M" gilt: ag € M’ und as € M". Da jeder
einzelne Mensch (und daher insbes. der Mensch ag) nur eine Grole haben kann, gilt: ¢ = ¢”.
Wegen M = M’ U M" gilt daher, dass alle Menschen in M die gleiche Grofie haben, namlich die
Grofe g :=g' = g¢". O

Frage: Wo steckt der Fehler im Beweis? OEnde Beispiel 2.51

2.4 Rekursive Definitionen von Funktionen und Mengen

2.4.1 Rekursive Definitionen von Funktionen

Das Induktionsprinzip lasst sich auch zur “induktiven” (bzw. “rekursiven”) Definition von Funk-
tionen f: N — M (wobei M eine beliebige Menge ist) nutzen, indem man folgendermaflen
vorgeht:

(1) Definiere f(0). (“Rekursionsanfang”)
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Fakultatsfunktion

Fibonacci-Folge

(2) Definiere, f.a. n € N, f(n + 1) unter Verwendung des Werts f(n) (bzw. unter Verwendung
der Werte f(n), f(n—1),..., f(1), f(0)). (“Rekursionsschritt”)

Auch hier ist wieder eine Reihe von Varianten méoglich.
Beispiel 2.52.
(a) Rekursive Definition der Fakultitsfunktion:

Aufgabe: n Studenten sq, ..., s, sollen so auf n PCs cy, ..., ¢, verteilt werden, dass an jedem
PC genau ein Student sitzt.

Frage: Wie viele Moglichkeiten gibt es?
Antwort: fak(n), wobei
o fak(l) = 1 und
o fak(n+1) = (n+1)- fak(n) (fur alle n € N5g).

(Insbesondere ist fak: Ny — Nyg.)

Beachte:

fak(4) = 4-fak(3) = 4-3-fak(2) = 4-3-2-fak(l) = 4-3-2-1.
Allgemein gilt f.a. n € Nyg:
fak(n) = n-(n-1) - -n-2) -+ -2-1 = Hz

Notation. n! := fak(n)

(b) Rekursive Definition der so genannten Fibonacci-Folge:
(Leonardo Fibonacci, ital. Mathematiker, 13. Jh.)

Fragestellung: Ein Bauer ziichtet Kaninchen. Jedes weibliche Kaninchen bringt im Alter von
zwei Monaten ein weibliches Kaninchen zur Welt, und danach jeden Monat ein weiteres.

Wie viele weibliche Kaninchen hat der Bauer am Ende des n-ten Monats, wenn er mit einem
neu geborenen weiblichen Kaninchen startet?

Antwort: fib(n)

Rekursive Definition der Fibonacci-Folge: fib: Nyg — Ny mit
o fib(1) := 1,
e fib(2) :== 1 und
o fib(n+1) := fib(n) +fib(n—1) (fa.neN,n>2)

Somit:

n_[1]2]3]
1 2

41567819 |
fib(n) [1|1]2[3]5]38

0]11] 12
13 [ 21|34 55

1
| 55 | 89 | 144

Um Aussagen iiber rekursiv definierte Funktionen zu beweisen, kann man wieder das Indukti-
onsprinzip nutzen. Beispiel:
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Satz 2.53. Sei fib: Nog — Ny die Fibonacci-Folge. Dann gilt f.a. n € N5g: fib(n) < 2™,

Beweis: Per Induktion nach n.

INDUKTIONSANFANG: betrachte n =1 und n = 2
Behauptung: fib(1) < 2! und fib(2) < 22.

Beweis: fib(1) % 1<2=2!, fib(2) 1 <4=22
INDUKTIONSSCHRITT: n — n + 1

Sei n € N mit n > 2 beliebig.

Induktionsannahme: F.a. i € Ny mit ¢ < n gilt: fib(i) < 2°.

Behauptung: fib(n + 1) < 27+1,

o Ind.ann.
Beweis: fib(n+1) Rt fib(n) +fib(n —1) < 27427t < 2.27 = onfl O

Bemerkung 2.54. Es gibt auch eine “geschlossene Formel”, mit der man den n-ten Wert

der Fibonacci-Folge, d.h. die Zahl fib(n) direkt ausrechnen kann, ohne dafiir simtliche Werte
fib(0), fib(1), ..., fib(n — 1) ausrechnen zu miissen:

F.a. n € Nyg gilt: a1 - n_ L VE\"
ﬁb(“"ﬂ(( ) (5 >>

Beweis: Ubung (...per Induktion nach n).
(Details: siehe Buch von Meinel und Mundhenk) O

2.4.2 Rekursive Definitionen von Mengen

Oft ist es niitzlich, auch Mengen rekursiv (bzw. induktiv) zu definieren. Eine rekursive Definition
einer Menge M besteht aus:

(a) Basisregeln der Form “m € M.

(D.h. die Basisregeln listen explizit bestimmte Elemente auf, die zur Menge M gehoren).

(b) Rekursiven Regeln der Form:
“Wenn mq,...,my € M, dann m € M7,

wobei m von myq, ..., my abhingt.

Die dadurch definierte Menge M ist dann die Menge aller Elemente, deren Zugehorigkeit zu M
durch endlich-maliges Anwenden der Regeln gezeigt werden kann.

Beispiel 2.55 (“Palindrome”). Betrachte das Alphabet A := {a,b}. Die Menge PAL C A* sei
wie folgt rekursiv definiert:

Basisregeln:
(B1) € € PAL
(B2) @ € PAL
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(B3) b e PAL

Rekursive Regeln:
(R1) Ist w € PAL, so ist auch awa € PAL
(R2) Ist w € PAL, so ist auch bwb € PAL.

Beispiele fiir Worte, die zur Menge PAL gehoéren:

e, a,b aa, bb aaa, bab aba, bbb
——
durch Basisregeln  durch rek. Regeln mit w :=¢  durch rek. Regeln mit w :=a  durch rek. Regeln mit w := b

Es gilt beispielsweise auch: aababaa € PAL.
Beweis:

e a € PAL (Basisregel (B1))

e Rek. Regel (R2) mit w :=a = bab € PAL

¢ Rek. Regel (R1) mit w := bab = ababa € PAL

¢ Rek. Regel (R1) mit w := ababa = aababaa € PAL

O

Aber beispielsweise aab ¢ PAL, denn geméafl Basisregeln und rekursiven Regeln gilt fiir jedes
Wort w € PAL: der erste und der letzte Buchstabe von w sind identisch. Oknde Beispiel 2.55

Induktionsprinzip fiir rekursiv definierte Mengen

Sei M eine rekursiv definierte Menge. Dass eine Aussage A(m) fiir alle m € M wahr ist, kann
man folgendermafien zeigen:

(1) Zuerst betrachtet man nacheinander jede Basisregel der Form “m € M” und zeigt, dass die

Aussage A(m) wahr ist. (“Induktionsanfang”)
(2) Danach betrachtet man nacheinander jede rekursive Regel der Form “Wenn my,...,m; € M,
dann m € M” und zeigt folgendes: Wenn die Aussagen A(my),..., A(my) wahr sind, dann
ist auch die Aussage A(m) wahr. (“Induktionsschritt”)

Beachte: Wenn man die Schritte (1) und (2) bewiesen hat, so weifl man, dass die Aussage A(m)
fiir alle m € M wahr ist.

Beispiel 2.56. Sei A := {a,b}. Fiir jedes Wort w € A* sei w’ das Wort, das durch “Riickwirts-
lesen” von w entsteht, d.h.:

o Ist w=¢, soist wf =e.

o Ist w=w; - w, mit k € Nyg und wi,...,w; € A, so ist wf :=wy - - w;.
(Beispiel: aaab® = baaa.)
Sei PAL die im Beispiel 2.55 rekursiv definierte Teilmenge von A*.

Behauptung 1: Fiir jedes Wort w € PAL gilt: w = w.
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Beweis: Per Induktion iiber den Aufbau von PAL.

INDUKTIONSANFANG: Betrachte diejenigen Worte, die aufgrund von Basisregeln zur Menge PAL
gehoren.

Behauptung: € = e, a = a’ und b = b,

Beweis: GemiB der Definition von w® gilt offensichtlich, dass € = ¢®, a = a® und b = b*.

INDUKTIONSSCHRITT: Betrachte die rekursiven Regeln.

o (R1): Sei w € PAL und sei v := awa. Nach (R1) ist damit auch v € PAL.

Induktionsannahme: w = wh
Behauptung: v = v

. Def. v Def. ()R Ind.ann.: w = w’ Def. v
Beweis: v "=" (awa)? T =" awfa = awa = v

o (R2): Sei w € PAL und sei v := bwb. Nach (R2) ist damit auch v € PAL.

Induktionsannahme: w = wh

Behauptung: v = v’

R Deév (bwb)R Def.:(')R wab Ind.ann.::w:wR

. Def. v
Beweis: v bwb =" .

Behauptung 2: Fiir jedes w € A* mit w = w’ gilt: w € PALL.
Beweisansatz: Zeige folgende Aussage per Induktion nach n:
Fiir alle n € N gilt: Ist w € A* mit w = w? und |w| < n, so gilt w € PALL.

Im Induktionsanfang werden n = 0 und n = 1 betrachtet; im Induktionsschritt n — n+1 werden
alle n > 1 betrachtet.

Details: Ubung. O

Aus Behauptung 1 und Behauptung 2 folgt: PAL = {w € A* : w = wf}. OEnde Beispiel 2.56

Antwort auf die Frage aus Beispiel 2.51:

Der “Induktionsschritt n — n + 17 ist fiir den Wert n = 1 nicht schliissig, denn in diesem Fall
gilt n4+1=2und

L] MZ{CU,ClQ}
« M ={al}
« M ={a2}

Insbesondere gilt also zwar, dass as € M", aber es gilt nicht, dass as € M'!
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2.5 Ubungsaufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 2.1. Es sei M :={2,5,8} und N := {3,5,7,11}. Schreiben Sie die folgenden Mengen
in extensionaler Form auf und geben Sie ihre Kardinalitidt an.
(a) MUN (b) M\ N (c) P(M)

(d) P({2}) (e) M x {a,b} (£) {M} x {a,b}
(g {P:PC Nund |P|=2} (h) N2\ {(z,2):2€ N}

Aufgabe 2.2. Sei U := {1,2,...,10} ein festes Universum, und seien M := {1,3,5}, N :=
{2,3,5,7} und P := {1,4,9}. Schreiben Sie jede der folgenden Mengen in extensionaler Form
auf und geben Sie ihre Kardinalitdt an.

(a) M\ (NUP) (d) (MNP)U(NNP) (g) M x P x {a,b}
(b) (M\N)U(M\P) (e) M?\ (N x P) (h) {Q:QC N, Q] =3}
(c) (MUN)NP (f) P(N)

Aufgabe 2.3. Fiir jede der folgenden Behauptungen beweisen Sie, dass die Behauptung fiir alle
Mengen M, N, P gilt, oder widerlegen Sie die Behauptung, indem Sie Mengen M, N, P angeben
und zeigen, dass die Behauptung fiir diese Mengen nicht gilt:

(a) Falls M C N und N & P, dann M & P.
(b) Falls M C N und N ¢ P, dann M ¢ P.
(c¢) Falls M € N und N € P, dann M € P.
Aufgabe 2.4.

(a) Welche der Gleichungen stimmt, welche stimmt nicht?
a) (MAN)\ P =(M\P)1(N\P)
b) (MNN)\ P =(M\P)U(N\P)

(b) Begriinden Sie Thre Antwort aus (a) durch Betrachtung von Venn-Diagrammen.
(c) Beweisen Sie Ihre Antworten aus Teil (a).
Aufgabe 2.5.

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe von Venn-Diagrammen, welche der folgenden Behauptungen fiir alle
Mengen M, N, P gilt, und welche nicht fiir alle Mengen M, N, P gilt:

(i) M\(NUP)=(M\N)U(M\P)
(i) MAN =M\ (M\N)

(b) Beweisen Sie, dass Ihre Antworten aus (a) korrekt sind.
Aufgabe 2.6. Seien A, B,C, D, E Teilmengen von N, die wie folgt definiert sind:

A={3n:neN} B={n:neN} C={15n:necN}
D={6n:neN} E={12n:neN}
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(a) Welche der folgenden Aussagen sind richtig und welche sind falsch?

() ECDCA (i) ECC (i) ANBCC (iv) AUBCC

(b) Berechnen Sie die folgenden Mengen:

(i) AUC (i) ANE (i) BND (iv) C\ B

Aufgabe 2.7. Ein Informatikstudent hat 30 Informatikbiicher von der Bibliothek ausgeliehen,
die sich u.a. mit den Gebieten Algorithmik, Betriebssysteme und Compilerbau beschéftigen. Sei
A die Menge der Biicher, die sich u.a. mit Algorithmik beschéftigen, B die Menge der Biicher,
die sich u.a. mit Betriebssystemen beschéftigen und C' die Menge der Biicher, die sich u.a. mit
Compilerbau beschéftigen. Folgende Information tiber die Anzahl der Biicher und die von ihnen
behandelten Themen ist bekannt:

|A|=14, |B|=18, |C|=16, |ANB|=8, |[ANC|=7, |BNC|=10, |[ANBNC|=3.

(a) Wie viele der Biicher enthalten Material aus mindestens einem der genannten Gebiete?
D.h. berechnen Sie |[AU BUC]|.

(b) Wie viele der Biicher enthalten Material aus mindestens zwei der genannten Gebiete?
D.h. berechnen Sie |D|, wobei D := (ANB)U(ANC)U (BNC).

(c) Wie viele der Biicher enthalten Material aus genau einem der genannten Gebiete?
D.h. berechnen Sie |(AU BUC) \ D|, wobei D die Menge aus (b) ist.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zunéchst anhand von Venn-Diagrammen, wie man die Kardinalitéiten
der Mengen berechnen kann.

Aufgabe 2.8.

(a) Geben Sie alle Relationen von A := {x,y} nach B := {¢,d} an. Geben Sie fiir jede Relation
an, ob sie eine Funktion von A nach B oder eine partielle Funktion von A nach B oder keines
von beiden ist. Geben Sie auflerdem fiir jede Funktion an, ob sie injektiv, surjektiv und/oder
bijektiv ist.

(b) Seien M und N beliebige endliche Mengen. Wieviele Relationen von M nach N gibt es?

(c) Geben Sie fiir jede der folgenden Funktionen f an, ob die Funktion injektiv, surjektiv
und/oder bijektiv ist. Geben Sie jeweils auch das Bild von f an.
a) f:Z—Zmit f(z):=x—4firallex € Z
b) f: Z—Zmit f(z):=2 -z firallex €Z
¢) f:Z— Zmit f(z):= 22 fir allex € Z
d) f: A* — N fur eine beliebige Menge A mit |A| > 2 und f(w) := |w| fiir alle w € A*

(d) Wie viele Moglichkeiten gibt es,

a) zwei Bélle By, By so auf drei Korbe K1, Ks, K3 zu verteilen, dass jeder Ball in einem an-
deren Korb landet? D.h. wie viele injektive Funktionen von { By, Bo} nach { K, Ko, K3}
gibt es?

b) drei Bélle By, By, Bs so auf zwei Korbe K1, Ky zu verteilen, dass kein Korb leer bleibt?
D.h. wie viele surjektive Funktionen von {Bj, Be, B3} nach {K7, K>} gibt es?
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Aufgabe 2.9. Beweisen Sie Satz 2.38(b), d.h.:

Sei B eine Menge, sei A eine endliche Menge und sei k := | A|. Zeigen Sie, dass es eine bijektive
Funktion von Abb(A, B) nach B* gibt.

Aufgabe 2.10. In den folgenden Teilaufgaben sollen einige Aspekte einer Variante des Spiels
Monopoly mit Wertebereichen modelliert werden. Setzen Sie dabei nur die Menge N als vordefi-
niert voraus.

(a)

Auf dem Spielbrett gibt es 40 Felder, wobei 22 von diesen Feldern Straflen und 18 Felder
Platze sind. Die Straflen und Plétze sind von 1 bis 22 bzw. von 1 bis 18 durchnummeriert.

Definieren Sie drei Mengen STRASSEN, PLATZE und FELDER, deren Elemente Strafien, Platze
bzw. Felder représentieren.

Auf ein Feld vom Typ ’Strafie’ koénnen beliebig viele Hauser und Hotels platziert werden,
deren Anordnung aber keine Rolle spielt.

(i) Definieren Sie eine Menge BEBAUUNGSZUSTANDE, von der jedes Element den Bebau-
ungszustand einer einzelnen Strafie (d.h. die Anzahl der Hauser und die Anzahl der
Hotels) représentiert.

(ii) Welches Element von BEBAUUNGSZUSTANDE beschreibt, dass sich drei Hauser und vier
Hotels auf der Strafle befinden?

Der Zustand eines Spielers ist zu jedem Zeitpunkt bestimmt durch den Geldbetrag, der ihm
zur Verfiigung steht, der Menge der Straflen, die er besitzt, und dem Feld, auf dem er sich
gerade befindet.

(i) Definieren Sie eine Menge SPIELERZUSTANDE, von der jedes Element den Zustand eines
Spielers représentiert.

(ii) Welches Element von SPIELERZUSTANDE beschreibt, dass dem Spieler 1000 Euro zur
Verfiigung stehen, dass er die Straflen 4, 6 und 7 besitzt, und dass er gerade auf der 17.
Strafle steht?

Ein Spieler, der eine Strafle betritt, die bereits einem anderen Spieler gehort, muss Miete
an den Besitzer der Strafle entrichten. Die Hohe der Miete hdngt von der Strafle und deren
Bebauungszustand ab.

Geben Sie Mengen A und B an, so dass der oben beschriebene Zusammenhang durch eine
Funktion miete: A — B modelliert werden kann, d.h. miete soll die Miete fiir die Strafie in
Abhéngigkeit von der Strafle selbst und deren Bebauungszustand angeben.

Aufgabe 2.11. Beweisen Sie: Falls M eine endliche Teilmenge einer unendlichen Menge U ist,
so ist das Komplement von M in U unendlich.

Aufgabe 2.12. Beweisen Sie, dass fiir alle Mengen A, B, C' mit A = BUC gilt: Falls A unendlich
ist, so ist B oder C' unendlich.

Aufgabe 2.13. Beweisen Sie folgendes durch vollstandige Induktion nach n.

(a)

(b)
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Fiir alle n € N mit n > 1 gilt: Z (2i —1) = n?
i=1

n

1)(2n + 1
Fiir alle n € N mit n > 1 gilt: Zﬂ:"("“L )6( n+l)
=1




(c) Fiir alle n € N mit n > 1 gilt: 2(42 —1) = 2n* +n.
i=1

(d) Firallez e Rmit 2 > —1lund allen e Nmit n > 1 gilt: 1+n-z < (1+2)™.

Aufgabe 2.14. Ein moglicher Algorithmus, um fiir eine Zahl n € N5y den Wert fib(n) der
Fibonacci-Folge zu berechnen, ist:

Algo 1 (bei Eingabe einer Zahl n € Nyg):

1. Falls n =1 oder n = 2, dann gib 1 als Ergebnis zuriick.
2. Falls n > 3, dann:

3. Sei z1 die Ausgabe von Algo 1 bei Eingabe der Zahl n — 1.
4. Sei x4 die Ausgabe von Algo 1 bei Eingabe der Zahl n — 2.
5 Gib den Wert (21 + 22) als Ergebnis zuriick.

Der Algorithmus benoétigt bei Eingabe einer Zahl n hochstens g; (n) Schritte, wobei

g1(1) =1 und ¢;(2) = 1 und
g1(n) = 3+g(n—1)+gq(n—2) firallen € Nmitn >3

(der Einfachheit halber zéhlen die Zeilen 1, 2 und 5 hier jeweils nur als ein Schritt).
Ein anderer Algorithmus, um fiir eine Zahl n € N5y den Wert fib(n) zu berechnen, ist:

Algo 2 (bei Eingabe einer Zahl n € N5g):

. Falls n =1 oder n = 2, dann gib 1 als Ergebnis zuriick.

—

. Seien ag :=0, a1 := 1 und as := 1.

. Wiederhole fiir alle ¢ von 3 bis n:

Ersetze ag durch a; und aq durch as.
Ersetze as durch ag + aq.

6. Gib den Wert ag als Ergebnis zuriick.

Dieser Algorithmus bendtigt bei Eingabe n € N5 hochstens ga(n) = 2 (n — 2) + 3 Schritte
(wie oben zéhlen wir die Zeilen 1, 2, 4, 5 und 6 jeweils als nur einen Schritt).

(a) Welcher der beiden Algorithmen lauft im Allgemeinen schneller? D.h. welche der beiden
Funktionen g; und go liefert kleinere Funktionswerte?

(b) Beweisen Sie, dass Ihre Antwort aus (a) korrekt ist. D.h. falls Sie in (a) geantwortet haben,
dass Algo i im Allgemeinen schneller als Algo j ist, dann finden Sie eine Zahl ng € N5 g und
beweisen Sie per Induktion nach n, dass fiir alle n € N mit n > ng gilt: g;(n) < g;(n).

Aufgabe 2.15 (Tiwrme von Hanoi). Ein Turm aus n € N5 unterschiedlich groen gelochten
Scheiben soll von einem Stab (S7) auf einen zweiten Stab (S3) unter Zuhilfenahme eines Hilfs-
stabes (S3) verschoben werden (das folgende Bild zeigt die Situation fiir den Fall n = 4).

e | | — 1 & |

Sl SQ 53 Sl S2 SB
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Dabei miissen die folgenden Regeln beachtet werden:

e Pro Zug darf nur eine Scheibe bewegt werden. Es kann also immer nur die oberste Scheibe
eines Turmes bewegt werden.

e Es darf nie eine grofiere Scheibe auf einer kleineren Scheibe liegen.

(a) Beschreiben Sie, wie der Turm im Fall n = 4 von S; nach Sy verschoben werden kann.

(b) Beweisen Sie, dass es fiir alle n € Nyg moglich ist, die n Scheiben von S; nach Ss zu
verschieben.

Hinweis: Beweisen Sie zuerst durch vollstéandige Induktion nach n, dass die folgende Aussage
fir alle n € N mit n > 1 gilt:

A(n): Seien 4,5 € {1,2,3} mit i # j, sei m € N mit m > n, und seien m Scheiben so auf
die drei Stébe verteilt, dass gilt:

o Auf S; liegen mindestens n Scheiben.

e Die Scheiben auf den beiden anderen Stdben sind grofler als die obersten n
Scheiben auf S;.

Dann lassen sich die obersten n Scheiben von S; so nach S; verschieben, dass keine
der anderen Scheiben bewegt wird.

Aufgabe 2.16. Sei die Sprache L iiber dem Alphabet A := {(,)} wie folgt rekursiv definiert:

Basisregel: (B) eelL
Rekursive Regeln: (R1) Ist w € L, so ist auch (w) € L.
(R2) Sind wy,wsy € L, so ist auch wywsy € L.

(a) Welche der folgenden Worter gehéren zu L und welche nicht?

« 0

0
« ((
« (0)
0
((

(b) Beweisen Sie, dass (()(()())) € L ist.

(c) Fiir jedes Symbol s € A und jedes Wort w € A* bezeichne |w|, die Anzahl der Vorkommen
des Symbols s in w. Beweisen Sie durch Induktion, dass fiir alle Worter w € L gilt: |w| = [w],.

(d) Beweisen Sie, dass ()(()() ¢ L ist.

Aufgabe 2.17. Im Folgenden wird die Syntax einer sehr einfachen Programmiersprache defi-
niert, der so genannten WHILE-Programme. Die Menge L, die hier definiert wird, ist die Menge
aller Zeichenketten iiber dem Alphabet A, die syntaktisch korrekte WHILE-Programme sind.
Hierbei ist A := {x,:=,+, —, #,;, while,do,end} UN, und L ist die folgendermafien rekursiv
definierte Menge:
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Basisregeln: Fiir Zahlen 4, j,c € N gilt: xi:=xj+c € L.
Fiir Zahlen i, j,c € N gilt: xt:=xj —c € L.
Sind wy € L und wy € L, so ist auch wq; we € L.

Ist w € L und i € N, so ist while xi # 0 do w end € L.

Rekursive Regeln:

(a) Welche der folgenden Worter aus A* gehoren zu L und welche nicht? Begriinden Sie jeweils
Thre Antwort.

(i) x3:=x7—2

(ii) x3:=1;x2:=x3+5

(iii) while x1 # 0 do x0 :=x0+ 1; x1 :=x1 — 1 end
)

(iv) x1:=x1+4 42; while x1 #0do x1 :=x1—1

(b) Fiir jedes Wort w € A* und jedes Symbol s € A bezeichne |w|, die Anzahl der Vorkommen
des Symbols s in w. Beweisen Sie durch Induktion, dass fiir alle Worter w € L gilt: |w|y, =

|w‘end'
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Logik

Aussagen
Junktoren
Aussagenlogik

3 Aussagenlogik

3.1 Wozu “Logik” im Informatik-Studium?

Logik (altgriechisch: “Logos”: “Vernunft”)

“die Lehre des verniinftigen Schlussfolgerns”

Teilgebiete der

Philosophie
Mathematik
Informatik
Linguistik

zentrale Frage: “Wie kann man Aussagen miteinander verkniipfen, und auf welche Weise
kann man formal Schliisse ziehen und Beweise durchfihren?”

These: Logik spielt fiir die Informatik eine dhnlich wichtige Rolle wie die Differentialrech-
nung fiir die Physik

Anwendungsbereiche der Logik in der Informatik: z.B.

zur Représentation von statischem Wissen (z.B. im Bereich der kinstlichen Intelli-
genz)
zur Verifikation von

* Schaltkreisen (Ziel: beweise, dass ein Schaltkreis bzw. Chip “richtig” funktioniert)

* Programmen (Ziel: beweise, dass ein Programm gewisse wiinschenswerte Eigen-
schaften hat)

x Protokollen (Ziel: beweise, dass die Kommunikation zwischen 2 “Agenten”, die
nach einem gewissen “Protokoll” ablauft, “sicher” ist — etwa gegen Abhoren, An-
wendungsbeispiel: Internet-Banking)

als Grundlage fiir Datenbank-Anfragesprachen
als Bestandteil von Programmiersprachen (z.B. um “Bedingungen” in “IF-Anweisung-
en” zu formulieren)

zur automatischen Generierung von Beweisen (so genannte “Theorembeweiser”)

Aussagenlogik

Aussagen (im Sinne der Aussagenlogik) sind sprachliche Gebilde, die entweder wahr oder falsch
sind. Aussagen konnen mit Junktoren wie “nicht”, “und”, “oder”, “wenn ... dann” etc. zu
komplexeren Aussagen verkniipft werden. Die Aussagenlogik beschéftigt sich mit allgemeinen
Prinzipien des korrekten Argumentierens und Schlieflens mit Aussagen und Kombinationen von
Aussagen.
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Beispiel 3.1 (“Geburtstagsfeier”).

Fred mo6chte mit moglichst vielen seiner Freunde Anne, Bernd, Christine, Dirk und Eva seinen
Geburtstag feiern. Er weif3, dass Eva nur dann kommt, wenn Christine und Dirk kommen. An-
dererseits kommt Christine nur dann, wenn auch Anne kommt; und Dirk wird auf keinen Fall
kommen, wenn Bernd und Eva beide zur Feier kommen. Anne wiederum wird nur dann kommen,
wenn auch Bernd oder Christine dabei sind. Wenn allerdings Bernd und Anne beide zur Party
kommen, dann wird Eva auf keinen Fall dabei sein.

Frage: Wie viele Freunde (und welche) werden im besten Fall zur Party kommen?

Das Wissen, das im obigen Text wiedergegeben ist, lidsst sich in “atomare Aussagen” zerlegen,
die mit Junktoren verkniipft werden kénnen. Die “atomaren Aussagen”, um die sich der Text
dreht, kiirzen wir folgendermaflen ab:

Anne kommt zur Feier
Bernd kommt zur Feier
Christine kommt zur Feier
Dirk kommt zur Feier
Eva kommt zur Feier

mHoQWn
DD 1D 1y 1D

Das im Text zusammengefasste “Wissen” lasst sich wie folgt représentieren:

(Wenn E, dann (C und D)) Eva kommt nur dann, wenn Christine und Dirk
kommen
und (Wenn C, dann A) Christine kommt nur dann, wenn auch Anne
kommt

und (Wenn (B und E), dann nicht D) | Dirk wird auf keinen Fall kommen, wenn Bernd
und Eva beide kommen

und (Wenn A, dann (B oder C)) Anne kommt nur dann, wenn auch Bernd oder
Christine dabei sind

und (Wenn (B und A), dann nicht £) | Wenn Bernd und Anne beide kommen, dann wird
Eva auf keinen Fall dabei sein.

Die Aussagenlogik liefert einen Formalismus, mit dessen Hilfe man solches “Wissen” model-
lieren und Schliisse daraus ziehen kann — insbesondere z.B. um die Frage, mit wie vielen (und
welchen) Gésten Fred bei seiner Feier rechnen kann, zu beantworten. OEnde von Beispiel 3.1

3.2 Syntax und Semantik der Aussagenlogik

Syntax: legt fest, welche Zeichenketten (Worte) Formeln der Aussagenlogik sind
Semantik: legt fest, welche “Bedeutung” einzelne Formeln haben

(vgl. “Syntax” und “Semantik” von JAVA-Programmen: die Syntax legt fest, welche Zeichenket-
ten JAVA-Programme sind; Semantik bestimmt, was das Programm tut)

Definition 3.2 (Aussagenvariablen und Alphabet der Aussagenlogik).

(a) Eine Aussagenvariable (kurz: Variable) hat die Form V;, fiir i € N. Die Menge aller Varia-
blen bezeichnen wir mit AVAR, d.h. AVAR :={V; : i € N}.
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atomare Formel
Atom

Junktor

Konjunktion
Disjunktion
Negation

Variablenmenge

(b) Das Alphabet der Aussagenlogik ist
Aar = AVARU{0,1,-, AV, —, <, (,)}.

Definition 3.3 (aussagenlogische Formeln: Syntax). Die Menge AL der aussagenlogischen For-
meln (kurz: Formeln) ist die folgendermafen rekursiv definierte Teilmenge von A} :
Basisregeln:

(B0) 0 € AL

(Bl) 1 € AL

(BV) Fiir jede Variable X € AvAR gilt: X € AL.

Rekursive Regeln:
(R1) Ist p € AL, so ist auch —p € AL.

(R2) Ist ¢ € AL und ¢ € AL, so ist auch
(p AY) € AL

e (pV) e AL
(o — 1) € AL

o (p—1)eAL.

Notation 3.4.

(a) 0, 1 und die Variablen (d.h. die Elemente aus AVAR) bezeichnen wir als atomare Formeln
bzw. Atome.

(b) Die Symbole =, A, V, —, < heilen Junktoren.

(¢) Sind ¢ und ¢ Formeln (d.h. ¢ € AL und ¢ € AL), so heifit:

e (p A1) Konjunktion (bzw. ver-UND-ung) von ¢ und ¢
o (V) Disjunktion (bzw. ver-ODER-ung) von ¢ und 1
o« TP Negation (bzw. ver-NEIN-ung) von ¢

Beispiel 3.5. Beispiele fiir Formeln (d.h. Worte iiber A,y,, die zur Menge AL gehoren):
o (Vo V (Vs —W))
. —\((‘/O A 0) — —|‘/3)

Aber beispielsweise ist

VivVanaVs
keine Formel (d.h. kein Element in AL), da die Klammern fehlen. Auch (V) ist keine Formel,
da die Klammern “zu viel sind”. OEnde von Beispiel 3.5

Wir wissen nun, welche Zeichenketten (tiiber dem Alphabet Aar) Formeln genannt werden.
Um festlegen zu kénnen, welche Bedeutung (d.h. Semantik) solche Formeln haben, brauchen wir
folgende Definition:

Definition 3.6. Die Variablenmenge einer aussagenlogischen Formel ¢ (kurz: Var(y)) ist die
Menge aller Variablen X € AVAR, die in ¢ vorkommen.

o6



Beispiel.
e Var((=Vov (Vs — 1)) = {Vo, Vi, Vi}

« Var(=((Vo A 0) = ~Va) ) = {Vo, Va}

. Var((O v 1)) =g
Definition 3.7.

(a) Eine Belegung (bzw. Wahrheitsbelegung) ist eine partielle Funktion von AVAR nach
{0,1}.

(b) Eine Belegung B ist eine Belegung fiir die Formel ¢ (bzw. passend zu ¢), wenn

Def(B) 2 Var(y).

Intuitive Bedeutung: 1 steht fiir “wahr” und 0 steht fiir “falsch”.

Definition 3.8 (Semantik der Aussagenlogik). Rekursiv iiber den Aufbau von AL definieren
wir eine Funktion [-], die jeder Formel ¢ € AL und jeder zu ¢ passenden Belegung B einen
Wahrheitswert (kurz: Wert) [¢]? € {0,1} zuordnet:

Rekursionsanfang:
« [O B.=0
e [1]8:=1

o Fa. X € Avar gilt: [X]5 := B(X).

Rekursionsschritt:

1, fall B_
o Ist p € AL, so ist [-¢]® = { , falls [p

0, falls [p]® =1
o Ist o € AL und ¢ € AL, so ist
1, falls [¢]® =1 und [¢]% =1
— [ery)]® = {

0, sonst
o — )1 = {é s 51 =0 oo 017 =1

Intuitive Bedeutung der Semantik:

e Atome: 1 und 0 bedeuten einfach “wahr” und “falsch”.

Die Variablen X € AVAR stehen fiir irgendwelche Aussagen. Uns interessiert hier nur, ob
diese Aussagen “wahr” oder “falsch” sind — und dies wird durch eine Belegung B angegeben.
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o Negation: - bedeutet “nicht ¢”.

D.h. -y ist wahr (unter Belegung B) <= ¢ ist falsch (unter Belegung B). Darstellung
durch eine so genannte Verkniipfungstafel (bzw. Wahrheitstafel):

[el® | [-]®
0 1
1 0

Konjunktion: (¢ A1) bedeutet “¢ und ¢”.

D.h. (p Av) ist wahr (unter Belegung B) <= ¢ ist wahr und v ist wahr (unter Belegung
B).

Zugehorige Verkniipfungstafel:

lel®  [41° | [(e A"

0
0
1
1

0
1
0
1

Disjunktion: (¢ V ¢) bedeutet “p oder 9.

D.h. (¢ V) ist wahr (unter Belegung B) <= ¢ ist wahr oder ¢ ist wahr (unter Belegung
B).

Zugehorige Verkniipfungstafel:

[el® [¥1° | [(e

0
0
1
1

0
1
0
1

Implikation: (¢ — ¥) bedeutet “¢ impliziert ", d.h. “wenn ¢, dann auch ¢”.

D.h. (¢ — ) ist wahr (unter Belegung B) <= wenn ¢ wahr ist, dann ist auch ¢ wahr
(unter Belegung von B).

Zugehorige Verkniipfungstafel:

=
o]
=

%

0
0
1
1

Biimplikation: (¢ < 9) bedeutet “p genau dann, wenn "

D.h. (¢ < 9) ist wahr (unter Belegung B) <= ¢ ist genau dann wahr, wenn ¢ wahr ist
(unter Belegung von B).

Zugehorige Verkniipfungstafel:



[l®  [¥1° | [(e = 9)]°
0 0 ]
0 1 0
10 0
1 1 1

Beispiel 3.9. Betrachte die Formel ¢ := (ﬁVO\/(Vg, — Vl)). Dann ist beispielsweise die Funktion
B: {Vy,V1,Vs} — {0,1} mit B(Vp) := 1, B(V1) := 1 und B(V;s) := 0 eine Belegung fiir . Der
Wahrheitswert von ¢ unter Belegung B ist der Wert

g Det. 38 |1, falls [2V]® =1 oder [(V5 — V1)]P =1
L] B 0, sonst

Def. 3.8 | 1, falls [Vo]® =0 oder ([V5]® = 0 oder [V4]® =1)
B 0, sonst

pet. 3.8 | 1, falls B(Vo) = 0 oder B(V5) = 0 oder B(V1) =1
B 0, sonst
= 1 (denn geméaB obiger Wahl von B gilt B(V5) = 0).

Beobachtung 3.10. Sind B und B’ zwei Belegungen fiir eine Formel ¢, die auf Var(y) iiberein-
stimmen (d.h. f.a. X € Var(y) gilt B(X) = B'(X)), so ist [¢]8 = [¢]® .

In der Literatur wird diese Beobachtung oft unter dem Namen “Koinzidenzlemma” gefiihrt.
Intuitiv ist die Beobachtung “offensichtlich richtig”, denn in der Definition von [¢]® werden
ja nur diejenigen Variablen verwendet, die in ¢ vorkommen (also zu Var(yp) gehoren). Einen
formalen Beweis der Beobachtung kann man leicht per Induktion tiber den Aufbau von AL
fithren. Aufgrund der Beobachtung des “Koinzidenzlemmas” werden wir im Folgenden, wenn
wir Belegungen B fiir eine Formel ¢ betrachten, uns meistens nur fir diejenigen Werte B(X)
interessieren, fir die X € Var(yp) ist.

Anmerkung 3.11 (griechische Buchstaben). In der Literatur werden Formeln einer Logik tra-
ditionell meistens mit griechischen Buchstaben bezeichnet. Hier eine Liste der gebréuchlichsten
Buchstaben:

Buchstabe ap‘zﬁ‘x‘@bzw.ﬁ‘ A ‘M‘V‘T‘ K
Aussprache | phi ‘ psi ‘ chi ‘ theta ‘ lambda ‘ mii ‘ nii ‘ tau ‘ kappa

Buchstabe U‘p‘f‘g‘a‘ﬁ"y‘é‘w
Aussprache | sigma ‘ rho ‘ xi ‘ zeta ‘ alpha ‘ beta ‘ gamma ‘ delta ‘ omega

Buchstabe € ‘ L ‘ T ‘ A T by II ‘ P
Aussprache | epsilon ‘ iota ‘ pi ‘ Delta ‘ Gamma ‘ Sigma ‘ Pi ‘ Phi

Um umgangssprachlich formuliertes Wissen (vgl. Beispiel 3.1 “Geburtstagsfeier”) durch aus-
sagenlogische Formeln zu représentieren, sind folgende Konventionen bequem:
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Notation 3.12.

Statt Vi, V1, Vs, ... bezeichnen wir Variablen oft auch mit A, B,C, ..., X,Y, Z, ... oder mit
Variablen wie X', Y7, ...

Wir schreiben A ¢; bzw. ¢1 A--- A, an Stelle von (((901 ANpa) Apg) Aw++ A cpn) (analog
i=1
fiir “v” an Stelle von “A”).

Die dufleren Klammern einer Formel lassen wir manchmal weg und schreiben z.B. (AAB) —
C an Stelle des (formal korrekten) ((A A B) — C).

Ist ¢ eine Formel und B eine Belegung fir ¢, so sagen wir “B erfiillt ¢” (bzw. “B ist eine
erfiillende Belegung fiir ¢”), falls [p]® = 1.

Bemerkung 3.13 (Syntaxbiume zur graphischen Darstellung von Formeln). Die Struktur einer
Formel lasst sich bequem durch einen Syntaxbaum (englisch: parse tree) darstellen.

Beispiele:

Syntaxbaum der Formel (ﬁVO vV (Vs < Vl)):

})\
)
N

ORO

On0

« Syntaxbaum der Formel —((Vy A 0) < —V3):

®
IR
oRoRC

Computerlesbare Darstellung von Formeln:

Definition 3.14 (ASCII-Syntax fiir die Aussagenlogik).

(a) Wir betrachten das folgende Alphabet:
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(b) Die Menge AvARascr aller ASCII-Repréisentationen von Aussagenvariablen ist wie folgt
definiert:
AVARAsCIT = {w € ASCII' : das erste Symbol in w ist ein Buchstabe,
alle weiteren Symbole in w sind Buchstaben
oder Ziffern}.

(c) Die Menge ALagcir aller ASCII-Représentationen von aussagenlogischen Formeln ist die
rekursiv wie folgt definierte Teilmenge von ASCIT*:
Basisregeln:
e 0€ ALascn
o 1€ ALASCII
o Fir alle w € AVARasCII gﬂt: w € ALascrr.
Rekursive Regeln:

e Ist ¢ € ALasc1r, so ist auch ~¢ € ALascrr-
e Ist ¢ € ALasc und ¥ € ALascrr, so ist auch

— (p/\7) € ALascn
— (p\/¢) € ALascn
— (p=>¢) € ALascn
— (p<=>v) € ALascn-

Bemerkung 3.15. Es ist offensichtlich, wie man Formeln aus AL in ihre entsprechende ASCII-
Reprisentation tibersetzt und umgekehrt.

Beispiel:

Formel in AL: ((VO AO) — —|V13)
entsprechende Formel in ALagerr: ¢ (VO/\0) -> V13 )

In der Vorlesung werden wir nur mit der “abstrakten Syntax”, d.h. mit AL, arbeiten. Um aber
Formeln in Computer-Programmen eingeben zu kénnen (siehe Webseite der Vorlesung) werden
wir die ASCII-Représentation verwenden.

Umgangssprachliche Aussagen lassen sich wie folgt durch aussagenlogische Formeln représen-
tieren:

Beispiel 3.16.
“Das Fluchtauto war rot oder griin und hatte weder vorne noch hinten ein Nummernschild.”

Atomare Aussagen:
e Xg: Das Fluchtauto war rot.
e X¢: Das Fluchtauto war griin.
e Xy : Das Fluchtauto hatte vorne ein Nummernschild.
e Xp: Das Fluchtauto hatte hinten ein Nummernschild.

Obige Aussage wird dann durch folgende aussagenlogische Formel représentiert:

((XR \Y Xg) A (—‘XV A —‘XH))
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Beispiel 3.17.
Das in Beispiel 3.1 (“Geburtstagsfeier”) aufgelistete Wissen kann folgendemaflen représentiert
werden:

Atomare Aussagen:
e A: Anne kommt zur Feier
e B: Bernd kommt zur Feier
e (' Christine kommt zur Feier
e D: Dirk kommt zur Feier
o E: Eva kommt zur Feier
Die Aussage des gesamten Textes in Beispiel 3.1 wird durch folgende Formel représentiert:
¢ = (E—(CAD)) A (C—A) AN ((BANE)—-D) A (A— (BVC)) A (BANA) — =E).

Die Frage “Wie viele (und welche) Freunde werden im besten Fall zur Party kommen?” kann
dann durch Loésen der folgenden Aufgabe beantwortet werden: Finde eine Belegung B fiir ¢, so
dass

(1) ¢ von B erfiillt wird, d.h. [¢]® =1 und
(2) {X € {A,B,C,D,E} : B(X) = 1}| so grofl wie moglich ist.

Um Aufgaben solcher Art 16sen zu koénnen, brauchen wir also eine Methode zum Finden der
erfilllenden Belegungen fiir eine Formel. Eine Moglichkeit dafiir ist, so genannte Wahrheitstafeln
zu benutzen.

‘Wahrheitstafeln:

Fiir jede Formel ¢ kann man die Werte unter allen moglichen Belegungen in einer Wahrheitstafel
darstellen. Fiir jede Belegung B : Var(¢) — {0, 1} hat die Wahrheitstafel eine Zeile, die die Werte
B(X) f.a. X € Var(p) und den Wert []? enthilt. Um die Wahrheitstafel fiir ¢ auszufiillen, ist
es bequem, auch Spalten fiir (alle oder einige) “Teilformeln” von ¢ einzufiigen.

Beispiel 3.18. (a) Wahrheitstafel fiir ¢ := (=Vy V (V5 — V1)):

Vo | (Vs = V1)
1 1

>—~»—w—w—loooo§
HHOOHHOOS
RO~ O O RO
SO OO ==
—_ = O R =~ O
— O R R~~~ RS

(b) Wahrheitstafel fiir ¢ := (X A1 —0)— 0)):
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X[1]0|1-0|(1=0-0) ]y
0 110 0 1 0
1 110 0 1 1

Die erfiillenden Belegungen fiir eine Formel ¢ entsprechen also gerade denjenigen Zeilen der
Wahrheitstafel fiir ¢, in denen in der mit “p” beschrifteten Spalte der Wert 1 steht. Das liefert
uns ein Werkzeug, um die in Beispiel 3.17 beschriebene Aufgabe zur “Geburtstagsfeier” zu 16sen.

Beispiel 3.19. Sei ¢ die Formel aus Beispiel 3.17. Die Frage “Wie viel (und welche) Freunde
werden bestenfalls zur Party kommen?” kénnen wir 16sen, in dem wir

(1) die Wahrheitstafel fiir ¢ ermitteln,
(2) alle Zeilen raussuchen, in denen in der mit “¢” beschrifteten Spalte der Wert 1 steht und

(3) aus diesen Zeilen all jene raussuchen, bei denen in den mit A, B, C, D, E beschrifteten Spal-
ten moglichst viele Einsen stehen — jede dieser Zeilen reprasentiert dann eine gréoffitmogliche
Konstellation von gleichzeitigen Partybesuchern.

Prinzipiell fithrt diese Vorgehensweise zum Ziel — leider ist das Verfahren aber recht aufwendig,
da die Wahrheitstafel, die man dabei aufstellen muss, sehr grof§ wird, wie man am Beispiel der
Wahrheitstafel fiir die Formel ¢ (siche Tabelle 3.1) sieht. Erfiillende Belegungen fiir ¢ werden
in Tabelle 3.1 durch Zeilen reprasentiert, die grau unterlegt sind.

In der Wahrheitstafel sieht man, dass es keine erfiillende Belegung gibt, bei der in den mit
A bis E beschrifteten Spalten insgesamt 5 Einsen stehen, und dass es genau zwei erfiillende
Belegung gibt, bei denen in den mit A bis E beschrifteten Spalten insgesamt 4 Einsen stehen,
namlich die beiden Belegungen B; und B mit

und

Bo(A) = Ba(B) = Bo(C) = Bo(D) = 1 und Bs(E) = 0.

Die Antworten auf die Frage “Wie viel (und welche) Freunde werden bestenfalls zur Party kom-
men?” lautet also: Bestenfalls werden 4 der 5 Freunde kommen, und dafiir gibt es zwei Moglich-
keiten, nédmlich

(1) dass alle aufler Bernd kommen, und

(2) dass alle auBer Eva kommen. UEnde Beispiel 3.19
Angesichts der Wahrheitstafel aus Beispiel 3.19 stellt sich die Frage, wie grof3 die Wahrheitstafel

fiir eine gegebene Formel ¢ ist. Die Antwort darauf gibt der folgende Satz.

Satz 3.20. Sei ¢ eine aussagenlogische Formel und sei n := |Var(y)| die Anzahl der in ¢ vor-

kommenden Variablen. Dann gibt es 2™ verschiedene zu ¢ passende Belegungen B mit Def(B) =
Var(yp).

Beweis: Es gilt
{B : B ist eine zu ¢ passende Belegung mit Def(B) = Var(y)}
Def. 3.7

{B: B: Var(¢) — {0,1} ist eine Funktion}

Not. 2.31 Abb(Var(p), {0,1}).
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A B C D E|E—(CAD)|C—A| (BAE)—--D | A= (BVC) | (BAA)—-E | ¢

Tabelle 3.1: Wahrheitstafel fiir die Formel ¢ aus Beispiel 3.17

Wir wissen auflerdem, dass

Fol. 2.39(a) n=|Var(y)|

|Abb(Var(), {0,1})] {0, 1}Vl 2"

|

Satz 3.20 besagt, dass die Wahrheitstafel einer Formel mit n Variablen genau 2™ Zeilen hat.
Wie die folgende Tabelle zeigt, ergibt das bereits bei relativ kleinen Werten von n schon riesige
Wahrheitstafeln:

n = Anzahl Variablen | 2% = Anzahl Zeilen der Wahrheitstafel
10 210 = 1.024 ~ 10°
20 220 — 1.048.576 ~ 106
30 230 — 1.073.741.824 ~ 10°
40 240 — 1.099.511.627.776 ~ 102
50 250 — 1.125.899.906.842.624 ~ 10'°
60 260 = 1.152.921.504.606.846.976 ~ 10'8

Zum Vergleich: Das Alter des Universums wird auf 101 Jahre < 10'® Sekunden geschétzt.
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Ein ganzer Zweig der Informatik (z.B. unter dem Stichwort “SAT-Solving”) und viele interna-
tionale Forschungsgruppen beschéftigen sich mit der Aufgabe, Verfahren zu entwickeln, die die
erfiillenden Belegungen von aussagenlogischen Formeln ermitteln und dabei wesentlich effizienter
sind als das vorgestellte Wahrheitstafel-Verfahren. Ein relativ erniichterndes Resultat, das Sie in
der “Algorithmentheorie”-Vorlesung kennenlernen werden, ist der folgende Satz:

Satz. Das aussagenlogische Erfillbarkeitsproblem ist NP-vollstindig.

Das aussagenlogische Erfiillbarkeitsproblem (Kurz: SAT, fiir englisch: “satisfiability”) ist
dabei das folgende Berechnungsproblem:

AUSSAGENLOGISCHES ERFULLBARKEITSPROBLEM (SAT)
Eingabe: eine aussagenlogische Formel ¢

Frage: Gibt es eine erfiillende Belegung fiir ?

Was der Begriff “NP-vollstandig” genau bedeutet, werden Sie in der “Algorithmentheorie”-
Vorlesung lernen; grob gesagt bedeutet “NP-vollstindig”, dass es “Wahrscheinlich keinen ef-
fizienten Algorithmus gibt, der das aussagenlogische Erfiillbarkeitsproblem 16st.” Andererseits
wurden (besonders in den letzten Jahren) Heuristiken und randomisierte Algorithmen entwickelt,
die das aussagenlogische Erfiillbarkeitsproblem trotzdem in vielen Féllen erstaunlich effizient 16-
sen koénnen.

Die folgenden Begriffe werden Ihnen in spéateren Vorlesungen immer wieder begegnen:

Definition 3.21. Sei ¢ eine aussagenlogische Formel.

(a) ¢ heifit erfiillbar, wenn es (mindestens) eine erfiillende Belegung fiir ¢ gibt, d.h. wenn es
(mindestens) eine zu ¢ passende Belegung B gibt mit [p]® = 1.

(b) ¢ heifit unerfiillbar, wenn es keine erfiillende Belegung fiir ¢ gibt.

(c) ¢ heifit allgemeingiiltig (bzw. Tautologie), wenn jede zu ¢ passende Belegung ¢ erfiillt,
d.h. wenn fiir jede zu ¢ passende Belegung B gilt: [¢]® = 1.

Beispiel 3.22.
(a) Die Formel ((X VY)A (=X VY)) ist
o erfiillbar, da z.B. die Belegung B mit B(X) = 0 und B(Y) = 1 die Formel erfiillt.

» nicht allgemeingiiltig, da z.B. die Belegung B’ mit B'(X) = 0 und B'(Y) = 0 die
Formel nicht erfillt.

(b) Die Formel (X A—X) ist unerfiillbar, da fiir jede zur Formel passenden Belegung B entweder
B(X) =1 oder B(X) = 0 gilt.
Fall 1: B(X) =1:

1, falls B(X)=1und B(X)=0

0, sonst

[(X A=X)]F = {
=0, da B(X)=1#0.
Fall 2: B(X) = 0:

(X A -X)]° = {1, falls B(X) = 1 und B(X) = 0

0, sonst

=0, da B(X)=0#1.
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folgt aus

(c) Die Formel (X V —X) ist allgemeingiiltig, da fiir jede zur Formel passenden Belegung B
entweder B(X) = 1 oder B(X) = 0 gilt. Somit gilt [(X A =X)]® = 1, fiir alle zur Formel
passenden Belegungen B.

Beobachtung 3.23. Sei ¢ eine aussagenlogische Formel.

(a) @ ist erfilllbar <= in der Wahrheitstafel fiir ¢ steht in der mit “¢” beschrifteten Spalte
mindestens eine 1.

(b) ¢ ist unerfiillbar <= in der Wahrheitstafel fiir ¢ stehen in der mit “p” beschrifteten Spalte
nur Nullen.

(c) p ist allgemeingiiltig <= in der Wahrheitstafel fiir ¢ stehen in der mit “” beschrifteten
Spalte nur Einsen.

Folgerung 3.24. Fiir alle aussagenlogischen Formeln ¢ gilt:

p ist allgemeingiiltig <= —¢ ist unerfiillbar.

3.3 Folgerung und Aquivalenz

Definition 3.25 (semantische Folgerung). Seien ¢ und v zwei aussagenlogische Formeln. Wir
sagen 1) folgt aus ¢ (kurz: p = 1, “p impliziert ¢”), falls fiir jede zu  und 1) passende Belegung
B gilt:

Falls []?® = 1, so auch [¢]5 = 1.
D.h.: ¢ =9 < jede Belegung, die zu ¢ und ¢ passt und die ¢ erfiillt, erfillt auch 1.

Beispiel 3.26. Sei ¢ := (X VY)A (=X VY)) und ¢ := (Y V (=X A=Y)). Dann gilt ¢ = 1,
aber nicht “¢ = ¢” (kurz: ¢ [~ @), denn:

X Y| (XVY)|[(=XVY) | |¥
0 0 0 1 01
0 1 1 1 1)1
1 0 1 0 00
11 1 1 1)1

”

Hier steht in jeder Zeile (d.h. jede zu ¢ und v passende Belegung), in der in der mit “¢
beschrifteten Spalte eine 1 steht, auch in der mit “i)” beschrifteten Spalte eine 1. Somit gilt

¢ E.

Andererseits steht in Zeile 1 in der mit 1) beschrifteten Spalte eine 1 und in der mit ¢ beschrif-
teten Spalte eine 0. Fiir die entsprechende Belegung B (mit B(X) = 0 und B(Y') = 0) gilt also

[¥]® =1 und [¢]® = 0. Daher gilt 1 = .

Beobachtung 3.27. Seien ¢ und ¥ aussagenlogische Formeln. Dann gilt:
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Beweis: Ubung. O

Definition 3.28 (logische Aquivalenz). Zwei aussagenlogische Formeln ¢ und ¢ heilen dqui-
valent (kurz: ¢ = 1)), wenn fiir alle zu ¢ und ¢ passenden Belegungen B gilt: [¢]® = [v]5. aquivalent

Beispiel 3.29. Sei p := (X A XV Y)) und 1 := X. Dann ist ¢ = 1, denn

X Y|(XVY)|g]|9
0 0 0 00
0 1 1 00
10 1 11
11 1 11

Hier ist die mit “p” beschriftete Spalte identisch zur mit “1” beschrifteten Spalte. D.h. fiir alle
zu o und ¢ passenden Belegungen B gilt [¢]? = [¢]5. D.h.: ¢ = ).

Beobachtung 3.30. Seien ¢ und v aussagenlogische Formeln. Dann gilt:
(a) p =1 < (p < 1) ist allgemeingiiltig <= ¢ E 9 und ¥ = .

(b) ¢ ist allgemeingiiltig < ¢ = 1.

(c) ¢ ist erfullbar <= ¢ #0 (d.h. “p = 0” gilt nicht).

Beweis: Ubung. O

Fundamentale Aquivalenzen der Aussagenlogik
Satz 3.31. Seien @, ¥ und x aussagenlogische Formeln. Dann gilt:

(a) (Idempotenz)

e (pAhp)=e
e (pVp)=ep

(b) (Kommutativitdt)

e (pANY) = Ayp)
e (pVY)=([ V)

(¢) (Assoziativitat)

e ((pAP)AX)
e ((pVY)Vx)

(d) (Absorption)

e (pA(pVY)) =9
e (pV(pAY)) =9

(e) (Distributivitat)

e (pAW VX)) =((pAY)V(PAX)
e (pVWAX)=((pV)A(pVX)

(f) (doppelte Negation)
o ﬁﬁgp = SD

(A (W AX))
(pV (¥ VX))

67



(9) (De Morgansche Regeln)

e (P AY) = (V)
e ~(pVY)= (A1)
(h) (Tertium non Datur)
* (pA—p)=0
« (pVop)=1
(i) o (pA1l)=¢p
e (pVv1)=
* (pvO)=¢
G -1
e 0=-1
(k) (Elimination der Implikation)
e (p—=Y)=(wVYy)
(1) (Elimination der Biimplikation)
c (ped) ==Y A (P —9))
Beweis: Durch einfaches Nachrechnen. Details: Ubung. O

Bemerkung 3.32. Durch schrittweises Anwenden der in Satz 3.31 aufgelisteten Aquivalenzen
kann man eine gegebene aussagenlogische Formel in eine zu ihr dquivalente Formel umformen.

Beispiel. Sind ¢ und 1 aussagenlogische Formeln, so gilt:

(b)) = (b= ) AW —9) (Satz 3.31(1))
(GEAROXNQUARS) (Satz 3.31(k))

3.4 Normalformen

Bisher haben wir gesehen, wie man fiir eine gegebene aussagenlogische Formel ¢ eine Wahrheits-
tafel aufstellen kann.

Frage: Wie kann man umgekehrt zu einer gegebenen Wahrheitstafel eine Formel ¢ finden, zu
der die Wahrheitstafel passt?

Beispiel 3.33. Betrachte die Wahrheitstafel T":

X Y Z|oy
0 0 01
0 0 110
0 1 0]o0
0 1 110
1 0 0]1
1 0 11
1 1 0]0
1 1 110
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Eine Formel ¢, so dass T die Wahrheitstafel fiir ¢ ist, kann man folgendermaflen erzeugen:
o Betrachte alle Zeilen von T, in denen in der mit “p” beschrifteten Spalte eine 1 steht.

e Fiir jede solche Zeile konstruiere eine Formel, die genau von der zur Zeile gehorenden
Belegung erfiillt wird.

o Bilde die Disjunktion (d.h. Ver-ODER-ung) iiber all diese Formeln. Dies liefert die gesuchte
Formel ¢.

In unserer Beispiel-Wahrheitstafel T' gibt es genau 3 Zeilen, in denen in der mit ¢ beschrifteten
Spalte eine 1 steht, namlich die Zeilen

X Y Z ‘ ¢ zur Belegung der jeweiligen Zeile gehérende Formel:
0 0 0|1 (RXA-YA-Z)

1 0 0|1 (XA-YA-Z)
1 0 1|1 ( XA-YA 2)

= zur Wahrheitstafel T passende Formel:
= (" XAYA-Z)V (XAYA-Z)V (XAY AZ).

Generell kann man auf die beschriebene Art zu jeder beliebigen Wahrheitstafel eine aussagen-
logische Formel konstruieren, die zur Wahrheitstafel passt. Die so konstruierten Formeln haben
eine besonders einfache Form. Sie sind Disjunktionen von Formeln, die aus Konjunktionen von
Variablen oder negierten Variablen bestehen. Formeln, die diese spezielle Struktur besitzen, nennt
man auch Formeln in disjunktiver Normalform (kurz: DNF').

Definition 3.34 (disjunktive Normalform, konjunktive Normalform).

(a) Ein Literal ist eine Formel der Form X oder =X, wobei X € AvAR (d.h. X ist eine Aussa-
genvariable). Ein Literal der Form X, mit X € AvAR, wird auch positives Literal genannt;
eine Formel der Form —X, mit x € AVAR, negatives Literal.

(b) Eine aussagenlogische Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie eine Dis-
junktion von Konjunktionen von Literalen ist, d.h. wenn sie die Gestalt

V()

hat, wobei n,mq,...,m, € Ny und [; ; ein Literal ist (fiir jedes i € {1,...,n} und j €

f,..,mi}).

Die Teilformeln «; := /\ l;; (fur i € {1,...,n}) heiBen konjunktive Klauseln.
j=1

(¢) Eine aussagenlogische Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie eine
Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist, d.h. wenn sie die Gestalt

AV)

Jj=1
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disjunktive
Klausel

hat, wobei n,m1,...,m, € Nso und [; ; ein Literal ist (fiir jedes ¢ € {1,...,n} und j €

(1,...,m)).

m;
Die Teilformeln «; := \/ ;; (fir i € {1,...,n}) heiflen disjunktive Klauseln.
j=1

Normalformen spielen in vielen Anwendungsgebieten eine wichtige Rolle. Beispielsweise geht
man in der Schaltungstechnik (Hardware-Entwurf) oft von DNF-Formeln aus, wahrend bei der
aussagenlogischen Modellbildung oftmals KNF-Formeln auftreten, da sich eine Sammlung von
einfach strukturierten Aussagen sehr gut durch eine Konjunktion von Klauseln ausdriicken lasst.

Satz 3.35. Fiir jede aussagenlogische Formel ¢ gibt es eine Formel ¥p in DNF und eine Formel
Vi in KNF, so dass ¢ = ¢Yp = Vk.

(D.h.: Jede Formel ist dquivalent zu einer Formel in DNF und zu einer Formel in KNF.)

Beweisidee:

e Zur Konstruktion einer zu ¢ aquivalenten Formel ¢p in DNF stellen wir zunéchst die
Wabhrheitstafel fir ¢ auf. Falls diese in der mit “¢” beschrifteten Spalte nur Nullen hat
(d.h. ¢ ist unerfiillbar), so setzen wir ¥p := (Vo A =V}) — offensichtlich ist ¢p in DNF und
unerfiillbar, also dquivalent zu .

Falls die mit “p” beschriftete Spalte der Wahrheitstafel mindestens eine 1 enthalt, so gehen
wir wie in Beispiel 3.33 vor, um eine zu ¢ dquivalente Formel ¥ in DNF zu konstruieren.

e Zur Konstruktion einer zu ¢ dquivalenten Formel ¢k in KNF kénnen wir folgendermafien
vorgehen:
(1) Sei ¢’ :=—p.
n m;
(2) Konstruiere eine zu ¢’ dquivalente Formel 97, in DNF. Sei \/ ( li,j) die Gestalt
i=1\j=1
von Y.
~ -X, fallsl;; = X fiir ein X € Ava
(3) Fur alle 4,7 sei l; ; := ) A8 b ufem. < AR
’ X, fallsl;; =X fiir ein X € AVAR.
n myo
(4) Setze w[{ = /\ <v l@j).
i=1\j=1
Offensichtlich ist ¢ i eine Formel in KNF. Auflerdem gilt:

¥ = -y

[

]
—
<=

N
<
E
&
N———
N———

Satz 3.31(g I mi
ats 3.31(6) (/\ﬂ( m))
=1 N\j=1

Satz 3.31(g) /"\
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Abgesehen von DNF und KNF gibt es noch eine weitere wichtige Normalform, die so genannte
Negationsnormalform.

Definition 3.36. Eine aussagenlogische Formel ist in Negationsnormalform (NNF), wenn
sie keines der Symbole —, <=, 0, 1 enthélt und Negationszeichen nur unmittelbar vor Variablen
auftreten.

Rekursiv ldsst sich die Menge der Formeln in NNF folgendermaflen definieren.
Basisregeln: Fiir jedes X € AVAR ist sowohl X als auch =X eine Formel in NNF.

Rekursive Regeln: Sind ¢ und ¢ Formeln in NNF, so sind auch (¢ A %) und (¢ V ¢) Formeln in
NNF.

Beobachtung 3.37. Jede Formel, die in KNF oder in DNF ist, ist auch in NNF. Aus Satz 3.35
folgt also insbesondere, dass jede aussagenlogische Formel d4quivalent zu einer Formel in NNF ist.

Beachte: Nicht jede Formel in NNF ist auch in KNF oder in DNF.
Beispiel: (((X A=Y)V (=X AY)) A ﬂZ> ist in NNF, aber weder in KNF noch in DNF.

Ein einfaches Verfahren zur Transformation einer gegebenen aussagenlogischen Formel in eine
dquivalente Formel in NNF beruht auf der wiederholten Anwendung der De Morganschen Regeln
(Satz 3.31(g)) und der Regel fiir “doppelte Negation” (Satz 3.31(f)): Mit den De Morganschen
Regeln (=(oAY) = (mpV ) bzw. =(p V) = (~p A—))) ziehen wir das Negationszeichen nach
innen; mit der “doppelte Negation”Regel (- = ¢) konnen wir Schritt fiir Schritt mehrfach
hintereinander vorkommende Negationszeichen eliminieren. Eventuell in der Formel vorkommen-
de Implikationspfeile “—” oder Biimplikationspfeile “«"eliminieren wir durch Verwenden von
Satz 3.31(k) und (1). Eventuelle Vorkommen der Symbole 0 bzw. 1 ersetzen wir durch die Formel
(VO A _\Vo) bzw. (VO V —\‘/0)

Beispiel 3.38.
Ziel: Bringe die Formel <<—|V0A—|((V0\/V1) — Vb)) — 0> in NNF, d.h. finde eine zur gegebenen
Formel dquivalente Formel in NNF.

Losung:

((—'Vo A=((Vo v VA) = Vo)) = 0) = (Vo A=((% v 1A) = o)) = (Vo A Vo)

N—

(Vo A (Vo v V) = Vo)) V (Vo A —Vp)

N ——

~—

(==Y V== (=% vV Vi) V V) ) v (Vo A=V

)

((VO V(Yo A=W v VO)) vV (Vo A ﬂ/o)) in NNF.

(
(
= <ﬁ(ﬁVO A=(=(VoVVi) V VO)) vV (Vo A=)
(
(

(Vo V (=(Vo Vv Vi)V VO)) v (Vo A _‘Vo)>

Unter zusétzlicher Verwendung der “Distributivitétsregel” (Satz 3.31(e)) erhélt man Verfahren
zur Transformation einer gegebenen Formel in eine dquivalente Formel in DNF bzw. KNF, bei
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denen man nicht zuerst eine Wahrheitstafel aufstellen muss. Diese Verfahren sind vor allem dann
ratsam, wenn die gegebene Formel sehr viele verschiedene Variablen enthélt, die zugehorige
Wahrheitstafel also sehr grof§ wird.

Algorithmus 3.39 (Ein KNF-Algorithmus).

Eingabe: Eine aussagenlogische Formel ¢.

Ausgabe: Eine zu ¢ dquivalente Formel ¢’ in KNF.

Verfahren:

(1) Konstruiere eine zu ¢ dquivalente Formel ¢’ in NNF (beispielsweise mit dem in Beobach-
tung 3.37 beschriebenen Verfahren).

(2) Wiederhole folgende Schritte:

(i) Falls ¢’ in KNF ist, so halte mit Ausgabe ¢'.

(ii) Ersetze eine Teilformel von ¢’ der Gestalt (11 V (2 At3)) durch ((¥1Vtha) A (11 Vab3))
oder ersetze eine Teilformel von ¢ der Gestalt ((12 At3)V1b1) durch (12 Vib1) A (13 V
¥1)). Sei ¢ die resultierende Formel.

(iii) Setze ¢’ := ¢”.

Algorithmus 3.40 (Ein DNF-Algorithmus).
Eingabe: Eine aussagenlogische Formel ¢

Ausgabe: Eine zu @ dquivalente Formel ¢’ in DNF.
Verfahren:

(1) Konstruiere eine zu ¢ dquivalente Formel ¢’ in NNF.

(2) Wiederhole folgende Schritte:
(i) Falls ¢’ in DNF ist, so halte mit Ausgabe ¢'.

(ii) Ersetze eine Teilformel von ¢’ der Gestalt (11 A (12 V3)) durch ((¢1 Athe)V (11 As))
oder ersetze eine Teilformel von ¢’ der Gestalt ((¢2V1b3) Ath1) durch ((2 A1)V (3 A
¥1)). Sei ¢ die resultierende Formel.

(iii) Setze ¢’ := ¢”.

Satz 3.41 (Korrektheit der Algorithmen 3.39 und 3.40). Fir jede aussagenlogische Formel ¢
gilt:

(a) Algorithmus 3.39 hilt bei Eingabe der Formel ¢ nach endlich vielen Schritten an und gibt
eine zu ¢ dquivalente Formel in KNF aus.

(b) Algorithmus 3.40 hdlt bei Fingabe der Formel ¢ nach endlich vielen Schritten an und gibt
eine zu @ dquivalente Formel in DNF aus.

(hier ohne Beweis)

Beispiel 3.42. Sei ¢ := ((—|V0 ANVo—=W))V (Ve — V3))~

Transformation von ¢ in NNF":

p = ((_‘Vb/\(%jvl))v(véjvé)) = ((ﬂVo/\(—'VO\/Vl))\/(—'VQ\/V;g)) —_—
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Transformation von @ in DNF mittels Algorithmus 3.40:

(1) Transformation von ¢ in NNF ~ liefert ¢/ = ((_“/0 A=V VW)V (Ve v V3))

(2) 1-maliges Anwenden von Zeile (ii) des Algorithmus auf ¢’ liefert:

¢ = (A=) V (2Vo AWL) V (22 V 1))
Diese Formel ist die DNF-Formel, die von dem Algorithmus ausgegeben wird.
Transformation von @ in KNF mittels Algorithmus 3.39:
(1) Transformation von ¢ in NNF ~ liefert ¢’ = ((ﬂVo A(=Vo VW) VY (=Va V Vg))
(2) 1-maliges Anwenden von Zeile (ii) des Algorithmus auf ¢’ liefert:

o = ((ﬁvo V (<Va VVa)) A (<Vo VTA) V (<V3 V Vg))).

Dies ist die KNF-Formel, die von dem Algorithmus ausgegeben wird.

Unmittelbar vor Definition 3.21 wurde darauf hingewiesen, dass die Aufgabe, fiir eine gegebene
Formel ¢ herauszufinden, ob sie erfiillbar ist, im Allgemeinen ein recht schwieriges Problem ist.
Fiir den Spezialfall, dass ¢ eine Formel in DNF ist, lasst sich das Erfiillbarkeitsproblem allerdings
sehr effizient 16sen, wie die folgende Beobachtung zeigt.

Beobachtung 3.43 (effizienter Erfiillbarkeitstest fiir DNF-Formeln). Sei ¢ eine Formel in DNF,

d.h. ¢ ist von der Form
\/ ( li,j>, fiir Literale I; ;.
1

i=1 \j=

D.h. ¢ ist von der Form
K1 VeV Rn,

wobei fiir jedes i € {1,...,n} k; die konjunktive Klausel
Ki = Lia AN Nlm,

ist.

Klar: ¢ ist erfilllbar <= fiir mindestens ein i € {1,...,n} ist ; erfiillbar. Da &; eine Konjunk-
tion von Literalen (d.h. von Variablen und/oder negierten Variablen) ist, gilt:

k; ist erfullbar <= es gibt keine j,j' € {1,...,m;}, so dass [, ; = —l; j.

Daher ist der folgende Algorithmus dazu geeignet, zu testen, ob eine gegebene DNF-Formel
erfillbar ist.

Eingabe: Eine aussagenlogische Formel ¢ = \/ ( /\l liﬂ-) in DNF
i=1 \j=1

Ziel: Entscheide, ob ¢ erfiillbar ist.

Verfahren:

(1) Firi=1,...,n
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(2) Firj=1,...,m;

(3) Fiir j' = j+1,...,m;

(4) Falls l; ; = —l; j» oder l; j» = —l; ;, dann:
(5)

Falls ¢ = n ist, so mache in Zeile 7 weiter;
ansonsten setze i := 7 + 1 und mache in Zeile 2 weiter.

(6) Halte mit Ausgabe “¢ ist erfiillbar”.
(7) Halte mit Ausgabe “¢ ist unerfiillbar”.

Um aussagenlogische Formeln ¢ von beliebiger Form auf Erfiillbarkeit zu testen, kann man
dann folgendermaflen vorgehen:

Schritt 1: Transformiere ¢ in eine dquivalente Formel ¢’ in DNF (z.B. mit Algorithmus 3.40).
Schritt 2: Entscheide, ob ¢’ erfiillbar ist (z.B. mit dem obigen Verfahren).

Das Ausfiihren von Schritt 1 kann dabei u.U. aber leider wieder sehr lange dauern, da es einige
Formeln gibt, zu denen dquivalente Formeln in DNF zwangslaufig sehr grof3 sind. Dies wird durch
den folgenden Satz prézisiert:

Satz 3.44. Sein € Ny, seien X1,...,X,,Y1,...,Y, genau 2 -n verschiedene aussagenlogische

Variablen, und sei
n

Pn = /\ (Xz - Yl)
i=1

Dann hat jede zu @, dquivalente Formel in DNF mindestens 2" konjunktive Klauseln.

Beweis: Ubung. O

3.5 Ubungsaufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 3.1.

(a) Welche der folgenden Worter gehoren geméf Definition 3.3 zur Sprache AL, welche nicht?
. (VA1)
« (Vi A101)
o (-(Vi AVR)V V3)
o =(V1AVR)V V3
.« (
. (Vl -V, — V3)
« (Vi <VWh)

(Vi < Va)

(b) Beweisen Sie, dass fiir die Formel ¢ := ((V; < 1) A (V4 — (V2 A0))) gilt: ¢ € AL.

(c) Betrachten Sie die Formel ¢ aus (b) und die Belegung B: Var(yp) — {0,1} mit B(V;) =1
und B(V;) = 0. Berechnen Sie den Wert [¢]5.

(d) Geben Sie den Syntaxbaum der Formel ¢ aus (b) an.
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Aufgabe 3.2.

(a) Betrachten Sie die folgenden Worter und beweisen Sie jeweils, dass das Wort geméf Defini-
tion 3.3 zur Sprache AL gehort oder begriinden Sie, warum das Wort nicht zu AL gehort.

() ~((V A =0) = (Vo v (=13 A VA)))
(i) (Vs < X)A (Vas — (V1 A D))
(ii) ((V11 — Vi)V ﬂﬂvs)
(iv) ((VoV =(=Viz)V—Va) — 1)

(b) Betrachten Sie die aussagenlogische Formel
g = (Vo AT) = (VoA (v -12)))

und die Belegung B: Var(¢) — {0, 1} mit B(Vy) = 1 und B(V1) = B(V2) = 0. Berechnen Sie
den Wert []® in nachvollziehbaren Schritten analog zu Beispiel 3.9.

(¢) Geben Sie den Syntaxbaum und die ASCII-Darstellung der Formel ¢ aus (b) an.

Aufgabe 3.3. Schon kurz nach der Geburt von Herakles und Eurystheus entstand ein Streit,
wer von den beiden der rechtméflige Herrscher sei. Dazu wurden die drei bekanntesten Orakel
Griechenlands befragt.

Das Ammonion gab bekannt, dass die Orakelspriiche aus Klaros grundsétzlich falsch seien. Eben-
so liefl das Orakel aus Klaros verlauten, dass die Orakelspriiche aus Delphi samt und sonders
unzutreffend seien. Das Orakel aus Delphi jedoch behauptete, sowohl die Spriiche des Ammonions
als auch die des Orakels in Klaros seien unwahr.

Wem sollen die armen Griechen nun glauben?

(a) Zerlegen Sie den obigen Text in atomare Aussagen und geben Sie eine aussagenlogische
Formel ¢ an, die das im Text zusammengefasste Wissen représentiert (dhnlich wie in den
Beispielen 3.1, 3.17 und 3.19).

(b) Geben Sie fiir Thre Formel ¢ aus (a) eine Belegung B an, die besagt, dass das Ammonion die
Wahrheit sagt und die beiden anderen Orakel liigen. Erfillt B die Formel ¢?

(¢) Welchen Orakeln kénnen die Griechen glauben, welchen nicht? Falls es mehrere Moglichkeiten
gibt, geben Sie alle an.

Aufgabe 3.4. USA, 4. November 2008. Vor einem Wahllokal befragt ein Journalist vier Freunde
A, B, C und D, die gerade das Wahllokal verlassen haben, wie sie gewahlt haben. A sagt: ,Falls
B fiir Obama gestimmt hat, dann haben auch C und D fir Obama gestimmt.* B sagt: ,A hat
auf keinen Fall fiir Obama gestimmt, aber D C sagt: ,B hat nur dann fiir McCain gestimmt,
wenn A fiir Obama gestimmt hat“ D sagt schliefllich: ;Wenn C fiir Obama gestimmt hat, dann
hat A fiir McCain oder B fiir Obama gestimmt.“ Wir nehmen an, dass jeder die Wahrheit gesagt
und entweder Obama oder McCain gewéhlt hat.

(a) Zerlegen Sie den obigen Text in atomare Aussagen und geben Sie eine aussagenlogische
Formel ¢ an, die das im Text zusammengefasste Wissen représentiert (dhnlich wie in den
Beispielen 3.1, 3.17 und 3.19).

(b) Geben Sie fiir Ihre Formel ¢ aus (a) eine Belegung B an, die besagt, dass A, B und C Obama
gewahlt haben und D fiir McCain gestimmt hat. Erfillt B die Formel ¢?
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(¢) Wen haben A, B, C und D jeweils gewahlt? Falls es mehrere Moglichkeiten gibt, geben Sie
alle an.

Aufgabe 3.5. Auf der Insel Wafa leben zwei Stdmme: Die Was, die immer die Wahrheit sagen,
und die Fas, die immer liigen. Ein Reisender besucht die Insel und kommt mit drei Einwoh-

nern A, B, C ins Gesprich. Der Reisende schreibt darauthin folgende atomare Aussagen in sein
Notizbuch:

e X4 A sagt die Wahrheit
e Xp: B sagt die Wahrheit
e X¢: C sagt die Wahrheit

(a) Sei B: {X4,Xp,Xc} — {0,1} die Belegung mit B(X4) = 1, B(Xp) = 0 und B(X¢) = 0.
Beschreiben Sie umgangssprachlich, welcher Sachverhalt durch die Belegung B ausgedriickt
wird. Was folgt daraus iiber die Stammesangehorigkeit der drei Einwohner A, B und C?

Die Informationen, die der Reisende im Gespréch erhalten hat, fasst er durch folgende aussagen-
logische Formeln zusammen:

o 4= (X4 (-XpV-Xc))
e o= (Xp < (X4 — X0))
s o= (Xo = (- Xp — Xa))
Er merkt an, dass die durch ¢4, pg, po formalisierten Aussagen der Wahrheit entsprechen.

(b) Beschreiben Sie umgangssprachlich, was jede der Formeln ¢4, 5, pc aussagt.

(b) Zu welchen Stammen gehoren A, B und C?

Aufgabe 3.6. Zwei Analysten streiten sich, wer von ihnen denn nun am besten Aktienkurse
voraussagen kann. Dazu wollen sie drei zufillig anwesende Anleger A, B und C befragen. Das wére
nicht weiter schwierig, wenn sich A, B und C nicht folgendes (reprisentiert durch aussagenlogische
Formeln) vorwerfen wiirden:

e A behauptet: 4 = (=BV-=C)
e B behauptet: ¢p = -4

e C behauptet: ¢c = (AA-DB)
Hierbei bedeuten die Aussagenvariablen:
e A: A sagt die Wahrheit.
e B: B sagt die Wahrheit.

o (C: C sagt die Wahrheit.

(a) Beschreiben Sie umgangssprachlich, was jede der Formeln ¢4, ¢5, oo aussagt.

(b) Wem konnen die Analysten glauben und wem nicht? Falls es mehrere Moglichkeiten gibt,
geben Sie alle an.
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Aufgabe 3.7. Geben Sie fir jede der folgenden aussagenlogischen Formeln eine Wahrheitstafel
und alle erfiillenden Belegungen B: Var(¢1) — {0,1} (fiir (a)) bzw. B: Var(ype) — {0,1} (fiir
(b)) an.

() 1= (((Vi = ~V2) A (212 V 15)) A (Vs = 1))

() g2 = (i = 1) A (Vi = (127 0)))
Aufgabe 3.8.

(a) Geben Sie fiir jede der folgenden aussagenlogischen Formeln an, ob sie erfiillbar, unerftllbar
und/oder allgemeingiiltig ist.

« (VoA ﬁVl)
(1— )
V() — 0))

(Vo

(Vo

(v (Vo A V) — 1/2))

o (Vo —=W) e (=V1— W)

(b) Fiir jedes n € N sei die aussagenlogische Formel ¢,, definiert durch

Vv Vi), falls n gerade
T (Vi — =Vht1), falls n ungerade.

Es gilt also
vo=MoVWi), ¢1=(V1—Va), @a2=(VaVV3), ¢3=(Vs— Vy),
Geben Sie eine Belegung B an, so dass fiir alle n € N gilt: B erfiillt ¢,,.
(c) Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Behauptung:
(Vo VI2) A (1 = 212)) = ~((Vo A=Vi) = (Vo — Va))
Aufgabe 3.9.

(a) Geben Sie fiir jede der folgenden aussagenlogischen Formeln an, ob sie erfillbar, unerfallbar
und/oder allgemeingiiltig ist.

° _‘Vl . (‘/0 A\ (‘/0 - _“/0))

o ((ov-Wi) = 1) + (06 =1) = (VA1) —0))
o (Vo — (Vo —W))

(b) Fiir jedes n € N sei die aussagenlogische Formel ¢,, definiert durch

|} (V= Vigo),  falls n gerade
pn = (Vi & =V,_1), falls n ungerade.

Es gilt also
po=Mo=Va), o1=VieW), pa=02oVy), @3= (Vs V),
Geben Sie eine Belegung B: Var — {0,1} an, so dass fiir alle n € N gilt: B erfiillt ¢,,.
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(c) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:
i) (~(Vo = WV)A (=12 VW) E (Vo Vv (Vi AVz))
(ii) (—\(Vo s Vl) A ("‘/2 V Vo)) = (VO V (Vl A —|V2>)

Aufgabe 3.10. Beweisen Sie Beobachtung 3.27 (b) und (d), d.h. beweisen Sie, dass fiir alle
aussagenlogischen Formeln ¢ und v gilt:

(a) p E0 < ¢ ist unerfiillbar.
(b) p Ev <= (p A ) ist unerfiillbar.
Aufgabe 3.11. Betrachten Sie die folgenden beiden Aussagen:

(1) Wenn der Rechner einen Virus hat oder nicht mehr funktioniert, und wenn der Administrator
erreichbar ist, dann rufen wir den Administrator.

(2) Wenn der Rechner einen Virus hat, so rufen wir den Administrator, falls wir ihn erreichen;
und wenn der Administrator erreichbar ist und der Rechner nicht funktioniert, so rufen wir
den Administrator.

(a) Formalisieren Sie jede der beiden Aussagen (1), (2) durch eine aussagenlogische Formel.

(b) Zeigen Sie, dass die beiden Aussagen (1) und (2) dquivalent sind.

Aufgabe 3.12 (Modellierung und Folgerung). Einer Threr Bekannten berichtet von seiner Zim-
mersuche in Frankfurt und duflert Thnen gegentiber folgende Aussagen, die auf alle der von ihm
besichtigten Wohnungen zutreffen:

« Wenn es sich um eine 1-Zimmer-Wohnung handelt, dann stehen héchstens 26 m? Wohnraum
zur Verfiigung oder der Mietpreis ist hoher als 400 €.

e Wenn sich das Zimmer nicht in einer 1-Zimmer-Wohnung befindet, dann ist das Zimmer
in einer WG.

o Wenn mehr als 26 m? Wohnraum zur Verfiigung stehen, dann liegt das Zimmer nicht in
einer WG.

o Wenn mehr als 26 m? Wohnraum zur Verfiigung stehen und der Mietpreis hoher als 400 €
ist, dann handelt es sich nicht um eine 1-Zimmer-Wohnung.

(a) Zerlegen Sie den obigen Text in atomare Aussagen und geben Sie eine aussagenlogische
Formel ¢ an, die das im Text zusammengefasste Wissen repréasentiert.

Betrachten Sie nun die nachfolgenden Aussagen:
« In jeder besichtigten Wohnung stehen Ihrem Bekannten maximal 26 m? zur Verfiigung.

e Fiir jede besichtigte Wohnung gilt: Wenn die Wohnung in einer WG liegt, dann betrigt
der Mietpreis hochstens 400 €.

o Fiir jede besichtigte Wohnung gilt: Wenn der verlangte Mietpreis hochstens 400 € betrigt,
dann handelt es sich um eine WG oder um eine 1-Zimmer-Wohnung.

(b) Geben Sie fur jede der drei Aussagen eine aussagenlogische Formel an, die die Aussage
reprasentiert.
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(c) Entscheiden Sie fiir jede der aussagenlogischen Formeln aus (b), ob sie aus der Formel ¢ in
(a) folgt.

Aufgabe 3.13. Es sei ¢ := (Vo V =V2) — V).

(a) Wandeln Sie ¢ mittels Wahrheitstafel in eine dquivalente aussagenlogische Formel in DNF
um.

(b) Wenden Sie Algorithmus 3.39 an, um eine zu ¢ dquivalente Formel in KNF zu finden.

Aufgabe 3.14. Betrachten Sie die aussagenlogische Formel
(p = (_‘(VO — Vl) A (_\Vé V ‘/0))

(a) Wandeln Sie ¢ mittels Wahrheitstafel in eine dquivalente aussagenlogische Formel in DNF
uin.

(b) Wenden Sie Algorithmus 3.39 an, um eine zu ¢ &quivalente Formel in KNF zu finden.

Aufgabe 3.15. Fiir jedes n € Ny sei die aussagenlogische Formel ¢,, definiert durch

Pn = (Xl A YZ)

~.

i=1

(a) Beschreiben Sie die erfiillenden Belegungen B: Var(y,) — {0,1} fur ¢,. Wie viele solche
Belegungen gibt es?

(b) Geben Sie eine zu ¢,, dquivalente Formel in DNF an.

(c) Beweisen Sie Satz 3.44, d.h. zeigen Sie, dass jede zu ¢,, quivalente Formel in DNF mindestens
2™ konjunktive Klauseln hat.

Hinweis: Eine Moglichkeit, dies zu zeigen, ist einen Beweis durch Widerspruch zu fiihren.
Nehmen Sie dazu an, dass v, eine zu ¢,, dquivalente Formel in DNF ist, die aus weniger als 2"
konjunktiven Klauseln besteht. D.h. es gibt eine natiirliche Zahl N < 2" und N konjunktive
Klauseln K1, ..., KN, so dass ¢, = k1 V ---V k. Folgern Sie aus Threr Antwort aus Teil (a),
dass mindestens eine der Klauseln k1, ...,y von mindestens zwei verschiedenen die Formel
o, erfiillenden Belegungen wahr gemacht wird. Leiten Sie daraus einen Widerspruch her.
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4 Graphen und Baume

Bei Modellierungsaufgaben geht es oft darum, Objekte sowie Beziehungen zwischen Objek-
ten zu beschreiben. Graphen und Bdume (Béume sind Graphen mit bestimmten Eigenschaf-
ten) eignen sich dazu oft besonders gut.

Anschaulich besteht ein Graph aus Knoten und Kanten:

o “Knoten” représentieren dabei “gleichartige Objekte”.
o “Kanten” reprisentieren Beziehungen zwischen je zwei “Objekten”.

Je nach Aufgabenstellung werden ungerichtete Graphen oder gerichtete Graphen verwen-
det.

Beispiel 4.1.

(a) Skizze eines ungerichteten Graphen, der die Autobahnverbindungen zwischen einigen
Stadten darstellt:

WI F
DA = Darmstadt
MZ F =  TFrankfurt
» DA KL = Kaiserslautern
. MA = Mannheim
wWu MZ = Mainz
WI = Wiesbaden
WU = Wiirzburg
KL » MA

(b) Skizze eines gerichteten Graphen, der den prinzipiellen Ablauf eines Telefonats darstellt:

Ziffer wahlen

Horer abheben

auflegen Gespréch fithren
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4.1 Graphen

4.1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 4.2 (ungerichteter Graph). Ein ungerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer
Menge V, die Knotenmenge von G genannt wird, und einer Menge

E c {{ij}:ieV,jeV i#j},

die Kantenmenge von G genannt wird. Die Elemente aus V' heiflen Knoten von G (auch:
“Ecken”; englisch: vertices, singular: vertex); die Elemente aus E heilen Kanten von G (eng-
lisch: edges, singular: edge).

Beispiel 4.3. G = (V, E) mit

vV := {MZ,WI,MA,DA KL, F,WU} und

E = {{MZ,WI},{WLF}, {F, DA}, {F, WU}, {MZ, DA}, {MZ, KL}, {KL, MA}, {DA, MA}}
ist ein ungerichteter Graph, der die Autobahnverbindungen zwischen Mainz (MZ), Wiesbaden
(WI), Mannheim (MA), Darmstadt (DA), Kaiserslautern (KL), Frankfurt (F) und Wiirzburg
(WU) repriisentiert.

Beispiel 4.1(a) zeigt diesen Graphen G in graphischer Darstellung: Knoten werden als
Punkte dargestellt, Kanten als Verbindungslinien zwischen Punkten.

Beachte: Laut Definition 4.2 gibt es zwischen zwei Knoten ¢ und j aus V'
o hochstens eine Kante; diese wird mit {4, j} bezeichnet und graphisch dargestellt als
g bt
¢ J

o keine Kante, falls i« = j ist. In der graphischen Darstellung eines ungerichteten Graphs
sind also “Schleifen” der Form
<

Jede Kante {4, j} eines ungerichteten Graphen ist also eine 2-elementige Menge von Knoten des
Graphen.

nicht erlaubt.

Bemerkung. Diese Definition ungerichteter Graphen wird in den meisten Biichern verwendet.
In manchen Biichern werden davon abweichend in ungerichteten Graphen auch “Schleifen” der

Form
i«

Notation 4.4. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

erlaubt.

e Ein Knoten v € V' heifit inzident mit einer Kante ¢ € FE, falls v € e.

e Die beiden mit einer Kante e € F inzidenten Knoten nennen wir die Endknoten von e,
und wir sagen, dass e diese beiden Knoten verbindet.
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benachbart o Zwei Knoten v,v’ € V heilen benachbart (bzw. adjazent), falls es eine Kante e € F

adjazent gibt, deren Endknoten v und v’ sind (d.h. e = {v,v'}).

Definition 4.5 (Grad). Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und sei v € V' ein Knoten von
Grad G. Der Grad von v in G (engl.: degree), kurz: Gradg(v), ist die Anzahl der Kanten, die v als
Gradg(v) Endknoten haben. D.h.

Gradg(v) = |[{e€ E:v € e}
Der Grad von G ist

Grad(G) Grad(G) = max {Gradg(v):v €V},
d.h. Grad(G) gibt den maximalen Grad eines Knotens von G an.
Beispiel.
a b Gradg(a) =3
Gradg(b) = 2
Gradg(c) =3
Gradg(d) =2

d c Grad(G) =
gerichteter Graph ~ Definition 4.6 (gerichteter Graph). Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer
Menge V', die Knotenmenge von G genannt wird, und einer Menge
E C {(ij):ieV,jeV},

Knoten die Kantenmenge von G genannt wird. Die Elemente aus V heiflen Knoten (bzw. “Ecken”),
(gerichtete) Kante  die Elemente aus E heifilen (gerichtete) Kanten von G.

Beispiel 4.7. G = (V, E) mit

V = {a,b,¢} und
E = {(@b),(5:5), (b,¢), (), (a,0)}

ist ein gerichteter Graph.
Graphische Darstellung:

C

Knoten werden dabei als Punkte dargestellt; eine Kante der Form (4, j) wird als Pfeil von Knoten
¢ nach Knoten j dargestellt, also
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Notation 4.8. Sei G = (V, F) ein gerichteter Graph.

o Ist e = (4,7) € E, so heifit ¢ der Ausgangsknoten von e und j der Endknoten von e, und
wir sagen, dass e von ¢ nach j verlauft.

e Ein Knoten V heifit inzident mit einer Kante e € F, falls v der Ausgangs- oder Endknoten  inzident
von e ist.

o Zwei Knoten v,v" € V heiflen benachbart (bzw. adjazent), falls (v,v’) € E oder (v/,v) € benachbart

E. adjazent

o Eine Kante der Form (v,v) (d.h. deren Ausgangs- und Endpunkt identisch ist) wird Schlei-
fe bzw. Schlinge genannt. Schleife
Schlinge

Beispiel 4.9 (Modellierung durch gerichtete Graphen). In der folgenden Stralenkarte sind Ein-
bahnstrafien durch Pfeile markiert.

it
} i
|

? ( \

Diese Straflenkarte konnen wir durch einen gerichteten Graphen reprisentieren, der fiir jede Stra-
Benkreuzung einen Knoten enthélt, und in dem es eine Kante von “Kreuzung” i zu “Kreuzung” j
gibt, falls man von ¢ nach j fahren kann, ohne zwischendurch eine weitere Kreuzung zu passieren.
Graphisch l&sst sich dieser gerichtete Graph folgendermaflen darstellen:

”—»

Weitere Beispiele zur Modellierung durch Graphen:

e Computer-Netzwerk:
Knoten reprasentieren Computer; Kanten reprisentieren Netzwerkverbindungen.

o das World Wide Web:
Knoten représentieren Webseiten; Kanten reprasentieren Hyperlinks.
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Definition 4.10. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und sei v € V ein Knoten von G.

Ausgangsgrad e Der Ausgangsgrad von v in G (engl.: out-degree), kurz: Aus-Gradg(v), ist die Anzahl
Aus-Gradg (v) der Kanten, die v als Ausgangsknoten haben. D.h.:

Aus-Gradg(v) = [{e€ E:esex. v € Vsd. e= (v,0)}]

Eingangsgrad ¢ Der Eingangsgrad von v in G (engl.: in-degree), kurz: Ein-Gradg(v), ist die Anzahl der
Ein-Gradg(v) Kanten, die v als Eingangsknoten haben. D.h.:

Ein-Gradg(v) = |[{e€ E:esex. v' € Vsd. e = (v, v)}].

Ein-Gradg(a) =0

_ Ein-Gradg(b) = 2
G= W Aus-Gradg(a) =1
b Aus-Gradg(b) =1

Bemerkung 4.11 (Darstellung von Graphen). Es gibt mehrere Arten Graphen darzustellen,
zum Beispiel

Beispiel.

e abstrakt, durch Angabe der Knotenmenge V und der Kantenmenge E.
Beispiel: G1 = (V1, Eq) mit

Vi ={a,b,c,d} und E; = {(a,b),(a,c),(a,d),(b,b), (b, c),(d,b),(d,c)}.

o graphisch (bzw. anschaulich). Der Beispiel-Graph G; wird graphisch dargestellt durch:

a ¢ b

d c

oder, dquivalent dazu, durch

P

a d [

Adjazenzliste e durch Angabe einer Adjazenzliste, die zu jedem Knoten i eine Liste aller Knoten angibt,
zu denen eine von ¢ ausgehende Kante fiithrt. Der Beispiel-Graph G wird durch folgende

Adjazenzliste reprasentiert:

Knoten ‘ Nachfolger

a (b, ¢, d)
b (b, ¢)

c ()

d (b, ¢)
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Auf die gleiche Art kénnen auch ungerichtete Graphen durch eine Adjazenzliste repréa-
sentiert werden. Beispielweise der Graph G5 :=

2

durch die Adjazenzliste

Knoten ‘ Nachfolger

1 (2,3, 4)
2 (1)

3 (1, 4)

4 (1, 3)

e durch Angabe einer Adjazenzmatrix, d.h. eine Tabelle, deren Zeilen und Spalten mit
Knoten beschriftet sind, und die in der mit Knoten ¢ beschrifteten Zeile und der mit Knoten
j beschrifteten Spalte den Eintrag 1 hat, falls es eine Kante von Knoten ¢ nach Knoten j
gibt — und den Eintrag 0, falls es keine Kante von ¢ nach j gibt.

Adjazenzmatrix von Gi:

a b c¢c d
a|0 1 1 1
b0 1 1 0
c|0 0 0 O
dlfo 1 1 0

Adjazenzmatrix von G:

‘ 1 2 3 4
110 1 1 1
211 0 0 O
311 0 0 1
411 0 1 O

4.1.2 Wege in Graphen
Definition 4.12. Sei G = (V, E) ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph.

(a) Ein Weg in G ist ein Tupel
(U07 s 71}1) € Vl+17
fiir ein [ € N, so dass f.a. ¢ mit 0 < ¢ <[ gilt:
o falls G ein gerichteter Graph ist, so ist (v;,vi+1) € F
o falls G ein ungerichteter Graph ist, so ist {v;,v;41} € E.
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Weglédnge

einfacher Weg
Kreis

einfacher Kreis

azyklisch

DAG

zusammenhéngend

Das Tupel (vg,...,v;) wird dann “ein Weg von vy nach v;” genannt; [ ist die Linge des
Weges (d.h.: die Linge des Weges gibt gerade an, wie viele Kanten auf dem Weg durch-
laufen werden).

Beachte: Gemi8 dieser Definition ist fiir jedes v € V' das Tupel (v) ein Weg der Lange 0
von v nach v.

(b) Ein Weg heifit einfach, wenn kein Knoten mehr als einmal in dem Weg vorkommt.
(c¢) Ein Weg (vo, ..., v;) heit Kreis, wenn [ > 1 und v; = vy ist.

(d) Ein Kreis (vg,...,v;) heifit einfach, wenn keine Kante mehrfach durchlaufen wird und —
abgesehen vom Start- und Endknoten — kein Knoten mehrfach besucht wird. D.h.:

e In einem gerichteten Graphen G sind einfache Kreise genau die Wege der Form
(vo, ..., v), fiir die gilt: I > 1 und v; = vg und [{vg,...,vi—1} =L

e In einem ungerichteten Graphen G sind einfache Kreise genau die Wege der Form
(vo, ..., v), fiir die gilt: I > 3 und v; = vg und [{vg,...,vi—1} =L

Beispiel 4.13.

(a) Wir betrachten den Graph

e@e—0)

e,d,b,c,d) ist ein Weg der Lange 4, aber kein einfacher Weg.

d, b, c,d) ist ein einfacher Kreis.

d@—0cC

b,d,a) ist kein Weg.

(

(

(e,d,a,b) ist ein einfacher Weg.

(

(a,b,¢,d,b,c,d,a) ist ein Kreis, aber kein einfacher Kreis.

ceo

(b) Wir betrachten den Graph

c
a d e (a,b,c,a) ist ein einfacher Kreis.

e (¢,d,c) ist ein Kreis, aber kein einfacher Kreis.

Definition 4.14.
(a) Ein Graph heifit azyklisch, falls er keinen einfachen Kreis enthélt.

(b) Gerichtete azyklische Graphen werden im Englischen “directed acyclic graph”, kurz: DAG,
genannt.

Definition 4.15 (zusammenhéngend, stark zusammenhéngend).

(a) Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit zusammenhéngend, wenn fiir alle Knoten v, w €
V gilt: Es gibt in G einen Weg von v nach w.
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Beispiel.

ist zusammenhéngend.

ist nicht zusammenhéngend.

> |

(b) Ein gerichteter Graph G = (V, E) heifit stark zusammenhingend, wenn fiir alle Knoten
v,w € V gilt: Es gibt in G einen Weg von v nach w.

Beispiel.

ist nicht stark zusammenhéngend (da es z.B. keinen Weg
vom Knoten links oben zum Knoten links unten gibt).

ist stark zusammenhéangend.

R

Definition 4.16 (Hamilton-Kreis und Hamilton-Weg). Sei G = (V, E) ein (gerichteter oder ein
ungerichteter) Graph.

(a) Ein Weg W = (vp, ..., v;) heilt Hamilton-Weg, wenn jeder Knoten aus V' genau einmal
in W vorkommt.

(b) Ein Weg W = (v, ..., v;) heifit Hamilton-Kreis, wenn [ > 1 und v; = vg und (vo, ..., v;—1)
ein Hamilton-Weg ist.

Beispiel. Der Graph G

d c e

hat einen Hamilton-Weg, ndmlich (e, c,d, a,b), aber keinen Hamilton-Kreis (da Aus-Gradg(b) =
0 ist).

Ein Anwendungsbeispiel: Beim Problem des Handlungsreisenden (engl.: Travelling Salesman’s
Problem) geht es darum, eine Rundreise durch n Stidte so durchzufiihren, dass jede Stadt genau
1 mal besucht wird. Es geht also darum, einen Hamilton-Kreis zu finden. Das Problem, zu einem
gegebenen Graphen zu entscheiden, ob er einen Hamilton-Kreis besitzt, ist algorithmisch ein

87

stark
zusammenhangend

Hamilton-Weg

Hamilton-Kreis

Handlungsreisen-
denproblem



Euler-Weg

Euler-Kreis

schwieriges Problem: man kann zeigen, dass es (genau wie das aussagenlogische Erfiillbarkeits-
problem) NP-vollstandig ist.

Im Gegensatz zu Hamilton-Wegen (bei denen es darum geht, einen Weg zu finden, der jeden
Knoten des Graphen genau einmal besucht), geht es bei den im Folgenden betrachteten Euler-
Wegen darum, einen Weg zu finden, der jede Kante des Graphen genau einmal besucht.

Beispiel 4.17 (Konigsberger Briickenproblem). In der Stadt Konigsberg gab es im 18 Jahr-
hundert 7 Briicken iiber den Fluss Pregel, die die Ufer und 2 Inseln miteinander verbanden.
Skizze:

Frage: Gibt es einen Spaziergang, der jede der 7 Briicken genau einmal tberquert und zum
Ausgangspunkt zuriickkehrt?

Die obige Skizze lasst sich folgendermafien durch einen ungerichteten Graphen modellieren: fir
jedes Ufer, jede Insel und jede Briicke gibt es einen Knoten; Kanten zeigen direkte Verbindungen
an. Die Skizze wird also durch folgenden Graphen représentiert:

GKénigsberg =

Die Frage nach dem “Spaziergang” entspricht dann gerade der Frage: Gibt es in Gkgnigsberg €inen
Euler-Kreis?

Definition 4.18 (Euler-Kreise und Euler-Wege). Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

(a) Ein Weg W = (vg,...,v;) heiit Euler-Weg, wenn W jede Kante aus E genau einmal
enthélt, d.h. wenn es fiir jedes e € FE genau ein i € {0,...,] — 1} gibt, so dass e = {v;,v;41}.

(b) Ein Weg w = (v, ..., v;) heifit Euler-Kreis, wenn W ein Euler-Weg ist und vy = v; ist.

Satz 4.19 (Existenz von Euler-Kreisen und Euler-Wegen). Sei G = (V, E) ein ungerichteter,
zusammenhdngender Graph, dessen Knotenmenge endlich ist. Dann gilt:

(a) G besitzt einen Euler-Kreis <= jeder Knoten von G hat einen geraden Grad (d.h. ist mit
einer geraden Anzahl von Kanten inzident).

(b) G besitzt einen Euler-Weg, < es gibt in G genau zwei Knoten mit ungeradem Grad.
der kein Fuler-Kreis ist
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Beweis:

(a) “=" Sei K = (vo,...,v;) ein Euler-Kreis. Insbesondere: vy = v;.
Schritt 1: Jeder Knoten v € {vy,...,v;—1} hat geraden Grad, denn: Sei v € {vg,...,v;—1}
beliebig. Zu jedem i € {0,...,l — 1} mit v = v; gibt es im Euler-Kreis K zwei verschiedene
Kanten, ndmlich {v;_1,v;} und {v;, v;41} (falls ¢ # 0) bzw. falls ¢ = 0, {vo, v1} und {v;_1,v0}
(beachte: vy = v;).
Da der Euler-Kreis K jede Kante von G genau einmal enthélt, gilt somit folgendes: Ist
E=1{ie{0,...,01 =1} : v =wv;}| (d.h. k gibt an, wie oft v im Tupel (vo, ..., v;—1) vorkommt),
so ist Gradg(v) = 2 - k. Daher hat jeder Knoten v € {vp,...,v_1} geraden Grad.

Schritt 2: {vg,...,vi—1} =V, denn laut Voraussetzung ist G zusammenhéngend. Fiir belie-
bige Knoten v, w € V gilt daher: es gibt in G einen Weg von v nach w. Da K ein Euler-Kreis
ist, enthélt K sdmtliche Kanten, die auf dem Weg von v nach w vorkommen. Insbesondere
gilt also f.a. v,w € V, dass v,w € {vg,...,v_1}.

Schritt 3: Aus Schritt 1 und Schritt 2 folgt direkt, dass jeder Knoten von G geraden Grad
hat.

“«<=" Sei G ein zusammenhingender ungerichteter Graph, in dem jeder Knoten geraden
Grad hat. Es sei
W = (vo,...,)

ein Weg maximaler Linge in G, der keine Kante(n) mehrfach enthilt. Da wir W
nicht mehr verlangern konnen, liegen alle mit v; inzidenten Kanten auf W. Da laut unserer
Voraussetzung die Anzahl dieser Kanten gerade ist, folgt v; = vg.

Zu zeigen: W ist ein Euler-Kreis.

Angenommen, W ist kein Euler-Kreis. Dann gibt es in G eine Kante e, die nicht auf W
liegt, die aber mit mindestens einem Knoten auf W inzident ist (um dies zu sehen, nutzen
wir, dass G zusammenhéngend ist). Sei v; der zu e inzidente Knoten aus W und sei u € V
der andere zu e inzidente Knoten, d.h. e = {u,v;}. Dann ist der Weg

w'o= (uavia Vi+1y---5V1—-1,V0,V1,- .- 7’Ui)
ein Weg der Lénge [ + 1, der keine Kante(n) mehrfach enthélt.
Skizze:

Vg = Uy V-1

u

Dies widerspricht aber der Tatsache, dass W ein Weg maximaler Lénge ist.
(b) Folgt leicht aus (a). Details: Ubung. O

Beispiel 4.20. Mit Hilfe von Satz 4.19 kénnen wir das Konigsberger Briickenproblem aus Bei-
spiel 4.17 leicht 16sen: Es gibt keinen Spaziergang, der jede der 7 Briicken genau einmal iiberquert
und zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, denn: ein solcher Spaziergang wiirde gerade einem Euler-
Kreis im Graphen Gkenigsberg €itsprechen. Dieser Graph besitzt aber 4 Knoten von ungeradem
Grad und kann daher laut Satz 4.19(a) keinen Euler-Kreis besitzen.
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Teilgraph
induzierter
Teilgraph

Beispiel 4.21.

Frage: Kann man die Figur

in einem Zug nachzeichnen? D.h: Besitzt dieser Graph einen Euler-Weg?

Unter Verwendung von Satz 4.19 kann man die Frage leicht beantworten, indem man nachzéhlt,
wie viele Knoten von ungeradem Grad es gibt. Im obigen Graphen gibt es genau 2 Knoten von
ungeradem Grad. Gemafl Satz 4.19 besitzt G also einen Euler-Weg, der kein Euler-Kreis ist.
4.1.3 Ahnlichkeit zweier Graphen

Die folgende Definition formalisiert, wann ein Graph G’ in einem Graphen G “enthalten” ist.

Definition 4.22 (Teilgraph). Seien G = (V, E) und G’ = (V', E’) zwei (gerichtete oder unge-
richtete) Graphen. G’ heifit Teilgraph von G, falls V! C V und E' C E. G’ heifit induzierter
Teilgraph von G, falls

V' CV und E' = {e € E: die mit e inzidenten Knoten liegen in V'}.

Beispiel 4.23. Wir betrachten die folgenden Graphen:

G G/ G// G///
2
2
3 3 3 3

Dann ist
e (G ein Teilgraph von G, aber kein induzierter Teilgraph von G.
e G ein induzierter Teilgraph von G.
o G kein Teilgraph von G.

Bemerkung 4.24. Zwei Graphen G = (V, E) und G’ = (V', E’) sind gleich (kurz: G = G’),
falls sie dieselbe Knotenmenge und dieselbe Kantenmenge besitzen. D.h.:

G=G «—= V=V und E=F.
Zwei Graphen G und G’ sind “prinzipiell gleich” (Fachbegriff: isomorph, kurz: G & G’),

falls G’ aus G durch Umbenennung der Knoten entsteht. Dies wird durch die folgende Definition
prazisiert:
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Definition 4.25 (Isomorphie von Graphen). Seien G = (V, E) und G’ = (V’, E') zwei (gerichtete
oder ungerichtete) Graphen. G und G’ heiflen isomorph (kurz: G = G’, in Worten: G ist
isomorph zu G’), falls es eine bijektive Abbildung f : V' — V' gibt, so dass fiir alle Knoten ¢ € V
und j € V gilt:

o falls G und G’ gerichtet sind:
(i,j) € E <= (f(i). f(j)) € E'
o falls G und G’ ungerichtet sind:

{i.j} e B <= {f(i).f()} € E'

Eine solche Abbildung f wird Isomorphismus von G nach G’ genannt.

Beispiel 4.26. Es seien:

G G/ G// G//I
2 b
163 : « T T
4 c a b c d a b c d
Dann gilt:

o G=G via f:{1,2,3,4} — {a,b,c,d} mit f(1) =a, f(2)=0b, f(3)=d, f(4) =c.
o G2 G"via f:{1,2,3,4} — {a,b,c,d} mit f(1) =¢, f(2) =d, f(3) =a, f(4) =b.

e (" ist nicht isomorph zu G"”, kurz: G” 2 G"’, da G"" mehr Kanten als G” hat.

4.1.4 Markierte Graphen

Bemerkung 4.27. Viele Modellierungsaufgaben erfordern, dass den Knoten oder den Kanten
eines Graphen weitere Informationen zugeordnet werden. Dies wird durch so genannte Markie-
rungsfunktionen fiir Knoten oder Kanten formalisiert.

Eine Knotenmarkierung eines (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G = (V, E) ist eine
Abbildung MV: V. — WV, wobei WV ein geeigneter Wertebereich ist. In dem Graph aus Bei-
spiel 4.1(a) kénnte man beispielweise eine Knotenmarkierung Einwohnerzahl: V' — N einfiihren,
die jedem Knoten die Einwohnerzahl der zugehorigen Stadt zuordnet. Eine Kantenmarkierung
von G ist eine Abbildung ME: E — WE, wobei WE ein geeigneter Wertebereich ist. In dem
Graph aus Beispiel 4.1(a) konnte man beispielweise eine Kantenmarkierung Entfernung: £ — N
einfithren, die jeder Kante die Lange (in km) des von der Kante reprisentierten Autobahnteil-
stiicks zuordnet.

Kantenmarkierungen kann man auch dazu verwenden, um auszudriicken, dass es zwischen
zwei Knoten mehr als eine Kante gibt: die Markierungsfunktion gibt dann an, fiir wie viele
Verbindungen die eine Kante des Graphen steht.

Definition 4.28 (Multigraph). Ein Multigraph (G, m) besteht aus einem (gerichteten oder
ungerichteten) Graphen G = (V, E) und einer Kantenmarkierung m: E — N.
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Matching

Beispiel. Multigraph (G, m) mit graphische Darstellung von (G, m):

a m({a,b}) = 1 L Y a
b und m({b,c}) =1 2 b bzw. b
c m({c,a}) =2 c :1 c i;

4.1.5 Zuordnungsprobleme
Beispiel 4.29. Typische Aufgabenstellungen:

(a) In einem Tennisverein sollen die Vereinsmitglieder fiir ein Turnier zu Doppelpaarungen zu-
sammengestellt werden. Dabei méchte man jeweils nur befreundete Personen als “Doppel”
zusammen spielen lassen.

(b) Eine Gruppe unterschiedlich ausgebildeter Piloten soll so auf Flugzeuge verteilt werden, dass
jeder das ihm zugeteilte Flugzeug fliegen kann.

Beide Situationen lassen sich gut durch ungerichtete Graphen modellieren:

Zu (a): Modelliere die Situation durch den Graphen G := (Vr, ET) mit

Vr = {x: x ist ein Vereinsmitglied}

Er = {{z,y}: z und y sind befreundete Vereinsmitglieder}.

Ziel: Finde eine groffitmogliche Anzahl von Doppelpaarungen, d.h. finde eine moglichst grofe
Menge E’' C Er, so dass kein Vereinsmitglied Endpunkt von mehr als einer Kante aus F’ ist.

Zu (b): Modelliere die Situation durch den Graphen G := (Vp, Er) mit
Vi = {x:zist ein Pilot} U {y : y ist ein Flugzeug},
Er = {{z,y} : Pilot z kann Flugzeug y fliegen}.

Ziel: Stelle einen Flugplan auf, so dass jeder Pilot das ihm zugeteilte Flugzeug fliegen kann, d.h.
finde eine moglichst groffe Menge E' C Ef, so dass kein Element aus VF Endpunkt von mehr
als einer Kante in E’ ist.

Die gesuchten Kantenmengen E’ aus (a) und (b) werden auch Matching genannt:

Definition 4.30. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Kantenmenge E’ C E heifit
Matching (bzw. Menge unabhingiger Kanten), falls gilt: kein Knoten aus V ist Endpunkt
von mehr als einer Kante aus E'.

Ziel in Beispiel 4.29 (a) und (b) ist es, ein Matching maximaler Gréfie (d.h. eins, das so viele
Kanten wie moglich enthélt) zu finden.

Beispiel 4.31. In einem Tennisverein mit 10 Mitgliedern und “Freundschaftsgraph”

10
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sind z.B. die folgenden beiden Kantenmengen Matchings:
[\\ 043 \ \-
1 8 und 1
.

E' = {{1,2},{3,6},{7,8},{9,10}} E" = {{1,5},{4,10},{8,9},{6,7},{2,3} }.

In Beispiel 4.29(b) sollten Piloten auf Flugzeuge verteilt werden. Die Knotenmenge des zu-
gehorigen Graphen G g bestand aus zwei verschiedenen Arten von Objekten (nédmlich einerseits
Piloten und andererseits Flugzeuge), und Kanten konnten jeweils nur zwischen Objekten unter-
schiedlicher Art verlaufen (also zwischen Piloten und Flugzeugen, nicht aber zwischen Piloten
und Piloten bzw. Flugzeugen und Flugzeugen). Solche Graphen werden bipartite Graphen ge-
nannt:

Definition 4.32. Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit bipartit, wenn seine Knotenmenge
V so in zwei disjunkte Teilmengen V; und V5 zerlegt werden kann, dass jede Kante aus EF einen
Endknoten in V7 und einen Endknoten in V5 hat.

Beispiel 4.33.

(a) Der Graph

Pilot 1 A320
Pilot 2 A380
Pilot 3
Pilot 4 B737
~ ~
V] V2
ist bipartit.
(b) Der Graph
1
6 2
5 3
4

ist bipartit, denn wahle V; = {1,3,5} und V5 = {2,4,6}; andere graphische Darstellung des
Graphen:
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3 4
5 6
— —
Vi Vo
(c) Der Graph
1
5 2
4 3

ist nicht bipartit (denn angenommen doch, seien V4 und V5 die beiden disjunkten Teilmen-
gen der Knotenmenge, so dass jede Kante des Graphen einen Endknoten in V; und einen
Endknoten in V5 hat; 0.B.d.A. nehmen wir an, dass 1 € Vj ist. Dann muss aber gelten:
2eVs,3eVi,4€ Vo, 5€Vy,also Vi ={1,3,5} und V5 = {2,4}. Aber: es gibt eine Kante
zwischen 1 und 5, und beide Knoten gehoren zu Vi. 4)

Allgemein gilt: Ist n € Ny und ist G ein Kreis auf n Knoten (wie in (b) fir n = 6 und in (c)
fiir n = 5), so gilt:
G ist bipartit <= n ist gerade.

Ein weiteres typisches Beispiel fiir ein Zuordnungsproblem:

Beispiel 4.34. Die Géste einer Familienfeier sollen so an einer hufeisenférmigen Tafel

VA YA YA UENVAN
o U U7

platziert werden, dass niemand neben jemanden sitzt, den er nicht leiden kann.

Losungsansatz:

Schritt 1: Stelle den Konfliktgraphen G = (V, E) auf mit

V = {z : Person z soll zur Feier eingeladen werden} und
E

{{z,y} : Person x kann Person y nicht leiden oder

Person y kann Person x nicht leiden},

d.h. Kanten im Konfliktgraphen zeigen auf, wer im Konflikt mit wem steht.
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Schritt 2: Bilde das Komplement G = (V,E’) des Konfliktgraphen, d.h. betrachte

=V,
= {{m,y}::&y S V, l’?é:% {$7y} ¢ E}’

T <u

d.h. Kanten in G zeigen an, wer prinzipiell neben wem platziert werden kénnte.

Schritt 3: Suche einen Hamilton-Weg in G.

Wenn (v1,...,v,) (mit n = |V|) ein Hamilton-Weg in G ist, dann kann man die
Sitzordnung folgendermaflen festlegen:

Us

(1 Vg
U3 v
(%) :
V1 Un,

Falls es in G keinen Hamilton-Weg gibt, so weifl man, dass es keine Moglichkeit
gibt, die geladenen Giéste so an einer hufeisenférmigen Tafel zu platzieren, dass nie-
mand neben jemandem sitzt, den er nicht leiden kann.

Ein moglicher Ausweg: Verteile die Géste auf mehrere Tische:

Beispiel 4.35. Die Giéste einer Familienfeier sollen so an mehreren (moglichst wenigen) Tischen
platziert werden, dass Personen, die sich nicht ausstehen kénnen, an verschiedenen Tischen sitzen.
Diese Aufgabe kann folgendermafien modelliert werden. Die verfligharen Tische werden durch-
nummeriert mit den Zahlen 1,2,3,.... Die geladenen Géste und die herrschenden Konflikte
zwischen Gésten werden durch den in Beispiel 4.34 betrachteten Konfliktgraphen G = (V, E) re-
prasentiert. Die Zuordnung, wer an welchem Tisch sitzen soll, wird durch eine Knotenmarkierung
m: V — Ny g représentiert (m(z) =i bedeutet dann, dass Person x am Tisch ¢ sitzen soll).

Ziel: Finde eine konfliktfreie Knotenmarkierung m: V — Ny g, d.h. eine Knotenmarkierung,
so dass fiir jede Kante {z,y} € E gilt: m(z) # m(y). Dabei soll |Bild(m)| moglichst klein sein
(dies entspricht dem Ziel, die Géaste auf moglichst wenige Tische zu verteilen).

Definition 4.36. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Funktion m: V' — N heifit
konfliktfreie Knotenmarkierung (oder: konfliktfreie Farbung), wenn fiir jede Kante {x, y} €
E gilt: m(z) # m(y).

Beispiel 4.37. Familienfeier mit Gésten A, B, C, D, E, F, G, H, I und folgendem Konfliktgraphen

A B C

[ J [ J J
D E F
G H I

Eine konfliktfreie Knotenmarkierung (d.h. Platzierung an verschiedene Tische) m: V — N:
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4-Farben-
Problem

&)
G H

Hier ist fur jeden Knoten v € V' der Wert m(v) in den Kreis geschrieben, der den Knoten v
repriasentiert. Fiir die hier gegebene Markierung m gilt |Bild(m)| = 3, die Géste werden also auf
3 Tische verteilt. Dies ist “optimal”, da der Konfliktgraph ein Dreieck, z.B.

E
Dw
H

als Teilgraph enthilt — deshalb muss fiir jede konfliktfreie Knotenmarkierung m’ gelten:
[Bild(m/)| > 3.

Bemerkung 4.38. Die wohl beriihmteste Aufgabe dieser Art von Markierungs- oder Farbungs-
aufgaben ist das so genannte 4-Farben-Problem. Dabei handelt es sich um die Hypothese, dass
vier verschiedene Farben ausreichen, um eine Landkarte so einzufirben, dass zwei Staaten, die
ein Stiick gemeinsamer Grenze haben, durch unterschiedliche Farben dargestellt werden. Erst
1976 wurde diese Hypothese bewiesen, und zwar durch eine Fallunterscheidung mit mehr als
1000 Fallen, die mit Hilfe eines Computerprogramms geldst wurde.

Beispiel.
Eine (kleine) Landkarte: zugehoriger Konfliktgraph:

Knoten = Staaten
Kanten = Staaten mit gemeinsamer Grenze

Da bei den vier Knoten a, b, ¢, d paarweise jeder zu jedem benachbart ist, muss eine konfliktfreie
Féarbung diesen 4 Knoten 4 verschiedene Farben zuordnen — fiir a, b, ¢, d etwa rot, gelb, griin,
blau. Da f auflerdem mit b, ¢, d benachbart ist, muss f dann wieder rot gefarbt sein; e kann jede
Farbe aufler blau erhalten.
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Die zu Landkarten gehoérenden Konfliktgraphen haben eine besondere Eigenschaft: Sie sind
planar.

Definition 4.39. Ein Graph G heifit planar, wenn er so in die Ebene gezeichnet werden kann, planar
dass seine Kanten sich nicht kreuzen.

Beispiel. Planare Graphen sind:

(Der dritte Graph kann wie der erste Graph kreuzungsfrei in die Ebene gezeichnet werden.)

o=

Beispiel 4.40. Weitere Beispiele von Anwendungen, die durch Finden konfliktfreier Farbungen
im Konfliktgraphen gelést werden kénnen:

Nicht-planare Graphen sind:

Knoten Kante zwischen z und y Farbe bzw. Markierung

Staat auf Karte haben gemeinsame Grenze Farbe

Gast auf Familienfeier =~ konnen sich nicht leiden Tischnummer

Vorlesung haben gemeinsame Teilnehmer Termin

Variable im Programm ihre Werte werden gleichzeitig Registerspeicher
benoétigt

Prozess bendtigt dieselben Ressourcen  Ausfiihrungstermin

4.2 Baume

4.2.1 Ungerichtete Baume

Definition 4.41. Ein ungerichteter Baum ist ein ungerichteter, zusammenhéangender Graph ungerichteter
G = (V, E), der keinen einfachen Kreis enthélt. Diejenigen Knoten in V, die den Grad 1 haben, Baum
heiflen Blatter des Baums. Blatter

Beispiel 4.42. Folgende Graphen sind Baume:

SEEIN X? \ﬂ?
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Spannbaum

Folgende Graphen sind keine Bédume:

Beobachtung 4.43. Sei B = (V, E) ein ungerichteter Baum. Da B zusammenhéngend ist und
keinen einfachen Kreis enthélt, gilt f.a. Knoten x,y € V:

es gibt in B genau einen einfachen Weg von x nach y

(denn: Da B zusammenhéngend ist, gibt es mindestens einen einfachen Weg von x nach y.

Angenommen, (vo, ...,v;) und (vg,...,v}) sind zwei verschiedene einfache Wege von z nach y.
Insbesondere gilt dann vy = x = vj und v; = y = v},.
Skizze:
vy =1 =1 v =y =1,
Dann ist aber (vo,...,v;, v} _q,...,v,) ein Kreis. Dieser Kreis enthélt einen einfachen Kreis.

Dann kann B aber kein Baum sein. 4)

Definition 4.44. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Graph G’ = (V’, E’) heifit
Spannbaum von G, falls G’ ein ungerichteter Baum mit V' =V und E' C F ist.

Beispiel 4.45. Der Graph

a b
e
d c
hat z.B. folgende Spannbaume:
a b a b a b
e e e
d c d c d c

Satz 4.46. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, dessen Knotenmenge endlich ist. Dann gilt:

Es gibt (mindestens) einen Spannbaum von G <= G ist zusammenhdingend.

Beweis: “==" klar, “<=" Ubung. O
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Geht man von einem zusammenhéngenden Graphen zu einem seiner Spannbdume iiber, so
verkleinert man die Kantenmenge von |E| auf — gemé8 dem folgenden Satz 4.48 — |[V| —1 Kanten,
ohne dabei den Zusammenhang des Graphen aufzugeben. Mit dem Begriff des Spannbaums wird
also ein “beziiglich der Kantenzahl kostengiinstigerer Zusammenhang” modelliert.

Manche konkreten Probleme lassen sich durch Graphen modellieren, deren Kanten mit be-
stimmten Werten markiert sind, so dass zur Lésung des Problems ein Spannbaum gesucht wird,
bei dem die Summe seiner Kantenmarkierungen so klein wie moglich ist (engl: “minimum span-
ning tree problem”).

Beispiel 4.47 (Kabelfernsehen). Eine Firma will Leitungen zum Empfang von Kabelfernsehen
in einem neuen Wohngebiet verlegen. Der folgende Graph skizziert das Wohngebiet:

e Knoten entsprechen dabei einzelnen Hausern bzw. der Hauptleitung, die aus einem bereits
verkabelten Gebiet heranfiihrt,

e cine Kante zwischen zwei Knoten zeigt an, dass es prinzipiell moglich ist, eine direkte
Leitung zwischen den beiden Hausern zu verlegen, und

o der Wert, mit dem die Kante markiert ist, beschreibt, wie teuer (in 1000 €) es ist, diese
Leitung unterirdisch zu verlegen.

Hauptleitung

Haus E

Haus G 1 Haus H

Ziel ist, Leitungen so zu verlegen, dass
(1) jedes Haus ans Kabelfernsehen angeschlossen ist und
(2) die Kosten fiir das Verlegen der Leitungen so gering wie moglich sind.

Es wird also ein Spannbaum gesucht, bei dem die Summe seiner Kantenmarkierungen so klein wie
moglich ist. Ein solcher Spannbaum wird minimaler Spannbaum (engl.: minimum spanning minimaler Spann-
tree) genannt. baum
Die im Folgenden fett gezeichneten Kanten geben die Kanten eines minimalen Spannbaums
an:

Hauptleitung

Haus G 1 Haus H
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Verlegt die Firma genau diese Leitungen, so hat sie das neue Wohngebiet mit den geringst-
moglichen Kosten ans Kabelfernsehen angeschlossen.

Bemerkung. Effiziente Verfahren zum Finden minimaler Spannbdume werden Sie in der Vor-
lesung “Algorithmentheorie” (GL-1) kennenlernen.

Satz 4.48 (Anzahl der Kanten eines Baums). Sei B = (V, E) ein ungerichteter Baum, dessen
Knotenmenge endlich und nicht-leer ist. Dann gilt
|E| = [V|I-1.
Beweis: Per Induktion nach n := |V].
INDUKTIONSANFANG: n =1
Der einzige ungerichtete Baum B = (V, E') mit |V| = 1 ist der Graph e mit F = &. Fiir diesen
Graphen gilt:
|[E] =0=1-1 = |V|-1
INDUKTIONSSCHRITT: . — n + 1
Sei n € N mit n > 1 beliebig.
Induktionsannahme: Fir jeden ungerichteten Baum B’ = (V' E') mit 0 # |V’| < n gilt:
|E'| = |[V/|-1.
Behauptung: Fiir jeden ungerichteten Baum B = (V, E) mit 0 # |V| = n+1gilt: |[E| = |V|-1.
Beweis: Sei B = (V, E) ein ungerichteter Baum mit |V| = n + 1. Da B zusammenhéngend ist
und |V| =n+1> 141 =2 ist, muss F mindestens eine Kante enthalten. Sei {z,y} eine Kante
in E.
Sei G = (V, E) der Graph, der aus B durch Loschen der Kante {x,y} entsteht. D.h.:
V=V und E = E\ {{z,y}}.
Sei }
Ve = {v €V :in G gibt es einen Weg von = nach v}
und B
Vy = {v eV :in G gibt es einen Weg von y nach v}.

Da B zusammenhéngend ist, gilt V' = V,UV,. Da B keinen einfachen Kreis enthalt, gilt VNV, =
@. Seien B, := (V,, E;) und By, := (V,,, E,) die durch V, bzw. V,, induzierten Teilgraphen von

G, dh: E, == En{{u,v} :u,v € Vy, u#v} und E, := EN {{u,v}:u,v €V, u#v}. Da B
ein ungerichteter Baum ist, sind auch B, und B, ungerichtete Baume. Es gilt:

1) V=V, UV, V,#& und V, # @.
(2) E=E, U E, U {{z,y}}.
(3) B, ist ein ungerichteter Baum.

(4) B, ist ein ungerichteter Baum.

Wegen (1) und |V| = n + 1 gilt insbesondere, dass 0 # |V;| < n und 0 # |V, | < n. Wegen (3)
und (4) gilt daher geméfl Induktionsannahme:

() |Ee| = [Va| =1 und |Ey| =[Vy] - L.

Aus (1) und (2) folgt daher:

@ 6]

1
B QB+ E+1 € vl-1ay-141 @

V] - 1.
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4.2.2 Gerichtete Baume

Finen gerichteten Baum erhélt man, indem man in einem ungerichteten Baum einen Knoten gerichteten Baum
als “Wurzel” auswéhlt und alle Kanten in die Richtung orientiert, die von der Wurzel weg fiihrt.

Beispiel 4.49. Ungerichteter Baum:
A

(o8]

E F

e Zugehoriger gerichteter Baum mit Wurzel A:

A
B
GA = C D

N

E F

e Zugehoriger gerichteter Baum mit Wurzel B:

B
A D
Gp = %
E F

e Zugehoriger gerichteter Baum mit Wurzel C:

C
A D
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gerichteter Baum

Wurzel

Hohe
Tiefe

Blatter

innere Knoten

Definition 4.50.

(a)

(d)

Ein gerichteter Graph G = (V, E) heifit gerichteter Baum, falls er folgende Eigenschaften
hat:

(1) G besitzt genau einen Knoten w € V mit Ein-Gradg(w) = 0. Dieser Knoten wird
Wurzel genannt.

(2) Fiir jeden Knoten v € V gilt: Es gibt in G einen Weg von der Wurzel zum Knoten v.

(3) Fiir jeden Knoten v € V gilt: Ein-Gradg(v) < 1.

Sei B = (V, E) ein gerichteter Baum. Die Hohe (bzw. Tiefe, engl.: height, depth) von B ist

die Lénge eines ldngsten Weges in B.

Beispiel: In Beispiel 4.49 hat G 4 die Hohe 3, G die Hohe 2 und G¢ die Hohe 2.

Sei B = (V,E) ein gerichteter Baum. Diejenigen Knoten, deren Aus-Grad 0 ist, heiflen

Blitter.

Beispiel: In Beispiel 4.49 hat G4 die Blatter D, E, F; Gp die Blatter A, D, E, F und G¢

die Blétter A, D, E, F.

Diejenigen Knoten eines gerichteten Baums, die weder Wurzel noch Blatter sind, heiflen
innere Knoten.

Beobachtung 4.51.

(a)

(b)

Jeder gerichtete Baum ist ein gerichteter azyklischer Graph (kurz: DAG, vgl. Definition 4.14).
Aber es gibt gerichtete Graphen, die keine gerichteten Bdume sind.

Beispiel:

ist ein DAG, aber kein gerichteter Baum.

Fiir jeden gerichteten Baum B = (V, E), dessen Knotenmenge endlich und nicht-leer ist, gilt:
B = [V|-1.

Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.48, da der ungerichtete Graph, der entsteht, indem man in
B die Kantenorientierung “vergisst” (d.h. jede gerichtete Kante (7, j) durch die ungerichtete
Kante {7, j} ersetzt), ein ungerichteter Baum ist.

Alternativ zu Definition 4.50 kann man die gerichteten Biume, deren Knotenmenge endlich
und nicht-leer ist, auch folgendermaflen definieren:

Definition 4.52. Die Klasse der gerichteten Badume mit endlicher, nicht-leerer Knotenmenge ist
rekursiv wie folgt definiert:

Basisregel: Ist V eine Menge mit |V| = 1, so ist B := (V, &) ein gerichteter Baum.
Skizze: B = @
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Der (eindeutig bestimmte) Knoten in V' heifit Wurzel von B. Die Héhe von B ist 0.

Rekursive Regel: Ist k € Nsg, sind By = (V4,E1),...,Br = (Vi, Ex) gerichtete Biume mit
paarweise disjunkten Knotenmengen (d.h. V;NV; = @ fa. 4,5 € {1,...,k} mit ¢ # j), sind
wy € Vi, ..., w, € Vi die Wurzeln von By, ..., By, und ist w ein Element, das nicht in V; U--- UV}
liegt, dann ist der Graph B= (V,E) mit V:={w} UV U---UVyund E:=FE; U --- U E; U
{(w,w;) :i € {1,...,k}} ein gerichteter Baum.

Skizze:

Der Knoten w heifit Wurzel von B. Die Hohe von B ist 1+ max{hq,...,h;}, wobei hy,... hy €
N die Hohen der gerichteten Baume By, ..., B sind.

Notation 4.53. Sei B = (V, E) ein gerichteter Baum und sei v € V ein beliebiger Knoten in B.
Die Knoten v' € V, zu denen von v aus eine Kante fiihrt (d.h. (v,v’) € F), heien Kinder von Kinder
v.

Beispiel. Im Graphen G 4 :=

E F

aus Beispiel 4.49 gilt: Knoten A hat genau ein Kind, ndmlich B; Knoten B hat genau zwei Kinder,
nédmlich C und D; Knoten C hat genau zwei Kinder, ndmlich C und F; und die Knoten D, E, F
haben keine Kinder.

Eine besondere Rolle bei der Modellierung spielen Badume, bei denen jeder Knoten hichstens
2 Kinder hat. Mit solchen Badumen kann man z.B. Kaskaden von JA-NEIN-Entscheidungen oder
Binar-Codierung beschreiben.

Definition 4.54 (Bindrbaum, vollstandiger Bindrbaum).

(a) Ein gerichteter Baum B = (V, E) heifit Bindrbaum, falls fiir jeden Knoten v € V gilt: Bindrbaum
Aus-Gradp(v) < 2.
(b) Ein Bindrbaum B = (V, E) heifit vollstandiger Bindrbaum, falls gilt: vollstandiger

(1) Jeder Knoten, der kein Blatt ist, hat Aus-Grad 2. nérbaum

(2) Es gibt eine Zahl h € N, so dass fur jedes Blatt v € V gilt: Der Weg von der Wurzel zum
Blatt v hat die Lange h.
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Beispiel 4.55. Der Graph G4 aus Beispiel 4.49 ist ein Bindrbaum, aber kein vollstandiger
Bindrbaum. Der Graph G g aus Beispiel 4.49 ist kein Bindrbaum. Der folgende Graph Bj ist ein
vollstidndiger Bindrbaum der Hohe 3:

Zwischen der Hohe, der Anzahl der Blatter und der Anzahl der Knoten eines Bindrbaums
besteht der folgende wichtige Zusammenhang:

Satz 4.56. Sei h € N.

(a) Jeder vollstindige Bindrbaum der Héhe h hat genau 2" Blétter und genau 2"+ — 1
Knoten.

(b) Jeder Bindrbaum der Héhe h hat hichstens 2" Blitter und héchstens 2"t —1 Kno-
ten.

Beweis:

(a) Anschaulich:

~+ vollstandiger Bindrbaum der Hohe h hat 2" Blitter und
20 4ol 492 4 ... 4 ok Satz 2.48 oht1 _ 4
Knoten.

Formaler Beweis: Per Induktion nach h:

INDUKTIONSANFANG: h = 0:

Fiir jeden gerichteten Baum B = (V, E) der Hohe 0 gilt: |V]| = 1 und |E| = 0. D.h. B besteht
aus genau einem Knoten, der gleichzeitig Wurzel und (einziges) Blatt des Baums ist. D.h: B
hat genau 1 = 2° = 2" Blétter und genau 1 =2 — 1 = 2! — 1 = 2"*1 — 1 Knoten.

INDUKTIONSSCHRITT: h — h + 1:
Sei h € N beliebig.

Induktionsannahme: Jeder vollstindige Bindrbaum der Hohe h hat genau 2" Blitter und
genau 2"*1 — 1 Knoten.

Behauptung: Jeder vollstindige Bindrbaum der Hohe h + 1 hat genau 2"*! Blitter und
genau 2"*2 — 1 Knoten.
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Beweis: Sei B = (V, E) ein vollstandiger Bindrbaum der Hohe h + 1, und sei w € V die
Wurzel von B. Wegen h + 1 > 1 hat w genau 2 Kinder; seien w; € V und wy € V diese
beiden Kinder von w. Fiir ¢ € {1,2} sei V; die Menge aller Knoten aus V, zu denen von w;
aus ein Weg fiihrt; und sei B; := (V;, E;) der induzierte Teilgraph von B mit Knotenmenge
V.

Skizze:

wq w2

Hohe b 41

Hoh
B, By ohe h

Offensichtlich ist sowohl B; als auch B; ein vollstdndiger Bindrbaum der Hohe h. Geméafl
Induktionsannahme hat jeder der beiden Biume B; und B, genau 2" Blitter und genau
2h+1 _ 1 Knoten.

Der Baum B hat daher genau 2" 42" = 2"*1 Blitter und genau 1+ (2" —1)4 (2" —1) =
2201 — 1 =22 — 1 Knoten.

(b) Analog. Details: Ubung.

4.2.3 Modellierungsbeispiele

Gerichtete Bdume mit zahlreichen Knoten- und/oder Kantenmarkierungen konnen auf vielfaltige
Arten zur Modellierung genutzt werden:

Beispiel 4.57. In Kapitel 3 (Seite 60) haben wir Baume bereits genutzt, um die Struktur einer
aussagenlogischen Formel tibersichtlich darzustellen (der entsprechende Baum heifit Syntax-
baum der Formel).

Beispiel: Syntaxbaum der Formel (=Vy V (V5 < V1)):

O

O ©

Auf dhnliche Art werden markierte Baume genutzt, um die Struktur vieler anderer Objek-
te (an Stelle von aussagenlogischen Formeln) zu beschreiben — z.B. fir arithmetische Terme,

zur Darstellung von Klassen- und Objekthierarchien oder zur Beschreibung der Struktur von
Computerprogrammen oder umgangssprachlichen Texten.

Beispiel 4.58. Folgen von Entscheidungen kénnen in vielen Zusammenhéngen durch gerichtete
markierte Bdume modelliert werden — so genannte Entscheidungsbiume. Durch einen solchen
Entscheidungsbaum erhélt man beispielsweise eine kompakte Darstellung des Morse-Codes:
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Im Morse-Code wird jeder Buchstabe durch eine Folge von kurzen und langen Signalen (e =
kurz, — = lang) représentiert. Ein eingehende Meldung aus kurzen und langen Signalen wird
entschliisselt, indem man an der Wurzel des Baums M beginnt und bei einem kurzen Signal nach
links, bei einem langen nach rechts weitergeht. Eine langere Pause zeigt an, dass ein Buchstabe
vollstdndig iibermittelt ist.

In jedem Entscheidungsbaum modellieren die Knoten einen Zwischenstand bei der Entschei-
dungsfindung. Sie kénnen entsprechend markiert sein, z.B. mit dem codierten Buchstaben des
Morse-Codes. Die Kanten, die von einem Knoten ausgehen, modellieren die Alternativen, aus
denen in dem durch den Knoten représentierten ,Zustand* eine ausgewahlt werden kann — im
Morse-Code ist das jeweils ein kurzes oder ein langes Signal, das als Kantenmarkierung angegeben
wird.

Beispiel 4.59. Markierte Baume konnen auch genutzt werden, um den Losungsraum kombina-
torischer Probleme darzustellen.

Beispiel: Ein Handlungsreisender soll einen moglichst kurzen Rundweg finden, auf dem er je-
de der Stadte A, B, C, D besucht. Die Entfernungen (in km) zwischen den Stadten sind als
Kantenmarkierungen des folgenden Graphen gegeben:

30
A B
5
55 48
50
c 25 D

Alle moglichen in Stadt A startenden Rundwege werden durch den folgenden Baum dargestellt:
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C
2
D
5
A

Gesamt-

entfernung: 197 158 205 158 205 157

Jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt repriasentiert dabei einen Rundweg, auf dem jede
der Stddte genau einmal besucht wird. Die Kantenmarkierungen geben die Entfernungen zwi-
schen einzelnen Stddten wieder. Eine zusétzliche Knotenmarkierung an jedem Blatt gibt die
Gesamtlange des entsprechenden Rundwegs an. Die beiden kiirzesten Rundwege fiir unseren
Handlungsreisenden sind also

(A4,B,C,D,A) und (A,D,C,B,A).

Bemerkung 4.60. Nach dem gleichen Schema kann man auch Zugfolgen in Spielen modellieren:
Jeder Knoten des Entscheidungsbaums modelliert einen Spielzustand. Die von dort ausgehenden
Kanten geben an, welche Moglichkeiten fiir den néchsten Zug bestehen. Solche Darstellungen
werden z.B. in Schachprogrammen verwendet, um die Folgen der anstehenden Entscheidung zu
analysieren und zu bewerten.

Beachte: Bei der Modellierung von Spielablaufen konnen manche “Spielzustande” (z.B. Konfi-
gurationen eines Schachbretts) auf unterschiedlichen Wegen (d.h. Spielverldufen) erreicht werden,
und trotzdem “im Sinne des Spiels” den selben Zustand beschreiben. In solchen Fillen kénnte
man im Entscheidungsbaum die zugehdrigen Knoten zu einem einzigen Knoten zusammenfassen.
Damit geht dann allerdings die Baum-Eigenschaft verloren, und es entsteht ein allgemeiner ge-
richteter Graph, der auch Kreise enthalten kann. FEin Kreis entspricht dann der Situation, dass
eine Folge von Spielziigen in einen Zustand zuriickfiihrt, der frither schon einmal durchlaufen
wurde.

4.3 Einige spezielle Arten von Graphen

In diesem Abschnitt werden einige spezielle Arten von Graphen vorgestellt, die Thnen im Laufe
der néchsten Semester immer wieder begegnen werden.

4.3.1 Spezielle ungerichtete Graphen

Definition 4.61 (Der vollstindige Graph K,,). Sei n € N5g. Der vollstdndige ungerichtete
Graph K, hat Knotenmenge {1,...,n} und Kantenmenge {{i,j} ci,€{1,...,n}, i # j}.
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Beispiele.

Kl K2 Kg K4 KE)
1
1 2 J
° — o 1 2 2
1 1 2 'v
3 4 3 4 3

Beobachtung. Der vollstindige Graph K,, hat n Knoten und @ Kanten.

Definition 4.62 (Der vollsténdige bipartite Graph K, ,,). Seien m,n € Nsq. Der vollstdndige
vollstandiger ungerichtete bipartite Graph K, , hat Knotenmenge
Ei;g:rr;ft}ieté;ph (L) ie{l,...om}} U {@5) el ,n}}
und Kantenmenge
{19, (2,0} - ie{l,...,m},j€{1,....n}}.
Beispiele. Siehe Abbildung 4.1.

K, K, K3 K4
‘i: ?.

Ky Ky, K3 Koy

K34

Ks, Ko K3

Abbildung 4.1: einige vollstindige bipartite Graphen

Beobachtung. Der Graph K,, , hat m 4+ n Knoten und m - n Kanten.
Notation 4.63. Ein ungerichteter Graph G mit endlicher, nicht-leerer Knotenmenge heifit

vollsténdig (a) vollstindig, falls es ein n € N5 gibt, so dass G = K, (d.h. G ist isomorph zu K,).
vollstandig (b) vollsténdig bipartit, falls es Zahlen m,n € Ny gibt, so dass G = K, .
bipartit
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4.3.2 Spezielle gerichtete Graphen

Geméf Definition 4.6 (“gerichteter Graph”) und Definition 2.27(c) (“k-stellige Relation”) kann
jeder gerichtete Graph G = (V, E) als eine 2-stellige Relation iiber V aufgefasst werden, da die
Kantenmenge E von G ja gerade eine Teilmenge von V2 = V x V ist. Umgekehrt kénnen wir
natiirlich auch jede 2-stellige Relation R iiber einer Menge M als gerichteten Graph auffassen,
dessen Knotenmenge M und dessen Kantenmenge R ist. Gerichtete Graphen sind also dasselbe
wie 2-stellige Relationen iiber einer Menge V.

Von besonderem Interesse sind 2-stellige Relationen, die eine oder mehrere der folgenden Fi-
genschaften besitzen:

Definition 4.64. Sei E eine 2-stellige Relation iiber einer Menge V (d.h. E C V x V, d.h.
G = (V, E) ist ein gerichteter Graph).

(a) E heifit reflexiv, falls fir alle v € V gilt: reflexiv
(v,v) € E. (Skizze: ’UQ)
(b) E heifit symmetrisch, falls f.a. v,w € V gilt: symmetrisch

Wenn (v, w) € E, dann auch (w,v) € E.

(d.h. zu jeder Kante |,° ®  gibt es auch eine “Riickwirtskante” ,® *)

\' W \ w
(¢) F heiit antisymmetrisch, falls f.a. v,w € V gilt: antisymmetrisch
Wenn (v,w) € F und (w,v) € E, dann v = w.
(d.h: Ist v # w, so gibt es in E allenfalls eine der beiden Kanten VI WI und
)
\' w
(d) E heifit konnex, falls f.a. v,w € V gilt: konnex
(v,w) € E oder (w,v) € E.
(d.h. mindestens eine der beiden Kanten V. W. und Vl Wl liegt in F)
(e) E heiit transitiv, falls f.a. v,w,u € V gilt: transitiv

Ist (v,w) € F und (w,u) € E, so auch (v,u) € E.

L

(Skizze: . . $ @

\'% w u
v g w E u ”E‘ E
Aquivalenzrelationen

Definition 4.65. Eine Aquivalenzrelation ist eine 2-stellige Relation, die reflexiv, symme- Aquivalenzrelation
trisch und transitiv ist.
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Beispiel 4.66. Beispiele fiir Aquivalenzrelationen:
(a) Gleichheit: Fiir jede Menge M ist
E = {(m,m):me M}
eine Aquivalenzrelation. Die Aussage “(z,y) € E” entspricht gerade der Aussage “z = y”.
(b) Gleichméchtigkeit: Fiir jede endliche Menge M ist
E = {(A,B): ACM,BCM, |Al =|B|}

eine Aquivalenzrelation iiber der Potenzmenge P(M).

Skizze firr M = {1,2}: 0
{1,2}

T
{1} {2}
) ~—

16}

U

(c) Logische Aquivalenz: Die Relation

E = {(p,¥) 9o € AL, p =9}

ist eine Aquivalenzrelation iiber der Menge AL aller aussagenlogischen Formeln.

Ordnungsrelationen

Definition 4.67 (Ordnungen). Sei E eine 2-stellige Relation iiber einer Menge V.
Préordnung (a) E heifit Praordnung, falls F reflexiv und transitiv ist.
partielle Ordnung (b) E heifit partielle Ordnung, falls F reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

lineare Ordnung (¢) E heifit lineare Ordnung oder totale Ordnung, falls F reflexiv, transitiv, antisym-
totale Ordnung metrisch und konnex ist.

Beispiel 4.68.

(a) < ist eine lineare Ordnung auf N (und Z, Q,R). Ebenso ist > eine lineare Ordnung auf N
(und Z,Q, R).

(b) Fiir jede Menge M sind C und D partielle Ordnungen auf der Potenzmenge P(M).

Skizze fir M = {1,2}: ¢
{1,2}
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(c) Die “Folgerungsrelation”

E = {(p,9) : p€ AL, ¢ € AL, ¢ = ¢}
ist eine Prdordnung auf AL.
(d) Fiir jede endliche Menge M ist
E = {(A,B): ACM,BCM, |A|l <|B|}
eine Prdordnung auf P(M).

Skizze fir M = {1, 2}: 0
{1,2}

{1}/ \{2}
U \ /U

v

Die reflexive transitive Hiille einer Relation

Definition 4.69. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Die reflexive transitive Hiille (bzw. reflexive
der reflexive transitive Abschluss) von E auf V ist die rekursiv wie folgt definierte Relation transitive Hiille

E*CVxV: reflexiver
Basisregeln: transitiver
s Abschluss

o Fa. veVist (v,v) € E*.
o Fa. (v,w) € Eist (v,w) € E*
Rekursive Regel:
o Sind (v,w) € E* und (w,u) € E*, so ist auch (v,u) € E*.
Beispiel.
G=(V,E) = G* = (V,E*):

Beobachtung 4.70. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und seien v,w € V. Dann sind die
beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) (v,w) € E*, wobei E* die reflexive transitive Hiille von F auf V ist.
(b) Es gibt in G einen Weg von v nach w.

Beweis: Ubung. O
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4.4 Ubungsaufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 4.1. Betrachten Sie den ungerichteten Graphen G auf der rechten Seite.

(a) Geben Sie die Knotenmenge V' und die Kantenmenge E des Gra-
phen G an. Représentieren Sie G aulerdem durch eine Adjazenz-
matrix und eine Adjazenzliste.

(b) Geben Sie einen Euler-Weg in G an. Besitzt G auch einen Euler- e‘@
Kreis?
Yot s
O—E—®

(c) Geben Sie einen Hamilton-Kreis in G an.

(d) Geben Sie einen Spannbaum von G an, den man so wurzeln kann,
dass er die Hohe 2 hat. Kennzeichnen Sie die Wurzel in Ihrer
Losung.

Aufgabe 4.2. Es seien die folgenden beiden Graphen G; und G2 gegeben:

(a) Geben Sie fiir jeden der beiden Graphen Gy und G2 die Knotenmenge und die Kantenmenge
an. Représentieren Sie auflerdem jeden der beiden Graphen durch eine Adjazenzmatrix und
eine Adjazenzliste.

(b) Geben Sie einen Weg von 2 nach 4 in G an, der nicht einfach ist. Geben Sie auerdem einen
Kreis in G an, der nicht einfach ist und durch den Knoten 2 verlauft.

(¢) Ist Gy zusammenhéngend? Ist Go stark zusammenhéngend? Ist Gy azyklisch?
(d) Uberpriifen Sie fiir jeden der folgenden Graphen G, ob folgendes gilt: (i) G = G, (ii) G ist

ein Teilgraph von G, (iii) G ist ein induzierter Teilgraph von G, (iv) G ist isomorph zu Gs.
Geben Sie bei (d) auch einen Isomorphismus von G nach Gy an, falls dieser existiert.

(9)
Gs: g (e Gs: (a)
A 00@9 (@ (&)
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Aufgabe 4.3. Die folgende Abbildung stellt den Grundriss eines Irrgartens dar.

Eingang
— | |
1 «— 2 <« 3
— | V=t - t —
4 e
— | | 5 — 6
e
7 — 8 | I —

Ausgang

Die Tiiren in diesem Irrgarten schwingen nur zu einer Seite auf und haben keine Klinken o.4.
Nachdem also ein Besucher die Eingangstiir oder eine nachfolgende Tir durchschritten hat und
die Thr hinter ihm zugefallen ist, kann der Besucher nicht mehr durch diese Tiir zuriick. Die THir
bleibt aber fiir weitere Durchgénge in der urspriinglichen Richtung benutzbar. Die allgemeinen
Sicherheitsbestimmungen fiir Irrgérten schreiben vor, dass jeder Besucher, der den Irrgarten
betritt, — egal wie er lduft — den Ausgang erreichen kann.

(a) Modellieren Sie den Irrgarten durch einen Graphen.

(b) Formulieren Sie die allgemeinen Sicherheitsbestimmungen fiir Irrgirten mit Begriffen der
Graphentheorie.

(c) Uberpriifen Sie anhand der Formulierungen aus (b), ob der angegebene Irrgarten den allge-
meinen Sicherheitsbestimmungen entspricht.

Aufgabe 4.4. Sie bekommen die Aufgabe, n € N5y Rechner zu vernetzen. Thr Auftraggeber
verlangt folgende Eigenschaften des Netzwerkes:

(1) Von jedem Rechner muss jeder andere Rechner iiber einen Leitungsweg erreichbar sein.

(2) Auch wenn genau eine Leitung zwischen zwei Rechnern ausfillt, muss jeder Rechner iiber
einen Leitungsweg mit jedem anderen Rechner verbunden sein.

(3) An jedem Rechner kénnen maximal vier Leitungen angeschlossen werden.

Dabei kénnen auf einer Leitung Daten in beide Richtungen gesendet werden. Ein solches Netzwerk
ldsst sich leicht als ungerichteter Graph darstellen: ein Knoten reprasentiert einen Rechner, und
eine Kante reprasentiert eine Leitung.

(a) Formulieren Sie die Eigenschaften (1), (2) und (3) mit Begriffen der Graphentheorie.

(b) Untersuchen Sie die folgenden Graphen G, Go und G5 auf Ihre Tauglichkeit beziiglich der
Eigenschaften (1), (2) bzw. (3):

e G1=(Vi,E)) mit Vi ={1,2,...,n} und E; = {{1,i} : 2<i<n}
o Go=Vo,Ey) mit Vo =Vy und Ey = {{i,i +1} : 1 <i<n}
e G3= (V37E3) mit V3 =V; und F3 = Ey U {{7171}}
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Aufgabe 4.5. Fiir m,n € Nyq sei das m x n-Gitter der Graph Grxn = (Vinxn, Emxn) mit

Vinxn = {(,j) 1 1<i<m,1<j<n},

Emsxn = {{(17.7)7(17.7_'_1)} : 1Si§m,1§j<n}u
{7, +1.5)} s 1<i<m,1<j<n}.

Das 3 x 4-Gitter G3x4 sieht z.B. wie folgt aus:

Kl}l)k4(l 2)%4(113)F4(1}4)
KﬁDF4(2FﬂZ®F%@AN

2.
I
CI G2 G EI

|
|

(a) Uberpriifen Sie, ob Gsx4 bipartit ist. Falls G4 bipartit ist, so geben Sie zwei disjunkte
Knotenmengen Vi,V C Viuy mit V3 U Vo = Va4 an, so dass jede Kante aus Fsyx4 einen
Knoten aus V; und einen Knoten aus V5 miteinander verbindet. Falls G3x4 nicht bipartit ist,

so begriinden Sie dies.
(b) Geben Sie ein Matching maximaler Grofle in Gzx4 an.

(¢) Geben Sie einen Hamilton-Kreis in Ggx4 an.

(d) Fiir welche m,n € Nsg besitzt G, xp, einen Hamilton-Kreis, fiir welche nicht?

Hinweis: Verallgemeinern Sie die Argumentation auf Seite 136 (oben) im Buch ,,Modellierung
— Grundlagen und formale Methoden* von Uwe Kastens und Hans Kleine Biining. Das Buch
befindet sich unter Anderem im Semesterapparat zur Vorlesung in der Informatik-Bibliothek.

Aufgabe 4.6. Es seien die folgenden ungerichteten Graphen G, Go, G3 und G4 gegeben:

(a) Uberpriifen Sie fiir alle i,5 € {1,2,3,4} mit i # j, ob Folgendes gilt:

o G; ist ein Teilgraph von G;
o () ist ein induzierter Teilgraph von G

oG
=

G4

(b) Uberpriifen Sie, welche der Graphen isomorph zueinander sind. Falls zwei Graphen G; und
G; isomorph sind, so geben Sie einen Isomorphismus von G; nach G; an. Falls hingegen G;

und G nicht isomorph sind, so begriinden Sie dies.

(c) Welche der Graphen kann man nachzeichnen, ohne den Stift abzusetzen oder eine Kante

doppelt zu ziehen?

114



Aufgabe 4.7. Konig Artus will fir die Tafelrunde eine Sitzordnung fiir sich und neun seiner
Ritter festlegen, bei der er und die neun Ritter im Kreis an einem runden Tisch sitzen. Das wére
nicht schwer, gidbe es nicht diese Rivalitdten und Eifersiichteleien zwischen den Rittern. Konig
Artus mochte, dass Lancelot zu seiner Rechten und Kay zu seiner Linken sitzt. Erec weigert sich,
neben jemand anderem als Lyonel oder Tristan zu sitzen. Galahad will weder neben Tristan noch
neben Lancelot oder Lyonel sitzen. Parzival lehnt es ab, neben Gawain, Lancelot oder Lyonel zu
sitzen. Gaheris mochte auf keinen Fall neben Gawain, Lancelot oder Kay sitzen. Tristan weigert
sich, neben Lancelot, Parzival oder Kay zu sitzen. Gawain wiirde sich neben jeden anderen setzen,
aber nicht neben Galahad oder Kay. Und Lyonel ist dagegen, neben Gawain zu sitzen.

(a) Stellen Sie den Konfliktgraphen auf.

(b) Verwenden Sie den Konfliktgraphen aus (a), um eine Tischordnung aufzustellen, die von allen
akzeptiert wird. Zeichnen Sie den entsprechenden Graph und die Sitzordnung.

Aufgabe 4.8. Auf dem Weihnachtsmarkt von Grofidorf sollen insgesamt 8 Stdnde rund um den
Marktplatz arrangiert werden. Die 8 Stédnde setzen sich folgendermaflen zusammen:

e Ein Stand, in dem die traditionelle Weihnachtskrippe aufgebaut ist.

e Zwei Stéinde, an denen Kunsthandwerk verkauft wird: einer der beiden Sténde ist die
Topferei, der andere bietet Holzschmuck aus dem Erzgebirge an.

e Zwei Glithweinsténde; einer davon wird von Herrn Max, der andere von Frau Peters be-
trieben.

e Drei Essensstande; einer davon verkauft Crépes, der andere Waffeln und der dritte Steaks
vom Holzkohlegrill.

Bei der Platzierung der 8 Stdnde um den Marktplatz ist folgendes zu beachten: Neben der
Weihnachtskrippe darf keiner der Glithweinstdnde platziert werden. Essensstdnde diirfen nicht
nebeneinander stehen, die beiden Glithweinstéinde diirfen nicht nebeneinander stehen, und die
beiden Kunsthandwerkstdnde diirfen nicht nebeneinander stehen. Aus Sicherheitsgriinden darf
der Holzkohlegrill weder neben der Weihnachtskrippe noch neben dem Stand mit dem Holz-
schmuck aus dem Erzgebirge stehen. Herr Max ist mit den Besitzern des Holzkohlegrills und
der Topferei befreundet und mochte daher unbedingt die beiden als Nachbarn haben. Auflerdem
ist zu beachten, dass sich der Betreiber des Waffelstands weder mit Frau Peters noch mit dem
Besitzer der Topferei vertréagt und daher auf keinen Fall neben einem der beiden platziert werden
will.

(a) Stellen Sie den Konfliktgraphen und das Komplement des Konfliktgraphen auf.

(b) Gibt es im Komplement des Konfliktgraphen einen Hamiltonkreis? Falls ja, dann geben Sie
einen solchen Hamiltonkreis an. Falls nein, dann begriinden Sie, warum es keinen gibt.

(c) Geben Sie eine Platzierung der 8 Sténde rund um den Marktplatz an, mit der alle zufrieden
sind.

Aufgabe 4.9. Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhéngender Graph, dessen Knoten-
menge endlich ist. Beweisen Sie, dass GG genau dann einen Euler-Weg besitzt, der kein Euler-Kreis
ist, wenn es in G genau zwei Knoten mit ungeradem Grad gibt.
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Aufgabe 4.10. Zwei Personen A und B spielen ein Spiel auf einem zusammenhéngenden unge-
richteten Graphen G = (V, E). Die Spieler wihlen abwechselnd Knoten vy, vs,vs,... aus V, so
dass vy, v2,vs, ... verschiedene Knoten sind und jeweils gilt: {v;,v;11} € E. Den ersten Knoten
wahlt A. Der letzte Spieler, der einen Knoten wéhlen kann, gewinnt.

Ein Spieler hat eine Gewinnstrategie in dem Spiel genau dann, wenn der Spieler das Spiel,
unabhéngig davon wie der andere Spieler spielt, gewinnen kann.

(a) Geben Sie fiir jeden der beiden folgenden Graphen G; und G2 ein Matching maximaler Grofie
an und entscheiden Sie, welcher der beiden Spieler in dem Spiel auf dem entsprechenden
Graph eine Gewinnstrategie hat.

® ’ ® GQ:

®
D@ ea!

(b) Beweisen Sie, dass die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:

G1Z

(i) G besitzt ein Matching M, so dass jeder Knoten aus V' zu mindestens einer Kante aus
M inzident ist.
(ii) Spieler B hat eine Gewinnstrategie in dem oben beschriebenen Spiel auf G.

Aufgabe 4.11. Es soll ein Klausurplan fiir 7 Klausuren A-G aufgestellt werden, bei dem kein

Student mehr als eine Klausur pro Tag schreiben muss. Uber die Teilnehmer an den Klausuren
ist Folgendes bekannt:

o Fir jede der Klausuren B,C,E und G gibt es mindestens einen Studenten, der sich fiir diese

Klausur und A angemeldet hat.

o Es gibt Studenten, die sich fiir B und C angemeldet haben, als auch Studenten, die die
Kombination B und E gewahlt haben.

e Jeder Student, der D mitschreibt, hat sich auch fiir C und G angemeldet.
e Mindestens ein Teilnehmer der Klausur G nimmt an F teil.
(a) Stellen Sie den Konfliktgraphen auf.

(b) Geben Sie einen Klausurplan an, bei dem kein Student an mehr als einer Klausur pro Tag
teilnimmt.

(c) Wie viele Tage werden fiir einen solchen Klausurplan benétigt?

Aufgabe 4.12. Beweisen Sie, dass jeder ungerichtete, zusammenhéngende Graph G = (V, E),
dessen Knotenmenge V' endlich ist, einen Spannbaum besitzt.

Hinweis: Gehen Sie per Induktion nach n := |E| vor.

Aufgabe 4.13. Zwei Spieler A und B spielen das folgende Spiel. Das Spiel ist in Runden auf-
geteilt, wobei Spieler A in den geraden Runden und Spieler B in den ungeraden Runden spielt.
In der ersten Runde wéhlt Spieler B eine Zahl aus {1,2}. In jeder der nachfolgenden Runden
wéhlt der jeweilige Spieler eine Zahl aus {1,2,3} mit der Einschrinkung, dass die Zahl aus der
vorhergehenden Runde nicht gewéhlt werden darf. Nach jeder Runde wird die Summe der be-
reits gewahlten Zahlen berechnet. Nimmt diese Summe den Wert 6 an, so gewinnt der Spieler
der jeweiligen Runde; tibersteigt sie den Wert 6, so verliert er.
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(a) Beschreiben Sie das Spiel durch einen Entscheidungsbaum.

(b) Wer gewinnt, wenn beide Spieler optimal spielen, d.h. wenn jeder Spieler immer nur diejeni-
gen Zahlen wihlt, mit denen er — falls dies noch moglich ist — gewinnen kann?

Aufgabe 4.14. Sei G die Menge der ungerichteten Graphen G = (V, E) mit V C N.

(a) Unter (i) bis (iii) sind zweistellige Relationen iiber G gegeben. Uberpriifen Sie fiir jede dieser
Relationen, ob sie reflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, konnex bzw. transitiv ist.

(i) {(G,G")eG?: G=G"}
(ii) {(G,G’) € G* : G hat hochstens so viele Knoten wie G’ }
(iii) {(G,G") € G : G’ besitzt einen Teilgraph G” mit G” = G'}

(b) Zeigen Sie, dass die zweistellige Relation
R = {(G,G") € G* : G ist ein induzierter Teilgraph von G’}

eine partielle Ordnung, aber keine lineare Ordnung, auf G ist.
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5 Logik erster Stufe (Pradikatenlogik)

In Kapitel 3 haben wir bereits die Aussagenlogik kennengelernt, die einen Formalismus dar-
stellt, mit dessen Hilfe man “Wissen” modellieren und Schliisse aus dem Wissen ziehen kann. In
diesem Kapitel werden wir die Logik erster Stufe (bzw. Priadikatenlogik) als einen weiteren
solchen Formalismus kennenlernen. Im Vergleich zur Aussagenlogik hat die Pradikatenlogik den
Vorteil, dass

e eine klare Trennung zwischen “Daten” einerseits und “Logik” andererseits besteht, und
dass in der Pradikatenlogik

o wesentlich umfangreichere Ausdrucksmoglichkeiten zur Verfiigung stehen.

Der Preis fiir diese Vorteile ist allerdings, dass die Pradikatenlogik algorithmisch deutlich
schwerer zu handhaben ist als die Aussagenlogik.

5.1 Motivation zur Logik erster Stufe

5.1.1 Grenzen der Aussagenlogik

Beispiel 5.1 (Verwandtschaftsbeziehungen). Die Aussagenlogik kann helfen, um Aussagen der
Art

“Anne und Bernd sind Geschwister. Wenn Christine Annes Tochter ist, dann ist
Bernd Christines Onkel.”

zu modellieren und Schliisse daraus zu ziehen. Fiir die Modellierung der folgenden Aussage ist
die Aussagenlogik aber eher ungeeignet:

“Es gibt in Frankfurt mindestens 2 Leute, die mehr als 3 Kinder, aber selbst keine
Geschwister haben.”

Beispiel 5.2 (Arithmetische Aussagen). Die Aussagenlogik kann helfen, um Sétze der Art
“Wenn eine Zahl gerade ist, dann ist sie nicht ungerade.”

zu formalisieren. Fiir viele andere Aussagen ist die Aussagenlogik aber eher ungeeignet, zum
Beispiel:

“Es gibt eine Zahl, die nicht Summe zweier Primzahlen ist.”

5.1.2 Ein Uberblick iiber die Logik erster Stufe

Die Logik erster Stufe ist ein Formalismus, mit dem man die in den beiden obigen Beispielen
genannten Aussagen bequem beschreiben kann. Genau wie die Aussagenlogik besitzt die Logik
erster Stufe:
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e eine Syntax, die festgelegt, welche Zeichenketten Formeln der Logik erster Stufe sind und
o eine Semantik, die festlegt, welche “Bedeutung” einzelne Formeln haben.

Die Logik erster Stufe beschiftigt sich mit Objekten (z.B. den Einwohnern Frankfurts und
deren Verwandtschaftsbeziehungen (Beispiel 5.1) oder den natiirlichen Zahlen und deren Addition
und Multiplikation (Beispiel 5.2)) und Aussagen iiber deren Eigenschaften. (Im Gegensatz
dazu beschéaftigt sich die Aussagenlogik nicht mit Objekten sondern lediglich mit “wahren” und
“falschen” Aussagen und deren Kombination.)

Vor der Einfithrung in die Syntax und die Semantik der Logik erster Stufe wenden wir uns
zundchst den Objekten zu, iiber die Formeln der Logik erster Stufe “reden” kénnen.

5.2 Strukturen

Die Objekte, tiber die Formeln der Logik erster Stufe Aussagen treffen kénnen, heiflen Struk-
turen. Viele Objekte lassen sich auf natiirliche Weise durch solche Strukturen reprisentieren,
beispielsweise

o Graphen G = (V, E)

o Biume B = (V,E)

o die natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation, (N, 4, x)

o die reellen Zahlen mit Addition, Multiplikation und den Konstanten 0 und 1, (R, +, x,0,1)
o Datenbanken

usw. Die im Folgenden definierten Signaturen legen den “Typ” (bzw. das “Format”) der ent-
sprechenden Strukturen fest.

Definition 5.3. Eine Signatur (bzw. ein Vokabular bzw. eine Symbolmenge; englisch: si-
gnature, vocabulary) ist eine Menge o (in Worten: sigma) von Relationssymbolen, Funktionssym-
bolen und/oder Konstantensymbolen. Jedes Relationssymbol R € o und jedes Funktionssymbol
f € o hat eine Stelligkeit (bzw. Aritit, engl. arity)

ar(R) € Nyg  bzw. ar(f) € Nyg.
Notation 5.4.
o In diesem Kapitel bezeichnet der griechische Buchstabe o immer eine Signatur.
e Wir kennzeichnen Symbole aus ¢ immer mit einem Punkt, wie in R bzw. f .

o Fiir Relationssymbole verwenden wir meistens Grofbuchstaben Wie.R, P, E, Ry, Ry, ... fir
Funktionssymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie f,g,h,...; fir Konstan-
tensymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie ¢,d, . ...

o Gelegentlich verwenden wir als Relations- und Funktionssymbole auch Zeichen wie

< (2-stelliges Relationssymbol),
+, % (2-stellige Funktionssymbole),
0,1  (Konstantensymbole).
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Struktur Definition 5.5. Eine Struktur iiber der Signatur ¢ (kurz: o-Struktur) ist ein Paar

o-Struktur
A = (4,a),

bestehend aus:

Universum « einer nicht-leeren Menge A, dem so genannten Universum (bzw. Tréger, engl.: universe,
Trager domain) von 2, und

o einer auf o definierten Abbildung «, die

— jedem Relationssymbol R € o eine Relation a(R) C A=) der Stelligkeit ar(R)
zuordnet,

— jedem Funktionssymbol f € o eine Funktion a(f): A 4 zuordnet,
— jedem Konstantensymbol ¢ € o ein Element «(¢) € A zuordnet.

Notation 5.6.

e Strukturen bezeichnen wir meistens mit Fraktur-Buchstaben 2,8, &, ...; das Universum
der Strukturen durch die entsprechenden lateinischen Grofibuchstaben, also A, B, G, ....

o Ist A = (A, a) eine o-Struktur, so schreiben wir fir jedes Symbol S e o oft
S% an Stelle von a(9).
An Stelle von 2 = (A, a) schreiben wir oft auch 2 = (4, (M) ge,), oder falls o =
{R1,..., Rk, f1,.- ., fi,¢1,.. ., Cm} ist,
U o (AR, RE R RN ey

yCm

Beispiel 5.7 (Arithmetische Strukturen). Sei oa, := {+, x,0,1}, wobei + und x 2-stellige
Funktionssymbole und 0 und 1 Konstantensymbole sind. Wir betrachten die o,-Struktur

N o= (N4, 5N oV,

wobei + und x” die natiirliche Addition bzw. Multiplikation auf N sind und 0 := 0, iV := 1.
Entsprechend kénnen wir oa,-Strukturen Z, Q, R mit Universum Z, Q, R definieren.

Beispiel 5.8 (Graphen und Baume). Sei 0Graph 1= {E}, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol
ist. Jeder gerichtete Graph bzw. gerichtete B.aum (V,E) lasst sich als ograph-Struktur A =
(A, E*) mit Universum A :=V und Relation E* := E auffassen.

Beispiel 5.9 (Ordnungen). Sei 0o.q := {<}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol ist. Jeder
Praordnung, partiellen Ordnung oder linearen Ordnung < auf einer Menge A entspricht eine

oora-Struktur

mit < 2 =<.
Frage: Wann sind zwei o-Strukturen 21 und 9 “prinzipiell gleich” (Fachbegriff: isomorph)?
Antwort: Falls 8 aus 2 entsteht, indem man die Elemente des Universums von 2 umbenennt.

Analog zum Begriff der Isomorphie von Graphen (Definition 4.25) wird dies durch folgende
Definition prézisiert:
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Definition 5.10. Sei o eine Signatur und seien 2l und B zwei o-Strukturen. 2 und B heiflen
isomorph (kurz: 2 = 9B, in Worten: 2 ist isomorph zu B), falls es eine bijektive Abbildung
m: A — B gibt, fir die gilt:

« fiir jedes Relationssymbol R € o, fiir r := ar(R) und fiir alle ~Tupel (ay, ..., a,) € A" gilt:

(a1,...,ay) e R — (ﬂ(al),...,w(ar)) € R®.

o fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o gilt:

e fiir jedes Funktionssymbol f € o, fiir r := ar(f) und fiir alle r-Tupel (ay,...,a,) € A" gilt:
W(fm(al, .. ,a,.)) = f% (71'((11)7 .. ,Tl'(a,,«)).

Eine solche Abbildung 7 wird Isomorphismus von 2l nach B genannt.
Beispiel 5.11.

(a) Ist A ={1,2,3,4}, B = {6,7,8,9}, und sind < und <% die natiirlichen linearen Ordnungen
auf A und B, so sind die beiden og,q-Strukturen 2 = (A, Sm) und B = (B, E%) isomorph.

Skizze:
A: B:
TG a‘é"'@ 0

Allgemein gilt: Sind A und B endliche Mengen mit |A| = |B| und sind <™ und <7 lineare
Ordnungen auf 2A = (A4, Sm) und B = (B, é%), so ist A = 9B, und die Abbildung 7, die das
(bzgl. gm) kleinste Element in A auf das (bzgl. é%) kleinste Element von B abbildet und,
allgemein, fir jedes i € {1,...,|A|} das i-kleinste Element in A (bzgl. Sm) auf das i-kleinste
Element in B (bzgl. ﬁ%) abbildet, ein Isomorphismus von 2l nach 5.

(b) Sind ﬁN und ﬁz die natiirlichen linearen Ordnungen auf N und Z, so sind die oopq-
Strukturen A := (N, §N) und Z := (Z, gz) nicht isomorph (kurz: N’ % Z).
Skizze:

N Z:

| | | | | | | | | |
I T T T T T T T T T
01 2 3.. ..=2-10 1 2 3 ..

(c) Seio:={f , ¢}, wobei f ein 2-stelliges Funktionssymbol und ¢ ein Konstantensymbol ist. Sei
A = (A, f2,¢%), wobei
¢« A =N
7% = " die Addition auf N
e ¢ := OV die natiirliche Zahl 0 ist
und sei B = (B,f%,é%), wobei
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e B := {2":n € N} die Menge aller Zweierpotenzen
e f®: B x B — B die Funktion mit

fB(b1,by) := by -by, fa. by,byeB

e ¢® =1 =20¢B.

Dann gilt: 2 = B, und die Abbildung 7: A — B mit n(n) := 27, fa. n € N, ist ein
Isomorphismus von 2 nach 98, denn:

o 7 ist eine bijektive Abbildung von A nach B.

o Fiir das Konstantensymbol ¢ € o gilt:

L9 B
W(Cm) Defic 71'(0) Deéﬂ' 20 Def.:c C.%.

« Fiir das Funktionssymbol f € o und fiir alle (a1,aq) € A2 gilt:

. 9l _
ﬂ-(fgl(alv a2)) Defif 7T(a1 + a,2) Deé 2(l1+a2

und
De_f T

f% (71’((11)77'((0,2)) = f‘B(2a172a2)

Def:]éB 20,1 _20,2 — 2a1+a2.

Also: 7(f*(a1,a2)) = f®(m(a1), 7(az)). Somit ist 7 ein Isomorphismus von 2 nach 9B.
Wir wissen nun, iiber welche Objekte Formeln der Logik erster Stufe “reden” kénnen: iiber

o-Strukturen, wobei o eine Signatur ist. Als néichstes legen wir die Syntax der Logik erster Stufe
fest.

5.3 Syntax der Logik erster Stufe
Die Logik erster Stufe ibernimmt, verdndert und erweitert die Syntax der Aussagenlogik.

e Was gleich bleibt:

— Alle Junktoren —, A, V, —, «» werden libernommen.

o Was sich verdndert:

— Variablen stehen nicht mehr fiir “wahre” oder “falsche” Aussagen, sondern fiir Ele-
mente im Universum einer o-Struktur.

— Variablen sind keine atomaren Formeln mehr.

e Was neu hinzukommt:
— Es gibt Quantoren 3 (fiir “es existiert”) und V (fir “fiir alle”).

— Es gibt Symbole fiir Elemente aus der Signatur o.
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Definition 5.12 (Variablen und Alphabet der Logik erster Stufe).

(a) Eine Individuenvariable (kurz: Variable) hat die Form v;, fiir ¢ € N.

Die Menge aller Variablen bezeichnen wir mit VAR, d.h. VAR = {v; : i € N}.

(b) Sei o eine Signatur. Das Alphabet A, der Logik erster Stufe iiber o besteht aus:

e den Variablen in VAR

e den Symbolen in o

o den Quantoren 3 (Existenzquantor) und V (Allquantor)

e dem Gleichheitssymbol =

e den Junktoren —, A, V, —, <

e den Klammern (, ) und dem Komma ,

D.h.
A, = VAR U o U {3V} U {=} U {A,V,—,<,(,)} U {,}.

Definition 5.13 (Terme der Logik erster Stufe). Sei o eine Signatur. Die Menge T, der o-Terme
ist die folgendermafen rekursiv definierte Teilmenge von A}:

Basisregeln:
e Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist ¢ € Ty,.
o Fiir jede Variable z € VAR ist z € T,.
Rekursive Regeln:

o Fiir jedes Funktionssymbol f € o und fiir r := ar(f) gilt: Sind t; € T, ..., t,. € T,, so ist
auch f(t1,...,t.) € T,.

Beispiel 5.14. Sei 0 = {f, ¢} die Signatur aus Beispiel 5.11(c), die aus einem 2-stelligen Funk-
tionssymbol f und einem Konstantensymbol ¢ besteht.

Folgende Worte aus A} sind o-Terme:

¢, w1, f@ee), f(ewo), f(é f(évo)).

Folgende Worte sind keine o-Terme:

07 f(O,C)a f("l)o,é,'l}l), fm(2ﬂ3)

Definition 5.15 (Formeln der Logik erster Stufe). Sei o eine Signatur. Die Menge FO[o] aller
Formeln der Logik erster Stufe iiber der Signatur o (kurz: FO[o]-Formeln; FO steht
fiir die englische Bezeichnung der Logik erster Stufe: first-order logic) ist die folgendermafien
rekursiv definierte Teilmenge von A¥:

Basisregeln:

e Fiir alle o-Terme ¢; und t¢5 in T, gilt:

t1=ty, € FO[J]

« Fiir jedes Relationssymbol R € o, fiir r := ar(R) und fiir alle o-Terme t1,...,t, in T, gilt:

R(ti,...,t;) € FO[o].
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atomare Bemerkung. FO[o]-Formeln der Form t;=t5 oder R(ty,...,t,) heifien atomare o-Formeln.
o-Formeln
Rekursive Regeln:

o Ist ¢ € FO[o], so auch —¢ € FO[o].

e Ist ¢ € FO[o] und ¢ € FO[o], so ist auch
— (¢ A1) € FO[o]
— (pVy) € FO[o]
— (p— 1) € FOlo]
— (p =) € FOlo].

e Ist p € FO[o] und ist € VAR, so ist auch
— Jzyp € FO[o]
- Vzo € FO[o].

Beispiel 5.16.

(a) Seio = { f,é} die Signatur aus Beispiel 5.11(c), die aus einem 2-stelligen Funktionssymbol
f und einem Konstantensymbol ¢ besteht.
Folgende Worte aus A% sind FO[o]-Formeln:

e f(vo,v1)=¢ (atomare o-Formel)
L] V’UQ f(?]g, C.)ivg
o —Jusg(f(vs,v3)=v3 A —w3=¢)
Folgende Worte sind keine FO[o]-Formeln:
i (f.(vo,vl)ié)
. (VUQ (f(vg, C.)ivg)>
e 3¢ f(vo, ) =g

(b) Sei oGraph = {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol besteht. Folgendes
ist eine FO[ograph]-Formel:

V'U()V’Ul ((E(’Uo, ’01) A E(’Ul, ’Uo)) — ’Uoi’Ul) .

Intuition zur Semantik: In einem Graphen 2 = (A, E%) sagt diese Formel folgendes aus:

“flir alle Knoten ag € A und
fiir alle Knoten a; € A gilt: )
falls (ag,a;) € E* und (a1, ag) € E*, so ist ag = a1.”

Die Formel sagt in einem Graph 20 = (A, EQ[) also gerade aus, dass die Kantenrelation E*
antisymmetrisch ist (vgl. Definition 4.64). D.h.: Ein Graph 2 = (A, E*) erfiillt die Formel
genau dann, wenn die Kantenrelation £ antisymmetrisch ist.

Notation 5.17.

e Statt mit vy, v1, v, ... bezeichnen wir Variablen oft auch mit z,y, z, ... oder mit Varianten
wie /91, Y2, . . ..
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o Fiir gewisse 2-stellige Funktionssymbole wie +, X € oa, oder < € 00pq verwenden wir
Infix- statt Prifixschreibweise und setzen Klammern dabei auf natiirliche Weise, um
die eindeutige Lesbarkeit zu gewihrleisten.

Beispiel: An Stelle des (formal korrekten) Terms x (+(,y), z) schreiben wir (z+y)x 2. An
Stelle der (formal korrekten) atomaren Formel <(z,y) schreiben wir x<y.

Wir wissen nun, welche Zeichenketten (iiber dem Alphabet A,) FO[o]-Formeln genannt wer-
den (Syntax). Bevor wir die formale Definition der Semantik angeben, betrachten wir zunéchst
einige Beispiele, um ein “intuitives Verstandnis” der Semantik zu bekommen.

5.4 Beispiele zur Semantik der Logik erster Stufe

Beispiel 5.18 (gerichtete Graphen). Sei ograpn = { £}, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol
ist.

(a) Die FO[oGrapn]-Formel ' .
¢ = Vavy(E(z,y) — By, z))

besagt:

“Fir alle Knoten = und fiir alle Knoten y gilt: Falls es eine Kante von x nach y
gibt, so gibt es auch eine Kante von y nach x.”

Fiir jeden Graphen 2 = (A, E%) gilt daher:
A erfilllt ¢ <= E% ist symmetrisch.

Umgangssprachlich sagen wir auch: “Die Formel ¢ sagt in einem Graphen 2 aus, dass
dessen Kantenrelation symmetrisch ist.”

(b) Die folgende FO[oGrapn]-Formel driickt aus, dass es von Knoten = zu Knoten y einen Weg
der Lange 3 gibt:

o(z,y) = 321322<(E(x, 21) A E(z1, 22)) A E(22, y))
(c) Die FO[oGraph]-Formel
VaVydz1dzo ((E(x, 21) A E(z, 22)) A E(z, y))

sagt in einem Graphen 2l aus, dass es zwischen je 2 Knoten einen Weg der Linge 3 gibt.

Beispiel 5.19 (Verwandtschaftsbeziehungen). Um Verwandtschaftsbeziechungen zu modellieren,
kénnen wir die Symbolmenge o benutzen, die aus den folgenden Symbolen besteht:

o 1-stellige Funktionen Vater, Mutter
(Bedeutung: z= Vater(y) besagt “z ist der Vater von y”.)

o 2-stellige Relationen Geschwister, Vorfahr

(Bedeutung: Geschwister(z,y) besagt, dass x und y Geschwister sind; Vorfahr(x,y) besagt,
dass  ein Vorfahr von y ist.)
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Teilformel

gebunden

frei

Generelles Wissen iiber Verwandtschaftsbeziehungen ldsst sich durch Formeln der Logik erster
Stufe repréisentieren, beispielsweise:

“Personen mit gleichem Vater und gleicher Mutter sind Geschwister”:

VxVy(( Vater(z)= Vater(y) A Mu.tter(x)iMu'tter(y)) — Geschwister(z, y))
“Eltern sind gerade die unmittelbaren Vorfahren”:
VaVy ((x: Vater(y) v xiMu.tter(y))
— (Vorfahr(z, y) A =3z ( Vorfahr(z, z) A Vorfahr(z, y))))
“Die Relation Vorfahr ist transitiv”:

VxVsz(( Vorfahr(z,y) A Vorfahr(y, z)) — Vorfahr(z, z))

Die folgende Formel ¢(z,y) besagt, dass 2 Tante oder Onkel von y ist:

o(z,y) = EIz(Gescliwz’ster(a:, 2) A (2= Vater(y) Vv ziMu.tter(y))).
Die folgende Formel 1 (x) besagt, dass z Vater von genau 2 Kindern ist:

P(z) = FyJyo (((m: Vater(y,) A x= ther(yg)) A =i iyz)

AVz(z= Vater(z) — (z=y; V ziyg))).

5.5 Semantik der Logik erster Stufe

Um die formale Definition der Semantik der Logik erster Stufe angeben zu kénnen, benétigen
wir noch folgende Begriffe:

Notation 5.20.

1. Eine Formel 1 ist Teilformel einer Formel ¢, wenn 9 als Teil-Wort in ¢ vorkommt.

Beispiel: ¢ := f(vo, vy)=¢ ist Teilformel der Formel Jug f(vg, vy)=¢.

2. Ist ¢ eine Formel und x eine Variable, so heifit jedes Vorkommen von z in einer Teilformel
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Beispiel:

Q= (f(vo,c')ivg/\Elvof(vg,vl)ié)

N T

freies Vorkommen freies Vorkommen gebundene Vorkommen freies Vorkommen
von vg in ¢ von vs in @ von vg in ¢ von v; in

3. Die Menge frei(y) aller freien Variablen einer FO[o]-Formel ¢ besteht aus allen Variablen, frei(y)
die mindestens einmal frei in ¢ vorkommen. freien Variablen

Beispiel:
. flrel(f(vo7 =v3) = {vo, vs}
. frel(Evof Uo,vl fC) = {u1}
. frel( vp, ¢)=v3 A g f(UO»U1> ) = {vo, vs,v1}

4. Eine FO[a}—Formel ¢ heiBt Satz (genauer: FO[o]-Satz), falls sie keine freien Variablen Satz
besitzt, d.h. falls frei(yp) = @.

Definition 5.21 (Belegung und Interpretation).

(a) Eine Belegung in einer o-Struktur 2 = (A, ) ist eine partielle Funktion § von VAR nach  Belegung
A (d.h. B ordnet jeder Variablen = € Def(8) ein Element §(z) aus dem Universum von 2
zu).

(b) Eine Belegung f ist eine Belegung fiir eine FO[o]-Formel ¢ (bzw. passend zu ¢), wenn  Belegung fiir eine
frei(p) C Def(5). FO[o]-Formel ¢

(c) Eine o-Interpretation ist ein Paar passend zu ¢

o-Interpretation

T = (Ap)
bestehend aus einer o-Struktur 2 und einer Belegung § in 2. Z = (2, 3) ist eine Interpre-
tation fiir eine FOJ[o]-Formel ¢ (bzw. passend zu ¢), wenn 3 passend zu ¢ ist. Interpretation

fiir eine
Definition 5.22 (Semantik von o-Termen). Sei o eine Signatur. Rekursiv tiber den Aufbau FO[o]-Formel

von T, definieren wir eine Funktion [-]', die jedem o-Term ¢ € T, und jeder o-Interpretation
T = (2, 3), so dass Def(3) jede in t vorkommende Variable enthiilt, einen Wert [t]Z € A zuordnet:
o Fiir alle x € VAR ist [2]% = B(x).
o Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist [¢] = ¢*.

« Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir r := ar(f) und fiir alle o-Terme tq,...,t,. € T, gilt:
[t t))F = ([0 T D).
Beispiel 5.23. Sei 0 = {f, ¢} und sei A = (4, f2,¢%) mit
« A =
o 2= 1V die Addition auf N

o % := (V die natiirliche Zahl 0
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wie im Beispiel 5.11(c). Sei (8 eine Belegung mit $(v1) = 1 und B(v2) = 7. Und sei Z := (2, 3).
Sei t der Term f(vg, f(vl,c')). Dann gilt:

[t1* = [f (v2, f(v1, )"
= P2 (Lool®, [ (01, D7)
7 pade et Ll 4 [, OFF
= Bvz) + f2([vr]*. [e17)
= B(v2) + ([vi]* + [e]*)
= B(v2) + (B(v1) + ¢*)
Def. B:und o 74 (1 n 0)
= 8.
Notation 5.24.
e Ist 3 eine Belegung in einer o-Struktur 2, ist x € VAR und ist a € A, so sei
2
die Belegung mit Def(3%) := Def(3) U {x}, die fiir alle y € Def(3%) definiert ist durch

a _aq falls y = =
ﬁ;(y) o {ﬂ(y) sonst.

o Ist T = (2, 3) eine o-Interpretation, ist 2 € VAR und ist a € A, so sei
a a
I— = (AU,0-).
T T

Wir kénnen nun (endlich) die formale Semantik der Logik erster Stufe festlegen.

Definition 5.25 (Semantik der Logik erster Stufe). Sei o eine Signatur. Rekursiv iiber den
Aufbau von FO[o] definieren wir eine Funktion [-]', die jeder FO[o]-Formel ¢ und jeder zu

Wahrheitswert ¢ passenden Interpretationen Z = (2, 3) einen Wahrheitswert (kurz: Wert) [¢]Z € {0,1}
zuordnet:

Rekursionsanfang:
o Fiir alle o-Terme t; und t5 in T, gilt:

[[tl itg]]z = {

1, falls Htl]]z = [[tg]]I
0, sonst.
o Fiir jedes Relationssymbol R € o, fiir r := ar(R) und fiir alle o-Terme t1,...,t, in T, gilt:

1, falls ([t1]%, ..., [t.]%) € R®
0, sonst.

[R(t1,...,t)]* = {
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Rekursionsschritt:
e Die Semantik der Junktoren —, A, V, —, <« ist wie in der Aussagenlogik definiert — bei-

spielsweise ist fur ¢ € FO[o] und ¢ € FO[o]:

1, falls [¢]* =1 und [¢]* =1
0, sonst.

[(p A)]F = {

o Ist ¢ € FO[o] und ist 2 € VAR, so ist

1, falls es (mindestens) ein a € A gibt, so dass [¢]*+ = 1
[B2 o]
E =
4 0, sonst.
[z o] % 1, falls fiir alle a € A gilt: [¢]%F =1
— [Vx =
4 0, sonst.

Beispiel 5.26. Sei 0graph = F die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E besteht.
Betrachte die FO[o]-Formel

p = Vavy(E(z,y) — E(y,z)).
Sei /A die ograph-Struktur, die den gerichteten Graphen
[
1

3

reprasentiert, d.h. A = (A, F%) mit A = {1,2,3} und E* = {(1,2),(2,1),(2,3)}. Sei 3 die
Belegung mit leerem Definitionsbereich und sei Z := (2, ). Dann gilt:
[¢]F = 1 <= fiir alle a € A gilt: [[Vy(E(x,y) — E(y,x))]}I% =1
<= fir alle a € A gilt:
fiir alle b € A gilt: [[(E(a:,y) — E(y,x))ﬂz%% =1
<= fiir alle o € A und alle b € A gilt:
falls [[E(x,y)]}z%% =1, so auch [[E(y@)]]z%% =1
<= fiir alle a € A und alle b € A gilt:
falls (a,b) € E¥, so auch (b,a) € E*
< FE% ist symmetrisch, vgl. Def. 4.64.

Da in unserem konkreten Graphen I fiir ¢ = 2 und b = 3 gilt: (a,b) € E%, aber (b,a) ¢ B, ist
hier [o] = 0.

Notation 5.27. Sei o eine Signatur und sei ¢ eine FO[o]-Formel.

o Ist Z = (2, 3) eine zu ¢ passende o-Interpretation, so sagen wir “Z erfiillt ¢” (bzw. “Z
ist ein Modell von ¢”, kurz: Z |= ¢), falls [¢]* = 1.

e Ist ¢ ein Satz (d.h. ¢ hat keine freien Variablen), so hingt die Tatsache, ob ¢ von einer
Interpretation Z = (2, 3) erfiillt wird, nur von der Struktur 2 und nicht von der Belegung
B ab. An Stelle von “Z |= ¢” schreiben wir dann kurz “2 = ¢” und sagen “die o-Struktur
2 erfiillt den Satz ¢.”
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erfullbar

unerfullbar

allgemeingiiltig

1 folgt aus ¢

5.6 Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit, Folgerung und
Aquivalenz
Definition 5.28. Sei o eine Signatur und sei ¢ eine FO[o]-Formel.

(a) ¢ heifit erfiillbar, wenn es (mindestens) eine zu ¢ passende o-Interpretation Z gibt, die ¢
erfiillt.

(b) ¢ heifit unerfiillbar, wenn ¢ nicht erfiillbar ist.
(¢) ¢ heifit allgemeingiiltig, wenn jede zu ¢ passende o-Interpretation ¢ erfiillt.

Beispiel 5.29. Sei 0graph = {E} die Si.gnatur7 die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E
besteht. Die FO[oGraph|-Formel ¢ := Vy E(x,y) ist erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig, denn:

Sei 2 := (A, E%) der gerichtete Graph

1 2

und sei 8 die Belegung mit 3(x) = 1. Dann erfllt die Interpretation (2, 8) die Formel ¢. Somit
ist ¢ erfiillbar. .
Andererseits gilt fiir den Graphen B := (B, E®)

Y

1 2

und die Belegung 8 mit S(x) = 1, dass die zu ¢ passende o-Interpretation Z := (8B, 3) die Formel
¢ nicht erfiillt (d.h. [¢]* = 0), denn:

[¢]Z =1 <= Fir jedes b € B gilt: [E(z,y)]*v =1
b b .
<= Fiir jedes b € B gilt: (8—(x), 8-(y)) E®
Y Y
= Fiir jedes b € B gilt: (1,b) € E®.

Aber fiir b := 1 gilt: (1,1) ¢ E®, und daher ist [¢]* = 0. Z ist also eine zu ¢ passende o-
Interpretation, die ¢ nicht erfiillt. Somit ist ¢ nicht allgemeingiiltig.

Beobachtung 5.30. Fiir alle Formeln ¢ der Logik erster Stufe gilt:
(a)  ist allgemeingiiltis <= - ist unerfiillbar.

(b) ¢ ist erfillbar <= - ist nicht allgemeingiiltig.
Beweis: Ubung. O

Definition 5.31 (semantische Folgerung). Sei o eine Signatur und seien ¢ und ¢ zwei FO[o]-
Formeln. Wir sagen ¢ folgt aus ¢ (kurz: ¢ | 9, “¢ impliziert ¢”), falls fiir jede zu ¢ und ¢
passende Interpretation 7 gilt:

Falls ZTkF¢ , soauch T k4.
~—— N——
d.h. [¢]*F =1 d.h. [9]F =1
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Definition 5.32 (logische Aquivalenz). Sei o eine Signatur. Zwei FO[o]-Formeln ¢ und v heifien
dquivalent (kurz: ¢ = 1), wenn fiir jede zu ¢ und 1) passende o-Interpretation 7 gilt:

7 erfiillt ¢ <= 7T erfillt 9.
Beobachtung 5.33. Sei o eine Signatur und seien ¢ und ¢ zwei FO[o]-Formeln. Es gilt:
(@) =7 <= oY undy o
(b) ¢ =19 < (¢ < ) ist allgemeingiiltig.
(c) p Ev¥ <= (p — 1) ist allgemeingiiltig.
Beweis: Ubung. O

5.7 Grenzen der Logik erster Stufe

In Beispiel 5.18 und 5.19 haben wir viele Beispiele fiir umgangssprachliche Aussagen kennenge-
lernt, die man durch Formeln der Logik erster Stufe beschreiben kann (siehe auch die Aufgaben
zu diesem Kapitel). Es gibt allerdings auch Aussagen, die nicht in der Logik erster Stufe forma-
lisiert werden konnen:

Satz 5.34. Sei 0graph i= {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E besteht.
Es gilt:

(a) Es gibt keinen FO[o Grapn|-Satz ¢, so dass fir jeden gerichteten Graphen A = (A, E%) gilt:
A erfullt ¢ < A ist azyklisch (vgl. Definition 4.14).
(b) Es gibt keine FO|[o Grapn]-Formel 1 mit freien Variablen x und y, so dass fiir jeden gerichteten
Graphen A = (A, E*) und jede zu ¢ passende Belegung 3 in U gilt:
(A, B) erfillt v < es gibt in A einen Weg von Knoten B(x) zu Knoten B(y).

Einen Beweis dieses Satzes konnen Sie in der Vorlesung “Logik in der Informatik” kennenlernen.

5.8 Ein Anwendungsbereich der Logik erster Stufe:
Datenbanken

Relationale Datenbanken bestehen aus Tabellen, die sich als Relationen auffassen lassen.
Datenbanken lassen sich daher als Strukturen {iber einer passenden Signatur auffassen. Die in
der Praxis gebrauchlichste Datenbankanfragesprache ist SQL. Der “Kern” von SQL basiert auf
der Logik erster Stufe, die in der Datenbankterminologie oft auch “relationaler Kalkiil” (engl.:
“relational calculus”) bezeichnet wird.

Zur lustration von Anfragen verwenden wir eine kleine Datenbank mit Kinodaten, bestehend
aus:

o einer Tabelle Orte, die Informationen {iber Kinos (Kino, Adresse, Telefonnummer) enthélt,
o eciner Tabelle Filme, die Informationen iiber Filme enthélt (Titel, Regie, Schauspieler).

o eine Tabelle Programm, die Informationen zum aktuellen Kinoprogramm enthélt (Kino,
Titel, Zeit).

131

dquivalent



Orte-Tabelle:

Kino Adresse Telefon
Babylon Dresdner Str. 2 61609693
Casablanca Friedenstr. 12 6775752
Cinestar Cubix Alexanderplatz Rathausstr. 1 2576110
Die Kurbel Giesebrechtstr. 4 88915998
Filmpalast Berlin Kurfiirstendamm 225 | 8838551
International Karl-Marx-Allee 33 24756011
Kino in der Kulturbrauerei Schonhauser Allee 36 | 44354422
Moviemento Kottbusser Damm 22 | 6924785
Filme-Tabelle:
Titel Regie Schauspieler
Capote Bennet Miller Philip Seymour Hoffman
Capote Bennet Miller Catherine Keener

Das Leben der Anderen
Das Leben der Anderen
Der ewige Géartner
Der ewige Gértner
Good Night and Good Luck
Good Night and Good Luck
Knallhart
Knallhart
Raumpatrouille Orion — Riicksturz ins Kino
Raumpatrouille Orion — Riicksturz ins Kino
Raumpatrouille Orion — Riicksturz ins Kino
Raumpatrouille Orion — Riicksturz ins Kino
Raumpatrouille Orion — Riicksturz ins Kino
Raumpatrouille Orion — Riicksturz ins Kino
Requiem
Sommer vorm Balkon
Sommer vorm Balkon
Sommer vorm Balkon
Syriana
Syriana
V wie Vendetta
Walk the Line
Walk the Line

F. Henkel von Donnersmarck
F. Henkel von Donnersmarck
Fernando Meirelles
Fernando Meirelles
George Clooney
George Clooney
Detlev Buck
Detlev Buck
Michael Braun
Theo Mezger
Michael Braun
Theo Mezger
Michael Braun
Theo Mezger
Hans-Christian Schmid
Andreas Dresen
Andreas Dresen
Andreas Dresen
Stephen Gaghan
Stephen Gaghan
James McTeigue
James Mangold
James Mangold

Martina Gedeck
Ulrich Tukur
Ralph Fiennes
Rachel Weisz
David Strathairn
Patricia Clarkson
Jenny Elvers
Jan Henrik Stahlberg
Dietmar Schonherr
Dietmar Schoénherr
Eva Pflug
Eva Pflug
Wolfgang Vélz
Wolfgang Voélz
Sandra Hiiller
Nadja Uhl
Inka Friedrich
Andreas Schmidt
George Clooney
Matt Damon
Natalie Portman
Joaquin Phoenix
Reese Witherspoon
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Programm-Tabelle:

Kino Titel Zeit

Babylon Capote 17:00

Babylon Capote 19:30

Kino in der Kulturbrauerei Capote 17:30
Kino in der Kulturbrauerei Capote 20:15
International Das Leben der Anderen 14:30
International Das Leben der Anderen 17:30
International Das Leben der Anderen 20:30
Filmpalast Berlin Good Night and Good Luck 15:30
Filmpalast Berlin Good Night and Good Luck 17:45
Filmpalast Berlin Good Night and Good Luck 20:00
Kino in der Kulturbrauerei Good Night and Good Luck 18:00
Kino in der Kulturbrauerei Good Night and Good Luck 20:00
Kino in der Kulturbrauerei Good Night and Good Luck 22:45
Babylon Sommer vorm Balkon 21:45

Kino in der Kulturbrauerei Sommer vorm Balkon 21:45
Filmmuseum Potsdam Raumpatrouille Orion — Riicksturz ins Kino | 22:00

Fiir eine geeignete Signatur okin, konnen wir diese Datenbank durch eine okino-Struktur Axine
folgendermaflen modellieren: Die Signatur okin, besteht aus:

e einem 3-stelligen Relationssymbol Orte

einem 3-stelligen Relationssymbol Filme

einem 3-stelligen Relationssymbol Programm

Konstantensymbolen ’Balfylon’, 'Casablanca’, . .

., ’Ca;boteﬁ 'Das Leben der Anderen’, ...

usw. — d.h. fiir jeden Eintrag c in der Beispieldatenbank gibt es ein Konstantensymbol ’¢’.

Die okino-Struktur Axin, hat das Universum

Axino = {Babylon, Casablanca, Cinestar Cubix am Alexanderplatz, ...,

Dresdner Str. 2, Friedenstr. 12,...,61609693, ..., Capote, ..., 22:00},

die 3-stelligen Relationen

Orte™ ™ = {(Babylon, Dresdner Str. 2,61609693),
(Casablanca, Friedenstr. 12,6775752),

(Moviemento, Kottbusser Damm 22, 6924785)},

Pilme" ™ = {(Capote, Bennet Miller, Philip Seymour Hoffman),
(Capote, Bennet Miller, Catherine Keener),

(

ngmmmﬁlmm := {(Babylon, Capote, 17:00),

alk the Line, James Mangold, Reese Witherspoon)},
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(Babylon, Capote, 19:30),
(Kino in der Kulturbrauerei, Capote, 17:30),

)

sowie fiir jedes in okino, vorkommende Konstantensymbol ¢’ die Konstante @ Kine = ¢ (d.h.:

’Bab:ylon’mKino = Babylon,
'Capote’xine = Capote,
'George Clooney® i = George Clooney
usw. Anfragen an die Kinodatenbank lassen sich auf unterschiedliche Art formulieren:
Beispiel 5.35. Eine Anfrage an unsere Kinodatenbank:
“Gib die Titel aller Filme aus, die um 20:30 Uhr laufen.”
In der Datenbankanfragesprache SQL l&sst sich dies folgendermaflen formulieren:

SELECT Titel
FROM Programm
WHERE Zeit = ’20:30’

Dieselbe Anfrage lasst sich auch durch die folgende Formel der Logik erster Stufe beschreiben:
PFilme um 20:30 Uhr (:L'T) = EIxK PT’Og’I.“Cme(SUK, xT, ;2030 7)'
Notation 5.36. Sei o eine Signatur und seien z1,...,x, Variablen.

o Die Notation ¢(x1, ..., z,) deutet an, dass ¢ eine FO[o]-Formel mit frei(¢) = {x1,..., 2}
ist, d.h. dass z1,...,z, diejenigen Variablen sind, die in ¢ frei vorkommen.

o Ist p(x1,...,z,) eine FO[o]-Formel, ist 2 eine o-Struktur und sind a4, . . ., a, € A Elemente
im Universum von 2, so schreiben wir

2 ': (p[ala"'aanL

um auszudriicken, dass fiir die Belegung 8: {x1,...,2,} — Amit 8(x1) = aq, ..., B(z,) =
an gilt:
&,0) = e
Definition 5.37. Sei o eine Signatur, ¢(z1,...,2,) eine FO[o]-Formel und 2 eine o-Signatur.

Die von ¢ in 2 definierte n-stellige Relation ist
) = {(a1,...,an) € A" : A = plar, ..., an]}.

Beispiel 5.38. Die FO[okino]-Formel ¢riime um 20:30(zT) aus Beispiel 5.35 definiert in unserer
Kinodatenbank ki, die 1-stellige Relation:

©Filme um 20:30(Ykino) = {(Das Leben der Anderen),
(Good Night and Good Luck)}.
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Darstellung als Tabelle:

Filme um 20:30 Uhr: Titel
Das Leben der Anderen
Good Night and Good Luck

Beispiel 5.39. Die Anfrage

“Gib Name und Adresse aller Kinos aus, in denen ein Film lauft, in dem George
Clooney mitspielt oder Regie gefiihrt hat.”

lasst sich folgendermaflen formulieren:
In SQL:

SELECT Orte.Kino, Orte.Adresse

FROM Orte, Filme, Programm

WHERE Orte.Kino = Programm.Kino AND
Filme.Titel = Programm.Titel AND
(Filme.Schauspieler = ’George Clooney’ OR
Filme.Regie = ’George Cloomney’)

In Logik erster Stufe:

¥PKinos mit George Clooney(zKa IA) =
Fx eIz 3IT7 ((O%'te(xK, TA, TTel) A Progfamm(xK, T, mz)) A
(HxR Filme(zr, xR, 'George Clooney’) V
Jas Filme(xr, 'George Clooney’, xs)))
In unserer konkreten Kinodatenbank ki, liefert diese Formel die 2-stellige Relation:

PKinos mit George Clooney (UKino) = {(Filmpalast Berlin, Kurfirstendamm 225),
(Kino in der Kulturbrauerei, Schénhauser Allee 36)}.

Darstellung als Tabelle:

Kinos mit George Clooney: Kino Adresse
Filmpalast Berlin Kurfirstendamm 225
Kino in der Kulturbrauerei | Schénhauser Allee 36

Datails zum Thema Datenbanken und Datenbankanfragesprachen kénnen Sie in den Vorlesun-
gen “Datenbanksysteme I und II” und “Logik und Datenbanken” kennenlernen.

5.9 Ubungsaufgaben zu Kapitel 5

Aufgabe 5.1. Sei 0 = {B, S, F, Nachfolger, letéter} eine Signatur, wobei B, S, F 1-stellige Re-
lationsymbole, Nachfolger ein 1-stelliges Funktionssymbol und [letzter ein Konstantensymbol ist.
Sei 2 eine o-Struktur mit A = {1,2,...,34} und letzter = 34, so dass fiir alle a € A gilt:
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e a € BY «— FC Bayern Miinchen ist Tabellenfithrer an Spieltag a
e a€S% — FC Schalke 04 ist Tabellenfithrer an Spieltag a

e a € F* «— Eintracht Frankfurt ist Tabellenfiihrer an Spieltag a

a+1, fallsa€{l,2,...,33}
a, falls a = 34.

NaLch.folgerQ1 (a) = {

(a) Geben Sie FO[o]-Formeln an, die in 2 folgendes aussagen:
(i) Eintracht Frankfurt ist mindestens einmal Tabellenfiihrer.
(ii) Jede der drei Mannschaften ist mindestens einmal Tabellenfiihrer.
(iif) Sind die Bayern an einem Spieltag Erster, so werden sie auch Meister.
)

(iv) Schalke holt nicht den Titel, wenn sie bereits am vorletzten Spieltag Tabellenfiithrer
sind.

(b) Beschreiben Sie umgangssprachlich, was jede der folgenden FO[o]-Formeln in 2( aussagt:
(i) Va( -B(z) — (S(z)V F(z)) )
(ii) ﬁ3x< F(z) A ( F(Nachfolger(x)) A ( F(Nachfolger( Nachfolger(x))) A
—\Nachfolger(x)iletéter) ) )
(iii) ( —Em(S(x) A ﬁxiletéter) — =S(letzter) )
Aufgabe 5.2. Sei o = { f , R7 ¢} eine Signatur mit einem 2-stelligen Funktionssymbol f , einem
3-stelligen Relationsymbol R und einem Konstantensymbol ¢. Betrachten Sie die o-Struktur

A= (4, f* R* ™), wobei A ={0,1,2,3,4}, R* = {(0,3,4),(1,3,0), (4,2,3)}, ¢* = 3 und die
Funktion f#: A x A — A definiert ist durch

Al0 1 2 3 4
0|0 1 2 3 4
111 2 3 4 0
212 3 4 0 1
3013 4 0 1 2
414 0 1 2 3

Zum Beispiel gilt fm(273) =0 und f.gl(l, 3)=4.
Sei T = (A, 3) die Interpretation mit der Belegung 3: VAR — A, fiir die gilt: S(vy) = 2,
B(v1) =0, B(v2) =1, B(vs) =4, und B(v;) = 3 fiir alle ¢ > 4.

(a) Berechnen Sie [t;]% und [to]7 fiir

o t] = f?(]é_(vlylv5)ac.)
oty = F(F(e flva,8),01)

(b) Berechnen Sie [¢1]% und [p2]? fiir
o P = (R(’Ul,vg,f(vo,vg)) \ 31}0 R(’U(),UQ,U;),) )
o o = VUl(f(Ul,C')if(U%C') — 303(3(111702,113)Vf(vhvts)ivz;))

Aufgabe 5.3. In dieser Aufgabe sollen gerichtete Baume durch Strukturen iiber einer Signatur
mit einem 1-stelligen Funktionssymbol Elternknoten reprasentiert werden.
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(a) Beschreiben Sie, wie ein gegebener gerichteter Baum B = (V, E) durch eine Struktur iiber
der Signatur {Elternknoten} modelliert werden kann. Geben Sie die entsprechende Struktur
fiir den folgenden Baum an:

(B) O. ®
© ©® O @ (19
@ © O

(b) Geben Sie je eine Formel ¢(x) der Logik erster Stufe an, die ausdriickt, dass der Knoten z
(i) ein Blatt ist,
(ii) die Wurzel ist,
(iii) genau zwei Kinder hat.

Aufgabe 5.4. Seio := {E, P} eine Signatur mit einem 2-stelligen Relationssymbol E und einem
1-stelligen Relationssymbol P. Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln je eine o-Struktur an,
die die Formel erfillt, und eine, die die Formel nicht erfiillt:

(a) VszVz( (E(:E,y) /\E(y,z)) — E(:L',z) )
(b) vzvy( E(z,y) — ((P)A-P@) v (Pz)A-P@))) )

(c) ( VxVy(E(x,y) \/E(y,x)) A VxVy((E(x,y) A E(y,z)) — z=y) )

Aufgabe 5.5 (freie und gebundene Variablen). Bestimmen Sie fiir jede der folgenden {P,E,R,
f, g, ¢}-Formeln, welche Variablen gebunden und welche Variablen frei in der Formel vorkommen:

(@) (Pa) v ~(By.2) — f@)=i©) )
(b) Vx( f(m):g(y,m) vV 32E($,Q($7Z)) )
(c) (VyﬁE’(y,x) A 32(E(x,z)/\E(z,y))>

(@) 3avy3z( fy)=g(x.2) vV ~R(¢.2 f() )
Aufgabe 5.6 (Aquivalenz, Folgerung).

(a) Welche der folgenden Aussagen stimmen, welche stimmen nicht?
(i) Ve = —Fz—p

(i) 3z(pAY) E (Gze A Tzv)

(i) Bze A 3xy) E Jz(p )

(iv) 3z(pAY) = (Gze A Tzv)

(v) Va(p A) (Vzo A Vzu)
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(vi) Ve E Tz
(b) Beweisen Sie, dass Thre Antworten zu (ii), (iii) und (vi) aus (a) korrekt sind.
Aufgabe 5.7 (Datenbankanfragen). Betrachten Sie die Kinodatenbank ki, aus der Vorlesung.

(a) Berechnen Sie fiir jede der folgenden Formeln ; die Relation ¢;(2kino) und geben Sie um-
gangssprachlich an, welche Anfrage durch die Formel ¢; beschrieben wird:

p1(zk) = 3Jayz Progv."amm(xK, ‘Capote’, xz)
po(zg) = EImT( Jxr Fifme(xT, TR, xs) A JrgIry Progfamm(mK,xT,xz) )
p3(zT) = HacKsz( Progf“amm(xK, xr,Tz) A

Yyx Vyz (Programm(yk, v, yz) — yz=17) )

oq(xr, TR, TA) = ( Jxy, EIxTel(Progfamm(xK,xT,xz) A O}“te(xK,xA,xTel)) A

3zs Filme(xr, ‘George Clooney’, zs) )

(b) Finden Sie Formeln der Logik erster Stufe, die die folgenden Anfragen beschreiben:
(i) Gib die Titel aller Filme aus, die in mindestens zwei Kinos laufen.
(ii) Gib die Titel aller Filme aus, in denen George Clooney mitspielt, aber nicht selbst
Regie fiihrt.
Beachten Sie: Es kann sein, dass ein Film mehr als einen Regisseur hat, z.B. Raumpa-
trouille Orion — Riicksturz ins Kino.

(iii) Gib die Titel aller Filme aus, deren Schauspieler schon mal in einem Film von Stephen
Spielberg mitgespielt haben.
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6 Modellierung von Strukturen

In Kapitel 4 haben wir bereits Graphen und Baume als Moglichkeiten kennengelernt, mit denen
sich Objekte sowie Beziehungen zwischen je 2 Objekten gut modellieren lassen. In Kapitel 5.2
wurden Verallgemeinerungen davon eingefithrt, die so genannten o-Strukturen, wobei o eine
Signatur ist. Abgesehen von Graphen und Bdumen kann man damit beispielsweise auch die
natiirlichen (oder die rationalen) Zahlen mit arithmetischen Operationen +, x etc. modellieren
oder — wie in Kapitel 5.8 gesehen — auch relationale Datenbanken, die z.B. Informationen {iber
Kinofilme und das aktuelle Kinoprogramm enthalten. In Kapitel 6 werden wir nun zwei weitere
Kalkiile kennenlernen, mit denen man strukturelle Eigenschaften von Systemen beschreiben kann:
das Entity-Relationship-Modell und kontextfreie Grammatiken.

6.1 Das Entity-Relationship-Modell

Das Entity-Relationship-Modell (kurz: ER-Modell) geht zuriick auf einen grundlegenden Artikel
von P.P. Chen aus dem Jahr 1976:

P.P. Chen ,, The Entity-Relationship-Model — Towards a Unified View of Data.“ ACM
Transactions on Database Systems, Band 1, Nr. 1, Seiten 9-36, 1976.

Es wird heute praktisch als Standardmodell fir frithe Entwurfsphasen in der Datenbankentwick-
lung eingesetzt. Dariiber hinaus basiert auch die Spezifikationssprache UML (,,Unified Modeling
Language“), die zur Spezifikation von Strukturen und Beziehungen in Software-Systemen einge-
setzt wird, auf dem ER-Modell.

In dieser Vorlesung werden nur einige grundlegende Ziige des ER-Modells vorgestellt. Details
konnen Sie z.B. in der Veranstaltung ,,Datenbanksysteme I kennenlernen.

Das ER-Modell basiert auf den 3 Grundkonzepten

o Entity: ,zu modellierende Informationseinheit“ (deutsch: ,,Objekt“, ,Ding®, ,Entitat*)

o Relationship: zur Modellierung von Bezichungen zwischen Entities (deutsch: ,Bezie-
hung“, ,Relation®)

o Attribut: Eigenschaft von einem Entity oder einer Beziehung.
Genauer:

o Entity: Objekt der realen oder der Vorstellungswelt, iiber das Informationen zu speichern
sind (z.B. eine Vorlesungsveranstaltung, ein Buch oder eine/n Dozent/in). Auch Informa-
tionen iiber Ereignisse wie Klausuren kénnen Objekte im Sinne des ER-Modells sein.

o Entity-Typ (bzw. Entity-Menge): eine Zusammenfassung von Entities, die im Modell
als , gleichartig® angesehen werden (z.B. ,Vorlesung®, ,Buch®, Dozent/in“). Im Modell
steht ein Entity-Typ fiir die Menge aller in Frage kommenden Objekte dieser Art.
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Relationship o Relationship: Beziehung zwischen Entities (z.B. welche Dozenten/innen welche Vorlesun-
gen halten).

Attribut o Attribut: Eigenschaften von Entities oder Relationships (z.B. die ISBN eines Buchs, der
Titel einer Vorlesung oder die Semester, in denen Vorlesung X von Dozent/in Y gehalten
wird).

Beispiel 6.1. Abbildung 6.1 zeigt eine graphische Darstellung fiir eine Modellierung im ER-
Modell — im Beispiel geht es darum, Vorlesungen, Dozenten und fiir die Vorlesungen empfohlene

Biicher darzustellen.
(Semestep

Dozent/in @ Vorlesung

Email-Adresse

empfiehlt

Buch

1)

Abbildung 6.1: Ein ER-Modell, das Vorlesungen, Dozenten und fiir die Vorlesungen empfohlene
Biicher darstellt

o Entity-Typen werden als Rechtecke dargestellt (hier: Dozent/in, Vorlesung, Buch).

¢« Eigenschaften von Entities, sog. Attribute, werden durch Ellipsen dargestellt, die
mit dem Rechteck des zugehorigen Entity-Typs verbunden sind (im Beispiel hat jede/r
Dozent/in die Attribute ,Name*,  Fach® und ,Email-Adresse®).

Ein Attribut ordnet jeder Entity des entsprechenden Entity-Typs einen Wert zu. Ein At-

tribut, dessen Wert jedes Entity eindeutig bestimmt (z.B. die ISBN von Biichern), heift
Schliisselattribut Schliisselattribut. Um Schliisselattribute im ER-Modell explizit zu kennzeichnen, werden

sie unterstrichen. Auch mehrere Attribute zusammen kénnen einen Schliissel bilden, z.B.

Person

Ausweisnummer

Relationen-Typen o Typen von Relationships, sog. Relationen-Typen, werden durch Rauten dargestellt, die
mit den betreffenden Entity-Typen durch Striche verbunden sind (z.B. ist in Beispiel 6.1
sliest* ein Relationen-Typ, der angibt, welche/r Dozent/in welche Vorlesung liest).
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Allgemein gilt: Ein Relationen-Typ modelliert Beziehungen zwischen den Entities der be-
troffenen Entity-Typen. Ein n-stelliger Relationen-Typ R (fiir n > 2) verkniipft Enti-
ties aus n Entity-Typen Fy, ..., E,. Er wird graphisch représentiert durch

R

Ey E,

Eine konkrete Auspriagung des Relationen-Typs R ist eine Menge von n-Tupeln
(e1,...,en), wobei fur jedes i € {1,...,n} gilt: e; ist ein Entity des Entity-Typs E;.

o Auch Relationen-Typen konnen Attribute haben (z.B. hat der Relationen-Typ ,liest“ in
Beispiel 6.1 ein Attribut ,Semester”, das angibt, in welchen Semestern Dozent/in X die
Vorlesung Y hilt).

Allgemein gilt: Ein Attribut ordnet jedem Tupel des entsprechenden Relationen-Typs einen
Wert zu. Beispielsweise ordnet das Attribut ,Semester” jedem Tupel (X,Y) der ,liest“-
Relationen die Liste aller Semester zu, in denen Dozent/in X die Vorlesung Y halt.

o Fiir manche Relationen-Typen wird aus ihrem Namen und der graphischen Darstellung
zunachst nicht klar, welche Bedeutung die einzelnen Entity-Typen in der Relation haben
— insbesondere, wenn ein Entity-Typ mehrfach am Relationen-Typ beteiligt ist. Es kénnen
dann Rollennamen vergeben werden, etwa um die Beziehung ,,Person X ist Vorgesetzter
von Person Y darzustellen:

Vorgesetzter Mitarbeiter

Person

Beispiel 6.2. Man beachte die Auswirkung von Modellierungsentscheidungen beim Entwickeln
eines ER-Modells: Nutzt ein Reisebiiro das ER-Modell aus Abbildung 6.2, so besteht eine kon-
krete Auspragung des Relationen-Typs ,,gebucht fiir“ aus einer Menge von Tupeln (X,Y), die
angibt, dass Person X ein Ticket fiir Flug Y gebucht hat — und zwar zum Preis Preis(X,Y).
Insbesondere heifit dies aber, dass Passagier X fir Flug Y nicht zwei verschiedene Buchungen
getétigt haben kann. Wenn man solche ,,Mehrfachbuchungen® zulassen will, kann man das ER-
Modell aus Abbildung 6.3 benutzen.

Ein weiterer Bestandteil von ER-Modellen
Kardinalitdt von Relationen-Typen:

Relationen-Typen in der Form, wie wir sie bisher eingefiithrt haben, sagen iiber konkrete Aus-
pragungen nur aus, dass einige Entities aus den beteiligten Entity-Typen in der angegebenen
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: gebucht
Passagier iy Flug

Quame> s ) @

Abbildung 6.2: ER-Modell fiir ein Reisebiiro

Buchung
hat ist
gebucht
gebucht auf
Passagier Flug

Abbildung 6.3: ER-Modell fiir ein Reisebiiro mit ,,Mehrfachbuchungen*

Beziehung stehen kénnen. Oft will man aber genauere Angaben (bzw. Einschrinkungen) machen
— z.B. dass jeder Angestellte durch eine Relation des Relationen-Typs ,arbeitet in“ mit genau
einer Abteilung verbunden ist. Dies kann graphisch folgendermafien dargestellt werden:

11 ;
Angestellter (1.4 arbeitet Abteilung
in

Allgemein besagt ein Relationen-Typ der Form
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[m.n]

dass fiir jede konkrete Ausprigung dieses Typs gelten muss: Jedes Entity e der konkreten Aus-
pragung des Entity-Typs E kommt in mindestens m und héchstens n Tupeln vor.

Spezialfille fir [m,n]:
o [1,1] bedeutet: ,in genau einem Tupel*
o [0,1] bedeutet: ,in hochstens einem Tupel®

o [0, *] bedeutet: ,in beliebig vielen Tupeln®.
Die Angabe [0, ] wird oft auch einfach weggelassen.

Kurznotation fir 2-stellige Relationen-Typen:

bedeutet

[0.1] (0]

1

d.h.: ,jedes Entity a des Typs A kommt in héchstens einem Tupel von R vor, und jedes Entity
b des Typs B kommt in beliebig vielen Tupeln von R vor.

Beispiel 6.3.
(a)

(1]
Buch

&
g

bedeutet: ,,Jedes Buch wird von mindestens einer Person geschrieben.“

(b)

Termin Stundenplan Veranstaltung

¢

143



IST-Bezichung

bedeutet: ,Jeder Termin im Stundenplan ist mit héchstens einer Veranstaltung belegt .

(c)

belegt
mit
[0,3]
Raum Termin Veranstaltung

bedeutet: ,Jede Veranstaltung wird hochstens dreimal (pro Woche) angeboten.*

Noch ein Bestandteil von ER-Modellen:
Die IST-Beziehung (englisch ,jis-a“):

Der spezielle Relationen-Typ IST definiert eine Spezialisierungs-Hierarchie.

Bedeutung: Jedes Entity des Typs A ist auch ein Entity des Typs B (d.h. A ist eine Spezialisie-

rung des Typs B).
Manager @— Person

Graphische Darstellung:

Beispiel:

Abteilung

Allgemein gilt: Die Entities des Typs A ,,erben* alle Attribute von B und kénnen auflerdem noch
weitere Attribute haben, die spezielle ,, A-Figenschaften® beschreiben. Auch Schliisselattribute
werden als solche geerbt.

Beispiel 6.4. Ein umfangreiches ER-Modell, das einige Aspekte einer Fluggesellschaft model-
liert, ist in Abbildung 6.4 dargestellt. In diesem ER-Modell wird u.a. folgendes modelliert:
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(1)

Passagier Adresse

gebucht
fir
ist
Abflug eingesetzt Angestellter
fiir

Abflugor Flug = -w Pilot lugstunde

Abflugzei

[

[1,1]

Flugzeugtyp

Flugzeug

U

b

Abbildung 6.4: ER-Modell, das einige Aspekte einer Fluggesellschaft modelliert

Es kommt eine IST-Spezialisierung vor, die besagt, dass Piloten spezielle Angestellte sind.
Das wird insbesondere benétigt, um den Relationen-Typ ,kann fliegen“ hinreichend prézise
formulieren zu konnen und das Attribut ,,Flugstunden® nicht allen Angestellten zuordnen zu
mussen.

Entities aller hier aufgefithrten Typen (bis auf Abflug) werden durch Schliisselattribute ein-
deutig identifiziert. Bei den Passagieren wird angenommen, dass Name und Adresse den
jeweiligen Passagier eindeutig festlegen. Die Namen der iibrigen Schlisselattribute deuten
an, dass man jeweils eine Nummerierung eingefithrt hat, um die Eindeutigkeit zu erreichen
(z.B. Personalnr., Flugnr., etc.).

Der Relationen-Typ ,, Typ“ verbindet konkrete Flugzeuge mit Flugzeugtypen, in dem sie
jedem Flugzeug genau einen Flugzeugtypen zuordnet. Solche Unterscheidungen zwischen
»Lyp* und ,Exemplar werden oft in Modellierungen verwendet und sind wichtig, damit
Relationen und Attribute sachgerecht zugeordnet werden koénnen. Beispielsweise sind die
Fahigkeiten eines Piloten dadurch bestimmt, welche Flugzeugtypen er fliegen kann — und
nicht durch die konkreten Flugzeuge (Exemplare), die er fliegen kann.
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Terminalsymbole
Terminale

Vorsicht: Beim ersten Hinsehen mag es verlockend erscheinen, Typ-Exemplar-Beziehungen
durch die IST-Spezialisierung zu modellieren. Dies ist aber ein schwerer Entwurfsfehler: |, Ty-
pen“ und ,Exemplare* bezeichnen verschiedenartige Entity-Typen, zwischen denen i.d.R.
keine Teilmengen-Bezichung (wie bei der IST-Spezialisierung) bestchen kann.

6.2 Kontextfreie Grammatik

Kontextfreie Grammatiken (kurz: KFGs) eignen sich besonders gut zur Modellierung von beliebig
tief geschachtelten baumartigen Strukturen. KFGs kénnen gleichzeitig

e hierarchische Baumstrukturen und
e Sprachen und deren textuelle Notation
spezifizieren. KFGs werden z.B. angewendet zur Definition von:

¢ Programmen einer Programmiersprache und deren Struktur, z.B. Java, C, Pascal
(KFGs spielen z.B. beim ,,Compilerbau® eine wichtige Rolle).

o Datenaustauschformaten, d.h. Sprachen als Schnittstelle zwischen Software-Werkzeugen,
z.B. HTML, XML.

¢ Baumen zur Représentation strukturierter Daten, z.B. XML.

o Strukturen von Protokollen beim Austausch von Nachrichten zwischen Prozessen oder Ge-
raten.

KFGs sind ein grundlegender Kalkiil, der fiir die formale Definition von Sprachen eingesetzt wird.
In dieser Veranstaltung werden nur die Grundbegriffe und einige Beispiele vorgestellt: im Detail
werden KFGs in der Veranstaltung ,,GL-2“ behandelt.

6.2.1 Definition des Begriffs ,, Kontextfreie Grammatik*
Es gibt 2 Sichtweisen auf KFGs:

(1) Eine KFG ist ein spezielles Ersetzungssystem. Seine Regeln geben an, auf welche Art man
ein Symbol durch eine Folge von Symbolen ersetzen kann. Auf diese Weise definiert eine
KFG eine Sprache, d.h. eine Menge von Worten iiber einem bestimmten Alphabet, die
mit dem durch die KFG gegebenen Regeln erzeugt werden kénnen.

(2) Gleichzeitig definiert eine KFG eine Menge von Baumstrukturen, die sich durch schritt-
weises Anwenden der Regeln erzeugen lassen.

Fir die Modellierung von Strukturen ist die zweite Sichtweise besonderes interessant. Aber es ist
oft sehr niitzlich, dass derselbe Kalkiil auch gleichzeitig eine textuelle Notation fiir die Baumstruk-
turen liefern kann und dass Eigenschaften der zugehorigen Sprache untersucht werden kénnen.

Definition 6.5 (KFG). Eine kontextfreie Grammatik G = (T, N, S, P) besteht aus:

¢ einer endlichen Menge T, der so genannten Menge der Terminalsymbole
(die Elemente aus T werden auch Terminale genannt).
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e eciner endlichen Menge N, der so genannten Menge der Nichtterminalsymbole
(die Elemente aus N werden auch Nichtterminale genannt).

Die Mengen T und N sind disjunkt, d.h. TN N = &. Die Menge V := T U N heif3t
Vokabular; die Elemente in V' nennt man auch Symbole.

e einem Symbol S € N, dem so genannten Startsymbol.

« einer endlichen Menge P C N x V*, der so genannten Menge der Produktionen. Fiir eine
Produktion (A4, z) € P schreiben wir meistens A — x (bzw. A 1= ).

Beispiel 6.6. Als erstes Beispiel betrachten wir eine KFG fir ,Wohlgeformte Klammeraus-
dricke*: Gk = (T,N,S,P) mit

« T:={()}

D.h. Gk hat als Terminale die Symbole ,,(“ (,,6ffnende Klammer“) und ,,)* (,schlieBende
Klammer*).

o N := {Klammerung, Liste }
D.h. Gk hat als Nichtterminale die Symbole ,Klammerung®“ und , Liste*.

e S := Klammerung

D.h. ,Klammerung* ist das Startsymbol.

e P := {Klammerung — (Liste),
Liste — Klammerung Liste,

Liste — ¢}

(zur Erinnerung: € bezeichnet das leere Wort).

6.2.2 Bedeutung der Produktionen/Semantik von KFGs
Jede Produktion einer KFG, etwa die Produktion A — x, kann man auffassen als:

o Strukturregel®, die besagt ,Ein A besteht aus x* oder als

o ,Ersetzungsregel“, die besagt ,,A kann man durch z ersetzen.
Beispielsweise kann man die Produktion

DeutscherSatz — Subjekt Préadikat Objekt
verstehen als Aussage, die besagt:
»Ein Deutscher Satz ist aufgebaut aus Subjekt Pradikat Objekt.“

Graphische Darstellung:
Deutscher Satz

TN

Subjekt Pradikat Objekt

Das Grundkonzept fiir die Anwendung von Produktionen einer KFG ist die ,,Ableitung®:
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Ableitungsschritt

Ableitung

Sprache einer
KFG, L(G)

Definition 6.7 (Ableitung). Sei G = (T, N, S, P) eine KFG.

e Falls A — x eine Produktion in P ist und v € V* und v € V* beliebige Worte {iber der
Symbolmenge V =T U N sind, so schreiben wir

uAv =g uzv (bzw. kurz: vAv = uzv)
und sagen, dass uAv in einem Ableitungsschritt zu uxv umgeformt werden kann.

o Eine Ableitung ist eine Folge von hintereinander angewendeten Ableitungsschritten. Fiir
Worte w € V* und w’ € V* schreiben wir
w=5w (bzw. kurz: w="w’),
um auszusagen, dass es eine endliche Folge von Ableitungsschritten gibt, die w zu w’
umformt.
Spezialfall: Diese Folge darf auch aus 0 Ableitungsschritten bestehen, d.h. f.a. w € V* gilt:
w =" w.

Beispiel 6.8. Sei Gk die ,Klammer-Grammatik*“ aus Beispiel 6.6. Beispiele fiir einzelne Ablei-
tungsschritte:

o (Liste) = (Klammerung Liste)

o ((Liste) Liste) = (() Liste)
Ein Beispiel fiir eine Ableitung in Gk:
Klammerung —

Klammerung Liste)

Klammerung Klammerung Liste)

Liste)(Liste) Liste)
)(Liste) Liste)
)()Liste)

(00)

In jedem Schritt wird jeweils eine Produktion auf ein Nichtterminal der vorangehenden Symbol-
folge angewandt. Obige Kette von Ableitungsschritten zeigt, dass

(
(
(
(Klammerung (Liste) Liste)
(
(
(

(
(
(

R

Klammerung =" (()())

Definition 6.9 (Sprache einer KFG). Sei G = (T, N, S, P) eine KFG. Die von G erzeugte
Sprache L(G) ist die Menge aller Worte tiber dem Alphabet 7', die aus dem Startsymbol S
abgeleitet werden kénnen. D.h.:

L(G) == {weT*: S = w}.

Beispiel 6.10. Die KFG Gk aus Beispiel 6.6 definiert die Sprache L(Gxk), die aus allen ,wohl-
geformten Klammerausdriicken“ besteht, die von einem Klammerpaar umschlossen werden. Bei-
spielsweise gehoren folgende Worte zu L(Gk):

0, (O, OO, «ONO),
aber die Worte )(, (((), (()(), (Liste) gehéren nicht zu L(Gk).
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Beispiel 6.11. Sei Gk die ,,Klammer-Grammatik“ aus Beispiel 6.6. Die Ableitung

Klammerung —

FEEeell

wird durch den folgenden Ableitungsbaum dargestellt:

Klammerung

L

( Liste )

Klammerung Liste
SN T
( LTte ) Klan,?eriuri Lislte
€ ( Liste ) €

i

€

Ableitungsbiume

Sei G = (T, N, S, P) eine KFG. Jede Ableitung S =¥, w ldsst sich als gerichteter Baum dar-
stellen, bei dem

o jeder Knoten mit einem Symbol aus T'U N U {e} markiert ist und

o die Kinder jedes Knotens eine festgelegte Reihenfolge haben (in der Zeichnung eines Ablei-
tungsbaums werden von links nach rechts zunéchst das ,erste Kind“ dargestellt, dann das
zweite, dritte etc.).

Die Wurzel des Baums ist mit dem Startsymbol S markiert. Jeder Knoten mit seinen Kindern
reprasentiert die Anwendung einer Produktion aus P: Die Anwendung einer Produktion der Form
A — z (mit A € N und z € V*) wird im Ableitungsbaum représentiert durch einen Knoten,
der mit dem Symbol A markiert ist und der |z| viele Kinder hat, so dass das i-te Kind mit dem
i-ten Symbol von x markiert ist (f.a. i € {1,...,|x|}). Spezialfall: Ist = das leere Wort &, so wird
eine Anwendung der Produktion A — ¢ repréasentiert durch einen mit A markierten Knoten, der
genau ein Kind hat, das mit € markiert ist.
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Beachte: Ein Ableitungsbaum kann mehrere Ableitungen représentieren. Beispielsweise repréa-
sentiert der obige Ableitungsbaum auch die Ableitung

Klammerung = (Liste)

Klammerung Liste)

Klammerung Klammerung Liste)
Liste) Klammerung Liste)
Liste)(Liste) Liste)

)(Liste) Liste)
)() Liste)
)0)

in der gegeniiber der urspriinglichen Ableitung aus Beispiel 6.11 einige Ableitungsschritte ver-
tauscht sind. Im Ableitungsbaum wird von der konkreten Reihenfolge, in der die einzelnen Ab-
leitungsschritte vorkommen, abstrahiert.

(
(
(
(
(
(
(
(

Frreill

(
(
(
(
(

Im Folgenden betrachten wir einige weitere Beispiele fiir kontextfreie Grammatiken.
Beispiel 6.12 (Aussagenlogik). Wir konstruieren eine KFG
GarL = (T,N,S,P),

deren Sprache L(Gay) gerade die Menge aller aussagenlogischen Formeln ist, in denen nur Va-
riablen aus {Vp, V1, V2 } vorkommen:

¢ Terminalsymbole T := {%,Vl,Vg,O,l,—',/\7\/,—>,<—>,(,)}
¢ Nichtterminalsymbole N := {Formel,Variable,Junktor}

e Startsymbol S := Formel

¢ Produktionen

P = {Formel — 0, Formel — 1, Formel — Variable,
Formel — —Formel,
Formel — (Formel Junktor Formel),
Variable — Vj, Variable — V;, Variable — V5,

Junktor — A, Junktor — Vv, Junktor — —, Junktor — <—>}

Beispiele fiir Ableitungsbdume:

Formel Dieser Ableitungsbaum repréasentiert die Ableitung
Formel = —Formel
- Formel
¢ —> —Variable
Variable = N
Das durch diese(n) Ableitung(sbaum) erzeugte Wort in der
\%1 Sprache L(Gay,) ist die Formel —V;.
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Dieser Ableitungsbaum reprasentiert
Formel

die Ableitung
N

- Formel Formel =— —Formel

/ i\\\ = —(Formel Junktor Formel)

( Formel  Junktor Formel )

= —(Vp Junktor Formel)
i i i \ = —(Vy A Formel)
Variable A - Formel = —(Vy A —Formel)

Vo Variable
Das durch diese(n) Ableitung(sbaum)
Vs erzeugte Wort in der Sprache L(Gar)
ist die Formel —~(Vp A =V3).

Beispiel 6.13 (Menii-Struktur). In der graphischen Benutzungsoberflache von vielen Software-
Systemen werden oftmals ,Meniis® verwendet. Ein Menii besteht aus einem Meniinamen und
einer Folge von Eintrdgen. Jeder einzelne Eintrag besteht dabei aus einem Operationsnamen
oder selbst wieder einem Menii.

Beispiel:

Hauptmenii

— Datei
Laden
Speichern
Exportieren als

HTML
PDF

— Bearbeiten
Kopieren

Einfigen

Zur Spezifizierung der Grund-Struktur solcher Meniis kann man folgende Grammatik Gyieni
verwenden:

GMenis = (T, N, S, P)
mit
o T = {Menﬁname,Operationsname}
e N = {Menii, Eintragsfolge,Eintrag}
e S := Meni

e« P = {Menii — Meniiname Eintragsfolge,
Eintragsfolge — Eintrag,
Eintragsfolge — FEintrag Eintragsfolge,
Eintrag — Operationsname,

Eintrag — Menii}
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Jeder Ableitungsbaum repréasentiert die Struktur eines Meniis. Ein Mentu der Struktur

Meniiname Beispiel:
Meniiname Hauptmen
Bearbeiten
Operationsname e .
Operationsname — Kopieren
i — Einfiigen
Meniiname Datei
Meniiname — Exportieren als
Operationsname HTML
Operationsname PDF
Operationsname PS
Operationsname L Speichern

wird z.B. von folgendem Ableitungsbaum représentiert:

Menii
Menﬁngg mgsfolge

Eintrag Eintragsfolge

Menii Eintrag
Meniiname FEintragsfolge Minﬁ
B | —

Mragsfolge Meniiname Eintragsfolge
\
Eintrag Eirﬁtrag Eintragsfolge
Operatioilsname Opera‘iionsname EiTsrag Ei%trag
Menii Operationsname

Mentiname  Eintragsfolge

Eintragsfolge
Eintragsfolge

Eintrag Eintrag Eintrag

| |

Operationsname Operationsname Operationsname

Beispiel 6.14 (HTML-Tabellen).

HTML: Format zur Beschreibung von verzweigten Dokumenten im WWW.

Ein Bestandteil, der oft im Quell-Code von Internet-Seiten vorkommt, sind Tabellen. Z.B. wird
der Eintrag

Tag Zeit Raum
Mi | 8:00-11:00 | Magnus-Horsaal
Do | 14:00-16:00 NM 10
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durch HTML-Quelltext der folgenden Form erzeugt:

<table> <tr> steht fir den Anfang einer Zeile der Tabelle,

<tr> </tr> steht fiir das Ende einer Zeile der Tabelle
<td> Tag </td>
<td> Zeit </td> <td> steht fiir den Anfang eines Eintrags,
<td> Raum </td> </td> steht fir das Ende eines Eintrags

</tr>

<tr> Als Eintrége in einzelnen Zellen der Tabelle kann
<td> Mi </td> z.B. Text stehen oder eine weitere Tabelle.

<td> 8:00-11:00 </td>
<td> Magnus-Horsaal </td>

</tr>

<tr>
<td>Do </td>
<td>14:00-16:00 </td>
<td>NM10 </td>

</tr>

< /table>

Im Folgenden konstruieren wir eine Grammatik
GHuTML Tabellen = (T, N, S, P),

so dass die von GurML-Tabellen €rzeugte Sprache aus (moglicherweise geschachtelten) HTML-
Tabellen besteht:

o T := {<table>, </table>, <tr>, </tr>, <td>, </td>,
a,...,z,A,...,2,0,1,...,9,:,-,_,4,6,i,8A,0,0}
¢« N = {Tabelle, Zeile, Eintrag, Text, Zeilen, Eintréige}
e S := Tabelle
« P := {Tabelle — <table>Zeilen</table>,
Zeilen — Zeile, Zeilen — Zeile Zeilen,
Zeile — <tr>Eintrage</tr>,
Eintrage — Eintrag, Eintrdge — Eintrag Eintrége,
Eintrag — <td>Text</td>, Eintrag — Tabelle,
Text — a,...,Text — z,Text — A,..., Text — U,
Text — a Text, ..., Text — z Text, Text — A Text,...,Text — U Text}
Die oben angegebene Beispiel-HTML-Tabelle wird z.B. durch eine Ableitung erzeugt, die durch
den Ableitungsbaum in Abbildung 6.5 représentiert wird.
Bemerkung 6.15. Typische Fragen bzgl. kontextfreien Grammatiken:
(a) Welche Sprachen kénnen prinzipiell durch KFGs erzeugt werden, welche nicht?

Beispiel: Die Sprache Ly = {a"b" : n € N} wird von der KFG Gy = (T, N, S, P) mit T =
{a,b}, N ={S} und P = {S — aSbh, S — e} erzeugt, d.h. Ly = L(Gy).

Notation: a™b"™ ist eine Abkiirzung fiir aa---abb---b.
—— ——
n Mal n Mal
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Tabelle

<table> Zeilen < /table>

i
Zeilen
l\z il
cilen
Zeile Zeile Zeile

A D

<tr> Eintrége </tr> <tr> Eintrdge </tr> <tr> Eintrége </tr>

Pt G

Eintrége
Eintrag Eintrag Eintrag

N I P I
<td> Text </td> <td> Text </td> <td> Text </td>
T«jxt 8/ \T;xt
' RN

M i : Text

7O\

0 Text

/N
0

AN
L

Abbildung 6.5: Ableitungsbaum fiir eine Beispiel-HTML-Tabelle

Satz. Es gibt keine KFG, die genau die Sprache Lo := {a™b™c™ : n € N} erzeugt.
Beweis: In der Vorlesung GL-2.

(b) Gegeben sei eine KFG G = (T, N, S, P) und ein Wort w € T*. Wie kann man herausfinden,
ob w € L(G) ist, d.h. ob das Wort w zu der von G erzeugten Sprache gehort? Dies ist das
so genannte Wortproblem.

Ein Algorithmus zum Losen des Wortproblems fiir KFGs werden Sie in der Vorlesung GL-2
kennenlernen (den so genannten CYK-Algorithmus, der nach seinen Erfindern Cocke, Youn-
ger und Kasami benannt ist).

6.3 Ubungsaufgaben zu Kapitel 6

Aufgabe 6.1. Es sei folgendes Entity-Relationship-Modell gegeben:

154



Fahrgestell-
nummer

Transport-
kapazitat

PKW IST » KF7Z |«

©
e
=
=

0,4]
Person

Besitzer

Ausweis-
nummer

Weiterhin seien die folgenden konkreten Auspriagungen der einzelnen Entity-Typen PKW, LKW,
KFZ und Person gegeben: PKW = {PKW], PKWZ}, LKW = {LKW}, KFZ = PKW U LKW und
Person = {Person], Person?} mit:

e PKWI: Fahrgestellnummer: 123421, Baujahr: 1999, Sitzplétze: 4
o PKWZ2: Fahrgestellnummer: 123123, Baujahr: 2003, Sitzplétze: 6
o LKW: Fahrgestellnummer: 123131, Baujahr: 1994, Transportkapazitit: 7 Tonnen
e Personl:  Ausweisnummer: 1234567890, Name: Meier, Vorname: Max
e Person2: Ausweisnummer: 9876543210, Name: Miiller, Vorname: Martha
(a) Welche der folgenden Relationen sind zuléssige Auspragungen des Relationen-Typs , besitzt*?
a) {(Personi, PKW1), (Person2, PKW2), (Person1, LKW)}

b) {(Personi, PKW1), (Personl, PKW2), (Personi, LKW), (Person2, PKW2)}
c) {(Person1, PKW1),(Personi, PKW2), (Personl, LKW)}
d) {(Personi, PKW1), (Person2, LKW)}

(b) Wiirde es dem Modell widersprechen, wenn

(a) Person! und Person2 den gleichen (Nach)Namen hatten?
) PEKW1 und PKW2 die gleiche Fahrgestellnummer hétten?

(¢) PKW1und LKW das gleiche Baujahr hétten?
)

PKW2 ein Entity vom Typ KFZ (d.h. PKW2 € KFZ), aber nicht vom Typ PKW (d.h.
PKW2 ¢ PKW) wiire?

Begriinden Sie jeweils Thre Antworten!

Aufgabe 6.2. In einer Bibliothek gibt es verschiedene Exemplare von Biichern. Die Biicher sind
eindeutig tiber Thre ISBN gekennzeichnet und besitzen dariiberhinaus noch einen Titel, eine Sei-
tenanzahl und ein Erscheinungsjahr. Die Exemplare eines bestimmten Buches sind fortlaufend
nummeriert und weiterhin durch eine Inventarnummer und den Standort charakterisiert. Fiir
jedes Buch wird vermerkt, welche Exemplare dieses Buches in der Bibliothek vorhanden sind.
Biicher sind in einem Verlag erschienen, von dem der Name und der Verlagsort registriert wird.
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Fiir jeden Bibliotheksbenutzer ist der Name, Vorname, Wohnort und das Geburtsdatum gespei-
chert. Benutzer konnen einzelne Buchexemplare ausleihen, wobei jeweils das Datum der Ausleihe
registriert wird. Weiterhin kénnen Benutzer einzelne Biicher vorbestellen, wobei auch hier das
Datum der Vorbestellung registriert wird.

Geben Sie ein Entity-Relationship-Modell fiir den oben beschriebenen Sachverhalt an! Geben
Sie auch Kardinalitdten und Schliisselattribute an!

Aufgabe 6.3. Gegeben sei folgende Grammatik G = (T, N, S, P) mit
o« T = {a,b7...,z7©, }
« N={S5X,Y,Z}

« P={5— XeY,
Y-X.Z, Z—-X.Z, 7 — X,
X—aX, X —-bX, ....X —2zX, X —a, X > b, ...,X—>z}

(a) Uberpriifen Sie fiir jedes der folgenden Worte, ob es in der von G erzeugten Sprache liegt.
Wenn ja, dann geben Sie einen Ableitungsbaum fiir dieses Wort an; ansonsten begriinden
Sie, warum das Wort nicht zur Sprache gehort.

(i) meier@web.de ¢) max.meier@web.de e) root@localhost

(ii) Meier@web.de d) meier@www.web.de

(b) Beschreiben Sie in Worten, welche Sprache L(G) von der Grammatik G erzeugt wird.

Aufgabe 6.4. Sei o eine Signatur mit einem zweistelligen Relationssymbol E, einem zweistel-
ligen Funktionssymbol f, einem einstelligen Funktionssymbol ¢ und einem Konstantensymbol
¢.

(a) Konstruieren Sie eine Grammatik Grrerme, S0 dass L(Grerme) genau die Menge aller o-Terme
ist, in denen nur Variablen aus {vo,v1,v2} vorkommen. Geben Sie einen Ableitungsbaum fiir
den Term t := f(vg,g(f(w,{:))) an.

(b) Konstruieren Sie eine Grammatik Gro[,], so dass L(Gro[s]) genau die Menge aller FO[o]-
Formeln ist, in denen nur Variablen aus {vo, v1, v2} vorkommen. Geben Sie einen Ableitungs-
baum fiir die Formel ¢ := Vuo (E(vo, f(v2, ¢)) — §(v1)=vp) an.
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7 Modellierung von Ablaufen

In diesem Kapitel geht es darum, das dynamische Verhalten von Systemen zu beschreiben, z.B.

e die Wirkung von Bedienoperationen auf reale Automaten oder auf die Benutzungsoberfla-
chen von Software-Systemen

o Schaltfolgen von Ampelanlagen
e Ablidufe von Geschéftsprozessen in Firmen
e Steuerung von Produktionsanlagen.

Solche Abliufe werden modelliert, indem man die Zustinde angibt, die ein System annehmen
kann, und beschreibt, unter welchen Bedingungen es aus einem Zustand in einen anderen iiber-
gehen kann (vgl. das Flussiiberquerungs-Problem aus Beispiel 1.1).

In diesem Kapitel werden zwei grundlegende Kalkiile vorgestellt, mit denen man solche Abléufe
beschreiben kann:

(1) endliche Automaten, die sich gut zur Modellierung sequentieller Ablaufe eignen, und

(2) Petri-Netze, mit denen nebenliufige Prozesse beschrieben werden kénnen, bei denen Er-
eignisse gleichzeitig an mehreren Stellen des Systems Zustandsénderungen bewirken kénnen.

7.1 Endliche Automaten

Endliche Automaten sind ein formaler Kalkiil, der zur Spezifikation von realen oder abstrakten
Maschinen genutzt werden kann. Endliche Automaten

o reagieren auf duflere Ereignisse

o &ndern ggf. ihren ,inneren Zustand*

o produzieren ggf. eine Ausgabe.
Sie werden z.B. eingesetzt, um

e das Verhalten realer Maschinen zu spezifizieren
(Bsp.: Getridnkeautomat)

o das Verhalten von Software-Komponenten zu beschreiben
(Bsp.: das Wirken von Bedienoperationen auf Benutzungsoberflichen von Software-Systemen)

o Sprachen zu spezifizieren, d.h. die Menge aller Ereignisfolgen, die den Automat von seinem
SStartzustand“ in einen ,akzeptierenden Zustand® tiberfiihren.
(Bsp.: ,Flussiiberquerung“ aus Beispiel 1.1: alle Folgen von ,Flussiiberquerungsschritten®,

mit denen man vom ,,Startzustand* zum ,,Zielzustand“ gelangen kann).
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Vor der formalen Definitionen endlicher Automaten zunéchst zwei einfithrende Beispiele:

Beispiel 7.1. Graphische Darstellung eines endlichen Automaten zum Flussiiberquerungs-Problem
aus Beispiel 1.1:

"Startzustand"

"akzeptierender Zustand"

Dieser endliche Automat ,akzeptiert* genau diejenigen Folgen von einzelnen Flussiiberquerungen,
die vom Startzustand in den akzeptierenden Zustand fiihren.

Beispiel 7.2. Betrachte einen einfachen Getrankeautomat, der folgende Bedienoptionen hat:
o Einwerfen einer 1 €-Miinze
o Einwerfen einer 2 €-Miinze
o Taste ,,Geld Riickgabe* driicken
o Taste ,Kaffee kaufen“ driicken

und bei dem man ein einziges Getrank kaufen kann, das 2 € kostet.
Dieser Getrankeautomat kann durch folgenden endlichen Automaten modelliert werden:
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Einwerfen einer
1 €-Minze

Einwerfen einer
1 €-Minze

Driicken der
,Geld Riickgabe“-Taste

Einwerfen einer
2 €-Miinze

Driicken der
Geld Riickgabe“-Taste

Driicken der Taste
Kaffee kaufen*

Dieser endliche Automat ,akzeptiert* genau diejenigen Folgen von Bedienoperationen, die vom
Grundzustand aus wieder in den Grundzustand fiihren.

7.1.1 Deterministische endliche Automaten
(engl.: deterministic finite automaton, kurz: DFA)

Definition 7.3 (DFA). Ein deterministischer endlicher Automat deterministischer
endlicher
A = (Ea Q, 5> q0, F) Automat

besteht aus:
 einer endlichen Menge 3, dem so genannten Eingabealphabet Eingabealphabet

o einer endlichen Mengen @, der so genannten Zustandsmenge (die Elemente aus @ werden Zustandsmenge
Zustidnde genannt) Zustande

« einer partiellen Funktion § von @x ¥ nach @, der so genannten (Zustands-) Ubergangsfunktioiibergangsfunktion
(oder Uberfithrungsfunktion)

e einem Zustand gy € @), dem sogenannten Startzustand Startzustand

e einer Menge F' C @, der so genannten Menge der Endzustidnde bzw. akzeptierenden Endzustinde
Zustidnde (der Buchstabe ,F“ steht fir ,final states®, also ,,Endzusténde®). akzeptierenden
Zustéande
Graphische Darstellung endlicher Automaten:

Endliche Automaten lassen sich anschaulich durch beschriftete Graphen darstellen (vgl. Bei-
spiel 7.1 und 7.2):

e Fiir jeden Zustand ¢ € @ gibt es einen durch @ dargestellten Knoten.

e Der Startzustand gg wird durch einen in ihn hinein fithrenden Pfeil markiert, d.h.:

o Jeder akzeptierende Zustand ¢ € F' wird durch eine doppelte Umrandung markiert, d.h.:
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e Ist ¢ € Q ein Zustand und a € ¥ ein Symbol aus dem Alphabet, so dass (¢q,a) € Def(d)
liegt, so gibt es in der graphischen Darstellung von A einen mit dem Symbol a beschrifteten

Pfeil von Knoten @ zu Knoten , d.h.:
a @

Beispiel 7.4. Die graphische Darstellung aus Beispiel 7.2 reprisentiert den DFA A = (X, Q, 0, qo, F)

mit

e ¥ = {Einwerfen einer 1 €-Miinze, Einwerfen einer 2 €-Miinze,
Driicken der ,,Geld Riickgabe“-Taste, Driicken der Taste ,Kaffee kaufen“}

e @ = {Grundzustand, Zustand 1, Zustand 2}
e go = Grundzustand
e F = {Grundzustand}

e 0 ist die partielle Funktion von @ x ¥ nach ) mit

0(Grundzustand, Einwerfen einer 1 €-Miinze) = Zustand 1

0(Grundzustand, Einwerfen einer 2 €-Miinze) = Zustand 2

d(Zustand 1, Einwerfen einer 1 €-Miinze) = Zustand 2
d(Zustand 1, Driicken der ,,Geld Riickgabe“-Taste) = Grundzustand
d(Zustand 2, Driicken der ,,Geld Riickgabe“-Taste) = Grundzustand
0(Zustand 2, Driicken der Taste ,Kaffee kaufen“) = Grundzustand

Die von einem DFA akzeptierte Sprache:

Ein DFA A = (%,Q, d, qo, F) erhilt als Eingabe ein Wort w € ¥*, das eine Folge von ,,Aktionen*
oder ,,Bedienoperationen® reprasentiert. Ist das Eingabewort w von der Form a; - - - a,, mit n > 0
und a; € X,...,a, € X, so geschieht bei der ,Verarbeitung“ von w durch A folgendes: A wird
im ,Startzustand“ g gestartet. Durch Lesen der ersten Buchstabens von w, also ai, geht der
Automat tUber in den Zustand ¢; := (go,a1). In der graphischen Darstellung von A wird der

Zustand

durch die mit a; beschriftete Kante verlassen, und ¢; ist der Endknoten dieser Kante, d.h.
(10)—"—(n)
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Dies ist allerdings nur moglich, wenn (go,a1) € Def(d) liegt — d.h. wenn es in der graphischen
Darstellung von A eine mit a; beschriftete Kante gibt, die aus Zustand gg herausfiithrt. Falls
es keine solche Kante gibt, d.h. falls (go,a1) ¢ Def(d), so ,stiirzt A ab“, und die Verarbeitung
des Worts w ist beendet. Ansonsten ist A nach Lesen des ersten Symbols von w im Zustand
q1 := 0(qo,a1). Durch Lesen des zweiten Symbols von w, also ag, geht A nun in den Zustand
g2 = 0(q1,a9) iliber — bzw. ,stiirzt ab“, falls (g1,a2) ¢ Def(d). In der graphischen Darstellung

wird

durch die mit as beschriftete Kante verlassen (falls eine solche Kante existiert); und g2 := §(q1, g2)
ist der Endknoten dieser Kante, d.h.

(0)—"—(=)
Auf diese Wiese wird nach und nach das gesamte Eingabewort w = ay - - a,, abgearbeitet und

— ausgehend vom Startzustand gy — werden nacheinander Zustédnde ¢i,...,q, erreicht. In der
graphischen Darstellung von A entspricht dies gerade dem Durchlaufen eines Weges der Lénge

n, der im Knoten

startet und dessen Kanten mit den Buchstaben aq,...,a, beschriftet sind. Der Knoten

der am Ende dieses Weges erreicht wird (falls der Automat nicht zwischendurch abstiirzt, d.h.
falls es iiberhaupt einen mit a4, ..., a, beschrifteten in

startenden Weg gibt), ist der von A bei Eingabe w erreichte Zustand, kurz: ¢, = g(qo, w).
(Im Fall, dass A bei Eingabe von w zwischendurch abstiirzt, sagen wir: 6(qo, w) ist undefiniert).

Préazise Definition von §:

Definition 7.5. Sei A :=(%,Q, 4, qo, F') ein DFA. Die partielle Funktion 5 von Q@ x ¥* nach Q
ist rekursiv wie folgt definiert:

~

e Fa.qeQist d(q,e) = ¢

e Faa.ge @, we X" und a € ¥ gilt:

-~ ~ ~

Falls (¢, w) € Def(8) und (8(q, w), a) € Def(8), so ist (g, wa) = §(6(q,w),a).
Graphische Darstellung:

@\w @ e (3(6(0,0),0
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Insgesamt gilt: Falls (g, w) € Def(§), s0_ist 5(go, w) der Zustand, der durch Verarbeiten des
Worts w erreicht wird; falls (go, w) ¢ Def(d), so stiirzt der Automat beim Verarbeiten des Worts
w ab.

Das Eingabewort w wird vom DFA A akzeptiert, falls er bei Eingabe von w nicht abstiirzt und
der durch Verarbeiten des Worts w erreichte Zustand zur Menge F' der akzeptierenden Zusténde
gehort. In der graphischen Darstellung von A heifit das fiir ein Eingabewort w = a; - - - a,,, dass

es einen in

startenden Weg der Lange n gibt, dessen Kanten mit den Symbolen ay, ..., a, beschriftet sind,
und der in einem akzeptierenden Zustand @ endet.

Verarbeitung eines Eingabeworts w— ’ a1 ‘ s ‘ a3 ‘ ‘ a ‘
durch einen DFA A: \
Lesekopf | --------------------- -
aktueller
9 | Zustand

Definition 7.6 (Die von einem DFA A akzeptierte Sprache L(A)).
Die von einem DFA A = (X, Q, 0, qo, F') akzeptierte Sprache L(A) ist

L(A) := {we X" :d(q,w) € F}.

D.h. ein Wort w € ¥* gehort genau dann zur Sprache L(A), wenn es vom DFA A akzeptiert
wird.

Beispiel 7.7. Der Einfachheit halber betrachten wir das Eingabealphabet ¥ := {a, b}.

(a) Sei Ay ein DFA mit folgender graphischer Darstellung;:

a b

o A; akzeptiert z.B. folgende Worte: ¢, a, b, aaa, aaab, aaaabbbb, bbb, . ..
e Ay ,stirzt ab“ z.B. bei Eingabe von ba, aabbba. Insgesamt gilt:

L(A;) = {a"b" :ne N, meN}

(Notation: a™b™ bezeichnet das Wort a---ab---b der Liange n + m, das aus n a’s
gefolgt von m b’s besteht, z.B. ist a®b* das Wort aaabbbb)

(b) Die graphische Darstellung eines DFA Ay mit
L(As) = {w € {a,b}" : der letzte Buchstabe von w ist ein a}

ist
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(c) Die graphische Darstellung eines DFA A3 mit
L(A3) = {w € {a,b}" : der vorletzte Buchstabe von w ist ein a}

ist

Bemerkung 7.8.

 Die in Definition 7.3 eingefithrten DFAs A = (2, @, 6, qo, F') heiflen deterministisch, weil  deterministisch
es zu jedem Paar (q,a) € @ x X hochstens einen ,,Nachfolgezustand“ 6(g, a) gibt (da ¢ eine
partielle Funktion von @ x ¥ nach @ ist). Beim Verarbeiten eines Eingabeworts ist daher
zu jedem Zeitpunkt klar, ob A ,abstiirzt“ oder nicht — und falls nicht, welchen eindeutig
festgelegten Nachfolgezustand A annimmt.

« Ein DFA A heit vollstsindig, wenn die Ubergangsfunktion § eine totale Funktion §: @ x  vollstéindig
¥ —Q ist.
Beispiel: Die DFAs A, und As aus Beispiel 7.7 sind vollstédndig; der DFA A; nicht, und
auch die DFAs aus Beispiel 7.1 und 7.2 sind nicht vollstandig.

Fir die graphische Darstellung eines DFAs gilt: Der DFA ist genau dann vollstdndig, wenn
fiir jeden Zustand q gilt: Fiir jedes Symbol a € ¥ gibt es genau eine aus @ herausfiih-

rende Kante, die mit a beschriftet ist.

Beachte: In manchen Biichern weicht die Definition von DFAs von Definition 7.3 ab, indem
gefordert wird, dass DFAs grundsétzlich vollstandig sein miissen.

7.1.2 Nicht-deterministische endliche Automaten
(engl.: non-deterministic finite automaton, kurz: NFA)

Fiir manche Modellierungsaufgaben ist die Forderung, dass es fiir jeden Zustand ¢ und jedes
Eingabesymbol a hochstens einen Nachfolgezustand 6(g, a) gibt, zu restriktiv, da man in manchen
Zusténden fiir den Ubergang mit einem Symbol a mehrere Moglichkeiten angeben will, ohne
festzulegen, welche davon gewahlt wird. Solche Entscheidungsfreiheiten in der Modellierung von
Ablaufen nennt man nicht-deterministisch. Nicht-deterministische Modelle sind haufig einfacher
aufzustellen und leichter zu verstehen als deterministische.
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nicht-det.
endlicher
Automat

Eingabealphabet

Zustandsmenge

Ubergangsfunktion

Startzustand

Endzustande
akzeptierenden
Zustande

Beispiel 7.9. In Beispiel 7.7(c) haben wir einen (recht komplizierten) DFA Aj kennengelernt
mit

L(A3) = {w € {a,b}" : der vorletzte Buchstabe von w ist ein a}

Dieselbe Sprache wird auch vom deutlich einfacheren nicht-deterministischen endlichen Au-
tomaten (kurz: NFA) A4 mit der folgenden graphischen Darstellung akzeptiert: Generell gilt:

OO0

Ein Eingabewort w wird von dem NFA A, genau dann akzeptiert, wenn es in der graphischen
Darstellung (mindestens) einen Weg gibt, der im Startzustand 4>© beginnt, dessen Kanten

mit w beschriftet sind und der im akzeptierenden Zustand @ endet.

Prézise Definition von NFAs:

Definition 7.10. Ein nicht-deterministischer endlicher Automat A = (2,Q,J, qo, F') be-
steht aus:

o einer endlichen Menge Y, dem so genannten Eingabealphabet,
e einer endlichen Menge @), der so genannten Zustandsmenge,

e einer Funktion 6: Q x ¥ — P(Q), der so genannten Ubergangsfunktion, die jedem
Zustand ¢ € @ und jedem Symbol a € ¥ eine Menge (g, a) von moglichen Nach-
folgerzustidnden zuordnet (beachte: moglicherweise ist §(g,a) = @ — dann ,stiirzt* der
Automat ab, wenn er im Zustand ¢ ist und das Symbol a liest),

e einem Zustand ¢y € @, dem so genannten Startzustand,

e einer Menge F' C @, der so genannten Menge der Endzustinde bzw. akzeptierenden
Zusténde.

Graphische Darstellung von NFAs:

Wie bei DFAs: Ist ¢ € @ ein Zustand und ist a € 3 ein Eingabesymbol, so gibt es fiir je-
den Zustand ¢’ € (g, a) in der graphischen Darstellung des NFAs einen mit dem Symbol a

beschrifteten Pfeil von Knoten @ zu Knoten , d.h.
(D~
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Die von einem NFA A akzeptierte Sprache L(A):
Definition 7.11. Sei A = (%,Q, d, qo, F') ein NFA.

(a) Sein € Nund sei w = ay - - - a, ein Eingabewort der Lange n. Das Wort w wird ganau dann
vom NFA A akzeptiert, wenn es in der graphischen Darstellung von A einen im Startzustand

beginnenden Weg der Lange n gibt, dessen Kanten mit den Symbolen as, ..., a, beschriftet
sind und der in einem akzeptierenden Zustand endet.

(b) Die von A akzeptierte Sprache L(A) ist

L(A) := {w e X" : A akzeptiert w}.

Ein Anwendungsbeispiel: Stichwort-Suche in Texten

Gegeben: Ein Stichwort, z.B. ,modell*

FEingabe: Ein Text, der aus den Buchstaben a, ..., z,_, besteht

Frage: Kommt das Stichwort ,,modell“ irgendwo im Eingabetext vor? — Der Eingabetext
soll genau dann akzeptiert werden, wenn er das Stichwort ,modell* enthélt.

Graphische Darstellung eines NFAs, der dies bewerkstelligt:

Variante: Kommt mindestens eins der Stichworte ,modell* bzw. ,logik“ im Eingabetext vor?

Graphische Darstellung eines NFAs, der dies bewerkstelligt:

7.1.3 NFAs vs. DFAs
Frage: Koénnen NFAs wirklich ,mehr“ als DFAs?

Antwort: Nein:

Satz 7.12. Fir jeden NFA A = (£,Q,0,q0, F) gibt es einen DFA A" = (£,Q,8, ¢}, F') mit
L(A") = L(A).
D.h.: NFAs und DFA kénnen genau dieselben Sprachen akzeptieren.
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regulér

Beweis: In der Vorlesung GL-2. O

Bemerkung 7.13. Typische Fragen bzgl. DFAs bzw. NFAs:

(a) Gegeben sei ein DFA oder NFA A. Wie kann man herausfinden, ob L(A) # @ ist, d.h. ob
es (mindestens) ein Eingabewort gibt, das von A akzeptiert wird ( vgl. das Flussiiberque-
rungsproblem aus Beispiel 1.1).

Antwort: Teste, ob es in der graphischen Darstellung von A einen Weg gibt, der vom Start-
zustand zu einem akzeptierenden Zustand fiihrt.

(b) Wie schwierig ist es, zu einem gegebenen NFA einen DFA zu finden, der dieselbe Sprache
akzeptiert?
Antwort(en): In der Vorlesung GL-2.

Definition 7.14 (reguldre Sprachen). Sei ¥ ein endliches Alphabet. Eine Sprache L C ¥* heifit
regulir, falls es einen NFA A = (X,Q, 0, qo, F') mit L(A) = L gibt.
(d.h. fiir jedes Eingabewort w € X* gilt: A akzeptiert w <= w € L)

Klar: Um zu zeigen, dass eine Sprache L C ¥* regulér ist, reicht es, einen NFA oder einen DFA
A mit L(A) = L zu finden.

Frage: Wie kann man nachweisen, dass eine bestimmte Sprache L C ¥* nicht regulér ist?

Ein niitzliches Werkzeug dazu ist der folgende Satz 7.16, der unter dem Namen ,,Pumping-
Lemma® bekannt ist. Bevor wie den Satz prézise angeben, betrachten wir zunéchst ein Beispiel:

Beispiel 7.15. Sei Az der endliche Automat aus Beispiel 7.7(c), d.h.

Az akzeptiert beispielsweise das Eingabewort
xr = babaa,
indem er nacheinander die Zusténde
b a b a a
dvb — qvb — qba — qab — Gba — Gaa
besucht. Dieser Weg durch die graphische Darstellung von As enthélt einen Kreis

b a
Gba — Gab — 4ba,

der beliebig oft durchlaufen werden kann, so dass man (egal ob der Kreis 0-mal, 1-mal, 2-mal, 3-
mal, . ..durchlaufen wird) jedesmal ein Eingabewort erhélt, das von Az akzeptiert wird, ndmlich
fiir jede Zahl i > 0 das Eingabewort ba(ba)‘a.

Der folgende Satz 7.16 beruht auf demselben Prinzip sowie der Tatsache, dass in jedem Graph
auf z Knoten gilt: Jeder Weg der Linge > z enthilt einen Kreis (d.h. mindestens ein Knoten
wird auf dem Weg mehr als 1-mal besucht).
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Satz 7.16 (Pumping-Lemma). Sei ¥ ein endliches Alphabet. Fiir jede reguldre Sprache L C %*
gibt es eine Zahl z € N, so dass fiir jedes Wort x € L der Linge |z| > z gilt:

Es gibt eine Zerlegung von x in Worte u,v,w € 3*, so dass die folgenden Bedingungen erfillt
sind:

(1) x = uwow
(2) luv| < z
(3) vl =1

(4) fiir jedes i € N gilt: uviw € L.
(d.h.: uw € L, vow € L, wvvw € L, wovvw € L, ... )

Beweis: Da L regulér ist, gibt es einen NFA A = (2, Q, d, qo, F') mit L(A) = L. Sei z := |Q| die
Anzahl der Zustédnde von A.

Sei nun « € ¥* ein beliebiges Wort der Linge |z| > z, das in L liegt, d.h. das von A akzeptiert
wird. Sei qo, q1, ..., g, die Folge von Zusténden, die A beim Verarbeiten von z durchlduft. Da
|z| > z = |Q] ist, konnen die Zustande qo, g1, - - . , g, nicht alle verschieden sein. Daher gibt es ein
k>0 und ein £ > 1, so dass q; = qr4+¢ und k + ¢ < z. Wir wéhlen folgende Zerlegung von z in
Worte u,v,w € ¥*:

e u besteht aus den ersten £ Buchstaben von z.
e v besteht aus den néchsten ¢ Buchstaben von x.
o w besteht aus den restlichen Buchstaben von x.
Offensichtlich gilt:
(1) 2 =wow

(2) lw|=k+£<z2

(3) [l =21
v
S
O e
e qis- -5 qQk—1 k40415 -+ -5 Q|z|—1
Dabher gilt fiir jedes i > 0: A akzeptiert das Eingabewort uviw, d.h. uv'w € L. O

Unter Verwendung des Pumping-Lemmas kann man nachweisen, dass gewisse Sprachen nicht
regulér sind:
Beispiel 7.17. Sei ¥ := {a,b}. Die Sprache L := {a"b" : n € N} ist nicht regulér.
(Zum Vergleich: Geméfl Lemma 7.7(a) ist die Sprache L; := {a"b™ : n € N, m € N} regulér.)

Beweis: Durch Widerspruch.

Angenommen, L ist reguldr. Dann sei z € N geméifl dem Pumping-Lemma (Satz 7.16) gewéhlt.
Betrachte das Wort = := a*b*. Klar: € L und |z| > z. Geméil dem Pumping-Lemma gibt es
eine Zerlegung von z in Worte u, v, w € {a,b}*, so dass
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(1) 2 =ww

(2) fuv] < 2

3) vl =1

(4) fa.ie N gilt: w'w € L.

Wegen z = ¢*b* = uvw und |uv| < z und |v| > 1 gibt es eine Zahl £ € N mit £ > 1, so dass
v = a’. Wegen (4) gilt insbesondere fiir i = 0, dass uw € L. Wegen z = uvvw = a*b* und v = a*
gilt

>1
uw = o ¢ {a"W:neN} = L.
Widerspruch! O

Beispiel 7.18. Sei ¥ := {a}. Die Sprache L := {w € {a}* : |w| ist eine Primzahl} ist nicht
regulér.

Beweis: Durch Widerspruch.

Angenommen, L ist reguldr. Dann sei z € N gemifl dem Pumping-Lemma (Satz 7.16) gewéhlt.
Da es unendlich viele Primzahlen gibt, gibt es auch eine Primzahl p mit p > z + 2. Sei p solch
eine Primzahl. Betrachte nun das Wort  := a”. Klar: x € L und |z| > z. Geméi8 dem Pumping-
Lemma gibt es also eine Zerlegung von x in Worte u,v,w € {a}*, so dass

(1) 2 =wvw

(2) fuv] < 2

(3) o[ =1

(4) fa. i€ Ngilt: wiw € L.

Wegen (4) gilt insbesondere fiir i = |uw|, dass uv'w € L. Es gilt dann

|uviw| = |luw|+i-|v] = |Juw|+ |uw|- |v] = Juw|- (14 |v]).
Wegen
luv|<z pz+2 [v|>1
luw| > |w| = |z|—|w|] > p—z > 2 und 1+ > 2
ist ‘uvlw| daher keine Primzahl, d.h. uv’w ¢ L. Widerspruch! O

Auf dhnliche Weise kann man auch zeigen, dass keine der folgenden Sprachen regulér ist:
o {a™0™ :n,m € Nmit n <m}
o {ww:we {a,b}}
o {w:w e {a,b}*, w=wl} (,Palindrome*)

o {w e {a}*:|w| ist eine Quadratzahl, d.h. ex. n € N s.d. |w| = n?}
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7.2 Regulare Ausdriicke

Reguldre Ausdriicke beschreiben Mengen von Worten, die nach bestimmten Regeln bzw. ,Mu-
stern“ aufgebaut sind.

Beispiel 7.19. Die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a,b}, deren vorletzter Buchstabe
ein a ist, wird durch den folgenden reguldren Ausdruck beschrieben:

(a]b)"a(alb)

Definition 7.20 (Reguldre Ausdriicke — Syntax). Sei ¥ ein endliches Alphabet. Die Menge
aller regulidren Ausdriicke iiber X ist rekursiv wie folgt definiert:

Basisregeln:
o O ist ein regulirer Ausdruck tiber ¥ (,,leere Menge*).
o ¢ ist ein reguldrer Ausdruck tber ¥ (,leeres Wort*).

o Fir jedes a € ¥ gilt: a ist ein regulédrer Ausdruck iiber X.

Rekursive Regeln:

o Ist R ein reguldrer Ausdruck tiber X, so ist auch R* ein reguléarer Ausdruck iiber ¥ (,,Kleene-
Stern®).

e Sind R und S reguldre Ausdriicke iiber X, so ist auch

— (R - S) ein regulirer Ausdruck iiber ¥ (,, Konkatenation*).
— (R|S) ein regularer Ausdruck iiber % (,Vereinigung®).

Definition 7.21 (Regulire Ausdriicke — Semantik). Sei 3 ein endliches Alphabet. Jeder regulére
Ausdruck R iiber ¥ beschreibt (oder definiert) eine Sprache L(R) C ¥*, die induktiv wie folgt
definiert ist:

o L(e) = {e}.
o Fiir jedes a € 3 gilt: L(a) := {a}.
o Ist R ein regulédrer Ausdruck tiber X, so ist

L(R*) = {e} U {wy - w:k €Nsg, w; € L(R),...,wr € L(R)}.

e Sind R und S reguldre Ausdriicke iiber ¥, so ist
— L((R-S)) := {wu:we L(R), ue L(9)}.
- L((R|S)) = L(R)UL(S).

Notation 7.22. Zur vereinfachten Schreibweise und Lesbarkeit von reguldren Ausdriicken ver-
einbaren wir folgende Konventionen:

o Den ,Punkt“ bei der Konkatenation (R -S) darf man weglassen.

o Bei Ketten gleichartiger Operatoren darf man Klammern weglassen: z.B. schreiben wir kurz
(Rl ‘RQ |R3 |R4) statt (((Rl |R2) |R3) ‘R4) und (R1R2R3R4) statt (((RlRQ)Rg)R4> .

169

Menge aller
reguléren
Ausdriicke tiber 3



o Prézedenzregeln:

(1) * bindet stérker als -
(2) - bindet stéarker als |

o AuBere Klammern, die einen reguliren Ausdruck umschlieBen, diirfen weggelassen werden.
e Zur besseren Lesbarkeit diirfen zusétzliche Klammern benutzt werden.
Beispiel 7.23.

(a) albc* ist eine verkiirzte Schreibweise fiir den regularen Ausdruck (a|(b - ¢*)).

Die von diesem reguliren Ausdruck beschriebene Sprache ist

L(albc*) = {a} U {w € {a,b,c}" : der erste Buchstabe von w ist ein b und

alle weiteren Buchstaben von w sind ¢’s}.

(b) L((alb)*) = {a,b}".

(c) Die Menge aller Worte iiber {a, b, c}, in denen abb als Teilwort vorkommt, wird durch den
folgenden reguléren Ausdruck beschrieben:

(alblc)*abb(alblc)*.

(d) Die Menge aller Worte iiber {a, b, ¢}, deren letzter oder vorletzter Buchstabe ein a ist, wird
durch den folgenden reguldren Ausdruck beschrieben:

(alble)”a(elalblc).

Beispiel 7.24.

(a) Wir wollen einen reguldren Ausdruck angeben, der die Sprache all jener Worter iiber dem
Alphabet ¥ = {0,1,...,9, /} definiert, die Telefonnummern der Form

Vorwahl/ Nummer

kodieren, wobei Vorwahl und Nummer nicht-leere Ziffernfolgen sind, Vorwahl mit einer Null
beginnt und Nummer nicht mit einer Null beginnt. Worter dieser Sprache sind z.B. 069/7980
und 06131/3923378, aber nicht die Worter 069,/798-0, 0697980, 69,/7980 und 069/07980.

Der folgende Ausdruck definiert die gewtlinschte Sprache:
O(O[L[---19)*/ (A]---19) (O[L]---]9)
(b) Es sei R der folgende reguldre Ausdruck:
(e1069/) 798 (e]-) (0 | (1]---[9)O]---]9)")

R definiert eine Sprache, die beispielsweise die Worter 069/798-0 und 7980 enthélt, aber
nicht das Wort 069/798-028362.

Frage: Welche Arten von Sprachen kénnen durch reguldre Ausdriicke beschrieben werden?

Antwort:  Genau dieselben Sprachen, die durch (deterministische oder nicht-deterministische)
endliche Automaten akzeptiert werden kénnen. — Diese Sprachen werden regulire
Sprachen genannt.

Details: In der Veranstaltung GL-2.
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Ausblick:

Abgesehen von DFAs, NFAs und regulédren Ausdriicken kann man die reguldren Sprachen auch
durch bestimmte Grammatiken erzeugen, so genannte regulire Grammatiken — das sind kon-
textfreie Grammatiken, die von einer besonders einfachen Form sind. Generell gilt: Fiir jede
reguldre Sprache L gibt es eine kontextfreie Grammatik, die die Sprache L erzeugt. Aber es gibt
kontextfreie Grammatiken, die nicht-reguldre Sprachen erzeugen.
Analog zu DFAs und NFAs gibt es auch ein erweitertes Automatenmodell, das genau die-
jenigen Sprachen akzeptiert, die von kontextfreien Grammatiken erzeugt werden: so genannte
Kellerautomaten. Kellerautomaten

Schematische Darstellung der Verarbeitung eines Eingabeworts durch einen Kellerautomaten:

w=|afafa]| - [a]

Lesekopf

aktueller %
Zustand

Zusatzlicher Speicher in Form
eines Kellers (,,Stapel“),

bei dem immer nur auf

das oberste Element des Stapels
zugegriffen werden kann.

Details: In der Vorlesung GL-2. Dort werden auch allgemeinere Arten von Grammatiken be-
trachtet, z.B. so genannte kontext-sensitive Grammatiken. kontext-sensitive
Grammatiken

7.3 Petri-Netze
Petri-Netze:
o eingefithrt von C. A. Petri, 1962
o formaler Kalkiil zur Modellierung von Ablaufen, an denen mehrere Prozesse beteiligt sind

e modelliert werden die Interaktionen zwischen Prozessen und die Effekte, die sich daraus
ergeben, dass Operationen prinzipiell gleichzeitig ausgefiithrt werden kénnen (Stichwort:
»Nebenldufigkeit)

Typische Anwendungsbeispiele fiir Petri-Netze:
zur Modellierung von
o realen oder abstrakten Automaten und Maschinen
o kommunizierenden Prozessen (z.B. in Rechnern)
e Verhalten von Software- oder Hardware-Komponenten
o Geschéftsablaufe
 Spiele (Spielregeln)

o biologische Prozesse (Bioinformatik)
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Der Kalkiil der Petri-Netze basiert auf bipartiten gerichteten Graphen:

e 2 Sorten von Knoten, die
— Bedingungen oder Zusténde (sog. ,,Stellen®) bzw.
— Aktivitdten (sog. ,Transitionen“)
reprasentieren.

¢ Kanten verbinden , Aktivitdten* mit ihren ,Vorbedingungen“ und ihren ,,Nachbedingun-
gen®

¢ Knotenmarkierungen représentieren den verénderlichen ,Zustand“ des Systems.

Petri-Netz Definition 7.25 (Petri-Netz). Ein Petri-Netz P = (S, T, F) besteht aus
Stellen e ciner endlichen Menge S, den sog. Stellen von P,
Transitionen e eciner endlichen Menge T', den sog. Transitionen von P,

o einer Relation F' C (S x T) U (T x S), den sog. Kanten von P.
Die Mengen S und T sind disjunkt, d.h. SNT = @.

FEin Petri-Netz P bildet einen bipartiten gerichteten Graphen mit Knotenmenge S U T und
Kantenmenge F'.

Graphische Darstellung:
e ,Stellen“; d.h. Knoten in S, werden durch Kreise dargestellt.
o Transitionen®, d.h. Knoten in 7', werden durch Rechtecke dargestellt.

Definition 7.26. Der ,Zustand“ eines Petri-Netzes P = (5,7, F) wird durch eine Markie-

Markierungs- rungsfunktion (kurz: Markierung) M: S — N, die jeder Stelle s € S eine Anzahl M(s) von
funktion sog. Marken zuordnet, représentiert.

Markierung

Marken Beispiel 7.27. Graphische Darstellung eines Petri-Netzes P = (5,7, F') und einer Markierung

JEUT,

die einzelnen ,Marken“, die M einer Stelle s € S zuordnet, werden durch Punkte e in dem die
Stelle s reprisentierenden Knoten dargestellt.
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e S = {1,2,3,4,5}

e T = {a,b,c,d}

o F'={(1,a),(3,a),(a,2),(2,b),(b,1),(b,3),(3,¢), (5,¢), (c, 4), (4,d), (d, 3),(d, 5)}
e M:S —Nmit M(1)=M(3)=M(5)=1und M(2) = M(4) =0.

Definition 7.28. Sei P = (S,T, F) ein Petri-Netz und sei t € T eine Transition von P. Wir
setzen

o Vorbereich(t)

{se€S:(s,t) e F}
= ,Menge aller Stellen, von denen aus eine Kante in ¢ hineinfithrt*
o Nachbereich(t) := {s€ S: (¢t s) € F}
= ,Menge aller Stellen, in die eine von t ausgehende Kante hinfithrt.*

Petri-Netze verandern ihren ,,Zustand“, indem Transitionen ,schalten“ und dadurch die ,,Mar-
kierung“ des Petri-Netzes dndern. Dies wird folgendermafien prézisiert:

Schaltregel: Sei P = (S, T, F) ein Petri-Netz und sei M: S — N eine Markierung. Das ,Schalten
einer Transition ¢ € T {iberfihrt die Markierung M in eine Markierung M’: S — N. Die
Transition ¢ kann schalten, wenn gilt:

F.a. Stellen s € Vorbereich(¢) ist M(s) > 1, d.h.: Jede Stelle s in Vorbereich(t) hat
mindestens eine Marke.

Wenn die Transition ¢ schaltet, so gilt fiir die sog. Nachfolgemarkierung M’: fa. s € S

M(s) — 1, falls s € Vorbereich(t) \ Nachbereich(¢)
M'(s) := < M(s)+1, falls s € Nachbereich(t) \ Vorbereich(t)
M(s), sonst.

D.h.: Das ,Schalten von Transition t“ bewirkt, dass in jeder Stelle in Vorbereich(t) eine Marke
entfernt wird und dass in jeder Stelle in Nachbereich(t) eine Marke hinzugefiigt wird. Wenn
mehrere Transitionen schalten kénnen, so wird eine davon ,nicht-deterministisch ausgewahlt®.

In jedem Schritt schaltet genau eine Transition. Durch schrittweises Schalten von Transitionen
wird der Ablauf von Prozessen modelliert.

Beispiel 7.29. Seien P = (S,T,F) und M: S — N das Petri-Netz und die Markierung aus
Beispiel 7.27. Bei der angegebenen Markierung M koénnen die Transitionen a und c schalten.
Wenn wir a schalten lassen, ergibt sich als Nachfolgemarkierung die Markierung M': S — N mit
M1)=0,M'(3)=0,M'(2)=1, M'(4) =0, M'(5) =1, d.h.:

JELTY,
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Als néchstes kann Transition ¢ nicht schalten, da die Stelle 3 keine Marke tragt. Die einzige
Transition, die jetzt schalten kann, ist Transition b, deren Schalten bewirkt, dass die Marke bei
2 verschwindet und stattdessen Marken bei 1 und 3 erzeugt werden. Nach dem Schalten von b
ist das System also wieder in seinem ,urspriinglichen Zustand®, d.h. es tragt die Markierung M.

Insgesamt gilt: Das Petri-Netz P aus Beispiel 7.27 (zusammen mit der Startmarkierung M)
modelliert zwei zyklisch ablaufende Prozesse. Die Stelle 3 ,synchronisiert” die beiden Prozesse,
so dass sich nie gleichzeitig in beiden Stellen 2 und 4 eine Marke befinden kann. Auf diese Weise
konnte man z.B. beschreiben, wie Autos eine 1-spurige Briicke von 2 Seiten tiberqueren, so dass
sich immer nur 1 Auto auf der Briicke befindet.

Beispiel 7.30. Modellierung einer Ampel an einer Kreuzung

o 2 sich zyklisch wiederholende Prozesse:
— ,grun® in Nord-Std-Richtung
— ,grun® in West-Ost-Richtung

o die beiden Prozesse sollen sich immer abwechseln

Petri-Netz inklusive Anfangs-Markierung:

Nord-Siid-Richtung West-Ost-Richtung
Wechselschalter

ot

) grin

Die beiden Stellen ,Wechselschalter” koppelt die Prozesse, so dass abwechselnd in West-Ost-
bzw. in Nord-Siid-Richtung die Ampel , griin® ist.

7.4 Ubungsaufgaben zu Kapitel 7
Aufgabe 7.1.

(a) Sei A der folgende endliche Automat iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}:
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(i) Geben Sie die Menge der Zustéande, den Startzustand, die Menge der akzeptierenden
Zustinde und die Ubergangsfunktion von A an.

(ii) Welche der folgenden Worter werden von A akzeptiert, welche nicht?

e bbaabba
o abbaaababbba

e aabbaab
Begriinden Sie Thre Antworten.
(iii) Geben Sie ein moglichst kurzes Wort an, das von A akzeptiert wird.

(iv) Beschreiben Sie umgangssprachlich, welche Sprache L(A) von A akzeptiert wird.

(b) Geben Sie die graphische Darstellung eines nicht-deterministischen endlichen Automaten
an, der genau diejenigen Worter iiber dem Alphabet {a,b} akzeptiert, deren drittletzter
Buchstabe ein a ist.

Aufgabe 7.2. Von einem Computervirus ist bekannt, dass in den vom ihm befallenen Dateien
mindestens eine der folgenden Bitfolgen auftritt: 101 bzw. 111.

(a) Modellieren Sie potenziell befallene Dateien durch einen regulédren Ausdruck. Der Ausdruck
soll also die Sprache aller Worter beschreiben, in denen 101 oder 111 als Teilwort vorkommt.

(b) Geben Sie die graphische Darstellung eines nicht-deterministischen endlichen Automaten an,
der potenziell befallene Dateien erkennt. Der Automat soll also genau diejenigen Worter
akzeptieren, in denen 101 oder 111 als Teilwort vorkommt.

Aufgabe 7.3.
1. Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der die Sprache der Wérter iiber dem Alphabet
¥ =40,1,...,9} definiert, die natiirliche Zahlen ohne fiihrende Nullen kodieren. Worter
aus der Sprache sind z.B. 42, 0, 1, aber nicht 0042 oder das leere Wort.

2. Sei R der folgende regulére Ausdruck:

(01 (Ll 19)(0[]-+19)7)) (<1 (- (OL]--- [9)(0[1] - 19)) ) €

(i) Welche der folgenden Worter liegen in der von R definierten Sprache L(R), welche

nicht?
1,99€ ,69€ 1,9€
01,99€ 1€ 1,09

Geben Sie jeweils eine kurze Begriindung fiir Ihre Antwort.

(ii) Beschreiben Sie umgangssprachlich, welche Sprache L(R) von R definiert wird.
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Aufgabe 7.4. Die nachfolgende Abbildung zeigt ein Spiel, in dem Murmeln bei A oder B in
die Spielbahn fallen gelassen werden. Je nach Stellung der Hebel H; und Hs rollen die Murmeln
in der Spielbahn nach links oder rechts. Sobald eine Murmel auf einen dieser Hebel trifft, wird
der Hebel nach dem Passieren der Murmel umgestellt, so dass die néchste Murmel in die andere
Richtung rollt.

A B

Hj

C D

Ziel dieser Aufgabe ist, dieses Spiel als deterministischen endlichen Automaten zu modellieren,
der als Eingabe ein Wort {iber dem Alphabet {a,b} erhélt. Diese Eingaben entsprechen dem
Fallenlassen von Murmeln bei A oder B. Zum Beispiel entspricht die Eingabe aba dem Fallenlassen
von 3 Murmeln, von denen die erste und dritte Murmel bei A und die zweite Murmel bei B
fallengelassen wird. In diesem Fall wiirden die ersten beiden Murmeln an der Offnung C und
die letzte Murmel an der Offnung D herausfallen. Der Automat soll genau dann akzeptieren,
wenn die letzte Murmel durch die Offnung D rollt. Im obigen Beispiel soll der Automat also die
Eingabe aba akzeptieren. Der Startzustand soll dem Zustand in der Abbildung entsprechen, d.h.
im Startzustand fallt die ndchste Murmel, die auf H; oder Hs trifft, nach links.

1. Geben Sie die graphische Darstellung des Automaten an.

Hinweis: Verwenden Sie als Zustandsmenge die Menge der Tripel (h1, hz, 6) € {L,R}? x
{C,D}, wobei h; angibt, ob die néchste Murmel, die an Hebel H; ankommt, nach links
(h; = L) oder rechts (h; = R) fallt, und & angibt, ob die zuvor fallengelassene Murmel bei
C (6 =C) oder D (6 = D) herausgerollt ist.

2. Welche der folgenden Eingaben wird akzeptiert, welche nicht?
abbab aababba baba
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8 Eine Fallstudie

In diesem Kapitel steht ein konkretes Anwendungsbeispiel im Vordergrund. Seine Strukturen,
Eigenschaften etc. werden mit verschiedenen Kalkiilen modelliert (die unterschiedlichen Kalkiile
werden eingesetzt, um unterschiedliche Aspekte des Anwendungsbeispiels zu beschreiben).

8.1 Aufgabenstellung: Autowerkstatt
Ziel: Modelliere die Auftragsabwicklung in einer Autowerkstatt.
Genauer:

¢ Datenbank entwerfen

e Ablédufe analysieren und verbessern

8.2 Datenbank-Entwurf: Autowerkstatt

Kurzbeschreibung der ,,Informationsstruktur:
(1) Kunde : hat einen Namen, besitzt Kraftfahrzeug(e) (kurz: KFZ), erteilt Auftriage

(2) Auftrag: hat ein Eingangsdatum, betrifft ein KFZ, wird von Mechaniker(n) bearbeitet,
benotigt Ersatzteile bestimmter Arten und Mengen (i.S.v. ,,Anzahlen®)

(3) KFZ: hat Fahrgestellnummer und Baujahr, ist entweder ein PKW oder ein Motorrad; zu
PKWs interessiert ihre Farbe, zu Motorradern der Tuningsatz.

(4) Typ: jedes KFZ hat einen Typ; jeder Mechaniker ist fiir einige Typen ausgebildet; Ersatzteile
sind fiir bestimmte Typen verwendbar.

LInformationsstruktur* als ER-Modell

Zentrale Entity-Typen:
Kunde, Auftrag, KFZ, KFZ-Typ

Relationen-Typen:
o besitzt (Kunde besitzt KFZ)
o erteilt (Kunde erteilt Auftrag)
o Dbetrifft (Auftrag betrifft KFZ)
« hat Typ (KFZ hat KFZ-Typ)
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o ausgebildet fiir (Mechaniker ist ausgebildet fiir KFZ-Typen)
(= Entity-Typ ,Mechaniker® einfiihren)

auch notig: Relationen zur Modellierung davon
o welche Ersatzteile ein Auftrag benotigt
o welche Ersatzteile fiir welchen KFZ-Typ geeignet sind

o welcher Mechaniker welchen Auftrag bearbeitet.

auch noch nétig: Unterscheidung von KFZ in PKW und Motorrader.

ER-Modell: Autowerkstatt

=

Cpawjabr ) (TopNe)

1,1
Kunde @ LU gy } KFZ-Typ
IST IST
@eilt betrifft
ausgebildet
Auftrag-Nr) PKW Motorrad gﬁir
(L1 f1,1]
Auftrag
[1,%]

< Mechaniker

i
benotigt

1,*
Ersatzteil-Art 1] verwendbar

fiir
Teile-
bezeichnung @

Beachte: Durch Angabe von Kardinalitdten haben wir einige Entscheidungen getroffen:
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o Jedes KFZ hat genau einen KFZ-Typ.

e Jedes KFZ hat genau einen Besitzer.

o Jeder Auftrag betrifft genau ein KFZ.

o Jeder Mechaniker ist fiir mindestens einen KFZ-Typ ausgebildet.

o Jede Ersatzteil-Art ist fiir mindestens einen KFZ-Typ verwendbar.

8.3 Ablaufe bei der Auftragserteilung

Eine Untersuchung der Geschéftsablaufe in der Autowerkstatt ergibt, dass jeder Auftrag folgende
Stationen durchlauft:

1) Der Auftrag wird erteilt.

2) Fehlende Ersatzteile werden bestellt und nach dem Eintreffen entgegengenommen.

4

(1)
(2)
(3) Vorhandene Ersatzteile werden aus dem Lager genommen.
(4) Der Auftrag wird von einem Mechaniker bearbeitet.

(5)

5) Das KFZ wird dem Kunden ausgeliefert.

Modellierung dieser Ablaufe als Transitionssystem (endlicher Automat)

.

Auftrag erteilen

C

Ersatzteile aus Lager nehmen Ersatzteile entgegennehmen

KF7Z ausliefern

Einschrinkungen dieses Modells:

e Die Ablaufe in der Werkstatt werden uns aus der Sicht eines einzelnen Auftrags beschrieben.
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e Das Modell spricht nur iiber die ,Ersatzteile insgesamt“, aber nicht tber ihre Art und
Anzahl.

o Aktionsfolgen, bei denen mehrere Auftrige von mehreren Mechanikern bearbeitet werden,
kénnen durch dieses Modell nicht beschrieben werden.

8.3.1 Modellierung der Auftragsbearbeitung durch ein Petri-Netz

Ziel: Modelliere, wie mehrere Auftrage nebenldufig von 2 miteinander um Auftrige konkurrie-
renden Mechanikern bearbeitet werden.

Petri-Netz:

Auftragseingang

Auftrag erteilt

Ersatzteile bestellen IF] nicht bestellen
Ersatzteile entgegennehmen

Ersatzteile vorhanden
Mechanike;D Dglaniker 2
Auftrag bearbeiten Q ?D frei 6 p Auftrag bearbeiten

Reparatur erledigt

KFZ ausliefern IF]
Auftrag ausgefiihrt Q
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