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Achtung: Dieses Ubungsblatt stellt lediglich ein Beispiel fiir eine magliche Klausur dar (insbe-
sondere beziglich Umfang und Schwierigkeitsgrad der Aufgaben). Die Klausur am 3.3.09 kann
auch eine andere Gewichtung der in der Vorlesung behandelten Themen beinhalten, insbesondere
auch Themen aus den noch verbleibenden Vorlesungsstunden.

Wenn in der Aufgabenstellung nicht explizit eine Begrindung verlangt ist, dann brauchen Sie
keine Begrindung angeben.

Aufgabe 1: Induktion (3 + 8 = 11 Punkte)
Die Menge BA™ der positiven Booleschen Ausdriicke ist die Menge der Wérter iiber dem Alpha-
bet A ={0,1,A,V,(,)}, die rekursiv wie folgt definiert ist:

B) Die Symbole 0 und 1 sind in BA™.
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Rekursive Regeln: (R1) Sind w; und wsy in BA™, so ist auch (w; A ws) in BAY.
(R2) Sind w; und ws, in BA™, so ist auch (w; V wy) in BA™.

Basisregel:

a elche der folgenden Worter gehoren zur Sprache , welche nicht*
(a) Welche der folgenden W geh S he BA™ Ich ht?

Fiir jede richtige Antwort bekommen Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein
Punkt abgezogen. Die Gesamtpunktzahl ist aber mindestens 0.

(i) (10)
(if) (1A0)VO
(iii) (OV ((LA0)A0))

(b) Fiir jedes Wort w € A* bezeichne a(w) die Anzahl der Vorkommen der Symbole 0 und 1

in w und b(w) die Anzahl der Vorkommen der Symbole A und V in w. Zum Beispiel gilt
fir das Wort w = (0V ((1 A0) A0)): a(w) =4 und b(w) = 3.

Beweisen Sie durch Induktion, dass fiir alle Worter w € BA™ gilt: a(w) = b(w) + 1.

Aufgabe 2: Aussagenlogik (6 +9+ 3+ 6 = 24 Punkte)

(a) An einer Strafie befinden sich Ampeln fiir Autos und Fufigénger, d.h. ein Ampelpaar A;, As
fir Autos und ein Ampelpaar Fi, Fy fiir Fuligianger:
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Natiirlich zeigen die Ampeln A; und A, immer die gleichen Farben an. Analog fiir die
FuBgangerampeln F} und F5.

Mit Hilfe der folgenden atomaren Aussagen lassen sich nun einfache Anforderungen an die
Ampeln formulieren:

- Xiot: Die Ampeln Ay, Ay zeigen rot.
- Xgelb: Die Ampeln A;, Ay zeigen gelb.
- Xgriin: Die Ampeln A;, Ay zeigen griin.

- XF¥uginger: Die FuBligéngerampeln F}, Fy zeigen griin.
Beispielsweise driickt die aussagenlogische Formel ((Xrot A Xgelb) A ﬂXgrﬁn) aus, dass die
Ampeln Ay, Ay rot und gelb anzeigen, jedoch nicht griin.
Geben Sie aussagenlogische Formeln an, die Folgendes aussagen:
(i) Falls die Ampeln A;, As grin oder gelb (oder beides) anzeigen, dann zeigen die
Fulgangerampeln Fi, F, nicht griin.
(ii) Die Ampeln Ay, A zeigen (1) nur die Farbe rot (d.h. rot, aber nicht gelb und nicht

grin), (2) nur die Farben rot und gelb, (3) nur die Farbe grin oder (4) nur die
Farbe gelb an.

(b) Geben Sie fiir jede der folgenden aussagenlogischen Formeln an, ob sie erfiillbar, unerfillbar
und/oder allgemeingiiltig ist. Geben Sie aulerdem folgendes fiir jede Formel an: Falls die
Formel erfillbar ist, geben Sie eine zur Formel passende Belegung an, die die Formel erfiillt.
Falls die Formel nicht allgemeingiiltig ist, geben Sie eine zur Formel passende Belegung
an, die die Formel nicht erfillt.

() ¢ = (X1 A(X2— X))
(i) o — < (X1 = X2) A (X1 A X)) — (X2vX4)>

(c) Welche der folgenden Aussagen ist wahr, welche falsch?

Fiir jede richtige Antwort bekommen Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein
Punkt abgezogen. Die Gesamtpunktzahl ist aber mindestens 0.

(i) Eine aussagenlogische Formel ¢ ist genau dann allgemeingiiltig, wenn —p unerfiill-
bar ist.

(ii) Eine aussagenlogische Formel ¢ ist genau dann erfiillbar, wenn - unerfillbar ist.

(iii) Zwei aussagenlogische Formeln ¢ und v sind genau dann dquivalent, wenn (¢ « 1)
allgemeingiiltig ist.

(d) Geben Sie eine zur Formel
@ = ((Xl V _|X2) A X3)

aquivalente aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform an.

Aufgabe 3: Graphen (5+ 8+ 4+ 7 =24 Punkte)
(a) Sei G = (V, E) der folgende gerichtete Graph:
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(i) Geben Sie die Knotenmenge V' und die Kantenmenge £ von G an. Représentieren
Sie G auflerdem durch eine Adjazenzliste.

(ii) Wie grof ist der Eingangsgrad des Knotens a in G7
(iii) Geben Sie einen Weg vom Knoten e zum Knoten a in G an.

(b) Betrachten Sie die folgenden ungerichteten Graphen Gy, G, G3:
(b) 0,9 O—®
/®) s
(D) 2—® @ ®
G

G1 G2 3

Welche der folgenden Aussagen ist wahr, welche falsch?
Fiir jede richtige Antwort bekommen Sie zwei Punkte, fiir jede falsche Antwort werden
zwei Punkte abgezogen. Die Gesamtpunktzahl ist aber mindestens 0.
(i) G7 und G sind isomorph.
(ii) G ist ein Spannbaum von Gb.
(iii) Gj ist ein induzierter Teilgraph von Gs.
(iv) Es gibt eine konfliktfreie Knotenmarkierung von G; mit den Elementen aus {1, 2, 3}.

(c) Geben Sie ein Matching maximaler Gréfie in dem folgenden Graphen an.

(d) Ein Reiseleiter plant eine Tour durch ein Museum mit dem folgenden Grundriss:

1 I 4 I
— I :5: I ,

Eingang — 2 | I ]
3 T 6 T 8

(i) Modellieren Sie den Grundriss des Museums als einen ungerichteten Graphen.

(ii) Gibt es eine Tour durch das Museum, die in Raum 2 startet, in Raum 2 endet und
jede Tiir (auBer der Eingangstiir) genau einmal passiert? Beweisen Sie, dass Thre
Antwort korrekt ist.

Aufgabe 4: Logik erster Stufe (Teil 1) (7 + 3 +4 =14 Punkte)

(a) Sei ¢ = {D} eine Signatur mit einem zweistelligen Relationssymbol D, wobei D(z,v)
besagt, dass es einen direkten Flug von Stadt x nach Stadt y gibt.

(i) Geben Sie eine Formel ¢ der Logik erster Stufe tiber der Signatur o an, die aussagt,
dass fiir alle Stadte x und y, fiir die es einen direkten Flug von x nach y gibt, auch
ein direkter Flug von y nach x existiert.

(ii) Geben Sie eine Formel 1(z,y) der Logik erster Stufe tiber der Signatur ¢ an, die
fiir zwei gegebene Stiadte x und y aussagt, dass x und y verschieden sind und man
von x nach y mit héchstens einer Zwischenlandung fliegen kann.



(iii) Beschreiben Sie umgangssprachlich, was die Formel

x(x) = EIy( D(z,y) A Vz(D(z,y) — zix> )

aussagt.

(b) Seien ¢ und ¢ Formeln der Logik erster Stufe iiber einer Signatur . Was bedeutet es,
dass 1 aus ¢ folgt? Geben Sie eine exakte Definition an.

(c) Sei o := {E} eine Signatur mit einem 2-stelligen Relationssymbol E. Geben Sie fiir die
Formel

Y = ElxlEle( (E(Il, .’132) N ﬁl’lil’g) A V.I’g (E(I‘g, .131> V E(I‘:g, 2132)) )
zwei o-Strukturen 2, B an, so dass 2 die Formel ¢ erfiillt und 28 die Formel ¢ nicht erfiillt.

Aufgabe 5: Logik erster Stufe (Teil 2) (6 + 8 = 14 Punkte)

(a) Welche der folgenden Aussagen stimmen, welche stimmen nicht?

Fiir jede richtige Antwort bekommen Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein
Punkt abgezogen. Die Gesamtpunktzahl ist aber mindestens 0.

(i) Ve = -Jz—p (iv) Jz(pAY) = (Elzcgo A Elxw)
(i) Jz(pAy) E (Gzp A Tzv) (v) Va(p Ap) = (Voo A Voo)
(iii) (Elmp A Elxw) = Jz(p AY) (vi) Vzp | o

(b) Beweisen Sie, dass Ihre Antworten zu (ii) und (iii) aus (a) korrekt sind.

Aufgabe 6: Logik erster Stufe (Teil 3) (6 + 7 = 13 Punkte)
Betrachten Sie die Kinodatenbank k;,, aus der Vorlesung.

(a) Berechnen Sie fiir jede der folgenden Formeln ¢; die Relation ¢;(Rkin,) und geben Sie
umgangssprachlich an, welche Anfrage durch die Formel ¢; beschrieben wird:
o1(rg) = Jay Progfamm(xK, ‘Capote’,xz)
po(xr) = EI:CKEI:CZ( ngf’amm(xK,xT,xz) A

Yy Vyz (ngf’amm(yK, T, Yz) — yzixz) )

(b) Finden Sie Formeln der Logik erster Stufe, die die folgenden Anfragen beschreiben:

(i) Gib die Titel aller Filme aus, die in mindestens zwei Kinos laufen.

(ii) Gib die Titel aller Filme aus, in denen George Clooney mitspielt, aber nicht selbst
Regie fiihrt.

Beachten Sie: Es kann sein, dass ein Film mehr als einen Regisseur hat.

Frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins neue Jahr!



