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Aufgabe 1: (12 + 12 = 24 Punkte)
Sei B = (V, E) ein gerichteter Baum.

(a) Zeigen Sie, dass die Relation
Rp = {(x,y) € V*:es gibt in B einen Weg von z nach y}

eine partielle Ordnung ist. Geben Sie aulerdem einen gerichteten Baum B an, so dass Rp
keine lineare Ordnung ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Relation

Ry = {(z,y) € V?: es gibt eine Zahl [ € N, s.d. fiir jeden Knoten z € {x,y} gilt:
in B gibt es einen Weg der Lange [ von der Wurzel nach z}

eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 2: (15 + 10 = 25 Punkte)
In dieser Aufgabe sollen gerichtete Baume durch Strukturen tiber einer Signatur mit einem
1-stelligen Funktionssymbol Elternknoten reprasentiert werden.

(a) Beschreiben Sie, wie ein gegebener gerichteter Baum B = (V,E) durch eine Struktur
tiber der Signatur {Elternknoten} modelliert werden kann. Geben Sie die entsprechende
Struktur fiir den folgenden Baum an:

(b) ()
@ & ©® @ (h)
O @ © O @

(b) Geben Sie je eine Formel (z) der Logik erster Stufe an, die ausdriickt, dass der Knoten «
(i) ein Blatt ist,
(ii) die Wurzel ist,

(iii) mindestens zwei Kinder hat.

Aufgabe 3: (18 + 8 = 26 Punkte)
Sei 0 := {f,R, c'} eine Signatur mit einem 2-stelligen Funktionssymbol f, einem 3-stelligen
Relationssymbol R und einem Konstantensymbol ¢.



(a) Uberpriifen Sie fiir jedes der folgenden Wérter, ob es ein o-Term (geméf Definition 5.13)
oder eine FO[o]-Formel (geméB Definition 5.15) ist. Falls das Wort eine FO[o]-Formel ist,
geben Sie auch an, ob es sich bei dem Wort um eine atomare o-Formel handelt.

(i) R(¢, f(vs,v5),01) (iv) (& f(év0)) = (& wo)
(ii) ( (¢, v1,v2) < f(U7,U5)> (v) ‘v’vlflvg( (v1,¢)=vy A Vg R(f(vl,c'),vg,UG))
(i) f(é R(vs,v1,07))=f(vo,¢)  (vi)
(b) Betrachten Sie die zwei o-Strukturen 2 = (A, f% R%, %) und B = (B, f®, R®, ¢®), wobei
- A :={0,1,2,3}, R¥*:=1{(0,1,1),(2,1,3)}, ¢&* =2
- B :={a,b,c,d}, R®:={(a,b,c),(d,bb)}, ¢® :=a
und die Funktionen f2: A2 — A und f®: B> — B definiert sind durch

El’U()\V/’Ul (’Ul, Uo)

210 1 2 3 fBla b ¢ d
010 1 2 3 a |d ¢ b a
111 2 3 0 b |c a d b
212 3 0 1 c |b d a c
313 0 1 2 d la b ¢ d

Zum Beispiel gilt %(2,0) =2, f%(2,1) =3 und f2(b,a) = c.
Uberpriifen Sie, ob 2 = 9B gilt. Falls ja, geben Sie einen Isomorphismus von 2 nach 98 an.
Falls nein, begriinden Sie, warum es keinen Isomorphismus von 2 nach B gibt.

Aufgabe 4: (6 + 6 + 6 + 7 =25 Punkte)
Fir m,n € Ny sei das m x n-Gitter der Graph G,xn = (Vinxn, Fmxn) mit

Vien = {(i,j) : 1<i<m, 1<j<n},
Epn = {{(i,5),G,j+ 1)} : 1<i<m, 1<j<n}U
{{G.9),(i+1,5)} - 1<i<m 1<j<n}
Das 3 x 4-Gitter G344 sieht z.B. wie folgt aus:

(1,‘ 1)H(1,‘2)H(1,‘3)H(1,‘4)

(27‘ 1)H(2,‘ 2)H(2,‘3)H(2,‘4)
(B, D3, 2)—(3,3)F(3, 4)]

(a) Uberpriifen Sie, ob G4 bipartit ist. Falls G4 bipartit ist, so geben Sie zwei disjunkte
Knotenmengen Vi, Vo C Viyy mit Vi UV, = Vg an, so dass jede Kante aus Fs3.4 einen
Knoten aus V; und einen Knoten aus V5 miteinander verbindet. Falls G344 nicht bipartit
ist, so begriinden Sie dies.

(b) Geben Sie ein Matching maximaler Groe in G3y4 an.
(c) Geben Sie einen Hamilton-Kreis in G4 an.

(d) Fir welche m,n € Nyg besitzt G, «, einen Hamilton-Kreis, fir welche nicht?

Hinweis: Verallgemeinern Sie die Argumentation auf Seite 136 (oben) im Buch ,Modellie-
rung — Grundlagen und formale Methoden* von Uwe Kastens und Hans Kleine Biining. Das
Buch befindet sich unter Anderem im Semesterapparat zur Vorlesung in der Informatik-
Bibliothek.



