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Diskrete Modellierung
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U'bungsblatt 9

Abgabe: bis 9. Januar 2008, 8.15 Uhr (vor der Vorlesung oder in Raum RM 11-15/113)

Aufgabe 1: (16 + 12 = 28 Punkte)
Sei ¢ = {B S, F, Nachfolger, letzter} eine Signatur, wobei B, S, F' 1-stellige Relationsymbole,
Nachfolger ein 1-stelliges Funktionssymbol und letzter ein Konstantensymbol ist. Sei A eine

o-Struktur mit A = {1,2,...,34} und letster” — 34, so dass fiir alle a € A gilt:
e ac€ B <= FC Bayern Miinchen ist Tabellenfiihrer an Spieltag a
e a€ ' = FC Schalke 04 ist Tabellenfiihrer an Spieltag a
e ac FA <= FEintracht Frankfurt ist Tabellenfiihrer an Spieltag a

a+1, fallsa€{l,2,...,33}
a, falls a = 34.

NachfolgerA(a) = {

(a) Geben Sie FO|o|-Formeln an, die in A folgendes aussagen:

(i) Eintracht Frankfurt ist mindestens einmal Tabellenfiihrer.
(ii) Jede der drei Mannschaften ist mindestens einmal Tabellenfiihrer.
(iii) Sind die Bayern an einem Spieltag Erster, so werden sie auch Meister.
(iv) Schalke holt nicht den Titel, wenn sie bereits am vorletzten Spieltag Tabellenfiihrer
sind.

(b) Beschreiben Sie umgangssprachlich, was jede der folgenden FOlo]-Formeln in A aussagt:
(i) va( ~Blz) — (3(x) v () )
(ii) —Elm( Fz) A ( F(Nachfolger(z)) A ( F(Nachfolger( Nachfolger(x))) A
ﬁNachfolger(x)iletéter) ) )
(iii) ( _EIZL‘(S(I‘) A —wilet}:ter) —  =S(letzter) )

Aufgabe 2: (12 + 12 = 24 Punkte)
Sei o = { f R , ¢} eine Signatur mit einem 2-stelligen Funktionssymbol f, einem 3-stelligen Rela-
tionsymbol R und einem Konstantensymbol ¢. Betrachten Sie die o-Struktur A = (A  fARA, ¢,
wobei A = {0,1,2,3,4}, R* = {(0,3,4), (1,3,0), (4,2,3)}, ¢* = 3 und die Funktion
fA: A x A— A definiert ist durch



fAlo 1 2 3 4
00 1 2 3 4
11 2 3 40
212 3 4 0 1
313 401 2
414 01 2 3

Zum Beispiel gilt fA(2,3) = 0 und fA(1,3) = 4.
Sei Z = (A, () die Interpretation mit der Belegung (: Var — A, fiir die gilt: 5(vy) = 2,
B(v1) =0, B(ve) =1, B(vg) =4, und B(v;) = 3 fiir alle i > 4.

©  (a) Berechnen Sie [t;]* und [t2]* fiir

oty == f(f(vi,v5),0)

oty = f(f(¢ f(v2,6)),01)
(b) Berechnen Sie 1] und [po]* fiir

® ] = ( R(Ul, Vo, f('l}o, Uz)) V E"U()R(’Uo, Vg, Ug) )
® py = VUl( flur,é)=F(va,¢) — Fug(R(v1,va,03) V f(v1, v5)=04) >
Aufgabe 3: (12 + 12 = 24 Punkte)

In dieser Aufgabe sollen gerichtete Baume durch Strukturen tiber einer Signatur mit einem
1-stelligen Funktionssymbol Elternknoten reprasentiert werden.

©  (a) Beschreiben Sie, wie ein gegebener gerichteter Baum B = (V,E) durch eine Struktur

iiber der Signatur {Eltemknoten} modelliert werden kann. Geben Sie die entsprechende
Struktur fiir den folgenden Baum an:

B B} o
© © © X
(1) O,

(b) Geben Sie je eine Formel p(z) der Logik erster Stufe an, die ausdriickt, dass der Knoten z

© (i) ein Blatt ist,
© (ii) die Wurzel ist,
(iii) genau zwei Kinder hat.
Aufgabe 4: (3 x 8 = 24 Punkte)
Sei o := {E, P} eine Signatur mit einem 2-stelligen Relationssymbol £ und einem I1-stelligen

Relationssymbol P. Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln je eine o-Struktur an, die die
Formel erfiillt, und eine, die die Formel nicht erfiillt:

(a) VaVyvz( (E(x,y) /\E’(y,z)) — E(x,2) )
(b) ¥avy( Ble.y) — ((Ply) A=P@) v (P) A=Ply) ) )

(c) ( ‘v’xVy(E(x,y) Vv E(y,x)) A VxVy( (E(x,y) A E(y,x)) — xiy) )
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