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Bemerkung: In den Aufgaben 1 und 2 wird der Satz von Gradel (,,ESO-HORN beschreibt P
auf FIN_*) bewiesen. In den Aufgaben 3 und 4 wird bewiesen, dass auf undren Signaturen o
MSO|[o] dieselbe Ausdrucksstiarke wie FO[o] besitzt.

Aufgabe 1: (13 + 12 = 25 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass das Problem

HORN-SAT

FEingabe: Eine Konjunktion « von aussagenlogischen Horn-Klauseln.

Frage:  Ist « erfiillbar?

deterministisch in Polynomialzeit gelost werden kann.

(b) Zeigen Sie, dass das Problem Evalpi,_(®) fir jeden ESO-HORN-Satz & in P liegt, d.h.
es gibt einen deterministischen Algorithmus, der bei Eingabe einer endlichen geordneten
Struktur 2 in Polynomialzeit entscheidet, ob 2 = ®.

Aufgabe 2: (25 Punkte)
Zeigen Sie, dass fur jede endliche, funktionenfreie Signatur o := 7 U {<} und jede unter Iso-
morphie abgeschlossene Klasse C von endlichen geordneten o-Strukturen gilt: Falls es eine de-
terministische Turingmaschine gibt, die bei FEingabe einer endlichen geordneten o-Struktur 2

(représentiert durch enc., (2)) in Polynomialzeit entscheidet, ob 2 € C, dann gibt es auch einen
ESO-HORN]|o]-Satz @, so dass C = Modpi,_(P).

— auf der ndchsten Seite geht’s weiter —



Aufgabe 3: (10 + 15 = 25 Punkte)
Sei o eine funktionenfreie Signatur. Der Quantorenrang qr(®) € N einer MSO[o]-Formel ®
ist analog zum Quantorenrang einer FO[o]-Formel definiert, wobei erststufige und zweitstu-
fige Quantoren gleichermafien gezéhlt werden. Beispielsweise ist qr(®) = 3 fiir die Formel
O = EIXEIY(VJ: (X(x) <> Y (2)) ATz X(x))

(a) Definieren Sie Spielregeln und Gewinnbedingung eines m-Runden MSO-Spiels, so dass fiir
alle m > 0 und alle o-Strukturen 2,5 folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) Es gibt einen MSO[o]-Satz & vom Quantorenrang qr(®) < m, so dass A = & und
B~ O.

(ii) Spoiler hat eine Gewinnstrategie im m-Runden MSO-Spiel auf 2, B.
(b) Beweisen Sie die Richtung (i) = (ii).

Aufgabe 4: (15 + 10 Punkte)
(a) Firk, ¢ > 0sei oy die Signatur mit & undren Relationssymbolen P, . .., P, und ¢ Konstan-
tensymbolen cy, . .., ¢,. Fiir jede oy -Struktur A sei die Farbe A(a) C oy, eines Elementes

a € A definiert als
Ma) == {Pie{l,....k},ae P'} U {¢:je{l,....0},a="}
Fiir jede Farbe f C oy sei
M7 = {a€ A:cMa)=f}.

Zeigen Sie, dass fiir alle k, £, m > 0 und alle oy, -Strukturen 2(, B gilt: Wenn fiir alle Farben
f C op gilt, dass
M3 = |[MP| oder |MY,|ME| > 2",

dann hat Duplicator eine Gewinnstrategie im m-Runden MSO-Spiel auf 2, ‘8.

(b) Folgern Sie, dass es fiir jeden MSOJoy ¢]-Satz einen auf der Klasse aller oy ~Strukturen
dquivalenten FO[oy (]-Satz gibt.



