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Worum geht’'s?

@ Regulare Sprachen:

» Das starkste “vollstandig beherrschbare” Rechnermodell: Automatische
Verifikation und Minimierung sind effizient mdéglich.

» Verschiedene aquivalente Perspektiven:
Regulare Ausdriicke, reguldare Grammatiken,
deterministische und nichtdeterministische endliche Automaten.

@ Kontextfreie Sprachen:
» Grundlage des Compilerbaus: effiziente Compiler
@ Berechenbarkeit:

» Was kdénnen Rechner heutiger und zukinftiger Technologien?
» Welche algorithmischen Probleme sind (durch Rechner) I6sbar, welche
Probleme lassen sich nicht I[6sen?

@ Die Chomsky-Hierarchie
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Worauf wird aufgebaut?

@ Diskrete Modellierung:
» Beweismethoden
» eine erste Behandlung von
endlichen Automaten und kontextfreien Sprachen

@ Datenstrukturen und GL-1 (Algorithmentheorie bzw. Theo. Inf. 1):
» Laufzeitanalyse: O, 0,2, w and Rekursionsgleichungen
» Traversierung von Graphen
» Dynamische Programmierung
» NP-Vollstandigkeit
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Organisatorisches

@ Die Webseite der Veranstaltung enthalt alle wichtigen Informationen zur
Veranstaltung wie Logbuch, Skript, Folien, Ubungsblatter,
Klausurtermine, usw.

www.tks.informatik.uni-frankfurt.de/teaching/ssl2/
th-inf-2

@ Ubungsbetrieb: BITTE UNBEDINGT TEILNEHMEN!

» Wdchentliche Ausgabe der Aufgabenblatter nach der Vorlesung

» Abgabe der Loésungen: nach 1-wdchiger Bearbeitungszeit, vor Beginn der
Vorlesung (friihere Abgabe auch im Biro von Joachim Bremer bzw. Frederik
Harwath mdglich)

» Durch Bearbeiten der Ubungsaufgaben kénnen BONUSPUNKTE
gesammelt werden.

Einflihrung Organisatorisches 6/17


www.tks.informatik.uni-frankfurt.de/teaching/ss12/th-inf-2
www.tks.informatik.uni-frankfurt.de/teaching/ss12/th-inf-2

Einige Grundbegriffe zum Thema

Worte und Sprachen




Alphabete, Worte und Sprachen

@ N:={0,1,2,3...} ist die Menge aller natiirlichen Zahlen.
N., :={1,2,8,...} ist die Menge aller positiven nattrlichen Zahlen.

@ Ein Alphabet ¥ ist eine endliche, nicht-leere Menge von Buchstaben.

Q@ xX"={a - -a,|a,...,an € L}istdie Menge aller Worte der Lange n
tber ¥.

© 0 = {¢} besteht nur aus dem leeren Wort .
Q X" =,y X" ist die Menge aller Worte iber dem Alphabet X.
Q =" = Upen., X" ist die Menge aller nicht-leeren Worte Uber x.

@ Fir w € x* ist |w| die Lange von w, d.h. die Anzahl der Buchstaben in w.
Fir ae X ist |w|, die Anzahl der Vorkommen des Buchstabens ain w.

Eine Sprache L (Uber X) ist eine Teilmenge von X*. )
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Beispiele flr Sprachen

- Die Menge der im Duden aufgeflihrten Worte tber dem Alphabet
{a,A,...,z,Z4 A, ...,0,U, B, —}.

- Deutsch besteht aus allen syntaktisch korrekt aufgebauten und
semantisch sinvollen Satzen mit Worten aus dem Duden.

- C++ ist die Menge aller syntaktisch richtig aufgebauten C++ Programme.
Das Alphabet ist die Menge aller ASCII-Symbole.

- Die Sprache der arithmetischen Ausdriicke mit den Variablen x und y
besteht aus allen arithmetischen Ausdriicken liber dem Alphabet
{Xay7+7*7_1/7(7)}'

- Weitere Beispielssprachen:

» Die Menge aller HTML-Dokumente,
» die Menge aller XML-Dokumente.
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Operationen auf Sprachen

Sei X ein Alphabet, u = v - - - up, und v = vy - - - v seien Worte Uber X. )

Q uv=u- Uy vy vy ist die Konkatenation von v und v.
@ Fir Sprachen Ly, L, Giber ¥ ist
L4 OL2:{UV|U€L1,V€L2}

die Konkatenation von L; und L,.
Oft schreiben wir kurz LiL, oder Ly - Lo statt Ly o Lo.

@ Fiir eine Sprache L Uber X ist

L" = {uy--un|uy,...,up €L}
o= (JLr mitl®:={e})
neN

L* ist die Kleene-Hlille (oder Kleene-Stern) von L.
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Kompakte Beschreibung von Sprachen und Mengen

@ Die Menge aller Felder eines Schachbretts ist
{A,B,C,D,E,F,G,H}~{1,2,3,4,5,6,7,8}.

@ Die Menge aller Karten eines Skatblatts ist
{%,®, 0 O o {7,8,9,10, Bube,Dame,Kdnig,Ass}.

@ Die Menge der Binardarstellungen der natiirlichen Zahlen gréBer Null ist

{1} o {0,1}".

Q Uj‘:1 {-,—} ist die Menge der Kodierungen von Buchstaben im Morsealphabet.

© Die Menge der Uhrzeiten eines Tages ist

({2} 0 {0,1,2,3} U {e,1}0{0,1,...,9}) o{:}o{0,1,...,5}0{0,1,...,9}.
@ Und die amerikanische Entsprechung ist

({1}0{0,1,2} U {1,...,9}) o {:}0{0,1,...,5} 0 {0,1,...,9} o {am, pm}.
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Aus welchen Worten besteht die Sprache

K =({a}" o {b}" o {d}" o {c}")"

@ Behauptung: K C {a,b,c,d}*
» K besteht nur aus Worten Uiber dem Alphabet {a, b, c, d}.
» {a,b,c,d}" besteht aus allen Worten Gber {a, b, c, d}.
» Behauptung stimmt.
@ Behauptung: {a,b,c,d}* C K
» Der letzte * in der Definition von K ist mé&chtig!
» Sei w = w; - - w, ein beliebiges Wort in {a, b, c, d}":
* Jeder Buchstabe gehort zu ({a}* o {b}* o {d}* o {c}*).
* Alsoistw = w; ---wy € ({a}* o {b}* o {d}* o {c}*)"
* und deshalbist w € ({a}* o {b}* o {d}* o {c}*)* = K.
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Rekursive Definitionen von Sprachen

L sei die rekursiv wie folgt definierte Sprache Uiber dem Alphabet ¥ = {0, 1}:
Basisregel: e € L
Rekursive Regel: wenn u € L,dann Ou € Lund ul € L.
Wie sieht L aus?

(1) Behauptung: {0}* {1}* C L.
Seiw e {0}* {1}*,alsow =0"1"flirn,m e N.
Es ist e € L und deshalb O¢, 00¢, ...,0"% = 0" € L.
Dann aber auch 0"1,0"11, ..., 0"1" ¢ L
und deshalb ist w € L.
(2) Behauptung: {0}* {1}* C L.
» Dies sieht man leicht per Induktion nach dem Aufbau von L.

vVvyVvVvyy

Somitist L= {0}" {1}". )
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Regulare Ausdriicke

Die Menge der regularen Ausdriicke Uber einem endlichen Alphabet X wird rekursiv
wie folgt definiert:

Basisregel: Die Ausdriicke ), e und a fiir a € X sind regular.

Die Ausdrlcke stellen die leere Sprache (L(0) = 0), die
Sprache des leeren Wortes (L(¢) = {¢}) und die Sprache des
einbuchstabigen Wortes a (L(a) = {a}) dar.

Rekursive Regeln: Sind R und S regulare Ausdrlcke, dann auch
(R]S), (R-S)und R*.
| ist die Vereinigung und wird manchmal auch mit +
bezeichnet (L((R | S)) = L(R) U L(S)),
- die Konkatenation und wird manchmal auch mit o
bezeichnet (L((R - S)) = L(R) - L(9)),
und x ist die Kleene-Hille (L(R*) = L(R)").
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Das Wortproblem

Das Wortproblem fur eine Sprache L:
Fur ein vorgegebenes Wort w, entscheide ob w € L? J

@ Das Wortproblem fir den Duden:
Entscheide, ob ein vorgegebenes Wort im Duden ist.
Einfach: Bitte nachschauen.

@ Das Wortproblem flr Deutsch:
Entscheide, ob ein Satz syntaktisch richtig und sinnvoll ist.
Sehr schwierig.

@ Das Wortproblem flir C++:
Entscheide, ob ein C++ Programm syntaktisch korrekt ist.
Compiler kdnnen das.

Wie schwer ist das Wortproblem fir stets stets haltende C++ Programme? J
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Das Wortproblem flr C++ Programme, die stets halten

main (int n)

int i;
{ i=n;
while (NOT (prim (i) && prim(i+2)) )
i++; }

@ Die Funktion prim (i) gebe den Wert wahr genau dann zurlck, wenn i
eine Primzahl ist.

@ Das Programm hélt genau dann fir eine Eingabe n, wenn es
Primzahl-Zwillinge i, i + 2 mit i > n gibt.

@ Das Programm hélt genau dann immer, wenn es unendlich viele
Primzahl-Zwillinge gibt. Leider ist die Frage, ob es unendlich viele
Primzahl-Zwillinge gibt, bis heute offen!

Das Wortproblem fir stets haltende C++ Programme ist
extrem schwierig. J
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Das Wortproblem: Ein vorlaufiges Fazit

Die Komplexitét des Wortproblems variiert stark

von trivialen Problemen wie dem Dudenproblem,

zu ernst zunehmenden Problemen wie dem Compiler-Problem fiir C++
Programme,

zu den sehr schwierigen NP-vollstdndigen Problemen,

bis hin zu nicht I6sbaren Problemen wie dem Wortproblem fir stets
haltende C++ Programme.

Wir betrachten spater das Wortproblem flr

@ reguldre Sprachen (abhéngig von der Reprasentation als determ. oder
nichtdeterm. Automat oder als regularer Ausdruck),

@ kontextfreie Sprachen (wenn durch eine Grammatik reprasentiert)
@ und auch fur stets haltende C++ Programme.
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