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Definition (h(L), h~'(L), Homomorphismus):
Seien Y, I' endliche Alphabete. Sei h : ¥* — I'* eine Abbildung. Wir definieren die folgenden
Sprachen:

h(L) := {h(u) :ue L} CT, fiir jede Sprache L C ¥*,
h™"(L) := {u€X*:h(u) € L} CX* firjede Sprache L C I'*.

Fiir jedes w € T sei h™}(w) := h '({w}) = {u € 3* : h(u) = w}.

Die Abbildung h heit Homomorphismus, wenn fir alle Worter u, v € ¥* gilt, dass h(uv) =
h(u) h(v). Beachten Sie, dass h in diesem Fall vollstandig durch die Abbildung a +— h(a), fur
alle a € 3, festgelegt ist, und h(ay - --a,) = h(ay)---h(a,), fir alle n € Nund ay,...,a, € 2.

Aufgabe 1: ((247) + 7+ 7 = 23 Punkte)
Sei ¥ = {a,b,c} und I' = {0, 1}.

(a) Sei h:X* — I'* ein Homomorphismus mit h(a) = 001, A(b) = 0 und h(c) = 1.
(i) Geben Sie h~1(00101) an.
(ii) Fir welche Worter w € ¥* gilt A~ (h(w)) = {w} ?
(b) Geben Sie einen Homomorphismus g : ¥* — I'* an, so dass fur alle Worter w € ¥* gilt
97 (g(w)) = {w}.
(c) Geben Sie einen Homomorphismus f : ©* — I'* an, so dass f~!(f(w)) = {w} nur fir das
leere Wort e gilt.

Aufgabe 2: (9+ 9+ 9 = 27 Punkte)
(a) Seien 3, I' endliche Alphabete. Sei h : ¥* — I'* ein Homomorphismus. Zeigen Sie:
(i) Die Klasse aller regularen Sprachen ist unter Homomorphismen abgeschlossen, d.h.
wenn L C ¥* reguldr ist, so ist auch h(L) C I'* regulér.
(ii) Die Klasse aller reguldren Sprachen ist unter inversen Homomorphismen abgeschlos-
sen, d.h. wenn L C I'* regulér ist, so ist auch A~1(L) C X* regular.
(b) Sei R : ¥* — ¥* eine Abbildung, so dass R(w) := a,, - --ay, fir alle w := a;---a, € ¥*
mit n = |w|. Statt R(w) und R(L) schreiben wir auch w' und L.

Zeigen Sie, dass die reguldren Sprachen unter Umkehrungen abgeschlossen sind, dass also
gilt: wenn L C Y* reguldr ist, so ist auch L regulir.



Aufgabe 3: (949 + 9 = 27 Punkte)
Geben Sie moglichst kurze und elegante Beweise dafiir an, dass die folgenden Sprachen nicht
reguldr sind. Wéhlen Sie hierfiir addquate Beweismethoden (z.B. Pumping-Lemma, Satz von
Myhill-Nerode, Abschlusseigenschaften der Klasse aller regulédren Sprachen) aus.

(a) Ly = {a'cWd" 7 :neN,1<4,j<n}C{ab,cd},
(b) Ly = ({(aab)(abb)" : n € N} U {a,b}*{aaa, aabb, bbb}{a,b}*) C {a, b}",
(¢) Ly := {abab™---ab™ :n €N, (i1,...,1,) €N es gibt 1 < j <mn, sd.i; #j} C {a,b}"

Aufgabe 4: (8 + 15 = 23 Punkte)
Sei k € Nxj. Sei die folgende Sprache tiber dem Alphabet {a,b, ¢} gegeben:

Ly = {a'b'c":0<i<k}
Zeigen Sie:

(a) Es gibt einen (nicht vollstdndigen) DFA mit w + 1 Zustanden, der L akzeptiert.

(b) Finden Sie eine moglichst grofle Zahl z, fiir die Sie zeigen konnen, dass jeder NFA, der Ly

akzeptiert, mindestens z, Zustdnde hat.

Hinweis: Man kann dies fiir zj, = &+ zeigen. Sie bekommen aber auch Punkte fiir Thre

2
Losung, wenn Sie den Beweis nur fiir eine kleinere Zahl, die hinreichend nah an @

liegt, fithren kénnen.



