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sammenfassung: e
Fiir die dret Frepunktlogiken LFP (kleinste Fixpunktlogik), IFP (i}ﬂ&tjenﬁﬁeﬁ%unktlogik)
und PFP (partielle Fixpuikttogik) gilt: P

"

—~f L IFP £ I:‘FP\WT
fiidesiens so ausdrucksstark wie [£P, und IFP ist mindestens so ausdruckssiark
LG

g Fixpunktlogiken und Komplexitatskiassen

Ahnlich zum Beweis des Satzes von Fagin kann man zeigen, dass die Logiken LFP und IFP
die Komplexititsklasse Prive auf der Klasse aller endlichen geordneten Strukturen beschei-
ben, und dass die Logik PFP die Komplexitiitsklasse Pspace auf der Klasse aller endlichen
geordneten Strukturen beschreibt:

425 _ o
246 Theorem (Satz von Immerman und Vardi, 1982). -+ *““C’(‘ck - —"‘f\‘z_ :

{a) LEP beschreibt prive auf FINOrd.

(b) 1FP beschreibt Prive auf FinOrd,

U ag YoAF
Beweis: Wegen Lemma-léz;. und Proposition 235 folgt (/) direkt aus (a). Von Lemma 2:3&

wissen wir, dass die Datenkomplexitit des Auswertungsproblems fiir LFP auf FinOrd in
Prime liegt. Im Folgenden brauchen wir also nur noch zu beweisen, dass jedes Problem
aus PTiME durch eine LFP-Formel beschrieben werden kann. Sei dazu o eine Signatur, die
u.a. ein 2-stelliges Relationssymbol < enthilt, und sei C C FinOrd eine Klasse endlicher
geordneter o-Strukturen, so dass

Le = {enc(W) : A e C} € prive.
<
D .h. es gibt eine deterministische Turing-Maschine M = (@, 2, T, A, o, F) und eine Kon-
stante & € I, so dass A bei Eingabe (der Kodierung) einer endlichen geordneten o-Struktur
A entscheidet, ob A & C und dabei weniger als n* Schritte macht. Wie beim Beweis des Sat-

zes von Fagin bezeichnen wir mit n immer die Gréfie des Universums der Eingabe-Struktur
2 und nehmen 0.B.d.A. an, dass

e [, aus genau einem akzeptierenden Zustand gy, besteht,

e jeder Lauf von M bei jeder Eingabe-Struktur %1 mit | A| 2 2 nach genau n®*—1 Schrit-
ten in einem (akzepticrenden oder verwerfenden) Endzustand endet,

o n® = lenc(W)|,
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2.2 Fixpunktlogikan zur Beschreibung von P und Pspace 67

e () ={0,1,..,s0} firein sp € IN, Endzustand ga; = 0, Anfangszustand g = 1,
o I'={0,1,2,..,s7} firein sy € N, Blank-Symbol [J = 2,
e §:= max{sg,sT}.

Da M deterministisch ist, konnen wir die Uberfithrungsrelation A als Abbildung
§: (@\F)xT — @xT=x{-1,0,1}

darstellen.

Unser Ziel ist, einen LFP[o]-Satz 1 zu finden, so dass C = Modpijnorg(®), d.h. fiir jede
endliche geordnete o-Struktur A gilt:

NEy = AeC
< M akzeptiert A
= der Lauf von M bei Eingabe enc(2), endet nach n*—1
Schritten in Zustand g, .

Idee zur Konstruktion von 20: Ahnlich wie im Beweis des Satzes von Fagin werden Zeit-
punkte ¢ und Bandpositionen p in {0,1,..,n%~1} durch k-Tupel £ = (t1,..,%) bzw.
7 = (p1,-..p) itber {0,..,n—1} kodiert. Unter Verwendung der lincaren Ordnung <3
kann man das Universum A mit der Menge {0, .., n—1} identifizieren und %-Tupel @ € A®
mit Zahlen aus {0, 1, .. ,n—1},

Jeden Zustand ¢ € @ = {0,1,..,sg} und jedes Symbol v € I' € {0,1,.., s} werden
wir in einer Struktur 2 durch das g-grofite bzw. das ~-gréfite Element im Universum A re-
prisentieren

Um die Notation etwas iibersichtlicher zu machen, nehmen wir 0.B.d.A. an, dass & zwei
Konstantensymbole 0 und max enthilt, die in geordneten o-Strulkturen stets mit dem klein-
sten bzw. dem grofiten Element der linearen Ordnung interpretiert werden.

Der Lauf der DTM M bei Eingabe em:(EZL) wird durch folgende (2F + 2)-stellige Relation enc{h) =
R™ C A%+ reprasentiert: n@.wc L@Q

o (0,%,7,0) € R® «== der Schreib-/Lesekopf stehit zum Zeitpunkt £ auf Bandposition 7.
s (1,t.7,7) € R* < auf Bandposition 7 steht zum Zeitpunkt t das Symbol 7.

o (max, i, mix,q) € RY <= M ist zum Zeitpunkt £ in Zustand g.

“Der LFP-Satz 4, den wir im Folgenden konstruieren, wird daher nur fiir solche Strukturen 2 korrekt sein, die
mehr als s = max{sg, sr} Elemente besitzen. Das ist aber nicht weiter schlimm, denn es giblnur endlich
viele verschiedene o-Strukiuren mit € s Elcmenten, und diese kann man explizit durch eineftveitere FO-

Formel abhandeln.

L":s M LSO L:,._n-("GLLQ



68 2 Deskriptive Komplexitis ig %

Wir konstruieren im Folgenden eine FO[ocU{R}]-Formel (R, u, 1,7, =), die schrittweise
die Relation R so aufbaut, dass R* durch “[Ifp Rouipz ) beschrieben wird. Die einzel-
nen Induktionsstufen entsprechen dabei den Zeitpunkten wihrend der Berechnung von Af,
d.h.

R’ = g,

R' = “Startkonfiguration bei Eingabe enc{2()”
o= A Iy
— {(wER) € B : g (=0,

R* = {(uw L 2) € RY : rgea () < i)
Wenn ¢ so konstruiert ist, dann gilt (beachte dazu, dass g = 0):

M akzeptiert % <= U |= [Upp , = |(max, mix, mix, 0).
Die Formel ¢ ist von der Form

(R, u, E‘aﬁ: z) =

3zg .- dz (ipz{l,r,,'g,,(zo, ceits) A ((“t =0" A @sur(u, p. 5)) v @serin (B, u, 1, D) :)) )1
wobel Yzahien (20, . - » 25 ) eine FO[<|-Formel ist, die besagt, dass die Variablen zg, . ., 25 mit
den s+1 kleinsten Elementen aus dem Universum der jeweiligen Struktur belegt werden.

Um die Startkonfiguration vou M bei Eingabe enc(2l) durch die Formel @sg,, zu beschrei-
ben, benutzen wir die Formein {p(p) und (;(p) aus dem Beweis des Satzes von Fagin (Hreo-
rems2+8), die besagen, dass in dem 0-1-Wort enc (%) an Position rg%kr (p) das Symbol O bzw.
das Symbol I steht. Wir wihlen < '

Osrar (U, P, 2) =
( u=0 A“F=0" A z= O) (Kopf auf Position ()
v (u =max A “P=niax” Az = 51) (M ist im Startzostand g = 1)
V(w=2z A ((: =0 AGP) Vv {Bandbeschriftung: eng(i%[))

(z==zn0@) v
(;.— =20 A-(GB) VG (35’))) ) ) (Beachte: Blank-Symbol [ = 2)

Fiir die Formel @senrin sei X (p7, §) fir m € {—1,0,1} eine Formel, die besagt “p’ =
p'+m”, d.h.:

wi =/

xi(F, P o= sweee, (P10, x-1(B, Py i=succq, (B.P), xo(@ )= =p".
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2.2 Fixpunkilogiken zur Beschreibung von P und Pspace 69
Wir wihlen
LSchritt (R, Uy E: ﬁ} Z) =
3t Ip’ ( SHCC<',M({’, t_) A R(0, ‘E",;ﬁ"r, 0) A (Kopfpos. 7 zum Zeitpkt, £ .= I—1)
\/ ( R(max,t', maz, z¢) A R{zy, T, p7, Zyr) A (zum Zeitpkt. i”:

in Zustand ¢, liest Symbol +)

' €Q\F,+ET,
(g.y,m)=d(g" 4"}
(u =max A P=Ridax A o= .:q) (zum Zeitpkt. £ in Zustand ¢)
\% (u =0 A ,\’m(ﬁ’,ﬁ) Nz O) {zum Zcilpkl f Kopfpas. &' +m)
Vi{usz A=A z= :.),} {(zum Zeitpkt. [ Symbol v aui Pos. 7'
v (’LL =z A“DTEF A R(zl,p,_ﬁ,z)) ) ) ) {auf Pos. 5 3 ' zum Zeitpkt. 7

gleiches Symbol wie zum Zeitpki. £7)
Man beachte, dass diese Formel positiv in R ist, Daher ist die Formel
¥ = [lfp, W | (max, mix, wax, 0)

eine LFP|o}-Formel.

Per Induktion nach  kann man leicht fiir alle endlichen geordneten o-Strukturen 2 und alle
i € N zeigen, dass die (i+1)-te Indukiionsstufe R! des Upelatora F,a aus genau den
Tupeln (u, P,z ) € A2 besteht, fir die gilt: 7 := =18 (t} < ¢ und

—

{(,t.p' ) e R . {7 =14}

kodiert die Konfiguration von A{ bei Eingabe enc/ 52[) zum Zeitpunkt 7.
Daraus folgt dann direkt:

M akzeptiert enc() <= (max™, @y, mac L0 e R = 9 = 1.
Somit sind wir fertig mit dem Beweis von Theorem 26 %.29 g

Auf dhnliche Art kann man auch folgendes beweisen:

. . -
2=%7 Theorem. PFP beschreibt Pseace anf FinOrd.
Beweis: Ahnlich zum Beweis von Theoren;kg%-gr‘@. Beachte: Eine Pspacs-Berechnung kann
evil. aus exponentiell vielen Schritten bestehen. Daher kann nicht mehr jeder Berechnungs-
zeitpunkt ¢ durch ein &-Tupel i= {t1,...1) € A" kodiert werden. Insgesamt konstruiert
man fir jedes Problem C € FinOrd in Pspace eine FO[o]-Formel (R, u, 7, z}, so dass fiir
alie endlichen gecrdneten o-Strukturen 2 gilt:

AeC = Ak [pPp .z 0 (max, mix,0).

Rest: Ubung. 1
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M %39 Mo
248 Bemerkung. In den Theoremen 2+46 und 27 ist es wichtig, dass die Strukturen in

FinOrd liegen, d.h. dass die Strukturen geordnet sind, also eine 2-stellige Relation enthal-
ten, von der man weild, dass sie eine lineare Ordnung des Universums der Struktur darstellt.
Beim Satz von Fagin, der besagt

ESO beschreibt NP auf Fin,

war dies nicht notig, da man sich in einer £SO-Formel eine lineare Ordnung *raten” bzw.

definieren kann. m&&p}%&h@ﬂ&m}ﬁvﬁwﬁpmwﬁm

Hel&t—-d»u#@h-@iﬂe—?ﬁﬁﬁﬂkﬁfe 4
P Woeslor W-3E wnspeen vt Lereds, dess  Oplhl
LFP bzw. IFP beschreibt nichtr prive auf Fin,

pFP beschreibt nichr Pseace auf Fin.
%50 Yoo
Aus den Theoremen 246 und-3543 craibt sich direkt:
Ny
\*2:4.9 Korollar. Pspace = PriMe <= PFP = LFP auf FinOrd.

Dabei heifit “PFp = L¥pP auf FinOrd”, dass es zu jedem PFP-Satz v einen LFP-Satz ¢/ gibt,
so dass fiir jede endliche geordnete Struktur 24 gilt:

Uy = A=y .
Y22

~ (Die Umkehrung gilt sowiese, da LFP < PFP; vgl. Proposition 245.) _
“a3 w2
2+2 Bemerkung. Es gilt sogar die folgende Verscharfung von Korollar 28, die als Satz

von Abiteboul und Viann bekannt ist shdeghe-wir-tritaptel-S-tEpunktogtken)-avch-be-
WereR-Rerde

PSPACE == PTIME <= PFP = LFP auf FinOrd <= PFP = LFP auf Fin.

Ahnlich wie beim Beweis des Satzes von Cook, bei dem wir die logische Charakterisierung

von NP genutzt haben, um die NP-Vollstandigkeit des aussageniogischen Erfiillbarkeitspro-

blems nachzuweisen, kénnen wir die logische Charakterisierung von Pspack nutzen, um die

Pspace-Vollstindigkeit des Auswertungsproblems fiir FO zu beweisen ¢(dies-warde-in-Kapi-
5 1 g-erwilnt abernoch-nicht bewiesen):

: Satz. Die kombinierte Komplexitiit des Auswertungsproblems fiir FO auf FinOrd ist
PSPACE- vollstandlg

o cetd et
Beweis: M-h—S-&t—z—l-é@-wafée—bereﬂs—éezaa{- dass die kombinierte Komplexitit des Aus-

wertungsprobiems fir FO in Pspace liegt. Im Folgenden zeigen wir, dass das Problem auch
Pspace-hart ist, d.h. dass sich jedes Problem L € pseace auf das Auswertungsproblem fiir
FO reduzieren lisst. Jedes Problem L & pspace kann man, fiir eine geeignete Signatur o,
mit einer Klasse C € FinOrd (bzw. der zugehorigen Menge Lc) identifizieren. Da nach

Voraussetzung I € Pseacek ist. liefert Theorem 27, dass es einen PFP[o]-Satz @ gibt, so
U0
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2.2 Fixpunitlogiken zur Beschreibung voin P und Pspace 71

dass fiir jede endliche geordnete o-Struktur 2 gilt: N e C < Y = B,
Aus dem Beweis von Theorem\%‘; folgt, dass @ 0.B.d.A. von der Form

PPy 7wl (max, 0)

ist, wobei (R, Z) € FO[o{R}]. Sei r := ar(R)} die Stelligkeit von R und sei T =
L1y Lp.

W 2xr
Aus Bemerkung 2:3% folgt, dass fir jede endliche o-Struktur 94, fir n = [A], flir N 1z

n" = | A"} und fiir die Induktionsstufen 72¢ des Operators F,, g gilt:

2

(1) Falls B2 = R2"*! so pfp(F,a) = R
(2) Falls R # R2"*1 so pip(Fpa) = ©.

Unser Ziel ist, eine Polynomialzeit-Reduktion f von C C FinOrd auf das Auswertungspro-
blem fiir FO zu finden.

Ansarz: f bildet jedes A € FinOrd (von dem man wissen will, ob es zur Klasse G gehort)
auf ein Tupel (2, ¥ o) ab, wobel g o ein FO[o]-Satz ist. fur den gilt:

3) UAksygy = AeC & =@ L9 = [pfp R sz ] (mix, 0).

(4) 1Pp g istin Zeit, die polynomiell in | A| ist, berechenbar.
Insbesondere ist die Linge |ig o der Formel g o polynomiell in der Grofe von 2.

idee: Sei A gegeben und sei n = |4| und N := n". OBd.A.ist n = 2, inshesondere
werden also die Konstantensymbole 0 und /max durch zwei verschiedene Elemente in A in-
terpretiert.

Seien vy, .., vy Variablen erster Stufe und seien T. 47, ..., ¥n jeweils r-Tupel von Varia-
bien erster Stufe. Fiir jedes ¢ € {0, .., N} definieren wir induktiv eine FO{z]-Formel

(a‘:'?‘.(i:: gltvla 172:”9: "'::",_"‘l‘\"? Un ‘).*

so dass fiiralle by, .., by € A" und alle dy, .., dy € {02, max®} gilt:

— i

- - T 1 . T . - ] b2l \\
(T)z : {a A" 4 |: goi[a,blidl,.. .,bN,CLN}} = F@'Q[d ({bj 1N, Clj *= 0“[})

2% fache Anwendung des Operators F,

Bevor wir die genaue Konstruktion der Formeln ; (fiir¢ € {0,.., N'}) angeben, zeigen wir
zundchst, wie wir die gewilinschte Formel v o aus o erhalten. Es gilt:
Ak=® <= UE [pipgyel(mér,0)
= (pax,0) € B2 und R = R4

= U= Yo,
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wobei
Yo a =
N .
din Fvy - - iy Jow ( (’Uj =0V y= ma,\‘) (Zeile 1)
a1
N
A NE (gﬁl\r(f, §i.0.. ., Ty, 0) — \/(vj =0 A F= 7"1,-)) {Zeile 2}
j=1
N ’
A ( \/ (UJ' #0 A g5 = (midx, 0))) (Zeile 3)
je=1
o R{i)
A (V020 8 T= ) = olf =) zeiled
( ,=\/1 Vi (vs # 0/ 0 =5}
Dabei besagt
. N del N ~
o Zeile2, dass R*™ = F.o% (@) = {§;:v; #0},

olN

e Zeile 3, dass (mix,0) € R*,

def a N

o Zeile 4, dass RY = RVl E Foa(R*).

, %) die Formel, die aus (R, T) entsteht, indem
Jjedes Vorkommen eines Atoms der Form R(#) durch die Formel V}'-\;l(vj £ OANT =)
ersetzt wird.

Hierbei bezeichnet (7

Klar ist: Wenn die Formel ¢ die Eigenschaft (+)x hat und in Zeit poly{n} konstruierbar
ist, so ist auch ¥y o in Zeit poly(n) konstruierbar und es gift:

Ael = A = [pprﬁ (,D] (inax, 0} <= Ak Ve Al

Somit ist die Abbildung, die jeder o-Struktur 2 € FinOrd das Tupel (2, 1 o) zuordnet,
eine Polynomialzeit-Reduktion von C auf das Auswertungsproblem fiir FO auf FinOrd.

Um den Beweis von Satzwzu beenden, miissen wir also nur noch die gewiinschte For-
mel @y konstruieren. Dazu konstruieren wir induktiv fiir ¢ € {0,.., N} Formeln ¢; mit

Eigenschaft (+};, so dass
nllﬂ.onslame +

lpic1 < i

Insgesamt ist dann

[le < N- nl&onslzmlc = pl. nl\{mr.lanlc — poiy(n)
Indultionsanfang i = 0: 2 = 2% = 1. Wir setzen
= oo _ - R(i}
@U{:U:yla Ulu"yyi’\’:u;\f} = L:D(T N )
. ! A 5
' ijl('Uj # 0 A U =)

Offensichtlich hat ¢y die Eigenschaft (x)q, und es gilt |@o| = Ol - v+ N) = poly(n).
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2.2 Fixpunktlogiken sur Beschreibuig von P und PspacE 73

Induktionsschritt 1 — i+1: Um eine Formel o1 (&, 71, v1, .., Y, vy) mit der Eigen-
schaft (#);+; zu konstruieren, nutzen wir, dass ritr F' == Fo o gilt:

FE gy £ 0)) = F (sz ({ﬂ; DU 0})):

setzen

E

ri({ﬁj oy #0}) wd .
}) _ st"'l({g’j T F 0})

{7+ v} #0) =
[g7 vl #£0} = p‘({g; Pl 0

und nutzen die Formel ;, um die Mengen {7 : v} # O} und {7} : v 3 O} zu bestim-
men. Ein technisches Problem dabei ist, dass die Formel ;. nicht zweimal die Formel ;
“aufrufen” kann (einmal mit 7, v1,. ., ¥a, vy und dann noch mal mit %, vy, .., &'y, Uy
um zuerst §, v], .., ¥y, Ul und danach 77, o7, . ., 7, v% zu ermitteln). Dann wére némlich
;11 doppelt so lang wie ;, und am Ende wire

~

L

E‘PNI Z 2N'|.w|?

und das ist viel zu lang als dass man u noch in Zeit poly(n) berechnen kinnte.
Um dies zu vermeiden, wihlen wir die folgende Formel, die Allquanioren benutzt, um mit
einem einzigen “Aufruf” der Formel ¢; sowohl die Werte g, v}, .., ¥, v}y als auch die

Werte g7, v, .., %, v}y festzulegen.

wir1 (T, F1,v1, - YN, UN) =

=TT VIVE PV VI R VL

N
(Wf #0AE=F7) A
j=1
N N
(Ug- =0V v} = ma.\') A (v}’ =0 v U}' = max) A
=1 j=1

v vanYay ({60 = G0) v (@) = (7)) =

(VT—‘ ( @é(f:ﬁl:ula'-:u}..f\’:u‘,'\f) —

(@) =@v) n V(#0nF=7}))v
=1
(@ =G A Vf£onz=3)))))),
=1

Y -

wobei “(w,u) = (,v)” als Abkiirzung fir die Formel /‘\}le (“i; = §;" Auy = v;)
benutzt wird.
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Gemil dieser Konstruktion hat ;41 die Eigenschaft (x};4., und es gilt
i@i-%l! < nKonslantc - |‘Pi[-

Speziell filr i = NV gilt: Die Formel o hat die Eigenschaft (=) u&gi kann in Zeit poly(n}
konstruiert werden. Somit sind wir fertig mit dem Beweis von Satz 251, O

2.3 TC-Logiken zur Beschreibung von Locspace und NLOGSPACE/’/

s

es gibt im Graphen Gg = (V, E) mit VR/:/= AF
(@, 7) € A" | und Eg = {(7,7) € AF x A* : (4, ﬁ)/e/R} einen
Pfad®der Lange > 1 von Knoten & zu Knoten

2.53 Definition (Transitive Hilllen-Logik TC). Sei o eine Signatur,
Die Formelmenge TC{o|Nst induktiv durch die Regeln (AE).(@),(BC‘) und {Q1) der Logik

erster Stufe, sowie die folgdpde Regel (TC) definiert:
(TC) Ist (&, §) eine TC[o]-Fogmel, wobei

o 7 und § zwei k-Tupel
fiirein &£ € N,

s paarweise verschiedenen Variablen erster Stufe sind,

¢  auBer & und ¥ evtl. noch andere freie Variablen erster Stufe hat,

und sind §und ¢ zwei k-Tupe! aus Var
len aus &, so ist

blen erster Stufe und/oder Konstantensymbo-

eine TC|o]|-Formel.
2.54 Bemerkungen.
(a) Man beachte, dass’es in der Logik TC keine Relationsvakiablen gibt.

(b) Jede Formel (%, ¥} mit 2k freien Variablen 7, § definiert if
senden Sigratur) eine 2k-stellize Relation

@) = {(@.5) € A% : AE ol 7}

und einen Graph GP’Q[ = (V%m, Etp!gg) mit V:p’gl = A¥ und E,p’gl =@

jeder Struktur 2 (der pas-

Pfad der Linge { € K ist dahei eine Folge @, .., T € Vi von Knoten, so dass fiir alle i < £ gilt:
(Ti,%:31) € Er.
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