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Wahl der Formel ¢(R, z):

e(B2) = (Pal@) A -3y (Fuly) Ay <)) V
=3y (R{z) APa(y) A Pa(@) A (z <y <z) A
Vu ((=(z <u<yVy<u<z})VPu) ))

N AR

238 Lemma.
Die Datenkomplexitiit des Auswertungsproblems fiir LFP auf Fin liegt in PTIME,

Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator
¥ = [lpg s (i)
Nach Induktionsannahme kann die Formel ¢ fiir jede Induktionsstufe R! in polynomieller
Zeit ausgewertet werden. Die Behauptung folgt damit aus Proposition. 234, %4 . (]
XS - T
2:235 Inflationére Fixpunktlogik
Bei der Definition der kleinsten Fixpunktlogik wurde durch ein syntaktisches Kriterium

(ndamlich dadurch, dass die Formel (R, T) positiv in R sein muss), gewihrleistet, dass
die Sequenz R®, R, R, .. der Induktionsstufen induktiv ist, d.h.

RRCRCRC--CRCREYC..

und daher der induktive Fixpunkt R%® = R existiert,

In diesem Abschnitt werden wir die Bedingung “¢(R, &) positiv in R” fallenlassen und
stattdessen durch explizites Vereinigen erzwingen, dass jede [nduktionsstufe thre gesamte
Vorgingerstufe enthilt.

¥ A9
\%-1 Definition (Inflationdrer Fixpunkt ifp(F}). Zu jeder endlichen Menge A und jeder
Abbildung £ : Pot{A4) — Pot(A) ist die Abbildung [ wie folgt definiert:

Ip : Pot(4) — Pot(A)
X — XUF(X).

Offensichtlich ist I inflationéir und hat daher einen induktiven Fixpunkt R = R=HI#),
R heiBt der inflationéire Fixpunkt von F, geschrieben ifp(F).

N2
232 Bemerkung. Falls I monoton ist, so haben F' und I die gleichen Induktionsstufen,

und es gilt ifp(#) = lIfp(F).

WA
233 Definition (Infiationdre Fixpunktlogik IFP). Sei o eine Signatur.

Die Formelmenge 1FP[o]| ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3)(BC) und (Q1) der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (IFP) definiert:
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(IFP} Ist p(H, ¥) eine IFP[o]-Formel, wobei

e R eine k-stellige Relationsvariable, furein k € N,

=&y, ..

1]

® , &y ein Tupel aus & verschiedenen Variablen erster Stufe, und

o o auber R und & evil. noch andere freie Variablen hat,

und ist & = ty,..,4 ein f-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanten-
symbolen aus 7, 50 ist

lifpp 7 l(f)
eine IFP[g}-Formel.

R

234 Definition (Semantik von 1FP[z]-Formeln). Die Semantik von IFP[¢]-Formeln der Form
Y= [ifpp 7 ] ( ) ist folgendermaBen definiert:

st frei(1) = {i, §} und ist A eine endliche (cU{&, §})-Struktur, so gilt:

i‘}

A= [ifprzell) = € ifp(Fp ).
G.2g
Z35 Beispiel. Sei ¢ =

{<, Py, By} die Signatur, mit der Worter w € {a,b}" als o-
Strukturen 2, kodiert werden (steke-tEimmsnsbiati=1).

Wir definieren eine Formel (R, z), so dass fiir alle nicht-leeren Worte w = wg - - - wp—1 €
{a,b}* gilt:

Uy F= Vuifpr . pl(u) = we{a™V" :nz1}.
Wir wihlen (R, z) =

(“Pﬂ(o)" A “Pylmaxy” A (fz=0"V “z = mcv;”)) vV
dy 3z ( y<z AR A R(E) AVe(“y<uv<s”—=R() A
“Poly+1)" A “Py(z—1)" A (“z =y+1" V “z = z-1") )
Fiir die i-te Induktionsstufe R des inflationéiren Fixpunkts von F gilt dann:

={0,..,j,n~1, .. ,n—~1-j : i maximal, so dass w € o’ {a, b}*b}.
A
LA

™ = tuot -4

Man beachte, dass (R, x) nicht positiv in R ist, dass “Vu [ifpg , ¢l(u)” also keine LFP-
Formel] ist.

.2y
ZF36 Lemma.
Die Datenkomplexitir des Auswertungsproblems fiir IFP auf Fin liegt in PTIME
Y AY
Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 358 fiir LFP, (]
W25

€37 Proposition. Jede LEP-Formel ist éiquivalent tu einer 1FP-Formel (kurz: LFP < IFP).

Nicole Scinweibardt « Vorlesing Logik und Komplexitdit - SoSe 2007 - HU Berlin
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Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

[P,z (),
wobei (R, Z) eine LFp-Formel ist, die positiv in [T ist. Insbesondere ist die Abbildung
F, o monoton fiir alle Strukturen 2l. Geméfi Induktionsannahme gibt es eine 1FP-Formel
(R, &), die dquivalent zu @(R, T) ist. Insbesondere gilt 5, o = F,, o fiir alle Strukturen
. Aus Bemerkung izé?zg_ folgt direkt, dass die Formel

[ifpp 2 ) (1)

aquivalent zur Formel [Ifpg 7 ¢] (2) ist. O

Y4
22 Partielle Fixpunktlogik
Vg MZY
Von den Lemmas 2:38 und 236 wissen wir, dass jedes Problem, das durch eine LFP-Formel

oder eine IFP-Formel beschrieben werden kann, zur Komplexitiitsklasse Prime gehdrt. Zur
Beschreibung von Problemen, deren Komplexitit jenseits von Prime liegt, eignen sich die
Logiken LFP und IFP also nicht.

Um eine Logik grofierer Ausdrucksstirke zu erhalten, beschriinken wir im Folgenden die
Aufmerksamkeit nicht mehr nur aof indukiive Abbildungen F' bzw. Ir, sondern betrachten
beliebige Abbildungen F' : Pot(A) — Pot(A). Fiir diese bildet die Sequenz R°, R', R?, ..
der Induktionsstufen nicht mehr unbedingt eine aufsteigende Kette, und sie wird auch nicht
immer stationdr, erreicht also nicht notwendigerweise einen Fixpunkt.

Uz
238 Definition (Partieller Fixpunkt pfp(F)). Sei A eine Menge und F' : Pot(A) —
Pot(A) eine beliebige Abbildung. Der partielle Fixpunkt pfp(F') ist definiert als

| R, fallseseini € N gibt, so dass R = R*1,
. pfp(F) = { &, sonst
Y2t
239 Bemerkung. Jede partielle Fixpunktinduktion iber einer n-elementigen Menge A
kann hochstens 2" = |Pot(A4)| viele Induktionschritte durchlaufen, bevor entweder ein

Fixpunkt erreicht oder die Induktion zyklisch wird. Es gilt:
(1) Falls R?"~1 = R?",so pfp(F) = R*".
(2) Falls B*"~1 #£ R so pfp(F) = @.

Beweis: Es gibt nur 2" verschiedene Teilmengen von A. Somit gibt es ¢ < jmiti,5 €
{0,..,2"},sodass R! = R/,
Falls Rf = R soist pfp(F) = BF = Rl = R*"~% = R*",
Falls Rf # R'*1, 50 ist die Folge R%, RY, R?, ... der lterationsstufen von der Form
=RJ

R°.RY.... RY, (? R ,Rj“l)*.
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Daher existiert kein k € N mit R* = R¥+1, Insbesondere gilt: R?"~! 5 k2" und pfp(F) =

. {0
28

2749 Bemerkung. Fir indukrive Abbildungen F : Pot(A) — Pot(A) existiert der partielle

Fixpunkt und es gilt: pfp(F) = ifp(F).

Y23
24+ Beispiel. Im Folgenden konstruieren wir eine Formel (R, z), so dass fiir jede linear

geordnete endliche Menge U = (A, <¥) gilt:

(1) Fiir jede Teilmenge X € A gibt es ein 7 < 2M, so dass die i-te Induktionsstufe R’
von F, o genau die Menge X ist, und

@) pip(Fpa) = RE)= A,

Die Induktionsstufen R°, R, R?,.. durchlaufen also samtliche Teilmengen von A und en-
den schlieBlich mit der Menge A als partiellem Fixpunkt.

Idee zur Konstruktion von (R, x):

Sei A = {ag <% ... <% @n—1}. Eine Menge X C A kodiert ein 0-1-Wort wy =
Wn_1 - wy — bzw. die Zahl zx = Zwi 2t e {0,..,2"—1} — via
1<n

wy =1 «— a; €X.

Die Formel (R, ©) zihlt mit ihren Induktionsstufen alle (Bindrdarstellungen von) Zahlen
aus {0,..,2"—1} der Reihe nach auf. Wir withlen dazu ¢(R,x) =

(Vz R(z)) v Ty (—:R(y) AVz(z<y-—R(z) AM{z=y VvV (>yA R(’E))))
Durch Betrachten der Bindrdarstellungen sieht man leicht, dass
[ RO =,
o fiiralle: < 2"—-1giltt zpin = zpi+ 1, und
, e fiiri =2"—1gilt R' =4 = R
“.30
2#2-Definition (Partielle Fixpunktlogik PFP). Sei o eine Signatur.

Die Formelmenge PFplo] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3),(BC) und (Q1) der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel {PFP) definiert:

(PFP) Ist p(R, ) eine PFP[o]-Formel, wobei

o R eine f-stellige Relationsvariable, fir ein & € N,

8y

e I =ux1,..,2; ein Tupel aus & verschiedenen Variablen erster Stufe, und

o «aufer B und 7 evil. noch andere freie Variablen hat,

Nicole Sciweikardt - Vorlesung Logik und Komplexidr - SuSe 2007 - HU Berlin
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und ist £ = t1, .-, 1 ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanten-
symbolen aus &, s0 ist

[pfpR.z ¢l(E)

eine PFP[c]-Formel.
2 A
243 Definition (Semantik von PFP[o]-Formeln). Die Semantik von PFP|c|-Formeln der

Form v := [pfpp z ¢](f) ist folgendermaBen definiert:
Ist frei(y)) = {4, §} und ist 2 eine endliche (a{, §1)-Struktur, so gilt:
U pprsel(®) (= € pp(Fa).
‘22
2z Lemma.
Die Datenkomplexitit des Auswertungsproblens fiir PFP auf Fin liegt in PSpACE.

Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

[pfeR 2 ¢l (t).

GemiB Induktionsannahme kann fiir jede Induktionsstufe R’ die Formel (R, ) in einer
endlichen Struktur 2 auf Platz polynomiell in |A] ausgewertet werden.

Jede Induktionsstufe B! ist eine Teilmenge von A* (mit & := ar(R)) und kann somit auf
Platz polynomiell in | A| gespeichert werden.

Um R**! aus R’ zu berechnen, braucht man i 2 Stufen zu speichern (namlich B! und
R, Sind R? und R berechnet und gespeichert, so kann man ohne zusitzlichen Platz-
aufwand testen, ob R* = R+, der partielle Fixpunkt also erreicht ist. Wenn bei i = 201419
immer noch kein partieller Fixpunkt erreicht wurde, so muss ein Zyklus eingetreten sein,
und man weil}, dass pfp(F, o) = @ ist.

Insgesamt kann man die Formel [pfpp z)(t) also auf polynomiellem Platz auswerten.

’ |
Y3z
248 Proposition. Jede IFP-Formel ist dquivalent zu einer PFP-Formel (kurz: IFP < PFP).

Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punlctoperator

[ifp g 2 (1),

Fiir inflationiire Abbildungen existiert der partielle Fixpunkt immer und ist identisch mit
dem inflationiren Fixpunkt. Es gilt daher:

[ifprzw)(f) istaquivalentzu  [pfpp sz (R(E) V 9)](H).
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s Fixpunktlogiken

In Kapitel haben wir verschiedene Erweiterungen der Logik erster Stufe um-Fixpunit-
Konstrukte kenheggelernt, insbesondere die Logiken LFP, IFP und PFP. Standén dort vor al-
lem die Anwendung dieser Logiken zur Beschreibung von Komplexit I:S’I/lassen im Vorder-
grund, so werden wir in tiesem Kapitel genaver auf die Eigensch,,af@a von Fixpunictlogiken
an sich eingehen. -

Anschliefend an Abschnite 33 warden wir zundchsg#eigen, dass sich alle bisher behan-
delten Fixpunktlogiken in die Logik L%, einwen. AnschlieBend werden wir auf
eine syntaktische Variante solcher Logiken eifigehen, die das Aufschreiben von Formeln
stark vereinfacht und modularisiert.

5.1 Fixpunktlogikeniind 72

Zur Erinnerung: Ip-Definition 1.11 hatten wir bereits festgefagt, dass

Klasse aller endlichen Strukturen bezeichnet (iiber beligbigen Signaturen),

Q‘S@f Definition. (a) Fiir Logiken . und .’ und eine Klasse C von Strukturen schreiben
wir “% < .2 anfC”, falls es fiir jede Formel p £ % eine Formel ' € % gibt,
die zu ¢ auf C dquivalent ist, d.h. frei{y’) = frei(yp) und fiir alle ¥ € C und alle
Interpretationen @ € A der freien Variablen von o gilt: U | yld] == U = ¢'[a].

(b} Entsprechend schreiben wir % = ' quf C”, falls & < %" und &' £ £ auf C.
Analog schreiben wir “.% < & anfC” ,falls & < & auf Cund &' £ ¥ anf C.

(c) Ist % eine Komplexititsklasse, so schreiben wir “.& = J# auf C”, falls & die Klasse
JE auf C beschireibt Gr-Smae—vonr-Demiom2:4),

(d) Entsprechend schreiben wir % < J¢ auf C”, falls die Datenkomplexitit des Aus-
wertungsproblems fiir .27 auf C in JF” liegt (im Sinne von Definition 2.1 {a)).
Analog schreiben wir “%" < % anf C”, falls jedes Problem in % durch einen Satz

S’in 2 beschrieben werden kann (im Sinne von Definition 2.1 (b)).
o
SZBatz. Es gilr: LFP < IFP < PFP < LY., auf Fin.
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?“vfmf\\cw bogwd w23
Beweis: LFpP < iFP < PFP auf Fin wurde schon in Kapiek222Proposition=2:3%amd=245)
gezeigt.

Wir zeigen als nichstes, dass L, £ PFP. Sei dazu J Z N eine unentscheidbare Menge,
z.B. die Menge der Godel-Nummern alier Turing-Maschinen, die bei leerer Eingabe halten.
Sei (o der in Beispiel 348 konstruierte 3., -Satz, der genau die Strukturen 2 := (4, <™
als Modelle hat, fir die |A] € J und <™ eine lineare Ordnung auf A ist. Da .J unent-
scheidbar ist, ist auch Modpin{e) unentscheidbar. Andererseits ist jede in PFP definierbare
Klasse von Strukturen entscheidbar (und kann laut Lemm‘e}‘i——‘% sogar in Pspace entschieden

werden). Folglich kann es keinen zum 1.2, -Satz 7 dquivalenten PFP-Satz geben.
 Es bleibt zu zeigen, dass PFP < L%, auf Fin, d.b. dass jede PFP-Formel  auf Fin aqui-
valent ist zu einer L% -Formel 3. Der Beweis folgt per Induktion iber den Formelaufbau.
Der einzige interessante Fall ist, wenn ¢ die Form

pfpp 5 ¥](7)

oRAA oy

hat. Dabei sei r := ar(R), T = x1,.., 2z, und F=1,..

Gemif Indulttionsannahme ist ¥ ﬁquiva]ent einer LY, -Formel 'U Wegen L‘;’,,d =
UkeN Lk, gibt es ¢in & € N so dass ?f % w. lnshesondere kommen in 1,b nur & ver-
schiedene Variablen erster Stufe vor, undFei{i)) = frei(1)) D {z1, .., a0}

Seien § := y1,.., ¥y, neue Variablen erster Stufe, die nicit in ¥ vorkommen. Wir defi-
nieren induktiv filr jedes o« € I¥ eine LX}7-Formel ’(E‘a (Z), die die «-te Stufe der partietien
Fixpunktinduktion iiber o definiert:

i (N axies)
e 0(T) ===z (d.h, 14 ist eine Formel, die nie erfiillt ist)

e ¥*+t1(F) entsteht aus (), indem jedes Vorkommen eines Atoms der Form R(if),
fir ein Tupel % == w1, .., u, von Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbolen
aus o durch die (zur Formel ¢* (&) dquivalenten) Formel

r

"
33}'1"'397‘( /\yi=”i A 33}1"‘33:7‘ /\ 1"‘1/ 'ﬁf’&(f)))

i=1

ersetzt wird.!

Hierbei ist die Verwendung der neuen Variablen i, ...y, ndtig, da die Variablen
o1,..,T, als Terme in @ vorkommen kdnnten,

Per Induktion nach o zeigt man leicht, dass fiir jede Struktur 2 und alle @ € A7 gilt:

FeRY == AE4%a,

Zur Erinnerung: In Kapitel 3.8 hatten wir vereinbarl, Substifutionen in Bezug auf k-Variablen Logiken zu
vermeiden und lHeber explizite Variablenumbenennungen zu verwenden.

Nicole Schwettardt - Vorlesung Logil uned Komplexiiit - SoSe 2007 - HU Berlin
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wobei R® die a-te Stufe der partiellen Fixpunktinduktion iiber ¢ in 2 bezeichnet. Daher ist
die Formel ¢ := [pfpy 7] (f) aquivalent zur L:fr-Formel

o =\ (90 A vE (@) — 4o @) ).

acH

Hierbei steht _) wiederum fiir 37 (/\ yi=t; A ;g;rw;r( /\ Ty A @Ba(f) )) . O
i=1
3 U dew. a
Aus Sat;tfr:g B&%%%@M%&ﬁg Gere Q\J"@" {Q\'h\' Sﬁi&{%—
32
&3 Korollar. (a) DisEmsse Even ist nicht PEp-definierbar in Fin.

YLertss .
(b) Biesflasse Hamilton ist nicltt PEP-definierbar in Fin.

Da man selbstverstandlich die Klasse Even in Polynomialzeit entscheiden kann, folgt
daraus wiederum:
Yig o o] e T
St Korollar. Es gilr

(a) PFP < Pspack auf Fin (ztun Vergleich beachtd:“PFP = Pspact auf FinGsd)

T e,

(b) LFP < IFP < PrivMe auf Fin (zum Vergleich beachte ! LFP = IFP = PTIME auf FinGed)
4

{c} PTIME & PFP auf Fin

~{d)Falls PrivE-sE PSpACE, 0 gill PER-L-PrimE-anf-FinT
—PrimE1nd PER liegen-vermuthicl-alse-sehivfoueinander

Beweis: Ubung. O

s

In den folgenden Abschnitten wird die Ausdrucksstirke der verschiedenén hxpunkﬂoy
genauer untersucht. :

5.2 Simultane-Fixpunkte

5.5 Definition. Sei m € N, und seien Ai,.., An figen. Ferner sei fiir jedes ¢ €
{1,..,m} eine Abbildung

F Pot(_r’il)/x/-/xP

P kurzr B

gegeben.

(a) Die simultane ALbTdung ither F,.

(F1,.., ist definiert als

-x Pot(A4,,) — Pot{Ad;) x
L Rn) o~ (FR(R)...,F




