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%ﬁuéfﬂl.i Etwas Fixpunkttheorie

Wir schreiben Pot(A), um die Potenzmenge einer Menge A zu bezeichnen, d.h.
Pot(d) = {X : X C A}

Insbesondere gilt natiirlich fitr jedes endliche A, dass |Pot{A4)] = 24l

-ﬁg Definition. Sei A ecine Menge und F': Pot(A) — Pot(4) eine Abbildung.

(a) F heiblit monoton, falls fir alle Mengen P, Q € Pot(4) gilt:

PCQ == F(P)CF(Q).

(b) F heiBt inflationdir, falls fiir alle P € Pot(4) gilt: P C F(P).

(c) Eine Menge P € Pot(A) heiBt Fixpunkt von F,falls F(P) = P.

(d) Eine Menge P &€ Pot{A4) heifit kleinster Fixpunkt von F,falls P ein Fixpunkt von F°
~ist und fiir jeden Fixpunkt ¢ von F gilt: P C Q.

Y2

244 Proposition.

(a) Es gibt Abbildungen, die weder monoton noch inflationiir sind.

(b} Es gibt Abbildungen, die monoton, aber nicht inflationiir sind.

(c) Es gibt Abbildungen, die inflationiir, aber nicltt monoton sind.

(d) Es gibt Abbildungen, die keinen Fixpunkt besitzen.

(e) Fiir jede Abbildung F : Pot(A) — Pot{A} gilr:
Falls es einen kleinsten Fixpunkt von F' gibt, so ist dieser eindeutig bestimmt,

Beweis: Ubung. U
Der folgende Satz charakterisiert die kleinsten Fixpunkte monotoner Abbildungen:

.3

238 Satz (Knaster und Tarski).

Sei A eine Menge und F : Pot(A) — Pot(A) eine monotone Abbildung.
Dann hat F einen kleipsten Fixpunkt, der Wp(F} genannt wird, und es gilt:?

Up(F) = [{XCA: F(X)=X} = (X CA: FX)C X}

*Fiir eine Menge A, deren Elemente selbst Mengen sind, schreiben wir{} A, um die Schnittmenge Mxear X
zu bezeichnen.
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Beweis: Sei
M:={XCA:FX)CX} uwd P:=[)A

Schritt 1: Wir zeigen zundichst, dass P ein Fixpunkt von F ist:

“F(PYC P": DaP =[\M,giltfir jedes X € M, dass P C X.Da F monoton ist,
folgt F(P) ¢ F(X). Wegen X € M gilt F(X) C X. Somit gilt fiir alle X € A, dass
F(P) € X.Daher gilt also:

Fpy c (M € P

“P C F(PY’. Da(wie wir gerade gezeigt haben) F{P) C P ist, folgt aus der Monotonie
von F',dass auch F(F(P)) C F(P).Somit gilt F(P) € M. Wegen P = [} M folgt daher
P C F(P).

Schrint 2: Fiir jeden Fixpunkr () von F gilt P C @}, dean:

Fiir jeden Fixpunkt @ von F gilt F(@) C Q. Daherist @ € M, und gemif Definition von
Pdaher P C Q.

Sehiritt 3: Abschinss des Beweises:

Aus den Schritten I und 2 folgt, dass P der kleinste Fixpunkl von F ist.
AuBerdem gilt fiir die Menge

M = [XCA:F(X)=X]},
dass P € M'(da F'(P) = P) und M’ C M. Somit folgt

P = M < OAM <C P

(Def) (a2 (peathy
Daher gilt fir Ifp(F) := P, dass
p(F) = ((XCA:F(X)=X} = [{XCA: F(X)CX}
der kleinste Fixpunkt von £ ist, L

Eine andere Charakterisierung der kleinsten Fixpunkte monotoner Funktionen, die auch
gleich ein Verfahren zum Ausrechinen des kleinsten Fixpunkis fiefert, ergibt sich durch die
Betrachtung der einzelnen Indultionssiufen:

i
:".—;g Definition (induktionsstufen).
Sei A eine endliche Menge und F' : Pot(A) — Pot(A) eine Abbildung.
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(a)

(b)

123

2 Deskriptive Komplexitit

Wir definieren induktiv eine Sequenz von Mengen R°, R', R?, ... durch
R =@ uwnd R = F(R) (furalleieN)

Die Menge R’ heibt i-te Induktionsstufe (oder auch: i-te Stufe).
(Es giltalso firalle i € N: R* = F'(@).)

F heiBt induktiv, falls fir alle 1 € N gil: R* C RFTEL

Ll

%S
47 Proposition.

{a)
{b)

Jede monotone oder inflationiive Abbildung ist induktiv.

Es gibt Abbildungen, die induktiv, aber weder inonoton noch inflationdr sind.

Beweis: Ubung. O

Sl

248 Proposition. Fiir jede endliche Menge A und jede induktive Abbildung F : Pot(A) —
Pot(A) wird die Sequenz der Induktionsstufen stationdér, d.h. es gibt eine Zahl i < |Al, so

dass R = R¥*! C«!mifF(R’) und somit Rt = R¥*™ fiir alle n > 0.

Beweis: Da F induktiv ist, gilt

@=R'"CRICRC.--CR CcR*"YC.. CA

Da A nur |4] viele Elemente besitzt, kann nicfir fir alle 5 € {0,1,..,|A|} gelten, dass
RY G RIFL (denn sonst wiirde in jeder der Stufen 1,2, .., [A}, | A|+1 mindestens ein neues
Element hinzukommen, in A gibt es aber nur | 4| viele Elemente).

Somit muss es also ein i € {0,1,..,]|Al} geben, so dass B! = R, GemiB der Definition
der Stufen (R7*? .= F(R7)) folgt daraus, dass

.

R = F(R) = F(F(R)) = FEER) = -,
also
R = R+ = B2 — Ri+3 .

23D Definition. Sei A eine endliche Menge und F' : Pot(A) ~ Pot(A) induktiv.

(a)

(b)

Die kleinste Zahl 1, fiir die B! = R (d.h. Fi(g) = FH'l(@) = FH”(@), fiir alie
n 2 ), heilt das Abschilussordinal von F' | oder kurz: cl{F).

Die Menge R® := RYF) heiBt induktiver Fixpunkt von F.
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W3R
228 Satz. Sei A eine endliche Menge.
Fiir jede monotone Abbildung F : Pot(A) — Pot(A) giit:

Ifp(F} = R™.
D.h.: Der induktive Fixpunkt einer morotonen Abbildung ist gerade der kleinste Fixpunlkt.

Beweis: “C™ Gemif der Definition des inflationdren Fixpunkts gilt R = F(R%), R®
ist also ein Fixpunkt von F'. Insbesondere gilt

ip(F) & R,

da der kleinste Fixpunkt gemil} Definition in jedem anderen Fixpunkt enthalten ist.

“2": Per Induktion zeigen wir, dass RiC Wp(F) furalle i € M.
i=0: Klar,da R® = @ C Ifp(F).
i — i+1: Per Induktion gilt R* C 1fp(F). Da F monoton ist, folgt, dass

R Y F(RY) € F(fp(F)) = lip(F).
O

Den kleinsten Fixpunkt einer monotonen Funktion kann man leicht berechnen, indem man
nach und nach die einzelnen Induktionsstufen berechnet und abbricht, sobald diese stationir
werden:

)
2223 Proposition. Ist I : Pot(A) — Pot(A) monoton und in polynomieller Zeit berechen-
bar, so kann Wp(F') in polynoniieller Zeit berechnet werden.

Beweis: Es gibt hochstens | A| Induktionsstufen, und jede davon kann in polynomieller Zeit
aus der vorangegangenen berechnet werden. O

X .
2222 Die kleinste Fixpunktiogik

.40
2:22 Defimition (Operator Fi; qp).
Sei o eine Signatur, & € N, R eine k-stellige Relationsvariable und © = xy,.., 2 ein
Tupel aus % verschiedenen Variablen erster Stufe.
Jede FO[oU{ R}]-Formel (R, Z) definert in jeder o-Struktur 2 eine Abbildung F, o wie
folgt:

F,o: Pot(4%) — Pot(4%)

P — {de AF A= [P d]l}.

Zum Beispiel kann man sich ¢ als Datenbankanfrage vorstellen und F, o als die Abbil-
dung, die jeder Datenbank-Relation P das Ergebnis der Anfrage zuordnet.

Die im Folgenden definierte monotone Fixpunktlogik ist eine Erweiterung der Logik erster
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Stufe durch einen Operator, mit dem man aus einer Formel (R, ¥) eine neue Formel erhal-
ten kann, die [fpg 7 ¢] (f) genannt wird, und die in jeder Struktur 2 genau von den Tupeln
t € AF erfiillt wird, die zu dem kleinsten Fixpunkt der Operation Fip o gehoren. Dafiir soll-
te man natiirlich wissen, ob der kleinste Fixpunkt auch wirklich existiert. Gemil dem Satz
von Knaster und Tarski (Satz 2.15) existiert der kleinste Fixpunkt von F, o auf jeden Fall
dann, wenn F,, o monoton ist.

AA
g’t’;ﬁﬂeﬁnitiom (Monotone Fixpunkilogik MFP). Sel & eine Signatur.
Die Formelmenge MFP[U] ist indulztiv durch die Regeln (A1), (A2}, (A3), (BC) und (Q1)
der Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (MFP) definiert:

(MFP) Ist (R, T) eine MFP[o|-Formel, wobei

@

I eine k-stellige Relationsvariable, fiir ein & € N,
e I =z1,..,2; ein Tupel aus & verschiedenen Variablen erster Stufe, und

e  aufler R und & evtl. noch andere freie Variablen hat (etwa 1, §),

istf =ty,..,t; ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbo-
len aus o, und ist ¥y, o monoton auf jeder endlichen (cU{i, S})-Struictur %, so
ist

lip g,z ](F)
eine MFP[o]-Formel.
Y42
224 Bemerkungen.

(a) Die Menge der freien Variablen einer MFP[o|-Formel ist induktiv definiert wie fiir FO
bzw. SO, mit der zusétzlichen Regel

frei{ Mppzel(f)) = (frei{p) \ {R.F}) U{t; : &; € Var}.

(b) Gilt frei(p) = {R, &, 1, 5 }, fiir ein Tupel @ von Variablen erster Stufe und ein Tupe!
S von Relationsvariablen, so nennen wir die Variablen in ¢ die FParameter der Formel
[p g 5(0)] ().

235 Definition (Semantik von MeP|o|-Formeln). Die Semantik von MFP|o|-Formeln der
Form ¢ := [lfpg. 5 ¢]({) ist folgendermafen definiert:

Ist frei() = {@, §} und ist 2 eine endliche {oU{, §}}-Struktur, so gilt:

9
U= [ppeelf) == T €p(Fpa).

Bao A Saky vow \r‘-\\{«\'ts;(b\.(a({llf fa\, \(L«,\-\—
T bakann d'ass Monotonie von FO-Formeln auf endlichen Strukturen un-

entscheldbar ist. Es gibt also keinen Algorithmus, der bei Eingabe einer Formel (R, &)
entscheidet, ob I, o fiir alle endlichen Strukturen ¥l monoton ist.
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Daher ist die Syntax von MFP unentscheidbar, d.h. es gibt keinen Algorithmus, der bei Ein-
gabe einer Formel 1 entscheidet, ob diese zu MEP gehort.

Wiinschenswert wiire, eine Fixpunktlogik zu defireren, bei der man schon an der Syntax ei-
ner Formel erkennt, ob diese zur Logik gehort oder nicht. Ein rein syntaktisches Kriterium,
das hinreichend fiir Monotonie ist, wird durch die folgende Definition gegeben:

ugwnr’i!gl)eﬁnition. Eine Formel o( R, &) heilit positiv in R (bzw. negativ in R),falls Atome der
Form R(¥) in o stets im Bereich einer geraden (bzw. ungeradea) Anzahl von Negations-
symbolen vorkommen und in o kein Implikationspfeil “—” und kein Biimplikationspfeil
*+—" vorkommt.

Man sieht leicht:

N " . »
HPmpomtmn. Fiir jede Formel (R, &}, die positiv in R ist, gilt:
F, o ist monoton fiir alle Strukturen 2X.

Beweisides: Per Induktion nach dem Formelaufbau zeigt man, dass fiir jede Formel
(P(f, Rl: ! Rk? 511 i SC):

die positivin Ry, .., Ry, und negativ in 51, .., 5; ist, folgendes fir alle Strukturen 24, alle
Tupel @ und alle Relationen Ry € R{%,... RF C B\ ¥ und 57 2 &%,..., 57 2 s2%
iiber dem Universum von A gilt: Falls 2 |= [, R*, §%), s0 auch U |= ¢[@, B, &%),

Details: Ubung. O

Die kleinste Fixpunialogik ist analog zur monotonen Fixpunktiogik definiert, mit dem Un-
terschied, dass man jetzt an Stelle der Monotonie fordert, dass Formeln (R, ), auf die der
Fixpunktoperator 1fp(-) angewandt werden soll, positiv in A sind.

U‘fﬁs Defirition (Kleinste Fixpunktlogik LFP). Sei o eine Signatur.
Die Formelmenge L¥P[o] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3),(BC) und (Q1) der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (LFP) definiert:

(LFP) Ist (R, &) eine LFP[o]-Formel, wobei

e R eine k-stellige Relationsvariable, fiir ein & € N,
o ¥ == x1,..,x; ein Tupel aus & verschiedenen Variablen erster Stufe, und

e o auler R und & evtl. noch andere freie Variablen hat,

ist{ == {y,..,%; ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbo-
len aus o, und ist ¢ positiv in R, so ist

Dy 2] (D)

eine LFP{c|-Formel.
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A2

2 Deskriptive Komplexitdt

Die Semantik der LFP-Formeln ist genauso definiert wie die Semantik von MFP.
YAr o
&29 Beispiele, (a) Erreichbarkeir:

(b)

(c)

Sei G = (V| E, 5, t) ein Graph mit zwei ausgezeichneten Knoten s, t. Dann gilt

G = [Upg, (z=s Vv Iz (R(z) A E(z,2)))] (&)

genau dann, wenn es in G einen Pfad von s nach ¢ gibt.

Dies sieht man, indem man die einzelnen Stufen R°, R, B2, ... des Operators I, g
ansrechnet. Per Induktion nach 7 erhilt man so fiir obige Beispielformel:

R' = {v €V : es gibt in G einen Pfad der Lange < i von s nach v}.
Daher gilt fir Ifp(F, ) = B>
R® = {v €V : esgibtin G einen Pfad von s nach v}.
Graphzusammenhang:
Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt

G Vo vy (Mg o=y V 3= (R, 2) A Bz, 9))] (@, 9)

genau dann, wenn G zusammenhéangend ist.
Fiir die einzelnen Stufen gilt hier in jedem Graphen G

R = {{u,v) € V* : es gibtin G einen Pfad der Linge < 7 von u nach v}.

Eine definierbare Wortsprache:

Sei o = {<, P, P} die Signatur, mit der Worter w € {a,b}* als o-Strukturen 2,
kodiert werden {siehe ﬁbungsblatt 1).
Wir definieren nun eine Formal (R, z), die positiv in R ist, so dass fiir alle nicht-leeren
Worte w = wp - - » w1 € {a,b}” gilt:

Ay = [fpg . ¢](f) <= an Position i steht in w der Buchstabe a und auf den Posi-
tionen 0, .., ¢ steht eine ungerade Anzahl von as.

Wenn wir ¢ so gewihlt haben, gilt fiir jedes Wort w:

%y b Va{ (Pa(e) A3y (Pa(y) Aw < y) = ~(lfpr, ¢l(a))

~
x ist die Position des letzten as in w

genau dann, wenn die Anzahl der as in w gerade ist.
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Wahi der Formel ¢(R, 2):

(R, x) = (Fale) A —dy (Paly) Ay < :c)) v
Bz (REAPW AP @) A{z<y<z)A

Vu ((=(z <u<yVy<u<z))V Pu)) ))
g
239 Lemma.
Die Datenkomplexitiit des Auswertungsproblems fiir LFP auf Fin liegt in Prime.

Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

P = [Wpg s o)(F)-

Nach Induktionsannahme kann die Formel ¢ fiir jede Induktionsstufe R in polynomieller
Zeit ausgewertet werden. Die Behauptung folgt damit aus Proposition.2=24. &4 . M

Eétrf;slnﬂationéire Fixpunktlogik

Bei der Definition der deinsten Fispunktlogik wurde durch ein syntaktisches Kriterium
{ndmlich dadurch, dass die Formel @(R,T) positiv in R sein muss), gewihrleistet, dass
die Sequenz R, R', R*, .. der Induktionsstufen indukriv ist, d.h.

und daher der induktive Fixpunkt B> = R} existiert.

In diesem Abschnitt werden wir die Bedingung “o(R, &) positiv in R” fallenlassen und
stattdessen durch explizites Vereinigen erzwingen, dass jede Induktionsstufe ihre gesamte
Vorgingerstufe enthalt.

W O
\g%g Befinition (Inflationdrer Fixpunkt ifp(F)). Zu jeder endlichen Menge 4 und jeder
Abbildung F': Pot(A) — Pot(A) ist die Abbildung Iz wie folgt definiert:

Ir : Pot(4A) — Pot(A)
X — XUF(X).

Offensichtlich ist I inflationdir und hat daher einen induktiven Fixpunkt R = R°HI¥),
R™ heifit der inflationiire Fixpunkt von F', geschrieben ifp([7).

N2o
232 Bemerkung. Falls F' monoton ist, so haben F' und I die gleichen Induktionsstufen,

und es gilt ifp(F) = Up(F).

WA

2:33 Definition (Inflationdre Fixpunktiogik 1FP). Sei o eine Signatur.

Die Formelmenge IFP[z] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3)(BC) und (QI) der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (IFP) definiert:



