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Wie dieses Beispiel zeigt, gibt es Strukturkiassen, die schon in der 3-Variablen-Logik
L2, definiert werden kdnnen, die aber nicht in FO definierbar sind (mit beliebig vielen
Variablen). Wie der nichste Satz allerdings zeigt, kdnnen zwei endliche Strukturen, die in
L% unterschieden werden konnen, auch schon in FO* unterschieden werden.

329 Definition. Sei & € N.,, o eine Signatur und 2, B o-Strukturen. Wir schreiben
A=pe B (bzw. A =p  B), falls Aund B dieselben FO¥[o]-Sitze (bzw. Lk, [o]-Satze)
erfitllen.

3308atz. Fiir alle endlichen o-Strukturen 2 und 5 gilt: 24 =t B = U= B

Beweis: “<==": Klar,da FO* C k.
“=="": Per Induktion nach dem Aufbau von L%, . zeigen wir, dass es zu jeder LE,,[o]-
Formel (%) eine FO*[o]-Formel (%) gibt, so dass firalle @ € A,b € B gilt:

— -

Ak pld] = Akgld ud Byl = B=gll. G

Der einzige nicht-triviale Fall ist, dass ¢ von der Form \/ ¥ oder A ¥ ist, wobei ¥ eine
Menge von L, -Formeln ist, Wir betrachten hier den Fall \/ ¥, der andere ist dann apalog.

Sei also W eine Menge von LL,,-Formeln und ¢ := Y/ . Fir jedes @ € A mit A |= [d]
wiihle eine Formel 1z € ¥, so dass 2 |= +[&@]. Analog wihle fiir jedes b € B mit B = 5{i]

-

eine Formel 1 € ¥, so dass B = ;[b]. Nun definieren wir
Ugw = {¢a: dcAundUl=pld]} U {¢;: be BundB = ofb] }.

Nach Konstruktion ist W o eine endliche Teilmenge von ¥. Weiterhin gilt fiir alle & €
A,b e B:

A\ Tamla] < ARV PE <= ARy

sowie

BE\Tanlb] = BEVIFE < BlEeb.
GemaB Induktionsvoraussetzung ist jede Formel ¢» € W o dquivalent zu einer Formel in
FO. Also istauch \/ Wy o dquivalent zu einer Formel @ in FO¥. Es giltalso fiiralle @ € A
und b€ B: A= pld] = A @la und B gl <= B | @[b). Somit ist
(3.7) gezeigt. Aus (3.7) folgt insbesondere folgendes: Falls es einen LE..-Satz o gibt, der
zwischen 21 und 9 unterscheidet, so gibt es auch einen FO®-Satz, der zwischen 2 und B
unterscheidet. Dies schliefit den Beweis von “==>""ab. [

3;%'.3 Pebble-Spiele

Ziel dieses Abschnitts ist es, Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele fiir die Logiken FO* und L., ein-
zufithren. Dazu zunichst ein paar Notationen.

Der Einfachheit halber werden wir in diesem Abschnitt nur Signaturen betrachten, die
keine Koustantensymbole enthalten. Solche Signaturen nennen wir relationale Signaturen.

Nicole Schweikardr - Vorlesung Logik nnd Komplexitit - SoSe 2007 - HU Berlin
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3?',:’3 Notation. Sei o eine relationale Signatur, & € N, und 2, B o-Strukturen.

411

e Wir vereinbaren, dass das Symbol “+” in keinem Universum einer Struktur vorkommt.
o Fir @:=ay,..,a; € (AU{*})* definieren wir den Triger Tr(&) von & als
Tr(@) = {i:a; # =}

Firie{l,...k},c € Aund @:={g; .. - Y (AU {=})* setzen wir

Q —(Ch 1o @1, By Big 1y -y Gk)-
Das heifit, wir ersetzen die i-te Stelle von & durch a.

e Fir @ = ay,..,a; € (AU {*})* schreiben wir Gyre(z) um das Tupel iiber A zu
bezeichnen, das aus & durch Loschen der “#”-Symbole entsteht.

Firr @ und b mit Tr(@) = Tr(b) schreiben wir (& + b)) um die Abbildung (jrya) —

-]

aiTr(E)) zu bezeichnen.

3.53 Definition (%-partieller Isomorphismus). Sei o eine relationale Signatur, & € N.,,
2, %5 seien o-Strukturen, und seien @ € (A U {*})* und b € (B U {=})*. Die Abbildung
(a ++ b) heibt k-partieller Isomorphismus von 2 nach %8, falls

(1) Tr(@) =Tr{b) und

(2) (@~ g)lTr(a‘) ist ein partieller Isomorphismus von 2 nach 9B,

Man beachte, dass der Definitionsbereich jedes k-partiellen Isomorphismus hochstens &
Elemente enthilt.

Wir sind nun bereit, die Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele fiir die Logiken FO® und LX, ein-
zufithren.

BQDeﬁmtmn {Pebble-Spiele). Sel o eine relationale Signatur und seien 9, B o-Strukturen.
Seienk € N,,,a@ € (AU{+})¥ und b € ( (BU{+})* mit Tr(&) = Tr(b).

Das k-Pebble-Spiel G (U, d, B, b) wird zwischen zwei Spielern, Spoiler und Dupli-
cator, gespielt. Den Spielern stehen insgesamt 2.k Spielsteine aq,..., o, F1,..., 5, zur
Verfiigung, die auf Elemente der Strukturen gelegt werden kénnen. Zu Beginn des Spiels
liegt fiir jedes 7 € Tr(&) der Stein a; auf dem Element a; und f; auf b;. Die iibrigen Steine
liegen “nebem dem Spielbrett”.

Eine Partie des Spiels besteht aus einer unbegrenzten Anzahl von Runden. In jeder Runde
wiihlt Spoiler zunéchst ein beliebiges ¢ € {1,..,%k} und nimmt entweder den Siein «;
und legt ihn auf ein beliebiges Element in A, oder er nimmt Stein 3; und legt ihn auf ein
beliebiges Element in B. Duplicator antwortet, indem er den entsprechenden Stein (also 3;
oder «v;) auf ein beliebiges Element in der anderen Struktur legt. D.h., Duplicator legt Stein
3; auf ein Element in B, falls Spoiler den Stein o; gelegt hat; bzw, Duplicator legt Stein o
auf ein Element in A4, falls Spoiler den Stein 3; gelegt hat. Beachte:
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s Steine, die bereits auf dem Spielfeld liegen, diirfen wiederverwendet werden.
e Ls diirfen durchaus mehrere Steine auf demselben Element liegen.

Am Ende jeder Runde wird entschieden, ob Spoiler gewonnen hat (und das Spiel beendet
ist) oder ob weitergespielt wird. Dazu seien @ ={a1,..,a5)€ (4 U {+})* die am Ende
der Runde durch die Steine aq,..,q) in 2 markierten Elemente (mit a; = * falls der
Stein a; noch “neben dem Spielbrett” liegt), und 5 =(by,.., bk)e (B U {+})* seien die
entsprechenden durch die Steine 31, .., 3, in *B markierten Elemente. Ist die Abbildung
(@ — B) kein k-partieller Isomorphismus, so endet das Spiel nach dieser Runde und Spoiler
gewinnt. Andernfalls wird das Spiel mit einer weiteren Runde fortgesetzt.

Duplicator gewinnt, wenn unendlich lange gespielt wird, also nach jeder Runde die Ab-
bildung (& — 5) ein k-partieller Isomorphismus von 2 nach B ist.

Bemerkung:
o Ist @=b=%=%,.., %, soschreiben wir GE (2, ) an Stelle von G5 (U, 7, B, 7).

¢ Strategien und Gewinnstrategien im k-Pebble-Spiel sind analog zum herkémmiichen
Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel definiert und werden daher hier nicht mehr formal eingefiihrt.

& Sind die Strukturen 2 und B endlich, so gibt es nur eine endliche Zahl verschiedener
Spielpositionen (a@,b) € (AU {*})* x (B U {*})*.In diesem Fall steht also schon nach
einer endlichen Zahl von Ziigen fest, wer das Spiel gewinnen kann.

334Beispicle.  (a) Seic := @ und A, B o-Strukturen mit ||, |B| = k. Dann hat Dupli-
cator eine Gewinnstrategie in G (%, %), indem er immer wenn Spoiler zwei Steine
auf dasselbe Element legt ebenso zieht und ansonsten immer ein neues Flement mit
einem Stein belegt. Da es nicht mehr Steine als Elemente in den Strukturen gibt, kann
er dies immer sicherstellen.

(b} Ist v = @ und 2, B sind o-Strukturen mit |A| < & und |B| # |A|, so hat Spoiler
eine Gewinnstrategie in G*_ (%, 18).

(c) Seien jetzt 2L, B endliche, linear geordnete {< }-Strukturen. Dann hat Duplicator ge-
nau dann eine Gewinnstrategie im Spiel G2,(%,8), wenn |A| = | B|. Dies kann man
folgendermalien sehen:

Gilt |A| = |B]| so sind U und B zwei endliche lineare Ordnungen gleicher Kardi-
nalitdt und somit isomorph. Folglich hat Duplicator eine Gewinnstratgie, indem er
immer zu Spoilers Wahl isomorphe Elemente wihli.

Gilt |4} 5 |B|und 0.B.d.A |A| > |B|,s0 hat Spoiler eine Gewinnstratgie in G3, (%, B),
indem er in jeder Runde r = 1 den Stein 1y (r_1 mea 2) auf das Element mit Rang
r— 1in U legt.

Nicale Schweikardr - Vorlesung Logik nnd Komplexitiir « SoSe 2007 - HU Berlin
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In den ersten beiden Runden legt Spoiler also seine beiden Spielsteine ovy, a0 auf die
beiden kleinsten Elemente in 2. In den folgenden Runden nimmt er jeweils den Stein
auf dem kieineren Element und plaziert ihn auf das kleinste noch nicht im Spiel ver-
wendete Element. Nach jeder Runde r liegen also die Steine g, a0 auf den Elemeten
mit Rang r—2 und r—1. Auf diese Weise werden im Verlauf des Spiels alle Elemente
von U in ihrer Reihenfolge gemaB der Ordnung durchlaufen.

Duplicator muss nun ebenfalls in jedem Zug den Stein auf dem kleineren der beiden
Elemente in B auf ein grofleres legen, denn ansonsten wire die Abbildung oy, an —
531, B2 kein k-partieller Isomorphismus und Duplicator hitte verloren. Da aber | B| <
{A] ist, kann Duplicator dies nach spitestens |B| Runden nicht mehr gewihrleisten
und verliert daher das Spiel.

Analog zum Satz von Ehrenfeucht und Fraissé werden wir nun den Zusammenhang zwi-
schen Pebble-Spielen und der Logik L% , herstellen.\DmbnnéﬁgWunﬁ@hs&—ei—a&

‘geeigﬁe&%i&éaﬂﬁe—venﬂ{hwnd%ﬁyst@me&{w&mﬁaﬂ%%){.

Definition. Sei o eine relationale Signatur und /& € N,,. Zwei o-Strukturen 2( und *5
artiell isomorph (kurz: U ﬁffm ), falls es eine nichi-leere Menge I k-parti m/
gibt, die die folgenden Eigenschaften ecfullt:

;-Her-Figenschaft: Fir alle (& — b 17...,k} und alle b € B gibt es ein

a € A,sodass (@7 HE%)EI.

T

Ein System mit diesen Eigenschaften-tiennen wir k-Fiy-und-Her-Svstem. Wir schreiben
| %fs’m B um anzudews’fl ein #-Hin-und-Her-SysTem_zwischen 2L und B ist.
57 Bemerkung. Die Mehige

Duplicator hat eine Gewinnstra

— I I . -
(@ b) € Pt B) 4 pepble-Spiel Gk (2, @, %, 5)

die_k-Hin-und-Her-Eigenschaft, ist aber moglicherweise leer.

335Theorem. Sei o eine relationale Signarur, k € M., A,'B o-Strukturen. @ € (AU
0%, b € (BU{=DF mit Tr(&) = Tr(b). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Duplicator hat eine Gewinnstrategie im k-Pebble-Spiel GE_(, &, B, ).

ey

{ A) @ in % und b in B erfiillen dieselben LE,,]o] -Formeln, @\, .

@A) =, (&%),
L‘o:‘».)

Bewsus: ‘\.Uas ey
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