7 Der Vollstandigkeitssatz

Ziel dieses Kapitels ist, ein “formales Beweissystem”, den so genannten Sequenzenkalkiil, ken-
nenzulernen, mit dem man alle allgemeingiiltigen FO-Formeln herleiten kann. Insbesondere folgt
daraus dann, dass das Problem

ALLGEMEINGULTIGKEITSPROBLEM DER LOGIK ERSTER STUFE
FEingabe: Eine FO[o]-Formel ¢
Frage: Gilt Z |= o fiir alle zu ¢ passenden o-Interpretationen Z 7

semi-entscheidbar ist.

7.1 Beweiskalkiile

Definition 7.1 (Ableitungsregel; Kalkiil).
Sei M eine beliebige Menge.

(a) Eine Ableitungsregel iiber M hat die Form

a
a.n
b
wobei n € Nund ay,...,a,,b € M.
ax
(b) Wir bezeichnen ay,...,a, als die Voraussetzungen der Regel a.
b

und b als die Konsequenz.
Ableitungsregeln ohne Voraussetzungen (also mit n = 0) bezeichnen wir als Axiome.

(¢) Ein Kalkiil iber M ist eine Menge von Ableitungsregeln iiber M.

Definition 7.2 (Ableitbare Elemente).
Sei x ein Kalkiil iiber einer Menge M.

(a) Sei V. C M eine beliebige Teilmenge von M. Die Menge A,y C M aller aus V in &k
ableitbaren Elemente ist rekursiv wie folgt definiert:
(I) Firallebe Vist be A, v.
(II) Fur alle Axiome 3 in xist be A, v.
al

(ITI) Fir alle Ableitungsregeln a:n in k gilt: Wenn ay,...,a, € A, v, soauchbe A, v.
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A, v ist also die beziiglich ,C* kleinste Teilmenge von M, die die Abschlusseigenschaften

(I), (IT) und (III) besitzt.

Die Menge V wird auch Menge der Voraussetzungen genannt.

(b) Die Menge A, := A, ¢ ist die Menge aller in x ableitbaren Elemente

Kalkiile sind also einfach eine andere Schreibweise fiir rekursive Definitionen.

Definition 7.3 (Ableitungen).
Sei x ein Kalkiil iiber einer Menge M, sei V C M und sei a € M.

(a) Eine Ableitung von a aus V in s ist eine endliche Folge (a, .
£ € Nsp,ap =a und fur alle i € {1,...,¢} gilt:
e a; € V oder

e T; ist ein Axiom in x oder
b1
e es gibt in x eine Ableitungsregel bz , so dass by,...,b, € {a,.
a;
(b) Eine Ableitung von «a in & ist eine Ableitung von a aus () in &.

Beobachtung 7.4. Offensichtlich gilt:
a genau dann aus V' in k ableitbar (geméf Definition 7.2), wenn
es eine Ableitung von a aus V in & gibt (geméf Definition 7.3).

7.2 Ein Sequenzenkalkiil

..,ap) € M*, so dass

. .,ai,l}.

In diesem Kapitel sei o eine beliebige fest gewéhlte Signatur (im Sinne von Definition 1.1).

Notation 7.5.
o t,u,ty,ta,t’,u',u”, ... bezeichnen immer o-Terme.
o 0,1, X, ... bezeichnen immer FO[o]-Formeln.

o O U Py Dy, U ... bezeichnen Mengen von FO[o]-Formeln.

o T ATV, Ay, Ay, ... bezeichnen endliche Mengen von FO[o]-Formeln.

e Fir ® C FO[o] ist frei(®) := U frei(¢y).

Manchmal schreiben wir auch frei(®, ¢) an Stelle von frei (® U {¢}).

e Ist M eine Menge, so schreiben wir L C, M, um auszudriicken, dass L eine endliche

Teilmenge von M ist.
Definition 7.6 (Sequenzen).
(a) Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form
',
wobei I' C, FO[o] und ¢ € FO[o].

Wir bezeichnen I" als das Antezedens und v als das Sukzedens der Sequenz I" - 1.
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(b) Wir schreiben Mg um die Menge aller Sequenzen zu bezeichnen, d.h.:

Mg := {T'+¢ : I' C. FO[o] und ¥ € FO[o]}.

Notation 7.7.
o Statt I'U {p} I 1 schreiben wir auch T, o F 9.

o Statt {¢1,...,¢n} F ¥ schreiben wir auch ¢1,...,p, - .

In Definition 2.1 hatten wir bereits festgelegt, wann eine FO[o]-Formel 1 aus einer Formel ¢
folgt:

YEY

5 ﬁl fiir alle zu ¢ und v passenden o-Interpretationen Z gilt:
erl. .

Falls Z = ¢, so auch Z = .

Die folgende Definition legt (auf die naheliegende Weise) fest, wann eine Formel ¢ aus einer
ganzen Menge ® von Formeln folgt:

Definition 7.8.

Sei ® C FO[o] und sei ¢ € FO[o].

¢ folgt aus ® (bzw. ® impliziert ), kurz ® = ¢, wenn fiir alle o-Interpretationen Z, die zu
1 und zu allen ¢ € ® passen, gilt: falls fiir alle p € ® gilt Z | P, so gilt auch Z = 4.

Notation 7.9.
Sei @ C FO[o] und sei Z eine o-Interpretation.

o Wir sagen 7 passt zu @, falls 7 zu jedem ¢ € ® passt.
o TE @ (in Worten: Z erfillt @) : <= fir alle p € @ gilt: 7 |= .

Definition 7.10 (Korrekte Sequenzen und Sequenzenregeln).
(a) Eine Sequenz I' F ¢ heiit korrekt, wenn gilt: T' |= 9.

(b) Sei k e N, T'y,...,Txt1 Ce FO[o], ¢1,...,pr+1 € FO[o]. Eine Sequenzenregel
| SR}

'y F ox
Tiy1 B orpr

heifit korrekt, wenn folgendes gilt: Sind die Sequenzen T'; + ¢; fiir alle ¢ € {1,...,k}
korrekt, so ist auch die Sequenz I'y - ¢y, korrekt.

Die folgende Definition fiihrt einen Kalkil {iber der Menge Mg aller Sequenzen ein, den so-
genannten Sequenzenkalkiil .. Im Verlauf von Kapitel 7 werden wir sehen, dass folgendes
gilt:

(a) Alle Ableitungsregeln, aus denen . besteht, sind korrekt. Daraus folgt dann, dass auch
alle in . ableitbaren Sequenzen korrekt sind.
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(b) Ist ® C FO[o] und 9 € FOJo], so dass ® |= ¢, dann gibt es ein I C,. @, so dass die Sequenz
I' -4 in . ableitbar ist.

Korrektheit Die Eigenschaften (a) und (b) werden Korrektheit bzw. Vollstindigkeit des Kalkiils . ge-
Vollstéandigkeit nannt. Der Einfachheit halber werden wir nur Formeln betrachten, in denen keins der Symbole
—, +» vorkommt (vgl. Beobachtung 2.2).

Definition 7.11 (Sequenzenkalkiil .).
Der Sequenzekalkiil . ist der Kalkiil iiber der Menge Mg aller Sequenzen, der aus den folgen-
den Ableitungsregeln besteht — fiir alle T', T C, FOlo], ¢, %, x € FO[o], t,u € T,, x,y € Var:

Grundregeln
o Voraussetzungsregel (V):
(V) Lo ko
(E) o Erweiterungsregel (E):
' ,
ﬁ falls T' g T
Aussagenlogische L
Regeln
(FU) o Fallunterscheidungsregel (FU):
Lot
Loy Fe
T'Foe
W o Widerspruchsregel (W):
(W) p gel (W) Ik oy
k-9 .
ﬁ (fur alle (2] S FO [O'D
(AA7) o A-Einfiihrung im Antezedens (AA7), (AAg):
(AA2) Lok x Lok x
I (e Ad) F x I (4 Ae) Fx
(AS) o A-Einfithrung im Sukzedens (AS):
'k
Iry
(e ny)
(VA) e V-Einfiihrung im Antezedens (VA):
Lok x
Ly x
L (eVve) kX
(VSy) o V-Einfithrung im Sukzedens (VS1), (VS2):
(VSs2) ko ko
I'E(pVy) IE@Ve)
Quantorenregeln
e V-Einfiihrung im Antezedens (VA):
(VA) Tpt by
I\Vzxp
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V-Einfithrung im Sukzedens (VS): (VS)

PP9Y sy g fei(Tv
m , falls y & frei(T', Vo)
o J-Einfiihrung im Antezedens (3A): (3A)
Lk :
W s falls y g frel(F, 3(1}@7 w)
o J-Einfithrung im Sukzedens (3S): (39)
'k @ﬁ
'k Jzp
Gleichheitsregeln
o Reflexivitdt der Gleichheit (G):
(G)
'k t=t
o Substitutionsregel (S): (S)
I'k cp%
[i=u o2

Im Folgenden geben wir zwei Beispiele fiir Ableitungen im Sequenzenkalkiil.
Beispiel 7.12.

(a) Fiir alle ¢ € FO[o] ist F (¢ V = ¢) ableitbar in .%:

1 e Fo (

(2) ¢ F(pVop) (
B3) -~k —p (V)
4) e (pVv=e) (
(5) FpVv-p) (

= R(f(2)) (V)
(2) R(f(x)),x: (z) [ R(f(f(:z:))) (S) auf (1) mit t=x, u=f(z)
F R(f(f(z))) (VA) auf (2) mit t=z.

Der folgende Satz bestétigt Punkt (a) der auf Seite 93 beschriebenen Agenda:

Satz 7.13 (Korrekheit des Sequenzenkalkiils).
Alle Ableitungsregeln, aus denen 7 besteht, sind korrekt; und jede in & ableitbare Sequenz ist
korrekt.
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Beweis:

Wir zeigen, dass jede Ableitungsregel von . korrekt ist, d.h. es gilt: Wenn die Voraussetzun-
gen der Regel korrekt sind, dann ist auch die Konsequenz korrekt. Die Korrektheit aller in &
ableitbaren Sequenzen folgt dann leicht per Induktion nach der Lénge von Ableitungen.

(V):

(G):

(FU):
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" Ty

e Fo
Offensichtlich gilt: T' U {¢} |= ¢. Daher ist die Sequenz I, ¢ F ¢ korrekt.

I't-t=t
Offensichtlich ist die Formel t=t allgemeingiiltig. Daher gilt fiir alle T', dass " = t=t. Somit
ist die Sequenz G |= t=t korrekt.

'k
'

Annahme: T F ¢ ist korrekt, d.h. T' = . Sei I' C T

falls T C I

Zu zeigen: T' |= .

Beweis:
Sei 7 eine zu IV und ¢ passende o-Interpretation mit Z =TV, Wegen I' C T" gilt dann auch:
T E=T. Wegen T = ¢ folgt dass 7 = ¢. Somit gilt: TV |= ¢, d.h. I | ¢ ist korrekt.

Lo
M-y ep
I'kFop

Annahme: I')9y F ¢ ist korrekt und I', ~ ¢ F ¢ ist korrekt.
Zu zeigen: I' - @ ist korrekt.

Beweis:

Laut Annahme gilt T' U {¢} = p und TU{=¢} = ¢.
Sei Z eine zu I' U {¢)} U {p} passende o-Interpretation mit Z =T

Fall 1: 7 ¢
Dann gilt: Z =T U {¢}. Wegen T'U {9} | ¢ gilt daher: 7 |= .

Fall 2: 7 | —:
Dann gilt: Z =T U {=¢}. Wegen ' U {=4} |= ¢ gilt daher: Z |= .
Somit gilt: T' &= ¢, d.h. die Sequenz I' - ¢ ist korrekt.

'y

Annahme: I' F 9 ist korrekt und I' - =) ist korrekt.
Zu zeigen: Fiir alle ¢ € FO[o] ist T" - ¢ korrekt.

Beweis:
Wir zeigen, dass keine o-Interpretation Z geben kann, die I' erfillt. Daraus folgt dann
unmittelbar, das T' = ¢, d.h. dass die Sequenz I" I ¢ korrekt ist.



(3A):

el

Angenommen, Z = (2, ) ist eine zu I" passende o-Interpretation mit Z =T.
Offensichtlicherweise kann der Definitionsbereich von 3 so erweitert werden, dass Z auch
zur Formel 1) passt.

Laut Annahme gilt T'F ¢ und T' + —¢). Wegen Z = T" muss daher sowohl Z |= 1, als auch
7 = — 9 gelten. Dies ist aber nicht moglich! 4

ok x

T (pAd)F x

Annahme: T',pF y ist korrekt.
Zu zeigen: T, (o A1)y ist korrekt.

Beweis: Offensichtlich!

(AS), (VA), (VS1), (VS2), (VA), (39), (S): ahnlich leicht!

TFrves falls y & frei(T", Vzp)

Beweis:

Annahme: T'F @2 ist korrekt, d.h. T' = 2.

Sei y & frei(T, V).
Zu zeigen: I' | Vxyp ist korrekt.
Sei Z = (2, 8) eine o-Interpretation mit Z = T'. Wegen y & frei(T") gilt laut Koinzidenzlem-

ma fiir alle a € A: I ET.
Geméf Annahme gilt: T' = 2. Somit gilt fiir alle a € A, dass 73 E ol

D.h. es gilt: 7 |= Vy 2.

Wegen y ¢ frei(Va ¢) = frei(p) \ {z} gilt geméB Substitutionslemma, dass Z |= Vao.
Somit gilt: ' = Ve, d.h. die Sequenz T' - Vap ist korrekt.

Dotk

m ) falls Yy g frei(F, 3()%0, 'l/])

Beweis: Analog; Details: Ubung.

Dies schliefit den Beweis von Satz 7.13 ab.

Osatz 7.13

Wir betrachten den Sequenzenkalkiil . als , formales Beweissystem®, mit dem man mechanisch
den Nachweis erbringen kann, dass fiir eine Formelmenge ® und eine Formel ¢ gilt: ® = ¢. Dies
wird in der folgenden Definition prézisiert.

Definition 7.14 (Beweisbarkeit).

Sei ® C FO[o] und sei ¢ € FO[o]. Die Formel ¢ ist beweisbar aus ® (kurz: ® - ¢), wenn es
eine endliche Teilmenge I" von ® gibt, so dass die Sequenz I' F ¢ in . ableitbar ist.

Ein Beweis von ¢ aus ® ist eine Ableitung einer Sequenz I' - ¢ in . fiir ein I' C, ®.
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Vollsténdigkeitssatz

ableitbar (in .%)

Kettenschlussregel
(KS)

Disjunktiver Syl-
logismus

(DS)

Aus Satz 7.13 folgt direkt:

Korollar 7.15.
Fiir alle ® C FO[o] und alle p € FO[o] gilt: Falls DFo ¢, so @ E .
D.h.: Falls ¢ aus ® beweisbar ist, so folgt o semantisch aus .

Unser Ziel im Rest von Kapitel 7 ist, zu zeigen, dass auch die Umkehrung von Korollar 7.15 gilt,
d.h.: Fiir alle ® C FO[o] und alle ¢ € FO[o] gilt:

Phyp < DEop.

Dies ist die Aussage des Vollstdndigkeitssatzes. Man beachte, dass die Richtung ,, <= “ gerade
Punkt (b) der auf Seite 94 beschriebenen Agenda darstellt.

7.3 Ableitbare Regeln im Sequenzenkalkiil

Definition 7.16.
Sei k e N, T'y,...,Txt1 Ce FO[o], ¥1,...,pr+1 € FO[o]. Eine Sequenzenregel

I'iFer

Iy o
Trr1F ort1

heifit ableitbar (in .), wenn 'y 1 F ¢g41 aus der Menge V := {Fi Fo, ie{l,.. ,k}} in
& ableitbar ist.

Lemma 7.17.
Sei ' eine Erweiterung des Sequenzenkalkiils ¥ um eine oder mehrere ableitbare Sequenzenre-
geln. Dann ist eine Sequenz S genau dann in .’ ableitbar, wenn sie in . ableitbar ist.

Beweis: Ubung (vgl. Aufgabe 7.1).
O

Im Folgenden wird eine Liste von ableitbaren Sequenzenregeln zusammengestellt, die fiir den
Beweis des Vollstdndigkeitssatzes sehr niitzlich sein werden.

Lemma 7.18 (Ableitbare aussagenlogische Sequenzenregeln).
Folgende Sequenzenregeln sind ableitbar — fir alle T C. FO[o] und ¢, v € FOlo]:

e Kettenschlussregel (KS): 'L
®

Loty
)

e Disjunktiver Syllogismus (DS): L
-

L'E(pV)
TF

98



e Modus Ponens’ (MP):

'k
' (p—=9)
'k
o Kontrapositionsregeln (KP):
_ Dok
O
 Tpk
Lok -e
I Sl
L=y k- ¥
T,k
Lok o
Beweis
(KS)
(1 T F ¢  (Voraussetzung)
(2) T,p F ¢  (Voraussetzung)
(B T,me b o (E)auf (1)
(4) T,me bk =p (V)
() T.ome b4 (W) auf (3),(4)
6y T F o (FU) auf (2), (5)
(DS):
(1) T F (pV1) (Voraussetzung)
(2) T F - (Voraussetzung)
(3 Lo F - (E) auf (2)
4) Ty Foe (V)
(®) T.e ) (W) auf (3), (4)
6) Iy FY V)
(M) T(evy) B o (VA) auf (5), (6)
(8) T F o (KS) auf (1), (7)

I'Wir betrachten hier (¢ — 1) als “abkiirzende Schreibweise” fiir die Formel (- ¢ V ).
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(1 T F (me V) (Voraussetzung)
Beachte: (¢ — 1) ist eine Abkiirzung fiir (- V ¢)

(2) T F oo (Voraussetzung)

3 - oo (E) auf (2)

4 T,-e F e (V)

() T,-e Fo (W) auf (3), (4)

6 Iy Eoy (V)

(M T.(cevy) B9 (VA) auf (5), (6)

8 T F oy (KS) auf (1), (7)
(KP):

(1 Lo F o+ (Voraussetzung)

2) T,=¢,9 oy (E)auf (1)

3) L=y F o= (V)

4) T,-¢v,¢ F —¢ (E)auf (3)

(5) T, F —p (W)auf (2), (4)

6) Tingme b e (V)

(M T~y F =g (FU) auf (5),(6)

Die anderen Kontrapositionsregeln kénnen analog abgeleitet werden.

Lemma 7.19 (Ableitbare Quantorenregeln).
Folgende Sequenzenregeln sind ableitbar — fir alle T C, FOlo], alle ¢ € FO[o]| und alle x € Var.

Quantorenaustauschregeln (QA):

1) ' =Vxp
I'F3z-p
'3z —¢
9) —__—— ¥
) ' =V
I'F-3z¢
9 — -
) I'EVe—p
I'EVYz—-p

4) I'F—-3z¢

Beweis:
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Zu 1):

(1) r F =V e

2) Tme2 kol

(3) -l F dz -

4) T,m3z-p ket

(5) TI,m3z—-p F Ve

(6) TIL,-Vxe F Jx-ep

(7) r F dx -
Zu 2):

2 Teg kg

(3) Doy o

(4) T-p?2 F Vzo

(5) T,3z-¢p F —Vzop

6) T F =Vzop

Zu 3) und 4): analog.

(Voraussetzung)
(V) ; sei y ¢ frei(T', Vap)
(39) auf (2) mit t=y
(KP) auf (3)
(VS) auf (4)
(KP) auf (5)

(KS) auf (1),(6)

Voraussetzung)

V) ; sei y ¢ frei(T', Vay)
VA)

KP) auf (3)

JA) auf (4)

KS) auf (1),(5)

]

(
(
(
(
(
(

Lemma 7.20 (Ableitbare Gleichheitsregeln).

Folgende Sequenzenregeln sind ableitbar (fiir alle T C, FO[o], fir alle t,u,t1,uy,ta, ug, - -

e Symmetrie der Gleichheit (SG):

o Transitivitit der Gleichheit (TG):

o Vertraglichkeitsregeln fiir die

I'Ht=u

F'Fu=t

'ty =ty

Thty=ts

'kt =t3
Gleichheit:

(VR): Fiir alle Relationssymbole R € o und fir r := ar(R):

Tk R(ty,... t)
I‘}—tlzul
't =u,

I' - R(ug,...,uyp)

(VFE): Fir alle Funktionssymbole f € o und fir r := ar(f):
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Fl—t1:u1

'kt =u,

'k f(tl,...,tr) = f(’LLl,...
Beweis
o (SG):
(1) T F t=wu (Voraussetzung)
(2) T Fe=t (G)
(3) Ii=ut u=t (S)auf (2)mit p:= =t
4 T Fu=t (KS)auf (1),(3)
o (TG)
(1) r F t; =ty (Voraussetzung)
(2) T F ty =t3 (Voraussetzung)
(3) F,t2:t3 F t1:t3 (S)a ( )mthOIZ tlzx,t::tg,u::tg
4 T F oty =t3 (KS)auf (2),(3)

e (VR): Beweis fiir r = 2 (fiir andere r: analog).

(1) T F R(t1,t2) (Voraussetzung)
(2) T Ft=wu (Voraussetzung)
3 T F oto = wus (Voraussetzung)
(4) T,t1=u1 b R(uj,tz) (S)auf (1) mit ¢ := R(z,t2), t :=t1, u:= 1wy
(5) T - R(uts)  (KS) auf (2), (4)
(6) T,to=wus F R(ui,uz) (S)auf (5) mit ¢ := R(u1,x), t :=ta, u:=ug
() T F R(u,u2) (KS) auf (3),(6)

(V23

(1) r Ft=wu (Voraussetzung)

(2) T F oto =us (Voraussetzung)

@ T Eof(tnte) = ft,t2)  (G)

(4) Tyt1=u1 F f(t1,t2) = flug,t2) (S) auf (3) mit ¢ :=
(5) T Fof(t,t2) = f(ur,ta)  (KS) auf (1), (4)
(6) T, ta=wus b f(t1,t2) = f(ur,u2) (S) auf (5) mit

(n T E St t2) = fur,uz)  (KS) auf (2), (6)

Dies schliefit den Beweis von Lemma 7.20 ab.
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7.3.1 Widerspruchsfreiheit und das syntaktische Endlichkeitslemma
Definition 7.21 (Widerspruchsfreiheit). Sei ® C FOlo].

(a) @ heifit widerspruchsvoll, falls es ein ¢ € FO[o] gibt, so dass @+ g und @ ko - widerspruchsvoll
D.h.: @ ist widerspruchsvoll, falls sich im Sequenzenkalkiil .# ein Widerspruch herleiten
lasst.

(b) ® heifit widerspruchsfrei, falls ® nicht widerspruchsvoll ist. widerspruchsfrei

Definition 7.22 (Erfiillbarkeit).
Eine Formelmenge ® C FO[o] heifit erfiillbar, falls es eine zu ® passende o-Interpretation Z  erfiillbar
mit Z = @ gibt.

Aus der Korrektheit des Sequenzenkalkiils (Korollar 7.15) folgt, dass erfiillbare Formelmengen
widerspruchsfrei sind:

Korollar 7.23.
Fiir alle ® C FOlo] gilt: Falls ® erfillbar ist, so ist ® widerspruchsfrei.

Beweis:
Sei ® C FO[o] und sei Z = (2, 3) eine zu ® passende o-Interpretation mit Z = ®.
Angenommen, ® wire widerspruchsvoll. Dann gibt es geméfl Definition 7.21 ein ¢ € FOlo], so
dass @ - ¢ und ® F» — . Aus Korollar 7.15 folgt, dass ® = ¢ und @ = — .
Natiirlich kénnen wir den Definitionsbereich von [ so erweitern, dass Z zu ¢ passt. Wegen
ITEQPudPFEeund @ E—pgilt dann: ZTEp und Z E —e. 4
O

Im Rest von Kapitel 7.2 werden wir den Vollstandigkeitssatz (d.h., die Aussage “® = ¢ <— P+

¢”) dadurch beweisen, dass wir

1) Zeigen, dass jede widerspruchsfreie Formelmenge ® erfiillbar ist (dies ist die Aussage des
so gennanten Erfiillbarkeitslemmas, Lemma 7.28) und

2) zeigen, dass aus dem Erfiillbarkeitslemma folgt, dass fiir alle ® C FO[o] und alle ¢ € FO[o]
gilt: Falls ® = ¢, s0 @ ko .

Dazu werden wir die im Folgenden zusammgenstellten Eigenschaften widerspruchsfreier bzw.
widerspruchsvoller Formelmengen benutzen.

Lemma 7.24. Fir alle ® C FO[o] gilt:

(a) ® ist widerspruchsvoll <=  fir alle ¢ € FO[o] gilt ® o ¢
(b) @ ist widerspruchsfrei <= es gibt ein® ¢ € FOlo], so dass ® /.o .
(c) ® ist widerspruchsvoll <= @k Jvgvo=uvp.

Beweis:

2Notation: Wir schreiben ® I ¢, um auszudriicken, dass nicht ® - o ¢ gilt.
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(@) ="
Geméf Voraussetzung gilt fiir jedes beliebige ¢ € FO[o], dass ® Fo» ¢ und ® Fo - .
Insbesondere ist ® daher widerspruchsvoll.
="

Geméaf Voraussetzung ist ® widerspruchsvoll, d.h. es gibt ein ¥ € FO[o], so dass ® &
und ® - =Y. Geméaf Definition 7.14 gibt es dann I';, 'y C. @, so dass die Sequenzen
' F 4 und I's F =9 in & ableitbar sind.

Dann ist fiir jede beliebige FO[o]-Formel ¢ auch Folgendes in . ableitbar:

(1) I E o

(2) I E -y

3) TiUTs F ¢ (E)auf (1)

4) TiUTs F —¢ (E)auf (2)

(5) TyuTle F ¢ (W) auf (3), (4)

Somit gilt ® & ¢ fiir jedes beliebige ¢ € FO[o].
(b) Folgt direkt aus (a).
(c) ,=—“:

Folgt direkt aus (a).

w ="

Es gelte ® o vy ~vp=vg. D.h. es gibt ein I' C, ®, so dass die Sequenz I' - Jvg — vg=wvy
in . ableitbar ist.

Sei ¢ eine beliebige FO[o]-Formel. Wir zeigen im Folgenden, dass auch die Sequenz I' - ¢
ableitbar ist. Daraus folgt direkt, dass fiir jedes ¢ € FO[o] gilt: ® F» ¢. Geméf (a) ist @
daher widerspruchsvoll.

Gemaf Voraussetzung ist I' - Jug = vg=vq in . ableitbar. Eine Ableitung von I' - ¢ in .
erhalten wir wie folgt:

(1) I' b Jug mvg =vg (Voraussetzung)

(2) I' b =Vyugvg =v9 (QA) siche Lemma 7.19

3) 0 F w=uwg (G)

(4) 0 F Yugvg=wg (VS) auf (3)

(5) I' F Yoy vy = vg (E) auf (4)

6) Ik o (W) auf (5), (2).

Somit gilt ® o ¢ fir jedes p € FO[o]. Daher ist ® widerspruchsvoll. O
Lemma 7.25.

Fiir alle ® C FO[o] und alle ¢ € FO[o] gilt:

(a) Dby o <— DU {-¢} ist widerspruchsvoll.
(b)) Ty —p < ®U{p} ist widerspruchsvoll.

(¢) Falls ® widerspruchsfrei ist, so ist auch mindestens eine der beiden Mengen ® U {p} und
O U {—p} widerspruchsfrei.
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Beweis:

(a) ,=—“:Sei @y .
Geméf der Regel (E) von .7 gilt auch @U{-¢} o . AuBerdem gilt natiirlich gemas der
Regel (V) in .7, dass @ U {—p} ko = . Somit ist ® U {—- ¢} widerspruchsvoll.

=1 Sei ® U {- ¢} widerspruchsvoll.

Wegen Lemma 7.24 (a) gilt dann ® U {—¢} ko ¢. Das heifit, es gibt ein I C, @, so dass
die Sequenz I', ¢ - ¢ in & ableitbar ist.

Eine Ableitung von I' F ¢ in . erhalten wir dann wie folgt:

(1) T,-¢ F ¢ (gemaf Voraussetzung)

(2) L F o (V)
3) T ¢ (FU) auf (1), (2).

Somit gilt: @ o . D)
(b) Analog zu (a).

(¢) Angenommen, sowohl ® U {¢} als auch ® U {— ¢} wire widerspruchsvoll.
Aus (a) und (b) folgt dann: ® Fo ¢ und @ ko —¢. Somit ist ® widerspruchsvoll, also
nicht widerspruchsfrei. 0

Dies beendet die Auflistung der Eigenschaften widerspruchsfreier bzw. widerspruchsvoller For-
melmengen.

Das folgende — sehr einfache — Lemma wird spéter, beim Beweis des Vollstandigkeitssatzes
sowie, in Kapitel 8, beim Beweis des sogenannten Endlichkeitssatzes (Satz 8.1) sehr niitzlich
sein.

Lemma 7.26 (Das syntaktische Endlichkeitslemma).
Fir jedes ® C FOlo] gilt: @ ist widerspruchsfrei <= jedes T' C, ® ist widerspruchsfrei.

Beweis: ,—*“ : Angenommen, I' C, ® ist widerspruchsvoll. Gemifl Lemma 7.24 (c) gilt dann
I' by Jug —vo=vg. Wegen Regel (E) von . gilt dann auch T' Fo Jug ~vg=vy. Gemifi Lem-
ma 7.24 (c) ist ® somit widerspruchsvoll. 4

»<=": Angenommen, ¢ wire widerspruchsvoll.
Lemma 7.24 (c) ergibt ® 5 Jug vy = vg. GemiB Definition 7.21 gibt es daher ein I' C, ®, so
dass T' o Jvg v = vp. Lemma 7.24 (c) ergibt wiederum, dass T' widerspruchsvoll ist. 4

O

7.3.2 Der Vollstandigkeitssatz

Satz 7.27 (Der Vollstédndigkeitssatz).
Fiir alle Signaturen o, alle Formelmengen ® C FO[o] und alle Formeln ¢ € FOlo] gilt:

(a) Dby p < Do
(b) ® ist widerspruchsfrei <= ist erfillbar.

Das folgende Lemma liefert den Schliissel fiir den Beweis des Vollstandigkeitssatzes.
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Ao

Termstruktur

Pa

Iy
Terminterpretation

Lemma 7.28 (Erfiillbarkeitslemma).
Fiir alle Signaturen o gilt: Jede widerspruchsfreie Formelmenge ® C FO[o] ist erfillbar.

Bevor wir Lemma 7.28 beweisen, zeigen wir zunédchst, wie es genutzt werden kann, um den
Vollstéandigkeitssatz zu beweisen.

Beweis von Satz 7.27 (Vollstdndigkeitssatz):

(b)

(a)

»=—"“ : Dies ist gerade die Aussage des Erfiillbarkeitslemmas (Lemma 7.28).
»<=": Korollar 7.23 (einfache Folgerung aus der Korrektheit des Sequenzenkalkiils).

»=—"“ : Korollar 7.15 (Korrektheit des Sequenzenkalkiils).

<= Es gelte ® = ¢. Angenommen, ¢ t/» .
Aus Lemma 7.24(a) folgt dann, dass ® U {— ¢} erfiillbar ist. Das heifit, es gibt eine o-
Interpretation Z mit Z = ® U {-¢}. Somit gilt Z = ® und Z = — . Laut Voraussetzung
gilt aber ® = ¢ und daher gilt 7 | . 4

O

Der Rest von Kapitel 7 ist dem Beweis des Erfiillbarkeitslemmas (Lemma 7.28) gewidmet.
Dazu sei o eine beliebige Signatur, und ® sei im Folgenden eine fest gewédhlte widerspruchsfreie
Formelmenge ® C FOlo]. Ziel: Konstruiere eine zu ® passende o-Interpretation Z mit Z |= ®.

Definition 7.29 (Termstruktur e und Terminterpretation Zg).
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

(a) Die o-Struktur g ist folgendermaflen definiert

o Ay := T, (d.h.: das Universum von Ag besteht aus der Menge aller o-Terme).
« Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist c¢*® := c.

o Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und fir alle ¢1,...,t; € Ty ist
A2 (b, te) = f(tn, . ).
 Fiir alle Relationssymbole R € ¢ und fir k := ar(R) ist
R = {(t1,....ty) ETF : @by R(t1,... . t) }.

Die Struktur 2l heifit Termstruktur von ®.

(b) Die Belegung fg: Var — Ag ist definiert durch

B(x) = =z, fir alle z € Var.

(c) Die o-Interpretation Zg:= (¢, Be) heift Terminterpretation von &.

Beobachtung 7.30.

a) Fir alle t € Ty, gilt:  [[t]** = ¢.
(a) g

(b) Fiir alle R € o, fir k := ar(R) und fir alle ¢y, ...,t; € Ty, gilt:
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Beweis: (a) folgt leicht per Induktion nach dem Aufbau von Ty.
(b) ldsst sich wie folgt beweisen:

Semantik von FO[c]

Ts ':R(tl,,tk) < ([[tlﬂzq’,...,[[tkﬂzq’) S R
é)’ (tl,...,tk)ERQ‘q’
Def 1,29 Oy Ry, ... ).

Beobachtung 7.31.
Fir alle t1,t5 € T, mit t; 75 to gﬂt Ts l;é t1 = to.

Somit gilt: Falls es Terme ¢; und to mit 1 # ¢ gibt, so dass ® b t1 = to, so ist Zg (= P.
Ziel: Modifiziere Zg so zu einer o-Interpretation [Zg], dass fiir alle ¢ € FO[o] gilt:

(ZIs]Fe —= Ptk

Definition 7.32 (Kongruenzrelation ~ auf T;,). Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].
Die zweistellige Relation ~g auf T, sei folgendermaflen definiert. Fiir alle t,u € T, gilt:

trgu <= Ok ot=u.

Lemma 7.33. Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

(a) Die Relation ~g ist eine Aquivalenzrelation auf T,.

(b) Fir alle Funktionssymbole f € o, firk := ar(f) und fir alle o-Terme t1, . .

Tg mit tl ~p ul,...,tk ~p Uk

fltr,te) ~a flug,.. up).

(¢) Fir alle Relationssymbole R € o, firk = ar(R) und fir alle o-Terme ty, . . .

Ty mitty ~g U1,...,tk ~g U gilt:

Py R(tl,...,tk) — Pty R(ul,...,uk).

Beweis:
(a) Folgt mit (G), (SG), (TG).
(b) Folgt mit (VF).
(c) Folgt mit (VR).
Als unmittelbare Folgerung aus Lemma 7.33 erhalten wir:

Korollar 7.34. Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].
Die Relation ~g ist eine Kongruenzrelation auf g, das heifst es gilt:

(a) ~g ist eine Aquivalenzrelation auf Ag.

.,tk,ul,...

7tk7u17"'

, U €

, Uk €
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(b) Fir alle Funktionssymbole f € o, fir k := ar(f) und fir alle a1,...,a5,b1,...,b € Ag
mit a1 ~¢ b1,...,ar ~o by gilt:

fmi’(al, - ,ak) ~p f9[<1>(b1’ Ceey bk)
(¢) Fiir alle Relationssymbole R € o, fir k := ar(R) und fir alle a1,...,ax,b1,...,bp € Ag
mit a1 ~¢ b1,...,ax ~¢ by gilt:
Aep ):R(al,...,ak) — AU ’:R(bl,...,bk).
Wir betrachten nun die o-Struktur, die man aus 20g erhélt, indem man alle beziiglich ~¢ aqui-
valenten Elemente in A miteinander identifiziert.

Definition 7.35 (Die reduzierte Termstruktur [2g], die reduzierte Terminterpretation [Zs)).
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

[t (a) Fir jedes t € T, sei
[tle = {ueTy:t~pu}

die Aquivalenzklasse von ¢ beziiglich ~g in T,,.

(2] (b) Die o-Struktur [2g] sei folgendermafien definiert
reduzierte Term- (I) Das Universum von [2g) ist die Menge
struktur
[Ag] == {[tle : teT,}

(das heiBt: [Ag] besteht aus allen Aquivalenzklassen von o-Termen).
(IT) Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist ¢l := [c]4.
(III) Fir alle Relationssymbole R € o und fiir k := ar(R) ist

R = ([, [tele) (- te) € R™) ]
(IV) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und fir alle ¢q,...,t; € Ty ist

7R (Il els) o= [ )]

Beachte: Dies ist wohldefiniert, da geméaf Korollar 7.34 (b) fiir alle ¢1, ..., tx,u1, ..., up €
TO— mit [t1]<1> = [ul].:p, ey [tk]q;. = [uk]q> gﬂt:

[fmq)(tl,"';tk)]@ = [fmq)(ula"'auk):lq)'

Die o-Struktur [2g] heifit reduzierte Termstruktur von P.

[Ba] (¢) Die Belegung [Bs]: Var — [Ag] ist fur alle € Var definiert durch

[Ba](z) = [Ba(z)]y = la]a-

[Zo] (d) Die o-Interpretation [Ze):= ([2s], [Bs]) heiBt reduzierte Terminterpretation von ®.

reduzierte  Ter-
minterpretation

Lemma 7.36.
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(a) Fir alle t € T, gilt: [t]17*) = [t]s.
(b) Fir alle atomaren FO[o|-Formeln ¢ gilt: [Is]E ¢ <— @k .

Beweis:
Einfaches Nachrechnen; Details: Ubung. O

Eigentlich wiirden wir gern zeigen, dass Teil (b) von Lemma 7.36 nicht nur fiir atomare
Formeln, sondern fiir alle Formeln ¢ € FO[o] gilt — dann wéren wir auch mit dem Beweis des
Erfullbarkeitslemmas fertig, da fiir alle ¢ € ® natiirlich ® - ¢ gilt. Leider lasst sich Teil (b) von
Lemma 7.36 nur dann auf alle FO[o]-Formeln verallgemeinern, wenn die Menge ® die folgenden
Eigenschaften hat:

Definition 7.37. Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

(a) @ heifit negationstreu, wenn fir alle ¢ € FO[o] gilt:

PFyp oder PFo .

(b) ® enthilt Beispiele, wenn fir alle FO[o]-Formeln der Form 3z ¢ (mit € Var und
¢ € FO[o]) gilt: Es gibt einen Term ¢ € Ty, so dass

® ko (chp — (p%)

Der folgende Satz besagt, dass das Erfiillbarkeitslemma fir alle widerspruchsfreien Formel-
mengen P gilt, die negationstreu sind und Beispiele enthalten.

Satz 7.38 (Der Satz von Henkin). Sei o eine Signatur.
Sei ® C FO[o] eine Formelmenge, die widerspruchsfrei und negationstreu ist und Beispiele ent-
hélt. Dann gilt fir jedes ¢ € FOl[o]:

[Io]|Fp = Pl

Beachte: Daraus folgt insbesondere, dass [Zs] = ®.

Beweis: Per Induktion iiber den Aufbau von FO[o].

Zur Erinnerung: In diesem Kapitel fassen wir die Junktoren ,—“ und ,,<>* als Abkilirzungen
fiir die entsprechenden Kombinationen aus A,V,— auf. Daher betrachten wir ,—* und ,,<>“ in
diesem Beweis nicht.

Induktionsanfang: ¢ atomar.
Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 7.36 (b).

Induktionsschritt:  'Wir betrachten folgende Félle:
° Sp = 801:
[Zo]E-er = [Te]Fon

Sy o1

Ind.annahme
Py -y
& negationstreu u. wid.frei v
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e o= (p1Vp2):

[Zo] = (01 V p2) g [Zo] =1 oder [Zs] = @2
PFyp; oder Do o

Ind.annahme

= D Ey (p1Ve2)

Die letzte Aquivalenz ergibt sich wie folgt:

»=—"“ : Folgt unmittelbar aus der Sequenzenregel (VS).

=" : Es gelte ® ko (1 V v2). Falls ® /o 1, so gilt wegen der Negationstreue, dass
Oy 1. Aus Do — g und @ o (p1 V 2) folgt mit der Regel (DS) (,,Disjunktiver
Syllogismus®, siehe Lemma 7.17), dass ® .o ©a.

©=(p1Ap2): Ubung!

p=dxr e :

= Es gelte [Zg] E Jx 1.

Geméaf der Definition von [Zg] gibt es also ein ¢t € T, so dass [I@}% E ¢1. Aus dem
Substitutionslemma (Lemma 1.45) und wegen [t]e = [t]** folgt: [Zo] = 1.

Geméfl Induktionsannahme gibt es ein ¢t € T,, so dass & gol%.

Wegen der Sequenzenregel (3S) folgt, dass ® .o Iz ¢;.

»<=": Es gelte ® o Jdz ;.
Nach Voraussetzung enthilt ® Beispiele, das heifit es gibt ein t € T,,, so dass
Ply (Jz o1 = or1l).

Somit gilt: ® ko Iz und @ Fo (Jz @1 — @1L). Die ableitbare Sequenzenregel (MP)
(,Modus Ponens“, sieche Lemma 7.17) liefert, dass ® Fo @15. Geméf Induktionsannahme
folgt, dass [Zs] = ¢1 L. Substitutionslemma und [t]** = [t]¢ liefern, dass

[Zo]12 1= 1.
Somit gilt [Zs] = Jz ¢1.

=V p:

= Es gelte [Zg] E Vx ¢1.

Geméf der Definition von [Zg| gilt also fiir alle t € T, dass [I(I)]% = 1.
Substitutionslemma und [¢]** = [t]¢ liefern, dass [Zs] = ¢1L.

Geméf Induktionsannahme folgt, dass & o @15. Somit gilt fiir jedes t € T,, dass

dFo <p1%. (*)

Angenommen, ¢ ¥y Vx ;. Die Negationstreue von & liefert dann, dass ® ko =V ;.
Die Quantorenaustauschregel (QA) (siche Lemma 7.19) liefert dann, dass ® by Jx —¢1.
Da @ Beispiele enthélt, gibt es einen Term u € T, so dass

Ply (Fz-p1 = ~o1 k).

Die Modus Ponens Regel (MP) liefert, dass ® 5 —p1%. Aber () liefert auch, dass
® 5 1. Dies steht im Widerspruch zur Widerspruchsfreiheit von &.



»<=": Es gelte ® o Vz ¢;.
Das heif3t, es gibt ein I' C, @, so dass die Sequenz I' - Vz ¢ in . ableitbar ist. Fiir jedes
beliebige ¢t € T, sind folgende Sequenzen in . ableitbar:

(1) (geméaf Voraussetzung)
(2) (V)

(3) T\WVzopr B ¢t (VA) auf (2)

(4) (KS) auf (1), (3)

Somit gilt fiir jedes t € Ty, dass ¢ & gplé. Die Induktionsannahme liefert, dass fiir jedes
teT, git: [Zs] E 901%- Geméf der Definition von [Zs] gilt also: [Zg] | Va 1.
Dies schliefit den Beweis des Satzes von Henkin ab. O

Im Folgenden werden wir versuchen, eine widespruchsfreie Meng ® C FOlo] zu einer Menge
O D ® zu erweitern, die widerspruchsfrei und negationstreu ist und Beispiele enthélt.
Um dies zu erreichen, werden wir Signaturen o betrachten, die hochstens abzdhlbar grof sind.
Wir in zwei Schritten vor, die in den beiden folgenden Lemmas durchgefiihrt werden.

Lemma 7.39.
Sei o eine abzdhlbare Signatur, und sei ® C FO[o] eine widerspruchsfreie Formelmenge mit

| Var\ frei(®)| = oo. (7.1)

Dann gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge ¥ C FO[o] mit ¥ O ®, so dass U Beispiele
enthdlt.

Bemerkung: Die Voraussetzung 7.1 ist wichtig; vergleiche Aufgabe 7.7.

Beweis: Sei
dz1 1, dx202, w33,

eine Aufzdhlung aller FO[o]-Formeln, die mit einem 3-Quantor beginnen.
Beachte: Eine solche Aufzihlung existiert, da o abzihlbar ist; Details: Ubung (Aufgabe 7.8).

Sei Uy := ®. Induktiv definieren wir fiir jedes n € N5 eine Formel 1, und eine Formelmenge
U, =V, U{Y,} =dU{Y1,...,¥,} wie folgt: Zu n € Nyg sei y, die erste Variable in Var
die nicht in frei(¥,,_; U {¢,}) vorkommt (eine solche Variable existiert, da |Var \ frei(®)| = oo
ist und daher Var \ frei(¥,,_1 U {p,}) # 0). Setze

Yn = (Hxn@n — Wnii)
Es sei

U 0 = @U{¢n :n €N}
neN

Klar: Gemaf Konstruktion von ¥ gilt: ¥ enthélt Beispiele.
Behauptung: Fiir alle n € N gilt: ¥,, ist widerspruchsfrei.
Beweis: Per Induktion nach n.

n = 0:
U, = & ist widerspruchsfrei geméfl der Voraussetzung von Lemma 7.39.
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n—1—n:
Angenommen, ¥,, ist widerspruchsvoll. Geméfl Lemma 7.24 (c) gilt dann

\Ifn l—y El'UO 1 Vo=9.

Das heifit, es gibt ein I' C, ¥, so dass die Sequenz I' - vy mvg=vy im Sequenzenkalkiil .
ableitbar ist.
Fall 1: ¢, ¢ T:
Dann ist I' C ¥,,_4, und daher ¥,,_; g5 Jvg—~vg=vg. GemaB 7.24 (c) ist ¥,,_; also
widerspruchsvoll. éWiderspruch zur Induktionsannahme
Fall 2: ¢, € I":

Sei IV :=T\ {¢, }. Insbesondere gilt: T C. ¥,,_;.
Da die Sequenz I' F Jvg ~vg=vg in . ableitbar ist, sind auch die folgenden Sequenzen
in . ableitbar:

(1) Ty F vy mvo=1p (daT =T"U{¢n})

I, (= 3z, o0 V wng—:) F vy nvo=vg (da ¥, = (3zn o — wng—:))

(3)  T,-3z, on F 23, on (V)

(4)  T',=3z, on (=30 @n Vopn2)  (VS) auf (3)

(5)  T',= 3z, on F vy ~ve=vp (KS) auf (4), (2)

(6) T pni Eoonie (V)

(1) Tppe F (2370 en V @nl2)  (VS) auf (6)

(8) F’,gang: F vy mvo=vg (KS) auf (7), (2)

(9) T, 3z, 0n F Fup —ve=1p (3A) auf (8)

(10) 1’ F vy —vo=wy (FU) auf (9), (5)

Das heifit, die Sequenz I F Jvg = vg=vy ist in .7 ableitbar.
Da IV C ¥, ist, gilt also ¥,,_; F» Jvg 7 v9=v9. Gemifl Lemma 7.24 (¢) ist ¥,,_; also
WideI"SPI“UChSVOH- éWiderspruch zur Induktionsannahme

Somit haben wir gezeigt, dass fiir jedes n € N die Menge ¥,, widerspruchsfrei ist. Da U =
Unen Yn ist, ist daher auch die Menge ¥ widerspruchsfrei (Details: Ubung; siehe Aufgabe 7.9).

E]Lemma 7.39

Lemma 7.40.
Sei o eine abzdhlbare Signatur, und sei U C FOl[o] eine widerspruchsfreie Formelmenge. Dann
gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge ® C FO[o] mit © D U, die negationstreu ist.

Beweis:

Sei ¢1, p2, @3, . . . eine Aufzidhlung aller FO[o]-Formeln.
Beachte: Eine solche Aufzahlung existiert, da o abzahlbar ist (vgl. Aufgabe 7.8).

112



Induktiv definieren wir fiir jedes n € N eine Formelmenge ©,, wie folgt:
Op := VU, und fir jedes n € Ny ist

o O,—1U{p,} , falls ©,_1 U{p,} widerspruchsfrei ist.
"o, , sonst.

Sei © := U, cn On-
Behauptung 3. O ist negationstreu.

Beweis:

Sei ¢ eine beliebige FO[o]-Formel. Da ¢g, ©1, 2, ... eine Aufzidhlung aller FO[o]-Formeln ist,
gibt es ein n € Ny, so dass ¢ = ¢, ist.

Wir miissen zeigen, dass © & ¢, oder © o =, gilt. Dazu betrachten wir zwei Félle:

Fall 1: ¢, € ©:

Dann gilt offensichtlich (gemifl Regel (V) von ), dass © k.o ¢y,.

Fall 2: ¢, ¢ ©:

Dann gilt: ¢, ¢ 6, (da ©,, C 0). Gemif Definition der Menge O,, ist daher ©,,_1 U{¢, }
widerspruchsvoll. Lemma 7.25 (b) liefert, dass ©,,_1 & —¢,. Wegen © D ©,,_; gilt also:

@ l—yi 1Pn.
UBen. 3
Behauptung 4. O ist widerspruchsfrei.
Beweis: Ubung (Aufgabe 7.10). OBeh. 4

Die Giltigkeit von Lemma 7.40 folgt unmittelbar aus Behauptung 3 und Behauptung 4.
E]Lemma» 7.40

Wir kénnen nun endlich das Erfillbarkeitslemma flir abzdhlbare Signaturen beweisen:

Lemma 7.41 (Erfiillbarkeitslemma fiir abzahlbare Signaturen).
Sei o eine abzdhlbare Signatur und sei ® C FO[o] eine widerspruchsfreie Formelmenge.
Dann ist ® erfillbar.

Beweis:

Sei @' die Formelmenge, die aus ® entsteht, indem man in jeder Formel aus ® fiir jedes i € N
die Variable v; tiberall durch die Variable vq; ersetzt (Zur Erinnerung: Var = {v; : i € N}).
Dann gilt

(a) |Var\ frei(®’)| = oo, da keine der Variablen vy, vs, vs, v7,vg, ... in ® vorkommt.

(b) @’ ist widerspruchsfrei, denn:

Angenommen &’ wire widerspruchsvoll. Dann gilt gemaf Lemma 7.24 (c), dass &' F
Jvg = vg=vg. Somit gibt es ein IV C, &', so dass die Sequenz IV F Jvg —~vy=vg in . ab-
leitbar ist. Sei I' die Formelmenge, die aus I entsteht, indem jede Variable der Form wvs;
ersetzt wird durch die Variable v;.

Durch geeignetes Umbenennen von Variablen in der Ableitung der Sequenz IV + vy = vg=wvq
erhélt man eine Ableitung der Sequenz I' F Jvg —vg=vy. Wegen I" C, ® ist daher ® wider-
spruchsvoll. 4
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(¢) Wenn &’ erfiillbar ist, dann ist auch ® erfiillbar, denn:

Aus einer Interpretation, die ® erfillt, lasst sich leicht eine Interpretation bilden, die ®
erfiillt.

Wegen (c) geniigt es zu zeigen, dass @ erfiillbar ist. Wegen (a) und (b) erfiillt &' die Voraus-
setzungen von Lemma 7.39. Daher gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge ¥ C FO[o| mit
¥ D @', so dass ¥ Beispiele enthéilt.

Geméf Lemma 7.40 gibt es eine negationstreue, widerspruchsfreie Formelmenge © C FO[o] mit
© C ¥. Da ¥ Beispiele enthélt, enthalt auch © Beispiele.
Der Satz von Henkin (Satz 7.38) liefert, dass [Ze] |E ©. Wegen &' C O gilt insbesondere, dass
[Zo] = @'. Somit ist @' erfiillbar. GeméiB (c) ist daher auch @ erfiillbar.

O

Insgesamt ist damit der Beweis der Erfiillbarkeitslemmas und damit auch der Beweis des
Vollstandigkeitssatzes fiir den Spezialfall, dass o eine abzidhlbare Signatur ist, abgeschlossen. In
Kapitel 5.3 von [EFT07] findet sich ein Beweis des Erfiillbarkeitslemmas auch fiir tberabzéhlbar
grofle Signaturen.

In den néchsten beiden Kapiteln werden wir noch einige wichtige Sétze kennenlernen, die sich
leicht aus dem Vollstandigkeitssatz folgern lassen.

7.4 Literaturhinweise

Zur weiteren Lektiire werden die Kapitel 4-6 in [EFT07] empfohlen.

7.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1.
Sei M eine Menge und sei K ein Kalkiil iiber M.

Definition:
ax

(a) Eine Ableitungsregel as tiber M heifit in K ableitbar, wenn b aus {ay, ..., an}

in IC ableitbar ist.

(b) Zwei Kalkiile K1 und Ky iiber M heien gleich stark, wenn fiir alle V' C M
gilt: Die Menge der aus V' in K; ableitbaren Elemente ist gleich der Menge der
aus V in Ky ableitbaren Elemente.

Zeigen Sie, dass fir alle n € N und alle aq,...,a,,b € M gilt:

al ai
a: ist genau dann in K ableitbar, wenn K und K U< - 3 gleich stark sind.
b b

Aufgabe 7.2.

Zeigen Sie, dass die Regel — &% "X

I ((pAY) —x)

im Sequenzenkalkiil . ableitbar ist.

Aufgabe 7.3.
Betrachten Sie fiir alle I' C, FO[o] die Regel
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(¥3) I3z F Voo
(a) Prifen Sie, ob die Regel (V3) im Sequenzenkalkiil .7 ableitbar ist.

(b) Sei ./ der Kalkiil, der aus dem Sequenzenkalkiil . durch Hinzufiigen der Regel (V3)
entsteht. Priifen Sie, ob jede Sequenz in .’ ableitbar ist.

Aufgabe 7.4.
Beweisen Sie Lemma 7.36.

Aufgabe 7.5.
Arbeiten Sie die Details fiir den Fall ¢ = (¢1 A ¢2) im Beweis des Satzes von Henkin (Satz
7.38) aus.

Aufgabe 7.6.
Sei ¢ :={FE} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E besteht.
Berechnen Sie die reduzierte Termstruktur [2g] fiir die Formelmenge
P = {vi:sz:iZl}
U { E(’Uo,’U7), E(vl,v4), E(’U6,Uo), Vo, Vg (E(Ul,’Ug) — E(U3,U1)) }

Aufgabe 7.7.
Sei o eine beliebige Signatur. Betrachten Sie die Formelmenge

o = {w=t:teT,} U {JvIvi-vg=uv1 }.
Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:
(a) @ ist widerspruchsfrei.

(b) Es gibt keine Menge ¥ C FO[o] mit ¥ D ®, so dass ¥ widerspruchsfrei ist und Beispiele
enthélt.

Aufgabe 7.8.
Beweisen Sie, dass Folgendes gilt: Ist o eine abzéhlbare Signatur, so ist die Menge aller FO[o]-
Formeln abzéhlbar.

Aufgabe 7.9.
Arbeiten Sie die Details am Ende des Beweises von Lemma 7.39 aus, d.h. zeigen Sie, dass Folgen-
des gilt: Ist fur jedes n € N die im Beweis von Lemma 7.39 definierte Menge ¥,, widerspruchsfrei,

so ist auch die Menge ¥ := J,, .y ¥, widerspruchsfrei.

Aufgabe 7.10.
Beweisen Sie Behauptung 4 aus dem Beweis von Lemma 7.40, das heif}t, zeigen Sie, dass die im
Beweis von Lemma 7.40 definierte Formelmenge © widerspruchsfrei ist.

Aufgabe 7.11.
Zeigen Sie Folgendes:

(a) Es gibt eine widerspruchsfreie, negationstreue Formelmenge ® C FO[o], so dass [Zs] [~ ®.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst die Formelmenge { Jvg P(vg) }U{-P(t) : t €T, }.

(b) Es gibt eine widerspruchsfreie Menge ® C FO[o], die Beispiele enthélt, so dass [Zg] & ©.
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