2 Normalformen

2.1 Aquivalenz und Folgerung

Definition 2.1 (Aquivalenz, Folgerung).
Seien ¢, ¥ € FO[o].

(a) ¢ und ¢ heiflen dquivalent (kurz: ¢ = ¢, bzw. ¢ g ), wenn fiir alle zu ¢ und ¢
passenden o-Interpretationen Z gilt: Z = ¢ <= T |= 1.

(b) ¢ folgt aus ¢ (bzw. ¢ impliziert ¥, kurz: ¢ = 1), wenn fiir alle zu ¢ und 1 passenden
o-Interpretationen Z gilt: Falls Z = ¢, so auch Z = 1.

Beobachtung:
Fiir alle ¢, 9 € FO[o] gilt:

cp=Y = oEYudy e
e pEU <= (p— 1) ist allgemeingiiltig.
o w=1Y < (p <+ 1) ist allgemeingiiltig.

Beobachtung 2.2.
Fiir alle ¢, ¢ € FOlo] gilt:

« (pAY) = (V)

s (p—=9) = (e V)

e (pe) = (e A=) V(pAD) = (2(p V)V (=p V1))
e Vo p = —dz —p

Daher konnen wir, falls n6tig, auf die Symbole A, —, <>, V verzichten. D.h.: Jede FO[o]-Formel
 ist dquivalent zu einer FO[o]-Formel, in der keines der Symbole A, —, <+, V vorkommt.

2.2 Die prianexe Normalform

Definition 2.3.
(a) Eine FO[o]-Formel 1 heifit quantorenfrei, falls in ihr keins der Symbole 3,V vorkommt.

(b) Eine FO[o]-Formel ¢ ist in prénexer Normalform (bzw. Prianex-Normalform), wenn
sie von der Form

lel T annw

ist, wobei n > 0, Q1,...,Qn € {3,V}, 21,...,2, € Var und ¢ quantorenfrei ist.
Q121, - .., Qnr, wird Quantoren-Priafix von ¢ genannt; ¢ heifit Kern von ¢ bzw. Ma-
trix von ¢.
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Satz 2.4 (Satz iiber die prédnexe Normalform).
Jede FOl[o]-Formel ¢ ist dquivalent zu einer FO[o|-Formel ¢’ in prinezer Normalform mit
frei(y’) = frei(y).

Bevor wir Satz 2.4 beweisen, betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 2.5.
Sei p(y) := Vo =(3y E(z,y) — 3z E(x,y)).
Umformung in eine dquvivalente Formel in Pranex-Normalform:

p = Vr —\(—Ely E(xz,y) Vv 3z E(a:,y)) Elimination von * — ”
= Vo ~(Vy ~E(z,y) V 3z E(z,y)) —Jy p =Vy
= Vo =(Vz1 —E(z,21) V 322 E(22,y)) Umbenennung von
gebundenen Variablen
= Vo Wz 3z (-E(z,21) V E(22,9)) Zusammenlegung der Disjunktion
= Vo3 Vz ~(-E(z,21) V E(22,9)) Negation
= VzIzn Va (E(z,21) A—E(22,9)) De Morgan

Beweis von Satz 2.4:
Wir zeigen zunéchst zwei Dinge:

Behauptung 1:
Sei ¢ := Q121+ Qnay X, wobein 20, Q1,...,Q, € {3,V} und x € FO[o].
Fiir jedes Q € {3,V} sei
@ VvV falls @ =3
Tl 3 fallsQ=V.
Dann gilt _ _
P = Qix1 - QnTn X

Beweis von Behauptung 1:
Einfaches Nachrechnen per Induktion tiber n unter Verwendung der Tatsache, dass

—dx 9 = Vz -0 und -V 9 = Jx 0
Details: Ubung. O

Behauptung 2:

Seien 1 1= Q171 - Qewe X1 und P2 1= Q1y1 - Q1,Ym X2, Wwobei £,m > 0, Q1,...,Qr, QY ..., Qy, €
{3,V}, 21, 26,41, Ym € Var, x1,x2 € FO[o]. Es gelte {x1,...,2¢} N frei(x2) = 0 und
{y1,---,ym} Nirei(x1) = 0. Dann gilt fiir x € {A,V}, dass

(1 x92) = Qa1+ Qure Qlyr -+ Q1ym (X1 * X2)-

Beweis von Behauptung 2:
Zwei Induktionen iiber [ bzw. m unter Verwendung der Tatsache, dass Folgendes gilt:
Kommt die Variable x nicht in 14, vor, so ist
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(a)
(b)
()
(d)

(191 VvV dx 192) = dz (191 \Y 192)
(191 A dx 192) = dz (191 AN 192)
(191 VvV Vo 192) = Vx (191 \Y 192)

(191 A Vx 192) = Vx (191 A 192)

Details: Ubung. O

Abschluss des Beweises von Satz 2.4:

Sei ¢

eine FO[o]-Formel. Geméfl Beobachtung 2.2 kénnen wir annehmen, dass in ¢ keins der

Symbole —, <> vorkommt. Per Induktion iiber den Aufbau von ¢ zeigen wir, dass es eine zu ¢
aquivalente Formel ¢’ in Pranex-Normalform gibt mit frei(¢’) = frei(p).

Induktionsanfang:
Atomare Formeln sind quantorenfrei und daher insbesondere in Prianex-Normalform.

Induktionsschritt:

Fall 1

Fall 2

Fall 3

. ist von der Form Qx ¢, mit Q € {3,V}, z € Var, ¢ € FO[o].

Gemaf Induktionsannahme gibt es eine zu ¢ dquivalente Formel ¢’ in Pranex-Normalform
mit frei(¢y’) = frei(yp). Offensichtlich ist ¢’ := Qx ¢’ die gesuchte Formel in Pranex-
Normalform.

: ¢ ist von der Form —) mit ¢ € FO[o].

Geméif Induktionsannahme gibt es eine Formel ¢ in Prinex-Normalform mit ¢ = ¢
und frei(¢’) = frei(v).

Klar: ¢ = ).

Geméfl Behauptung 1 gibt es eine zu —)’ dquivalente Formel in Pranex-Normalform.

:  ist von der Form (1)1 * )9) mit x € {A,V} und 91,12 € FO[o].

GeméaB Induktionsannahme gibt es Formeln 7, ¢} in Pranex-Normalform mit ¢] = 1,

4 =, frei(}) = frei(yy) und frei(t) = frei(ts).

Klar: ¢ = (¢ * ¢%).

Sei Q1z1 -+ Qpxy x1 die Form von 9} (mit x; quantorenfrei) und sei Qy1 -+ Q' Ym X2
die Form von ¢4 (mit y2 quantorenfrei).

Durch konsistentes Umbenennen der in ¢, ¥} gebundenen Variablen 21, ..., Z¢, y1,. .., Ym
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass {z1,...,2¢} N frei(x2) = 0 und {y1,...,ym} N
frei(x1) = 0. GemaB Behauptung 2 gibt es eine zu (1] *1}) dquivalente Formel in Prinex-
Normalform.

DSautz 2.4
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2.3 Termreduzierte Formeln

Terme, die in einer FO[o]-Formel vorkommen, konnen ,ineinander geschachtelte* Funktionssym-
bole enthalten.

Beispiel 2.6.
Sei 0 := {JQ",g} und ¢ :=Vz Jy f(z,9(y)) = =.

Die Formel ¢ enthélt hier den , geschachtelten* Term f (x, g(y)) Man sieht leicht, dass ¢ dqui-
valent ist zur Formel

P :=VeIyIz (g(y) =2 A flz,2) =1),

in der keine , geschachtelten“ Terme vorkommen.

Definition 2.7.
Eine FO[o]-Formel heifit termreduziert, wenn all ihre atomaren Teilformeln von der Form

e R(xy1,...,z,), mit R€ o, r=ar(R), z1,...,z, € Var,
e flxy,...,2) =y, mit f €0, k=ar(f), z1,..., 2,y € Var,
e x=¢, mitx € Var, c € o oder
e x =y, mitax,ye Var
sind.

Satz 2.8.
Jede FO[o|-Formel ¢ ist dquivalent zu einer termreduzierten FO[o]|-Formel ¢’ mit frei(¢’) =
frei(yp).

Beweis:
Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln ordnen wir jeder FO[o]-Formel ¢ eine dquivalente
termreduzierte Formel ¢’ zu.

Fiir gegebenes ¢ € FOl[o] sei z1, 22, 3, . .. die Auflistung aller nicht in ¢ vorkommenden Varia-
blen aus Var (in der durch vy, v1,va,. .. induzierten Reihenfolge).

Fall 1: ¢ ist von der Form t = x, mit x € Var, t € T,.
¢’ wird induktiv {iber den Aufbau von ¢ wie folgt definiert:

e Ist ¢t von der Form y, mit y € Var, so

/

¢ = ¢ (pist von der Form y = x).

e Ist t von der Form ¢, mit ¢ € o, so

¢ == xz=c (pist von der Form ¢ = z).

o Ist t von der Form f(t1,...,t;) mit f € o, k = ar(f), t1,...,tx € Ty, sO

¢ = Frr 3w (flen, ) =2 A fti=a] A oA [t = 3]))
(p ist von der Form f(ty,...,t;) = ).
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Fall 2: ¢ ist von der Form t; = to, wobei t1,t2 € T,, und t5 keine Variable ist. Dann setze
QDI = E'.’El ([tl = IL‘l], A [tQ = l’l],).
Fall 3: ¢ ist von der Form R(t1,...,t,) mit R € o, r = ar(R), t1,...,t, € T,. Dann setze

¢ = 3wy Tz (R, z0) A [i=a1) A o A [tr =a,]).

Fall 4: ¢ ist von der Form —) mit ¢ € FO[o]. Dann setze

Fall 5: ¢ ist von der Form (¢ *t9) mit ¢1,%9 € FO[o] und * € {A, V, —, <>}. Dann setze
¢ = (Y1 1)
Fall 6: ¢ ist von der Form Qz ¢ mit Q € {3,V}, € Var, ¢ € FO[o]. Dann setze
¢ = Quy.

Man sieht leicht, dass in jedem der oben angegebenen Falle gilt: ¢’ = ¢, ¢’ ist termreduziert und
frei(y’) = frei(p).
O

2.4 Relationale Signaturen

Definition 2.9.
Eine Signatur heifit relational, wenn sie keine(e) Funktionssymbol(e) und kein(e) Konstanten- relationale Signa-
symbole(e) enthélt. tur

Manchmal (z.B. in den Kapiteln 3 und 4) ist es vorteilhaft, sich auf relationale Signaturen
zu beschrédnken. Im Folgenden zeigen wir, dass dies keine wirkliche Einschriankung ist, da man
Funktionen und Konstanten durch geeignete Relationen reprasentieren kann.

Definition 2.10.
(a) Jeder Signatur ¢ ordnen wir eine relationale Signatur o, wie folgt zu:
orel = {R:R € o ist ein Relationssymbol}

U {Ry : f € o ist ein Funktionssymbol}
U {R. : ¢ € ¢ ist ein Konstantensymbol}.

Fiir jedes ¢ € o ist dabei R, ein 1-stelliges Relationssymbol; fir jedes f € o mit k := ar(f)

ist Ry ein Relationssymbol der Stelligkeit & + 1.

(b) Jeder o-Struktur 2 ordnen wir eine o,-Struktur 2, wie folgt zu:
e 2. hat dasselbe Universum wie 2, d.h. A, = A.

o A stimmt mit A auf den Relationssymbolen aus o tiberein, d.h. fir jedes Relations-
symbol R € o gilt R% := R%.
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o Fiir jedes Funktionssymbol f € o mit k := ar(f) ist R?“’l der Graph der Funktion
2, d.h.
R%rel = {(a1,...,a5,b) € AR Ay, ay) = b}.

rel

o Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist R¥+! die 1-stellige Relation, die nur das Element
c® enthilt, d.h. R¥x .= {c™}.

Der folgende Satz besagt, dass FO[o]-Formeln genau dieselben Aussagen iiber o-Interpretationen

machen konnen, wie FO[o,q]-Formeln tiber die entsprechenden o,q-Interpretationen.

Satz 2.11.

(a) Zu jeder FO[o]|-Formel ¢ g¢ibt es eine FO[orq]-Formel ¢, so dass fir alle zu ¢ passenden

o-Intepretationen (A, ) gilt:

(Ql7ﬂ)':g0 — (Q[relyﬁ)'ZQE‘

(b) Zu jeder FO[oea]-Formel ¢ gibt es eine FO[o]|-Formel ¢, so dass fir alle zu ¢ passenden

o-Interpretationen (A, B) gilt:

e, B) Fe = A,0) E ¢

Beweis:

(a) Gemaéf Satz 2.8 geniigt es, ¢ fiir termreduzierte FO[o]-Formeln ¢ anzugeben. Wir tun
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dies induktiv tiber den Aufbau von termreduzierten FO[o]-Formel ¢:

Fall 1: ¢ ist von der Form R(y,...,y,) mit R € o, r = ar(R), y1,...,y, € Var.
Dann ist ¢ = .

Fall 2: ¢ ist von der Form f(zy,...,2;) =y mit f € o, k = ar(f), z1,..., 2,y € Var.
Dann ist ¢ = Ry(z1,...,2%Y).

Fall 3: ¢ ist von der Form x = ¢ mit € Var, c € 0.
Dann ist ¢ = R.(x).

Fall 4: ¢ ist von der Form x = y mit =,y € Var.
Dann ist ¢ = .

Fall 5: ¢ ist von der Form —) mit ¢ € FO[o] und 9 ist termreduziert.
Dann ist ¢ := ﬁiﬁ.

Fall 6: ¢ ist von der Form (17 *12) mit 91,99 € FO[o], * € {A, V, —, <>} und 91,19 sind
termreduziert.

Dann ist ¢ := (11 *1)).

Fall 7: ¢ ist von der Form Qz ¢ mit Q € {3,V}, « € Var, ¥ € FO[o] und # ist termredu-
ziert.

~

Dann ist ¢ = Qx .



Man sieht leicht, dass in jedem der oben angegebenen Félle fiir jede zu ¢ passende o-
Interpretation (2, ) gilt:

(Qhﬁ) ': p = (erEBlvﬁ) ': 95

(b) Zum Beweis von (b) kénnen wir dhnlich wie in (a) verfahren, wobei wir an Stelle von Fall 2
und Fall 3 folgendermaflen vorgehen:

Fall 2’: ¢ ist von der Form Ry¢(x1,..., %k, x41) mit k + 1 = ar(Ry), x1,..., 241 € Var.
Dann ist ¢ := f(z1,...,2%) = Tgt1.

Fall 3’: ¢ ist von der Form R.(z) mit x € Var.
Dannist ¢ = t=c.

Man sieht leicht, dass in jedem der Félle fiir jede zu ¢ passende o-Interpretation (2, 3)
gilt:
(ma ﬂ) ': 95 — (mrelaﬂ) ': ©-

2.5 Literaturhinweise

Zur weiteren Lektiire sind die Kapitel 8.1 und 8.4 aus [EFT07] empfohlen.

2.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1.

Entwickeln Sie einen Algorithmus, der bei Eingabe einer beliebigen FO[o]-Formel ¢ eine zu ¢
aquivalente Formel ¢’ in prinexer Normalform erzeugt.

Analysieren Sie die Laufzeit Thres Algorithmus (in Abhéngigkeit von der Linge der Eingabe ).
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