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8 Der Kompaktheitssatz und der Satz
von Lowenheim und Skolem

8.1 Der Kompaktheitssatz

Der Kompaktheitssatz ist auch unter dem Namen Endlichkeitssatz bekannt. Unter Verwen-
dung der Ergebnisse aus Kapitel 7 kann der Kompaktheitssatz leicht gezeigt werden.

Satz 8.1 (Kompaktheitssatz bzw. Endlichkeitssatz).
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o] eine Formelmenge. Dann gilt:

(a) @ ist erfillbar <= Jede endliche Teilmenge von ® ist erfillbar.
(b) Fiir jedes v € FO[o] gilt:

=1y <  FEs gibt eine endliche Menge T'C ® mit T = 1.

Beweis:
(a) @ erfillbar v, & widerspruchsfrei
— Jede endliche Teilmenge von @ ist widerspruchsfrei.

Lemma 7.26
(Syntakt. Endlichkeitslemma)

= Jede endliche Teilmenge von @ ist erfiillbar.
Vollst.satz

b) ey =  Bryy

Vollst.satz
= es gibt ein endliches I' C ®, so dass I' o ¥

es gibt ein endliches T' C @, so dass ' = 1.

<
Vollst.satz
O

Man kann den Kompaktheitssatz nutzen, um zu zeigen, dass betimmte Klasse von Strukturen
nicht FO[o]-definierbar (in der Klasse aller o-Strukturen) sind.
Zur Formulierung der Ergebnisse sind die folgenden Notationen niitzlich:

Definition 8.2 (Modellklassen und Axiomatisierbarkeit). Sei o eine Signatur.
(a) Fiir eine Menge ® von FO[o]-Sétzen sei
Mod, (®) := {2 : 2 ist eine o-Struktur mit A = &}
die Modellklasse von ® beziiglich o.

(b) Eine Klasse K von o-Strukturen heifit (erststufig) axiomatisierbar (oder A-elementar),
wenn es eine Menge ® von FO[o]-Sdtzen gibt, so dass K = Mod, (®).
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(¢) Eine Klasse K von o-Strukturen heifit endlich axiomatisierbar (oder elementar), wenn
es eine endliche Menge ® von FO[o]-Sétzen gibt, so dass K = Mod,(®).

Beobachtung 8.3.

K ist genau dann endlich axiomatisierbar, wenn es einen FO[o]-Satz ¢ mit K = Mod, ({¢}) gibt.
Daher gilt: K ist genau dann endlich axiomatisierbar, wenn K FO-definierbar in der Klasse aller
o-Strukturen ist (vergleiche Definition 4.16).

Korollar 8.4.
Fiir jede Klasse K von o-Strukturen gilt:

IC ist endlich axiomatisierbar — K := {:Aist eine o-Struktur mit A ¢ K}

ist endlich axziomatisierbar.

Beweis: Ubung.

Definition 8.5.

Die Machtigkeit einer o-Struktur ist die Méchtigkeit ihres Universums.

Wir bezeichnen eine Menge M als abzdhlbar, wenn sie entweder endlich ist oder dieselbe Méch-
tigkeit wie N besitzt.

Eine Struktur ist endlich, unendlich, abz&hlbar, iiberabzdhlbar, wenn ihr Universum die entspre-
chende Méchtigkeit besitzt.

Man sieht leicht, dass Folgendes gilt:

Satz 8.6.
Fiir jede Signatur o ist die Klasse aller unendlichen o-Strukturen axiomatisierbar.

Beweis:
Fiir jedes n € Ny sei

Yn = dxy---3zy /\ —T;=T;.
1<i<jg<n

Dann gilt fiir jedes n € N und jede o-Struktur 2A:

A=, <= |4 >n.

Somit gilt:
A ist unendlich <= Ak {p, :n € Nyg}.

Das heifit: Die Menge {p,, : n € N5} axiomatisiert die Klasse aller unendlichen o-Strukturen.
O

Im Folgenden zeigen wir, das die Klasse aller endlichen o-Strukturen nicht axiomatisierbar ist.

Lemma 8.7. Sei o eine Signatur.

Sei @ C FO[o] eine Formelmenge, fir die Folgendes gilt: Fir jedes n € N gibt es ein m € N
mit m = n und eine o-Struktur A mit |A] = m und A = ® (d.h. O besitzt beliebig mdchtige
endliche Modelle). Dann besitzt ® auch ein unendliches Modell, d.h., es gibt eine o-Struktur B
mit |B| = oo und B | P.
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Beweis: Fiir jedes n € N sei

On = dxp---dx, /\ L=

1<i<j<n

Sei @ := ® U {p, :n € Nyg}. Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt, dass jede endliche
Teilmenge von ®’ ein Modell hat. Der Kompaktheitssatz liefert, dass auch ®' ein Modell hat,
d.h. es gibt eine o-Struktur B mit B | &’'. Wegen B = {p,, : n € N5} muss B unendlich sein.

O

Daraus folgt direkt:

Satz 8.8 (Nicht-Axiomatisierbarkeit der Endlichkeit).
Fir jede Signatur o gilt:

(a) Die Klasse aller endlichen o-Strukturen ist nicht axiomatisierbar.

(b) Die Klasse aller unendlichen o-Strukturen ist nicht endlich axiomatisierbar.
Beweis:

(a) Folgt direkt aus Lemma 8.7.

(b) Folgt aus (a) und Korollar 8.4.
O

Auf dhnliche Weise kann man unter Verwendung des Kompaktheitssatzes auch Folgendes zeigen:

Satz 8.9 (Nicht-Axiomatisierbarkeit von Graph-Zusammenhang).
Die Klasse

ZUSHGRAPHEN := { G = (V,EY) : V ist eine Menge, E¢ CV x V und fiir alle a,b €V
gibt es in B¢ einen Weg endlicher Linge von a nach b}

aller zusammenhdngenden (endlichen oder unendlichen) Graphen ist nicht aziomatisierbar.

Beweis:
Fiir jedes n € N sei ¢, (z,y) eine FO[o]-Formel, die besagt, dass es einen Weg der Liange n von
x nach y gibt. Das heifit:

Yo(z,y) = xz=y, und firallen >1 ist

n

Yn(x,y) = JxgIzy---Jay (a?():x A T,=y A /\E(aci,l,wi)).
i=1
Somit gilt fiir alle Graphen G = (V, E), fiir alle a,b € V und fiir alle n € N:
G | Ypla,b] <= es gibt in G einen Weg der Linge n von a nach b.
Also gilt auch:

Es gibt in G keinen Weg endlicher Linge von a nach b <= fiir alle n € N gilt G = —)]a, b].

Angenommen, die Klasse ZUSHGRAPHEN wiére axiomatisierbar durch eine Menge ® von FO[E]-
Formeln.
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Dann ist die Menge ¥ := ® U {-),, : n € N5} unerfiillbar.
Im Folgenden zeigen wir, dass jede endliche Teilmenge I' von U erfiillbar ist. Laut Kompakt-
heitssatz muss dann also auch W erfiillbar sein. Widerspruch!

Sei also I" eine endliche Teilmenge von ¥. Sei m := max{n € N: -, € T'}. Sei G,,, der
Graph, der aus einer ungerichteten Kette aus m+2 Knoten besteht, d.h. G,, = (V, ES™) mit
Vo= {v0,v1, .., Umy1} und ECm = {(v;_1,v;), (vi,vi_1) i € {1,...,m+1}}.

Dann gilt:
(a) G E 9, da G, zusammenhéingend ist.

(b) fur alle n € N mit n < m gilt: Gy, = =¢n[vo, Vm+1], da der kiirzeste Weg von vg nach vy, 41
in G, die Lange m+1 hat.

Geméf der Wahl von m gilt daher fiir die Belegung 8 mit 5(z) = vo und B(y) = Vmy1:
(G, B) =T

Somit ist " erfullbar.

8.2 Der Satz von Lowenheim und Skolem

Satz 8.10 (Satz von Lowenheim und Skolem). Sei o eine Signatur.
Jede abzdhlbare, erfillbare Formelmenge ® C FO[o] besitzt ein abzihlbares Modell.

Beweis:
Sei @ eine abzihlbare, erfiillbare Menge von FO[c]-Formeln.
OBdA kénnen wir annehmen, dass

(a) o abzahlbar ist (ansonsten ersetzen wir o durch die Menge aller in ® vorkommenden Sym-
bole aus o), und

(b) Var \ frei(®) unendlich ist (ansonsten ersetzen wir — wie im Beweis von Lemma 7.41 —
in ® jede Variable v; durch die Variable vy; (fiir alle i € N)).

Da & erfiillbar ist, ist ® geméfl Vollstdndigkeitsatz auch widerspruchsfrei. Geméafl Lemma 7.39
und Lemma 7.40 gibt es daher eine widerspruchfreie, negationstreue Menge © C FO[o] mit
© O @, die Beispiele enthalt.
Geméf Satz von Henkin (Satz 7.38) wird © von der reduzierten Terminterpretation [Zo] =
([2e], [ Bo)) erfiillt. GeméaB Definition 7.35 ist die Méchtigkeit des Universums [Ag] héchstens so
grof}, wie die Machtigkeit der Menge T, aller o-Terme. Da g-abzéhlbar ist, ist auch T, abzéhlbar.
Somit ist [Zg] ein abzéhlbares Modell von © O ®.

O

Als direkte Folgerung aus dem Satz von Lowenheim und Skolem erhalten wir:

Korollar 8.11. Sei o eine abzdhlbare Signatur.
Dann ist die Klasse aller tiberabzdhlbaren o-Strukturen nicht axiomatisierbar.
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Beweis:
Da o abzahlbar ist, ist auch die Menge FO[o] abzahlbar. Somit hat geméfl Satz von Lowenheim
und Skolem jeder erfiillbare Menge ® C FO[o] ein abzihlbares Modell. O

Bemerkung 8.12 (hier ohne Beweis).
(a) Korollar 8.11 gilt sogar fir beliebige Signaturen.
(b) Die Voraussetzung “® abzéhlbar” in Satz 8.10 ist wichtig (siche Aufgabe 8.1).

Es sind verschiedene Varianten des Satzes Lowenheim und Skolem bekannt, die genauere Aussa-
gen Uber die Méchtigkeit von Modellen machen (hier ohne Beweis):

Satz 8.13 (Absteigender Satz von Lowenheim und Skolem).
Sei o eine Signatur und sei ® C FOlo] eine erfillbare, unendliche Formelmenge. Dann besitzt @
ein Modell, dessen Mdchtigkeit hochstens so grofS wie die Mdchtigkeit von ® ist.

Satz 8.14 (Aufsteigender Satz von Lowenheim und Skolem).

Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o] eine Formelmenge, die ein unendliches Modell besitzt.
Dann gibt es zu jeder Menge M ein Modell von ®, dessen Mdchtigkeit mindestens so grofi wie
die Mdchtigkeit von M ist.

Fiir Beweise der beiden Sétze sei auf [EFTO07] verwiesen.

8.3 Elementare Aquivalenz und Nichtstandardmodelle

Definition 8.15. Sei o eine Signatur.

(a) Zwei o-Strukturen 20 und B heiflen elementar dquivalent (kurz: A = 9B), wenn sie die-
selben FO[o]-Sétze erfiillen (d.h.: Fiir jeden FO[o]-Satz ¢ gilt: A= ¢ < B E ¢).

(b) Die Theorie Th(2l) einer o-Struktur 2 ist die Menge aller FO[o]-Satze, die 2 erfiillt. D.h.:
Th(A) := {p € FO[o] : ¢ ist ein Satz mit A = ¢}.
Klar:
« Fiir alle FO[o]-Sétze ¢ und alle o-Strukturen 2 gilt: entweder ¢ € Th(2() oder ~¢ € Th(2).
o Fiir alle o-Strukturen 2 und 9B gilt: A =B <= Th(A) = Th(B).

Daraus folgt direkt:

Korollar 8.16. Fiir jede Signatur o und jede o-Struktur 2 ist die Klasse aller zu 2 elementar
dquivalenten o-Strukturen aziomatisierbar (durch die Menge ® := Th(l)).

Bemerkung 8.17. Sei o eine beliebige Signatur und sei 2 eine o-Struktur.

(a) Ist 2A endlich, so gilt fiir alle o-Strukturen B:

B=A — B=A

Die Richtung ,, <= ist offensichtlich. Die Richtung ,, = “ folgt fiir endliche o aus
Aufgabe 1.3 und fiir unendliche o aus Aufgabe 8.2.
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(b) Ist 2 unendlich, so gibt es eine o-Struktur B mit B = A, aber B 2 A.

Dies folgt leicht aus dem Aufsteigenden Satz von Loéwenheim und Skolem. Details: Ubung
(siehe Aufgabe 8.2).

Beispiel 8.18 (Nichtstandardmodell von N).

Sei N¢ := (N, <V). GemiB Bemerkung 8.17(b) gibt es eine zu A elementar dquivalente {<}-
Struktur 9B, die nicht isomorph zu N ist. Eine solche Struktur B wird Nichtstandardmodell
von N¢ genannt.

Frage: Wie sieht B aus?

Wir wissen, dass N¢ = (N, <N ) eine diskrete lineare Ordnung ist, die ein kleinstes, aber kein
grofites Element besitzt. Der Begriff “diskrete lineare Ordnung” ist dabei wie folgt definiert: Eine
lineare Ordnung 2 = (A, <*) heifit diskret, wenn fiir jedes a € A folgendes gilt:

o Falls es ein b € A gibt, das echt gréer als a ist (d.h. b # a und a <* b), so gibt es auch
ein kleinstes Element, das echt groBer als a ist (d.h. ein @’ mit o’ # a und a <* o’ und
a’ <* b, fiir alle b € A mit b # a und a <* b). Dieses Element wird Nachfolger von A
bzgl. <* genannt.

o Falls es ein b € A gibt, das echt kleiner als a ist (d.h. b # a und b <* a), so gibt es auch
ein groBtes Element, das echt kleiner als a ist (d.h., ein @’ mit @’ # a und o’ <* @ und
b < d, fiir alle b € A mit b # a und b <* a). Dieses Element wird Vorgénger von a bzgl.
<2 genannt.

Man sieht leicht, dass es einen FO[<]-Satz J gibt, so dass fiir alle {<}-Strukturen A gilt (Details:
Ubung):

A =6 <<=  AUist eine diskrete lineare Ordnung, die
ein kleinstes, aber kein grofites Element besitzt.

Wegen N¢ | 6 und B = N¢ gilt auch B = §. Somit ist B ist eine diskrete lineare Ordnung,
die ein kleinstes, aber kein gréfites Element besitzt.

Sei by € B das kleinste Element bzgl. <®. Da <® diskret ist und kein grofites Element besitzt,
muss es einen Nachfolger (bzgl. <®) b; von by geben, und es muss fiir jedes n € N ein Element
b, € B geben, so dass fiir alle n € N gilt: b, ist der Nachfolger von b, (bzgl. <T).

Sei B" := {b, : n € N}. Klar: B’ C B, und B = N¢. Wegen B % N¢ muss also gelten: B’ C B,
das heifit, es es gibt ein dy € B\ B’.

Da < eine diskrete lineare Ordnung ohne groftes Element ist, gilt auBerdem Folgendes:

o Fiir alle n € Nist b, <® dy (und b,, # do).
o Fiir alle n € N5 gibt es ein d,, € B, so dass d,,+1 der Nachfolger von d,, bzgl. <P ist.
o Fiir alle n € N5 gibt es ein d_,, € B, so dass d_(,,4.1) der Vorginger von d_,, bzgl. <7 ist.
o Firalled e {d;:i€Z} und alle n € N gilt: b, < d und b, # d.
Insgesamt gilt fiir B” := {d; : i € Z}:
Bpr & Zc = (Z,<7),

und B p/yp~ sieht folgendermaflen aus:
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1
bo by by bs... cond_z3d_o d_q do dy do dg...

~Kopie von N¢* ~Kopie von Z,*
AuBerdem muss fiir alle ¢ € B\ (B’ U B") gelten:
e b, <g, fiiralle n € N,

e es existiert ein i € Z, so dass d; < ¢ < firallei € Z gilt d; < c.

Sei nun 7 : B — B die Abbildung mit
o mp\p~ := id|p\ g~ (das heiflt w(c) = c, fiir alle c € B\ B")
o 7(d;) :=diq1, fur alle i € Z.
Man sieht leicht, dass 7 ein Isomorphismus von 9B auf B ist, d.h., 7(B) = B und 7(<%) = < ®.

Beispiel 8.19.
Wir nutzen die Erkenntnisse aus Beispiel 8.18 nun, um einen alternativen Beweis von Satz 4.18:

“Die Klasse der endlichen linearen Ordnungen gerader Kardinalitit (GERADEENDLLINORD)
ist nicht FO-definierbar in der Klasse aller endlichen linearen Ordnungen (ENDLLINORD).”

anzugeben, der nicht auf Ehrenfeucht-Fraissé Spielen beruht.!

Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Angenommen, GERADEENDLLINORD wére FO-
definierbar in ENDLLINORD durch einen FO[<]-Satz ¢. Sei = eine Variable, die nicht in ¢ vor-
kommt, und sei ¢(x) die Formel, die aus ¢ entsteht, indem jeder Quantor eingeschrankt wird auf
Elemente < z. D.h.: Jede Teilformel der Form 3y (bzw. Vy) wird ersetzt durch die Formel
Wy <z A-y=z AY) (bzw. Yy ((y <z A —y=z) = ¢)).

Dann gilt fir alle n € N:
N< F o] ({07 ~on—1}, gf\{[o,...,n—l} ) Fe

<= nist gerade (denn ¢ definiert GERADEENDLLINORD auf ENDLLINORD).

Fiir den FO[]-Satz

Y = YuVou (gosucc(u,v) — ((ﬁ(u) > —\95(11))),

wobei pguce(u,v) ausdriickt, dass v der unmittelbare Nachfolger von u bzgl. < ist, gilt dann
offensichtlicherweise:

N¢ E 9.

Sei B die Struktur aus Beispiel 8.18. Wegen B = N¢ gilt dann auch: B = ¢. Seien do,d; € B
wie in Beispiel 8.18 gewéihlt. Wegen B |= ¢ gilt dann insbesondere

B = gld] < B pldi]
Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall, dass

B = Pld] und B~ Pldy] (8.1)

! Der hier vorgestellte Beweis ist von Martin Otto [Ott11].

122



(der andere Fall kann analog behandelt werden).

Sei nun 7 der Isomorphismus aus Beispiel 8.18 mit 7(8) = 9B. Geméif Isomorphielemma
(Korollar 1.36) folgt aus (8.1), dass 7(8) = ¢[r(dp)]. Wegen 7(B) = B und n(dy) = dy (vgl.
Beispiel 8.18) gilt also: B |= ¢[d;]. Dies ist ein Widerspruch zu (8.1), da B - @[dy]. O

Zur Erinnerung (Standardmodell der Arithmetik):

o oar ={<,+,x,0,1}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol ist, + und x zwei 2-stellige
Funktionssymbole sind und 0 und 1 zwei Konstantensymbole sind.

¢ Das Standardmodell der Arithmetik ist die oa,-Struktur
N o= (N VYN oM )

wobel QN , <N , %N die natiirliche lineare Ordnung, Addition bzw. Multiplikation auf N
sind, und 0V, 1V die Zahlen 0 und 1 sind.

Definition 8.20. Ein Nichtstandardmodell der Arithmetik ist eine zu N elementar dqui-
valente, aber nicht-isomorphe o, -Struktur.

Aus Bemerkung 8.17 (b) folgt direkt, dass es Nichtstandardmodelle der Arithmetik gibt. Gemaf3
dem folgenden Satz gibt es sogar ein abzéhlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik.

Satz 8.21 (Der Satz von Skolem).
Es gibt ein abzdhlbares Nichstandardmodell der Arithmetik.

Beweis:
Fiir jedes n € N sei n der folgendermaflen induktiv definierte o,-Term:

o

= 0, wund fiir jedesn € Nsei n+l = n+ 1.
In NV wertet sich der Term n zur Zahl n aus, d.h. es gilt n¥' = n, fiir alle n € N. Sei
® = Th(N) U { ~z=n : neN }L

Dann ist jede endliche Teilmenge I' C ® erfiillbar — z.B. durch die Interpretation (N, 3) mit
B(x) := m+1, wobei m := max{n € N: mz=n € I'}. Gemifl Kompaktheitssatz ist daher auch
O erfiillbar. GeméB Satz von Lowenheim und Skolem besitzt ® ein abzéhlbares Modell (beachte
dazu: ® ist abzdhlbar, da es nur abzihlbar viele FO[oa,]-Formeln gibt).

Sei Z = (B, 8) ein abzéhlbares Modell von ®. Dann ist 8 = N, denn fiir jeden FO[oa,]|-Satz ¢
gilt:

o Falls N = ¢, s0 ¢ € Th(N) C @, also B | .
o Falls N [~ ¢, so N |= g, also = € Th(N) C @, also B = —¢ und somit B |~ ¢.

Im Folgenden zeigen wir noch, dass 8 % N. Angenommen, 8 = N. Dann gibt es einen Iso-
morphismus 7 von A nach B. Geméaf Isomorphielemma (siche Behauptung 1 im Beweis von
Satz 1.36) gilt fiir jeden der oa,-Terme n (fiir alle n € N), dass

N) B

7r(n =n".
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Wegen nV' = n gilt also fiir alle n € N, dass

m(n) =n®.

Da 7 ein Isomorphismus von A nach 9B ist, gilt

B = {r(n):neN} = {n®:neN}

Somit gilt fiir die Belegung 3 und die Variable z, dass es ein n € N gibt, so dass §(z) = n”®.
Somit gilt: Z = (B,8) E xz=n. Dies ist ein Widerspruch zu der Aussage, dass Z ein Modell

von & ist, da ® die Formel —x=n enthélt. O

Frage: Wie sieht ein Nichtstandardmodell der Arithmetik aus?
Antwort: Sei B8 ein Nichtstandardmodell der Arithmetik, d.h.: 8 = N und B 2 N. Dann gilt:

o <% ist eine diskrete lineare Ordnung auf B, die ein kleinstes aber kein gréftes Element
besitzt,

« 0% ist das kleinste Element dieser linearen Ordnung,

(denn: jede dieser Aussagen ldsst sich durch einen FO[oa,]-Satz beschreiben, der von N erfiillt
wird). AuBlerdem erfiillt 98 die folgenden Sétze aus Th(N') (fir jedes n € N ist n dabei der im
Beweis von Satz 8.21 definierte oa,-Term):

e V20 <z,

e Vz(0=z V 1<),

e Vx(0=2z V 1=z V 2<ux),

e Ve(0=z V1=2xV 2=z V 3<u1),
o usw.

Die Ordnung <® besteht damit aus einer Kopie von (N, <V), gefolgt von Kopien von (Z, <Z).

[ —

Kopie von (N, <) Kopie von (Z, <%) Kopie von (Z,<%)

AuBerdem erfullt B fiir jedes m,n € N die beiden folgenden FO[o a,]-Satze, die zu Th(AN') gehoren:
e m+n = min,
e MXnN = mMm-n.

Daraus folgt, dass N isormorph ist zu der Einschriinkung von B auf die Menge {n® : n € N}.
Auerdem gilt: Ist b € B ein Element, das in einer der Kopien von (Z, <#) liegt, so sieht diese
Kopie von (Z, <?) folgendermafien aus:

b—2% b-1%  p b+1® b2% p43%
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Daher gilt: das Element (b+% b) muss in einer anderen Kopie von (Z, <%) liegen. Analog folgt:
fiir jedes b := b+ ... +® b muss es eine neue Kopie von (Z, <Z) geben.

—_———

i-mal, fiir i€Ns
Man kann auch zeigen, dass zwischen je zwei Kopien von (Z, <%)
(Z,<#) liegen muss.

in B eine weitere Kopie von

8.4 Literaturhinweise

Zur weiterfithrenden Lektiir werden das Kapitel 6 in [EFTO07], sowie der Artikel [Ott11] von
Martin Otto empfohlen.

8.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1.

Sei o := {¢, : r € R} eine Signatur, die aus iiberabzahlbar vielen Konstantensymbolen besteht.
Finden Sie eine Menge ® von FO[o]-Formeln, die erfilllbar ist, aber kein abzéhlbares Modell
besitzt.

Aufgabe 8.2.
Beweisen Sie Bemerkung 8.12; das heifit zeigen Sie Folgendes: Sei o eine beliebige Signatur und
sei 2 eine beliebige o-Struktur. Dann gilt:

(a) Ist 2 endlich, so gilt fiir alle o-Strukturen B: A=V — A=B.

(b) Ist 2 unendlich, so gibt es eine o-Struktur B mit B = A und B % A.

Hinweis: Fiir (b) konnen Sie den aufsteigenden Satz von Lowenheim und Skolem benutzen.
Fiir (a) konnen Sie folgendermafen vorgehen: Nutzen Sie Aufgabe 1.3, um zu zeigen, dass (a) fur
endliche Signaturen gilt. Folgern Sie daraus, dass fiir beliebige Signaturen gilt: Falls B = 2, so
ist | B| = | A|. Folgern Sie daraus, dass (a) fiir abzdhlbare Signaturen gilt. Folgern Sie dann, dass
(a) auch fir beliebige Signaturen gilt.

Aufgabe 8.3.
Sei 0 = {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E besteht. Zeigen Sie:

(a) Die Klasse aller azyklischen (endlichen oder unendlichen) Graphen ist axiomatisierbar.

(b) Die Klasse aller azyklischen (endlichen oder unendlichen) Graphen ist nicht endlich axio-
matisierbar.

(¢) Die Klasse aller endlichen azyklischen Graphen ist nicht axiomatisierbar.

Zur Erinnerung: Ein gerichteter Graph ist azyklisch, falls er keinen Kreis endlicher Lénge
besitzt.

Aufgabe 8.4.
Geben Sie einen FO[<]-Satz ¢ an, so dass fir alle {<}-Strukturen 2 gilt:

AESI <= 2Aist eine diskrete lineare Ordnung, die ein kleinstes,
aber kein grofites Element besitzt.
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Aufgabe 8.5.
Sei A := (N, <), und sei B die {<}-Struktur mit Universum

B = ({0} xN)U ({1} x 2)
und Relation
<® = {((4,/),(",j")) € Bx B : i< oder (i =4 und j < j')}.

Sind die Strukturen 2l und B elementar dquivalent? Beweisen Sie, dass Thre Antwort korrekt ist.
Hinweis: Sie konnen Ehrenfeucht-Fraissé Spiele benutzen.

Aufgabe 8.6.
Sei B ein Nichtstandard-Modell der Arithmetik.

Zeigen Sie: Zwischen je zwei Kopien von (Z,<#) in B liegt eine weitere Kopie von (Z, <%).
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