3 Die Auswertungskomplexitiat von FO
in endlichen Strukturen

3.1 Die Auswertung von FO-Formeln
Definition 3.1.
Eine o-Struktur 2 heifit endlich, wenn ihr Universium A nur endlich viele Elemente enthalt.

Sei o eine endliche relationale Signatur (d.h. o besteht aus endlich vielen Relationssymbolen).
Als Eingabe fiir Algorithmen représentieren wir eine endliche o-Struktur wie folgt:

e Die Elemente des Universums von 2 représentieren wir durch Objekte eines geeigneten
Datentyps O (etwa integer oder string). Das Universum A von 2 wird dann als Liste von
Objekten vom Typ © repréasentiert.

o Ein r-Tupel (ay,...,a,) € A" reprisentieren wir als Liste von Objekten vom Typ O. Fiir
jedes R € o reprisentieren wir die Relation R* dann als Liste aller r-Tupel (ay,...,a,) €
R* (fiir r := ar(R)).

Man beachte, dass die Repriasentation von 20 dann ungefihr die Groéfe
ol + [Al + Y |R*|-ar(R)
Reo
hat.

Definition 3.2.
Sei o eine endliche relationale Signatur.

(a) Die Groflie ||2(]] einer endlichen o-Struktur ist definiert als

2] = [o| + [A] + > |R¥|-ar(R).
Reo

(b) Die Liange (bzw. Grofle) ||| einer FO[o]-Formel ¢ ist die Liange von ¢, betrachtet als
Wort tiber dem Alphabet A, (siehe Definitionen 1.13, 1.14, 1.16).

Definition 3.3.
(a) FIN, bezeichnet die Klasse aller endlichen o-Strukturen.

(b) FIN bezeichnet die Klasse aller endlichen o-Strukturen, fiir alle endlichen relationalen
Signaturen o.

Unsere bisherige Sichtweise auf die Semantik der Logik erster Stufe war, dass FO[o]-Formeln in
o-Interpretationen ausgewertet werden, so dass fiir jede FO[o]-Formel ¢ und jede zu ¢ passende
o-Interpretation Z gilt:

entweder Z = ¢ oder T o.

Eine alternative Sichtweise ist, dass Formeln Relationen in Strukturen definieren:

37

endliche
o-Struktur

Lange
Grofle

FIN,
FIN



Definition 3.4.
Fiir alle o-Strukturen 2, alle FO[s]-Formeln ¢ und alle Tupel (z1,...,2;) € Var® mit frei(p) C
{.131, N 7Ik} ist

e@) = {(a1,...,ax) € AF: A = plar,... ax]}

die von ¢ in 2 definierte k-stellige Relation.

Vorsicht: Die Relation ¢(2() hingt nicht nur von der Formel ¢ ab, sondern auch von dem Tupel
(21,...,21) € Var®. Wenn wir die Notation ¢(2) verwenden, miissen wir daher immer vorher
angeben, auf welche Variablen(reihenfolge) sie sich bezieht.

Zur Vereinfachung betrachten wir im Folgenden nur FO[o]-Formeln, in denen keins der Symbole
A, =, >, ¥ vorkommt (geméf Beobachtung 2.2 ist dies keine wirkliche Einschriankung).

Beobachtung 3.5.

Ist o eine relationale Signatur und 2 eine o-Struktur, so kénnen wir fir FO[o]-Formeln ¢ und
Variablentupel (z1,...,2;) € Var® mit frei(¢) C {z1,...,7x} die Relation p(A) C AF rekursiv
wir folgt beschreiben:

o Falls ¢ von der Form x;, = x;,, fiir i1,i2 € {1,...,k}, ist, so ist
o) = {(a1,...,ax) € AF a; = iy }-

o Falls ¢ von der Form R(z;q,...,2;,) flr R € o, r := ar(R) und i1,...,4, € {1,...,k} ist,
So ist
) = {(ah...,ak) e AF . (ai1y - aip) € Rm}.
o Falls ¢ von der Form — ¢ ist, so ist
p(R) = A"\ ().

o Falls ¢ von der Form (p1 V ¢2) ist, so ist

P() = p1(A) U p2(A).
o Falls ¢ von der Form 3xyy1 ¢1(z1, ..., Tk, Tgt1) ist, so ist

pR) = {(al, coyap) € A¥ : es gibt ein ak+1 € A, s.d. (a1,...,ak,0k4+1) € gol(Ql)}.

Definition 3.6.
Auswertungs- Das Auswertungsproblem der Logik erster Stufe auf der Klasse aller endlichen relationalen
problem Strukturen ist wie folgt definiert:

AUSWERTUNGSPROBLEM FUR FO Aur FIN

Eingabe: Eine endliche o-Struktur 2, wobei ¢ eine endliche relationale Signatur ist,
und eine FO[o]-Formel ¢.

Ziel: Berechne ¢(A) (bzgl. des Variablentupels (21,...,z) mit frei(p) =
{21,...,2c} und k = | frei(p)|).
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Beobachtung 3.5 fithrt unmittelbar zu einem rekursiven Algorithmus, der das Auswertungs-
problem fiir FO auf FIN 16st. Die genaue Laufzeit des Algorithmus hingt von dem folgenden
Parameter ab:

Definition 3.7.
Die Breite (engl. width) br(y) einer FO[o]-Formel ¢ ist die maximale Anzahl freier Variablen
in Subformeln von ¢, d.h.

br(y) = max{| frei(y)] : v € sub(gp)}.
(vergleiche Definition 1.19: sub(yp) ist die Menge aller Subformeln von ¢; beachte: ¢ € sub(y)).
Beobachtung 3.8.
(a) br(p) <|lgll
(b) br(y) < |{z € Var : 2 kommt in ¢ vor }|

(c) Fiir jede FO[o]-Formel ¢ gibt es eine zu ¢ dquivalente FO[o]-Formel ¢ mit frei(¢) = frei(y),
in der hochstens br(yp) viele verschiedene Variablen vorkommen.

Beweis: Ubung.
O

Satz 3.9.
Es gibt einen Algorithmus, der das Auswertungsproblem fiir FO auf FIN bei Fingabe einer Struk-
tur A und einer Formel ¢ in Zeit O(|¢|| - [|A||P*@) - br(p) + [lol| + [|2A]]) lost.

Beweis:
Durch geschickte Implementierung des rekursiven Algorithmus, der sich aus Beobachtung 3.5
ergibt (beachte dabei: |sub(y)| < [¢l|). Details: Ubung

O

Satz 3.10.
Das Auswertungsproblem fiir FO auf FIN ist vollstandig fiir die Komplezititsklasse PSPACE aller
auf polynomiellem Platz l6sbaren Probleme.

Hier ohne Beweis. Ein Beweis dieses Satzes wird in der Vorlesung ,,Logik und Datenbanken*
gegeben.

3.2 Literaturhinweise

Als weitere Lektire werden die Kapitel 4.2 und 4.3 in [FGO06], sowie 6.1 und 6.2 in [Lib04]
empfohlen.

3.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1.

Sei o eine relationale Signatur.

Zeigen Sie, dass es fiir jede FO[o]-Formel ¢ eine zu ¢ dquivalente FO[o]-Formel ¢ mit frei(@) =
frei(yp) gibt, in der hochstens br(p) viele verschiedene Variablen vorkommen.

Aufgabe 3.2.
Arbeiten Sie die Details des Beweises von Satz 3.9 aus und geben Sie eine detaillierte Analyse
des Zeit- und Platzbedarfs Thres Algorithmus an.
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