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O Einleitung

In diesem Kapitel werden die dieser Vorlesung zu Grundeefidgn Fragestellungen an-
hand von Beispielen aus den Bereicligatenbankerund Komplexiaitstheorievorgestellt.
Insbesondere werden hier Formeln degik erster Stufe— oder Erweiterungen dieser Lo-
gik — auf informelle Weise benutzt und erst in spateren kapiprazise eingefiihrt.

0.1 Logiken als Datenbank-Anfragesprachen

Als Beispiel-Datenbank betrachten wir eiBeéliothek die aus einer Sammlung von Arti-
keln besteht. Genauer gesagt hat unsere Datenbank u.&edateonArtikel mit den Attri-
butenTitel, Autor, Konferenz, Jahr.

0.1 Beispiele.In unserer Beispiel-Datenbank besteht die Relafidikel aus den in Tabel-
le 0.1 angegebenen Tupeln.

Anfrage 1: Als erstes wollen wiiTitel undJahr aller bei einer LICS-Konferenz
veroffentlichten Arbeiten wissen.

In der in der Praxis weit verbreiteten Datenbank-Anfragasipe SQL lasst sich diese An-
frage beispielsweise durch folgende Anweisung formutiere

SELECT DISTINCT Titel, Jahr
FROM Artikel
WHERE Konferenz = 'LICS’

Dieselbe Anfrage lasst sich auch durch folgende FormelLdgik erster Stufe (kurzeo-
Formel)y(t, j) beschreiben:

¢1(t,j) = FaIk (Artikel(t,a, k,j) A k="LICS").
Als nachstes wollen wir folgende Anfrage stellen:

Anfrage 2: Alle Autoren, die (laut unserer Datenbank) bei keiner LIK&iferenz
veroffentlicht haben.

Formal lasst sich diese Anfrage folgendermal3en ausdrick



2 0 Einleitung

RelationArtikel:

Titel | Autor | Konferenz | Jahr
Typechecking... Neven LICS 2001
Typechecking... Alon LICS 2001
Typechecking... Suciu LICS 2001
Typechecking... Vianu LICS 2001
Typechecking... Milo LICS 2001
Learnability... Grohe STACS 2002
Learnability... Turan STACS 2002
Expressive... Kreutzer LICS 2002
Succinctness... Schweikardt| LICS 2004
Succinctness... Grohe LICS 2004
Investing in Research| Gates SIGMOD 1998
Harry Potter and... Rowling none 2003
Relational... Immerman | STOC 1982
Sure monochromatic. .. Erdos Acta Arith. 1996
Sure monochromatic.,. Alon Acta Arith. 1996
Two lower bounds... | Turan STOC 1986
Two lower bounds... | Ajtai STOC 1986
On Turan’s theorem...| Ajtai Combinatorica| 1981
On Turan’s theorem...| Erdos Combinatorica| 1981
Tailoring... Gradel ICALP 1994
Tailoring... Gurevich ICALP 1994
An n! lower bound... | Immerman | LICS 2001
An n! lower bound... | Adler LICS 2001
Two-variable... Gradel LICS 1999
Two-variable... Rosen LICS 1999

Tabelle 0.1: Beispiel-Relation in einer Bibliotheks-Datank
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0.1 Logiken als Datenbank-Anfragesprachen 3

In der Datenbankanfragesprache SQL.:

SELECT DISTINCT A.Autor
FROM Artikel A
WHERE A.Autor NOT IN ( SELECT B.Autor
FROM Artikel B
WHERE B.Konferenz = 'LICS’ )

In der Logik erster StuferQ):

po(a) = JtIk3Ij Artikel(t,a,k,j) A
Vi' VE' V5’ ( Artikel(t',a, k', j') — -k ='LICS")

Unsere dritte Beispiel-Anfrage lautet:
Anfrage 3: Alle Autoren, dererErdos-NummekS 2 ist.

Die Erdos-Nummeist nach dem Mathematiker Paul Erdé4.913 in Budapestj1996 in
Warschau) benannt, der mehr als 1500 Arbeiten in den Gebi&hblentheorie, Graphen-
theorie, Kombinatorik, diskrete Mathematik und Grundlager Informatik veroffentlicht
hat. Paul Erdos selbst hat digdos-Nummeb, seine Koautoren haben Erdos-Nummer 1,
die Koautoren seiner Koautoren haben Erdds-Nummer 2 usispiglsweise ist die Erdos-
Nummer von Miklos Ajtail, die von Martin Grohe3, die von Bill Gates4 und die von
J.K. Rowlingoo.

Obige Anfrage 3 lasst sich formal folgendermal3en augeriic

In SQL:

SELECT DISTINCT D.Autor
FROM Artikel A, Artikel B, Artikel C, Artikel D
WHERE ( A.Autor = 'Erd 0s’ AND
B.Titel = A.Titel AND
C.Autor = B.Autor AND
D.Titel = C.Titel )

In FO
gOg(CL) = E|t1 E|a1 E”fl E|j1 (
Artikel(t1,’Erdds’, k1, j1) A Artikel(t1, a1, k1,71) A
dto Jko Jjo (Artikel(tg, ai, kg,jg) AN Artikel(tg, a, kg,jg) ) )

Die Logik erster Stufer0O) wird oft auch als der “logische Kern von SQL” bezeichnet, da
sehr viele grundlegende SQL-Anfragen auctrimausgedriickt werden kdnnero ma-
thematisch gut untersucht ist und — im Gegensatz zur Spi&€Ghe— eine Uberschaubare
(kurze) Syntax- und Semantik-Definition hat.

Als letztes Beispiel betrachten wir folgende Anfrage:
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Anfrage 4: Alle Autoren mit Erddés-Nummex oo.

Die folgende Formulierung dieser Anfrage in SQL definfekursivdie MengeE-Autoren
aller Autoren mit — Erdos-Nummer O

— Erddos-Nummer 1

— Erddés-Nummer 2

In SQL:

WITH RECURSIVE E-Autoren(Autor) AS
( SELECT Autor
FROM Artikel
WHERE Autor="Erd 0s’
UNION
SELECT B.Autor
FROM E-Autoren E, Artikel A, Artikel B
WHERE ( A.Autor = E.Autor AND B.Titel = A.Titel )
)
SELECT *
FROM E-Autoren

In FO lasst sich diese Anfrage nicht formulieren (einen Beweiidwerden wir spater
im Kapitel UberEhrenfeucht-Frés€ Spielekennenlernen). Um auch “rekursive” Anfragen
definieren zu kdnnen, kann man Erweiterungen der Logilee&iufe, beispielsweidéix-
punktlogikenoder dieLogik zweiter Stufeerwenden.

Wichtige Fragestellungen bzgl. Logik und Datenbanken:
Gegeben eine Datenbank-Anfragesprache bzw. Logik,

¢ welche Art von Anfragen kann man in der Sprache stellen?
e welche nicht?

o wie aufwendig ist es, eine Anfrage in einer Datenbank ausr@n?

0.2 Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

0.2 Beispiel(3-Farbbarkeit von Graphen)

Zur Erinnerung:
Ein GraphG = (V, E) hei3t3-farbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben gefarbt werden
konnen, dass benachbarte Knoten verschiedene Farbem habe
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0.2 Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen 5

Somit gilt:
G 3-farbbar <— ex RCV,GCV,BCV,sodassf.au,v eV gilt:
falls E(u,v), so
~((RB() A R@) v (G(u) AG) V (B(u) A B(v)))
= G P30l

wobei die Formelbs..o folgendermalen definiert ist:

IR 3G 3BV ((R(v) A =G(v) A ~B(v)) V
(~R(v) A G(v) A=B(v)) V (=R(v) A ~G(v) A B(v))) A
Vuvo E(u,v) — ﬁ<(R(u) A R()) V (Glu) AG(v)) V (Bu) A B(v))).
d3.col ist eine Formel dekogik zweiter Stuféso), die eine wichtige Rolle in dieser Vorle-

sung spielt (... sie wird spater noch formal eingefilt)jsammenfassend haben wir gese-
hen, das®3 ¢ €ine Formel ist, die das folgende Berechnungsproblem beisth

3-FARBBARKEIT
Eingabe:Ein GraphG.
Frage: Ist G 3-farbbar?

0.3 Beispiel(Erreichbarkeit)
Das Erreichbarkeitsproblem ist folgendermaf3en definiert:

ERREICHBARKEIT
Eingabe:Ein GraphG und 2 Knotens, t von G.
Frage: Gibt es inGG einen Pfad vors nacht?

Die Antwort auf obige Frage ist genau dann “ja”, wenn dit, s, t) = ®reach Wobei
Preach = [tcz;y E(% y)](3> t)
~—_——

“verallgemeinerter Quantor”, der den transitiven Absekluer
RelationE bezeichnet. Detc-Operator wird spater in dieser Vor-
lesung auch formal eingefihrt.

Wichtige Fragestellungen bzgl. Logik und Komplexititstheorie:
¢ WelcheKomplexiaitsklasserwerden durch welchkeogikencharakterisiert?

e Gegeben eine Logik (die eine Komplexitatsklasse charalaet), wie kann man
fur ein bestimmtes Problem zeigen, dassiehtin der Logik beschreibbar ist?
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0.3 Logiken zur Hardware- und Prozess-Spezifikation und
Verifikation

Bestimmte Aspekte von Hardware-Komponenten oder Prozesselen oft als so genannte
Transitionssystemg@as sind gefarbte Graphen) modelliert. Dies hat zur Falgss Eigen-
schaften der Hardware-Komponenten bzw. Prozesse durcheloeiner Logik beschrie-
ben, d.hspezifizieriverden kdnnen. Ein Ziel ist nun, automatisch zu testenjeawunter-
suchende Komponente bestimmte erwiinschte Eigenschaiten beispielsweise, ob eine
Drucker-Warteschlange die Eigenschaft hat, dass jederijirolirgendwann auch wirklich
gedruckt wird.

Auch in diesem Bereich treten ahnliche Fragestellungeniwiden beiden vorherigen
Bereichen auf:

Wichtige Fragestellungen bzgl. Spezifikation und Verifikaion:
e WelcheEigenschaftelkonnen durch welcheogikenspezifiziert werden?

e Gegeben ein Transitionssystem und eine Formel einer bestimLogik, wie schwer
ist es, zu entscheiden, ob das Transitionssystem die Fenfidt?

0.4 Aufbau der Vorlesung

Die VorlesungLogik und Komplexit wird voraussichtlich aus den folgenden Kapiteln be-
stehen:

0. Einleitung

1. Grundlagen

Deskriptive Komplexitat
Ehrenfeucht-Fraissé Spiele

Der Satz von Gaifman

o & W DN

Fixpunktlogiken

0.5 Literatur

[EF] H.-D. Ebbinghaus und J. Flunkinite Model Theory Springer-Verlag, 2te Auflage,
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1 Grundlagen

Wir schreiber? fur die Menge der ganzen Zahleéxfur die Menge{0, 1, 2, .. . } der naturli-
chen Zahlen und\., fur die Menge dempositivennaturlichen ZahlenR bezeichnet die
Menge der reellen Zahlen ufiRl, die Menge der reellen Zahlen 0.

Ist M eine Menge, so schreiben vitot (M) fur die Potenzmengeon M, d.h.

Pot(M) = {X : X C M}.

Sind A und B Mengen,f : A — B eine Funktiong = (ay,..,a;) € A¥ undR C A*, fir
eink € N.,, so setzen wir

f(@ = (f(a1),...f(ax)) € B¥ und  f(R) = {f(@) : @€ R} C B"

1.1 Logik erster Stufe FO)

Dieser Abschnitt gibt eine sehr knappe Einfuhrung in erByundbegriffe der Logik erster
Stufe. Mehr zu diesem Thema findet sich im Skript zur Vorlgstiheoretische Informa-
tik I von Prof. Grohe; siehattp://www.informatik.hu-berlin.de/logik/
lehre/WS04-05/Thil/folien.html . Fur eine umfassende Einfuhrung in die Lo-
gik erster Stufe sei auf das Buch

Einfuhrung in die mathematische Logik
von H.-D. Ebbinghaus, J. Flum und W. Thomas, Springer-gerla

verwiesen.

1.1 Definition (Signatur, Struktur)

(a) EineSignatur(oderSymbolmengé/okabula) ist eine endliche Menge
o = {Ry,..,Rk,c1,..,c0},

fur k,¢ € N.

Die SymboleR;, .., R; heilenRelationssymboladie Symbolecy, . ., ¢, heil3enKon-
stantensymbole

JedesR; hat eine fest&telligkeit(Aritat) ar(R;) € N.

(b) Eineo-Struktur
A = (A, 0™ = (A, R},..,RE .. cf)

besteht aus
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e einer MengeAd, demUniversum(oderTrager) von %,
e einerar(R;)-stelligen RelatioR* C A% fur jedesi < k, und
e einem Element? € A, fur jedes; < /.

2 heil3tendlich falls das Universumd endlich ist.

1.2 Beispiele.

Ein GraphG = (V, EY) ist eine{ E'}-Sturktur, wobeiFE ein 2-stelliges Relationssymbol
ist.

M= (N, <M 47 <M 07 17 isteine{<, +, x, 0, 1}-Struktur, wobek ein 2-stelliges
Relationssymbol+ und x 3-stellige Relationssymbole und 0 und 1 Konstantensymbole
sind. Hier sollen0™ und 1”* die natirlichen Zahlen 0 und 1 bezeichnet®! soll die
natirliche lineare Ordnung abfbezeichnen, und ™ bzw. x ** die Graphen der Addition
bzw. Multiplikation, d.h.

+M = {(a,b,c) eN? : a+b=c} und xM = {(a,b,c) eN® : a-b=c}.
Unsere Bibliotheksdatenbank aus Beispiel 0.1 ist ¢iikel }-Struktur, wobeiArtikel

ein 4-stelliges Relationssymbol ist. Das Universum di€arktur ist eine Teilmenge der
Menge aller Worte tiber den Zeichen des ASCII-Alphabets.

1.3 Definition (Homomorphismus, Isomorphismus)
Seienl, B o-Strukturen, wobei eine Signatur sei.

(@) EinHomomorphismus : 21 — B ist eine Abbildungh : A — B, fur die gilt:

e h(c®) = ¥, fir alle Konstantensymbole < o,
e h(R*) C R®, fir alle Relationssymbol& € 0.1

(b) Ein Homomorphismus : 2L — 9B heildtlsomorphismugsfalls

e h eineBijektionvon A nachB ist und
e ¢ R¥ < h(a) € R®,
fiir alle Relationssymbol& € o und alleq € A2 (%),

(c) 2 und®B heiRenisomorph falls es einen Isomorphismus: 2 — B gibt.

Wir schreiben dann kurd = 95 (oder genaueh : 2 = 98).

1.4 Beispiel. Die {<, 0, 1}-Struktur (N, <, 07 17 ist isomorph zur Struktur

A= (Z,, <> 0%1%

mitZ, := {z € Z : z < 0}, <%= {(a,b) € Z2 : a > b}, 0% := 0N und1? := —1.
Die Abbildungh : N — Z_, mit h(n) := —n, fur allen € N, liefert einen Isomorphismus
von (N, <™ 0™, 17 nach2L.

'Zur Erinnerung:h(R*) = {(h(a1),..,h(ar)) | (a1,..,ar) € R* }, wobeik := ar(R).

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und KomplexitatSoSe 2007HU Berlin



1.1 Logik erster Stufec0) 11

1.5 Definition (Syntax der Logik erster Stufen). Seio eine Signatur.

(@) Van :={var; : i € N.,} ist die Menge allé/ariablen erster StuféoderIndividuen-
variablen.

(b) Die Formelmeng€eo[o] ist induktiv wie folgt definiert:

(Al) R(v1,..,vx) gehdrt zurQ[o], fur alle Relationssymbol& € o, k := ar(R),
v1,..,0; € Varp U {c € o : cist ein Konstantensymbél
(A2) v =’ gehort zurO[o], fur alle
v,v" € Var, U {c € o : cist ein Konstantensymbgl
(BC) Sind, 1,92 Formeln inFO[o], so gehdren auch die folgenden Formeln zu
FO[o]: e - (Negation) e (o1 — 2) (Implikation)
e (p1Va) (Oder) e (¢1 < p2) (genau dann wenn)
° ((701 A (pg) (Und)
(Q1) Isty eine Formel irFO[o| undx € Vary, so gehoren auch folgende Formeln zu
FO[g|: e Jz ¢ (Existenzquantor)
e Vx 7 (Allguantor).

(c) Die mit(A1) und(A2) gebildeten Formeln heiRetomares-Formeln
1.6 Definition (Belegungen und Interpretationer§eio eine Signatur.

(a) Eineo-Interpretationd = (2, 3) besteht aus einer-Struktur2l und einerBelegung
6 : Var, — A, die jeder Variablen einen Wert aus dem Universum iaruordnet.
Oft erweitern wir den Definitionsbereich vghum die Konstantensymbole atsund
setzen3(c) := c*, fur alle Konstantensymbolec o.

(b) Istz € Var,,a € Aundp : Var, — A, so ist die Belegungg? : Var, — A
a fallsy =«

B(y) sonst.

1.7 Definition (Semantik der Logik erster Stufepeio eine Signatury = (2, 3) eineo-
Interpretation ungp eineFo[c]-Formel. DieModellbeziehun@ = ¢ (in Worten:J erflllt ¢
bzw.J ist Modellvon ) ist folgendermafien per Induktion Giber den Formelaufledimigrt:

folgendermal3en definiert: 3% (y) := {

e Fallsp gemaR Regel (A1) gebildet ist, sd |= ¢ <= (B(v1),..,B(vx)) € R,
e Fallsy gemaR Regel (A2) gebildet ist, sdl | ¢ <= [(v) = B(V').
e Fallsp gemalR Regel (BC) gebildet ist ugdvon der Form

— 1), S0 J =@ <= nichtT = ¢ (kurz:J [~ ).
— (p1V2),50 TE ¢ == (T g oderd = s ).
— (p1Ap2),50 TE@ = (TEpundJ = ¢ ).



12 1 Grundlagen

— (1= ¢2),50 T = (fallsT = ¢, s0auctl = ¢, ).
— (1< ¢2),50 TE ¢ <= (T ¢ genau dann, wend = o3 ).

o Fallsy gemal’ Regel (Q1) gebildet ist updvon der Form

— dx 1, so
— Yz, SO

JE ¢ <= esgibteina € A, sodass(, 3%) = .
JE ¢ = furallea c Agilt (A,5%) = 1.
1.8 Definition (Freie Variablen einer FormelSeio eine Signatur.

(a) Die Mengédtei(y) derfreien Variablereinerro[o]-Formely ist induktiv folgenderma-
Ren definiert:

e Fallsy gemaR Regel (Al) gebildet ist, so fgti(y) := {v1,.., v} N Var.
e Fallsy gemaR Regel (A2) gebildet ist, so fati(y) := {v,v'} N Var;.
e Fallsy gemal’ Regel (BC) gebildet ist, so ist

frei(ip) = frei(v) falls o von der Form-1)
PIT frei(r) Urei(ps)  falls o von der Form(py * o), filr « € {V, A —, <}

e Fallsy gemaR Regel (Q1) gebildet ist, sofisi(y) := frei(y) \ {z}.
(b) EineFo[s]-Formely heiRtSatz falls ¢ keine freien Variablen hat, d.frei(¢) = 2.
1.9 Notation.

(&) Wirwerden oft Symbole wie, y, z, u, v, x1, T2, x3, . . . verwenden, um Variablen erster
Stufe zu bezeichnen.

(b) Wir schreibenp(x1, .., xs) um anzudeuten, dag®i(y) = {z1,..,2zs}.

(¢) Isty(xy,..,xs) eineFO[o]-Formel, eineo-Struktur unday, . ., as € A, so schreiben
wir

A E plag, .., as,

falls die Formely in der Strukturl erfullt ist, wenn die freien Vorkommen der Varia-
blenzy, .., x5 durch die Werte, . . , as belegt werden. Formal heif3t das, de8sg) =
©, wobei eine Belegung mifi(z;) = a;, fur allei € {1, .., s} ist.

d) ) := {(a1,..,as) € A® : A = pla,..,as]}.

(e) Fureine Signatur = { R, .., Ry, c1,..,c¢} schreiben wir offQ[R;y, .., R, c1, . ., ¢
an Stelle vonFO[{Ry, .., Rk, c1,..,ce}], um die Klasse alleFo[o]-Formeln zu be-
zeichnen.

1.10 Definition(Theorie, Modellklasse)
Sei.Z eine Logik undy ein .Z-Satz. SekK eine Klasse von Strukturen und Seic K.

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und KomplexitatSoSe 2007HU Berlin
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(@) The(A) :={p e .Z : A ¢} istdie Z-Theorieder Struktur.
(b) Modk(v) :={B € K : B | ¢} ist dieModellklassevon ) beziglichK.

1.11 Definition (Klassen von Strukturen)

All aller

Mit Fin bezeichnen wir die Klass allerendlichen Strukturen.
Ord aller geordneten
FinOrd aller endlichen geordnete

Hierbei heil3t eine Struktu?l geordnet falls es in ihrer Signatur ein 2-stelliges Relations-
symbol < gibt, so dass<* eine lineare Ordnungauf dem Universumd ist, d.h. <* ist
transitiv?, antisymmetrischundkonnex.

1.2 EinfUhrung in die Komplexit atstheorie

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige fur diese Vetdeg wichtige Begriffe aus der
Komplexitatstheorie. Fur eine umfassende Einfuhrumglie Komplexitatstheorie sei auf
das Buch

Computational Complexity
von C. Papadimitriou, Addison-Wesley, 1994

verwiesen.

1.2.1 Turing-Maschinen und Berechenbarkeit

Turing-Maschinen sind von dem englischen MathematikenAlaring (1912—-1954) ein-
gefuhrt worden.

Turing-Maschinen intuitiv:

Das hier benutzte Modell von Turing-Maschinen ist eine hdduring-Maschine mit
linksseitig begrenztem Arbeitsband, bei dem die EingabBewinn auf dem Arbeitsband
gespeichert ist. Es gibt Anweisungen der Form

(¢,a,q',b,1),

die folgendes besagen: Wenn die Maschine im Zusgastlund ihr Schreib-/Lesekopf das
Symbola liest, dann kann sie in den Zustapdwechseln, das gelesene Symbatiurch
das Symbob ersetzen und anschlieRend den Schreib-/Lesekopf eingdhasach rechts
bewegen.

Die Maschinehalt an, wenn sie einen Endzustand erreicht.

2D.h. fir allea, b, c € A gilt: Fallsa <* b und b <2 ¢, so aucha <* c.
3D.h. firr allea, b € A gilt: Falls (a,b) e<®, so(b, a) ¢<*.
D.h. fir allea,b € Agilt: a <* b oder b <* a oder b = a.
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Formale Definition von Turing-Maschinen:

1.12 Definition (Turing-Maschine)
Einenichtdeterministische Turing-Maschilleurz: NTM)

M = (Q,%,T,A,q, F),
besteht aus
e einer endlichen Meng€ von Zustanden,
e einem endlichen Arbeitsalphabetmit ausgezeichnetemlank-Symboll,
e einem Eingabealphab&t C T"\ {0},

e einem Anfangszustang,

einer Mengel' = Fa UFRenw € @Q von Endzustanden, die aus einer Merdgg, von
akzeptierendennd einer Mengédeny Von verwerfenderendzustanden besteht,

e einerUbergangsrelatiolA C (Q\ F) xI'x Q x ' x {—1,0,1}.

M heiRtdeterministisch(kurz: M ist eine DTM), falls fur alleg € @ \ F unda € T" genau
eing € Q,a e Tundm € {—1,0,1} mit (¢,a,q¢’,a’,m) € A existiert. In diesem Fall
schreiben wir oft

M = (Q,%,T,0,q0, F),

mit Uberfuhrungsfunktions : (Q \ F) xT' — Q x T' x {—1,0,1}.

1.13 Definition (Konfigurationen einer TM)

(a) EineKonfigurationeiner Turing-Maschind! = (Q,%,I', A, qo, F') ist ein Tripel
¢ = (¢g,p,u) € QxNxT*

mit p < |u|. D.h. eine Konfiguration ist eine vollstandige Beschraipaller relevanten
Daten Uber einen bestimmten Zeitpunkt wahrend einerddenang. Die Konfiguration
¢ = (q,p,u) gibt an, dass die Maschine sich im Zustarigkfindet, der Kopf an Position
p steht und die Inschrift des Arbeitsbandes gerads.

Beachte:u ist ein WortendlicherLange. Die unendlich vielenl-Symbole weiter rechts
auf dem Arbeitsband werden weggelassen.

(b) Wir bezeichnen die Menge aller moglichen KonfiguragiorvonM mit Cy;.
(c) Die Startkonfigurationvon M bei Eingabew ist Cy(w) := (g, 0, wJ).

(d) Eine KonfiguratiorC' = (¢, p, v) heiBtEndkonfigurationfalls ¢ € F'. Sie heil3takzep-
tierend falls ¢ € ik, undverwerfendfalls ¢ € Fienw.

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und KomplexitatSoSe 2007HU Berlin



1.2 Einfihrung in die Komplexittstheorie 15

1.14 Definition (Lauf einer TM) SeiM = (Q,%,T, A, qo, F') eine Turing-Maschine.

(@)

(b)

()

(d)

Die Ubergangsrelatiod\ induziert eine (partielle) Funktion
Nexty : Cpr — POt(CM),
wobei firC = (¢, p, u) € Cy gilt:®

es gibta,b € T'undm € {-1,0,1}, so dass
(g:a,q',b,m) € A,p/ = p+m,uy = a,uj, = b,

Nexty (C) := < (¢,p/,u) | u) = u; fr allei # p, und|v/| = |ul, falls
P < |ul bzw. [v/| = |u| + 1 undw,, =0, falls
P = [ul.

Nexty/(C) enthalt also alle Konfiguratione@’, so dassM von KonfigurationC' in
einem Schritt in die Konfiguratiof” tubergehen kann.

Bemerkung:lst M deterministisch, so enthalt Next{C') hochstens eine Konfiguration,
d.h. die Maschine geht von einem Berechnungszustand in eineleutig bestimmten
nachsten Berechnungszustand Uber.

Auf Eingabew definiert die Turing-Maschin@/ einenBerechnungsbaur®,,(w) wie
folgt: Der Baum hat einen mif’y(w) beschrifteten Wurzelknoten. Istein mit C' be-
schrifteter Knoten im Baum, so hat er fur jedgse Nexty,(C') einen Kindknoten mit
BeschriftungC’.

EinLauf der TM M auf Eingabew ist ein Pfad im Berechnungsbaum, der an der Wur-
zel beginnt und entweder unendlich lang ist oder in einerkBnfiguration endet (der
Lauf heil3t danrendlichbzw. terminierend.

Bemerkung:Ein Lauf entspricht also einer mdglichen Berechnung ¥mauf Eingabe
w. Wenn die TM nicht deterministisch ist, kann sie auf deralen Eingabe verschie-
dene Berechnungen ausfiihren.

Ein Lauf hei3takzeptierendverwerfend, falls er in einer akzeptierenden (verwerfen-
den) Endkonfiguration endet.

1.15 Definition (Sprache einer TM)

(a) Eine Turing-Maschiné/ akzeptierteine Eingabev, falls es (mindestens) einen akzep-

(b)

tierenden Lauf von\/ aufw gibt.
M verwirft eine Eingabev, falls alle terminierenden Laufe val aufw verwerfen.

Die Sprache L(M) = {w € ¥* : M akzeptiertw} hei3t die vonM akzeptierte
Sprache.

®Hierbei istu = ug - - - ue Mit u; € T. Mit |u| bezeichnen wir dié&ngedes Wortsu, also|u| = £ + 1.
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(c) Eine Sprachd. C ¥* heil3tsemi-entscheidbafalls es eine Turing-Maschin&/ gibt,
so dasd. = L(M).

(d) Eine Sprachd. C X* heilstentscheidbarfalls es eine Turing-Masching/ gibt, so
dassL = L(M) und jeder Lauf von\/ auf jeder Eingabev terminiert.

1.16 Bemerkungen.

(a) Man beachte die Asymmetrie in der Definition ddzeptierenginer Eingabev: Zum
Akzeptieren eines Woris muss es nur (mindestens) einen akzeptierenden Lauf geben.
Zum Verwerfen des Wortay missen hingegen alle Laufe bei Eingeab&erwerfen
oder nicht-terminierend sein.

(b) Ist M deterministischso besteht der Berechnungsbaum nur aus einem Pfad (ceh. jed
Knoten hat hochstens einen Nachfolger). Die BerechnumgMoauf Eingabew ist
also eindeutig.

Es ist bekannt, dass deterministische und nichtdeteriisicli® Turing-Maschinen genau
dieselben Sprachen entscheiden kdnnen:

1.17 Satz.
Jede durch eine nichtdeterministische Turing-Maschieen{gentscheidbare Spraclieist
auch durch eine deterministische Turing-Maschine (se&mischeidbar.

(Hier ohne Beweis.)

Das Halteproblem fur Turing-Maschinen:

Man kann Turing-Maschinen/ und Eingabenw als Worterp(M) und p(w) Gber einem fe-
sten, von der TM unabhangigen, Alphabk#tso kodieren, dass sich die Berechnung %én
aufw effektiv ausp(M) und p(w) rekonstruieren lasst (die genaue Wahl der Kodierung ist
fur diese Vorlesung nicht wichtig und wird deshalb hier gelgssen). Unter Verwendung
einer solchen Kodierung kann man Eingabgn/)#p(w) Uber dem Alphabety U {#}
betrachten und eine Turing-Maschibebauen, die bei Eingabg M )#p(w) die Berech-
nung vonM aufw simuliert. Eine solche Maschirié heildtuniverselle Turing-Maschine

1.18 Definition (Halteproblem) DasHalteproblemist die Sprache
H := { p(M)#p(w) : M ist eine DTM,w eine Eingabe fun/, M terminiert aufw }.
DasHalteproblem auf leerem Eingabewast die Sprache
H. := {p(M) : M isteine DTM,M terminiert bei Eingabe }.
Dabei bezeichnet dasleere Wort

1.19 Satz.
Das Halteproblen¥ fir Turing-Maschinen und das Halteprobleff, auf leerem Eingabe-
wort ist nicht entscheidbar (aber semi-entscheidbar).

(Hier ohne Beweis.)

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und KomplexitatSoSe 2007HU Berlin
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1.2.2 Komplexitatsklassen

Neben der Frage nach dem absolut Berechenbaren inteesssigruns fir Berechenbar-
keit innerhalb einer gegebenen Menge von Ressourcen. Blgigsten Ressorcen, deren
Verfugbarkeit oft beschrankt ist, sirtkit undPlatz

1.20 Definition.
SeienT’, S : N — R_, monoton wachsende Funktionen, und &ekine TM.

(@) M heil3tT-zeitbeschiinkt, falls jede Berechnung voi/ auf Eingaben der Lange
hochstend’(n) Schritte macht. D.h. fur alle € N und alle Eingabeworte der Lange
n gilt: Jeder Pfad im Berechnungsbausi, (w) hat die Lange< 7'(n).

(b) M heil3tS-platzbeschiinkt falls jede Berechnung vofd auf Eingaben der Lange
hochstensS(n) Speicherstellen benutzt. D.h. fur abec N, alle Eingabewortev der
Langen und jeden Knotem im Berechnungsbau®,,(w) gilt: Ist (g, p, v) die Konfi-
guration, mit dew beschriftet ist, so hat das Wartdie Lange|u| < S(n).

1.21 Definition (Komplexitatsklassen)
SeienS, T : N — R_, monoton wachsende Funktionen.

(@) bTive(T") (bzw. DspacHS)) ist die Klasse aller Sprachen, fur die es einedetermini-
stischeTuring-Maschinel gibt, dieT-zeitbeschrankt (bzwk-platzbeschrankt) ist und
fur die gilt: L = L(M).

(b) NTiMe(T') (bzw. NspacH.S)) ist die Klasse aller Sprachdh fur die es einenichtdeter-
ministischeTuring-Maschinel! gibt, dieT-zeitbeschrankt (bzwh-platzbeschrankt) ist
und fur die gilt: L = L(M).

(c) P := PmivE U Drive(nk), PSPACE : U Dspace(n),
keN keN
NP U NTimE (), NPSPACE : U Nspace(nt),
keN keN
EXPTIME U DTime(2(7)), EXPSPACE : U DSPACE(Q(nk)),
keN keN
NEXPTIME Uken NTiME(2(7), NExpsPACE := |Jpcn NSPACE(Q(nk)).

Beachte: Komplexitatsklassen sind keine Klassen von Turing-Masah sondern Klassen
von Problemen (d.h. Sprachen, d.h. Mengen von Worten iibemeAlphabet).

Zwei weitere wichtige Platzkomplexitatsklassen sindKli@ssenL ocspaceundNLoGspPACE
aller Probleme, die durch Turing-Maschinen gelost werki@men, deren Platzverbrauch
bei Eingaben der Lange nur hochstens von der Gro&(logn) ist. Dalogn < n ist,
heif3t das, dass das Arbeitsband viel zu kurz ist um das gdngatiewort zu enthalten. Zur



18 1 Grundlagen

Definition der Klassem ocspaceund NLocspacewerden daher Turing-Maschinen benutzt,
die ein separateEingabebandbesitzen, dessen Kopf nur zum Lesen des Eingabeworts,
nicht aber zum Schreiben genutzt werden kann. Neben diesegalieband gibt es ein
(herkommliches)Arbeitsband das zu Beginn der Berechnung leer ist. Fir eine monoton
wachsende Funktiof : N — R_, schreiben wir

Dspacgé(S) bzw. Nspacé(S),

um die Klassen aller Sprachénzu bezeichnen, fur die es eine deterministische bzw.hicht
deterministische Turing-Maschin& mit separatem Eingabeband gibt (von dem gelesen,
auf das aber nicht geschrieben werden kann), so dass bal€ngler Lange auf dem
Arbeitsbandvon M zu jedem Zeitpunkt der Berechnung hochstétis) Speicherstellen
benutzt werden.

1.22 Definition (Locspaceund NLoGsPACH.

LOGSPACE := U Dspace (k - logn),
keN

NLOGSPACE := U Nspact (k - log n).
keN

1.23 Proposition. SeienS, T : N — R_, monoton wachsende Funktionen. Es gilt:

pTiMe(T) C Nmime(T), DspaceS) C Nspace.S),
Drime(T) C  DspacHT), NTiME(T) C  Nspac€T).
Beweis: Klar. 0

1.24 Korollar. LocspaceC NLocspace Und P C NP C NPsPACE

1.25 Satz.Fur jede monoton wachsende Funktibn N — R_, mit7'(n) > logn gilt:
prime(T) € Nmime(T) C NspaceT) C Dmime(20()).

Beweisidee: Die ersten beiden Inklusionen sind klar, siehe Propositi@3. Zum Beweis
der dritten Inklusion sei! eineT-platzbeschrankte NTM. Jede Konfiguration der Turing-
Maschine, die wahrend eines Laufs voh bei einer Eingabe der Lange auftritt, kann
durch ein Wort der Lang@(T'(n)) kodiert werden. Insbesondere gibt es hochseEHs(™)
viele solche Konfigurationen. Die (nichtdeterministisciMaschineM kann daher durch
einedeterministischéuring-MaschineM’ simuliert werden, die bei Eingabe eines Worts
w auf ihrem Arbeitsband eine Liste aller Konfigurationen agtedie M bei Eingabew
erreichen kann. 0

1.26 Korollar. NLocspaceC P und NPspace C EXPTIME.

Frage: Welche Inklusionen sind strikt? — Kann man z.B. mit expoigdier Zeit mehrPro-
bleme [6sen als mit polynomieller Zeit?
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Hierarchiesatze:

1.27 Definition (zeit- bzw. platzkonstruierbare Funktionen)
SeienS, T : N — R., monoton wachsende Funktionen.

(a) T heil3tzeitkonstruierbarfalls es eine DTM gibt, die auf Eingaben der Lange N
genaul'(n) Schritte macht und dann halt. (Dabei ist egal, Wadberechnet.)

(b) S heildtplatzkonstruierbarfalls es eine DTM gibt, die auf Eingaben der Lange N
irgendwann terminiert und im Laufe der Berechnung auf ihfebreitsband genati(n)
Speicherzellen benutzt.

Bemerkung: Zeit- bzw. platzkonstruierbare Funktionen sind in dem 8ifgchon”, dass
ihre Komplexitat nicht hoher ist als ihre Werte. Die meistiiblicherweise verwendeten
Funktionen, beispielsweise jedes Polynom sowie die Fanétin!, 2™ und2*), sind zeit-
und platzkonstruierbar. Die Funktidn log n ist platzkonstruierbar (aber nicht zeitkonstru-
ierbar).

1.28 Theorem(Zeithierarchiesatz)Seien’’, ¢ : N — R., monoton wachsende Funktionen
mitt - logt = o(T), T zeitkonstruierbar und’(n) > n fur alle n € N. Dann gilt:

pTive(t) & DTime(T).
(Hier ohne Beweis.)
1.29 Korollar. P & ExpTIME.
Analog zum Zeithierarchiesatz gibt es auch einen Plataldbiesatz:

1.30 Theorem(Platzhierarchiesatz)SeienS, s : N — R., monoton wachsende Funktio-
nen mits = o(.5), S platzkonstruierbar und'(n) > logn fur alle n € N. Dann gilt:

Dspaces) & DsPacH.S).

(Hier ohne Beweis.)

1.31 Korollar. LogspaceSG PspACES ExPSPACE

Komplementabschluss nichtdeterministischer Komplexitsklassen:

Frage: WennL C ¥* eine Sprache austime(7") oderNspacgS) ist, welche Ressourcen
benotigt man, um die Spractie:= ¥* \ L (d.h. das Komplement voh) zu entscheiden?

1.32 Definition. Sei.#" eine Komplexitatsklasse. Wir definieren die Komplemeagkke
co-¥ = {L:Lex}

als die Klasse aller Sprachen, deren Kompleme#idiegt.
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Beispielsweise besteht die Klassenxpaus allen Sprachen, deren Komplementirliegt.

Klar ist, dassdeterministisch&Komplexitatsklassen unter Komplementbildung abgesehlo
sen sind — dazu vertauscht man einfach akzeptierende umetende Endzustande ei-
ner DTM. Es qilt also insbesonde® = co-P, PspacE = CO-PspACE UNd LOGSPACE =
CO-LOGSPACE

BloRes Vertauschen von akzeptierenden und verwerfenddruStanden liefert baiicht-
deterministischeffuring-Maschinen in der Regel nicht das gewiinschte Eligebnder Tat
ist die Frage, olmichtdeterministische Zeitkompleéditklasserunter Komplementbildung
abgeschlossen sind, ein offenes Forschungsproblem. Marutet, dass

CONP # NP

gilt (woraus insbesondemre=£ NP folgen wiirde), kann dies bisher aber nicht beweisen.

Erstaunlicherweise konnte das Problem fur nichtdetdstischePlatzlassen gelost wer-
den:

1.33 Theorem(Satz von Immerman und Szelepcsényi)
SeiS : N — R., platzkonstruierbar und(n) > log n fur alle n € N. Dann gilt:

NsPacES) = CO-NsPacH.S).
(Hier ohne Beweis.)
1.34 Korollar. NLogspACE= CO-NLOGSPACE

Frage: Wie verhalten sich nichtdeterministische zu determiststen Komplexitatsklassen?
Gilt zum Beispiel

P=NP?

Wiederum ist das Problem fir Zeitklassen offen, wahrenfiie Platzklassen weitgehend
gelost ist:

1.35 Theorem(Satz von Savitch)
SeiS : N — R., platzkonstruierbar und(n) > log n fur alle n € N. Dann gilt:

NspaceS) C DspaceS?).
(Hier ohne Beweis.)
1.36 Korollar. Pspace= NPspace Und ExpPsPACE= NEXPSPACE

Offen bleibt weiterhin, ob
LOGSPACE = NLOGSPACE?

Insgesamt erhalt man die in Abbildung 1.1 dargestelltéulsiknsstruktur der Komplexitats-
klassen.
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EXPSPACE = NEXPSPACE = co—-NEXPSPACE

Ul

NEXPTIME

Ul 7

EXPTIME

Ul

PSPACE = NPSPACE = co-NPSPACE

Ul Ul

NP co-NP

U ul ;z

P

Ul

NLOGSPACE = co—-NLOGSPACE

Ul

LOGSPACE

Abbildung 1.1: Inklusionsstruktur der Komplexitatsidas.
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1.2.3 Reduktionen undnNP-Volistandigkeit

1.37 Definition (Polynomialzeit-Reduktionen)

SeienX; und X, endliche Alphabete, und sdi C ¥} und B C 3.

Eine Polynomialzeit-Reduktio(kurz: Reduktion) vomd auf B ist eine (deterministisch) in
polynomieller Zeit berechenbare Funktign X7 — X7, so dass fur allev € X7 gilt:

weA «— f(w) € B.

Existiert eine Polynomialzeitreduktiofi von A auf B, so sagen wirA ist polynomiell
reduzierbar aufB (kurz: A <, B bzw. genaueyf : A <, B).

Bemerkung:Der Begriff Polynomialzeit-Reduktioist so definiert, dass folgendes gilt: Falls
A <, Bund B < privg, so auchA € Prime. Umgekehrt heil3t das: Wen# <, B und

A ¢ PTivE, SO auchB ¢ PTIME.

Anschaulich bedeutet <,, B, dassA “hochstens so schwer” wig ist.

1.38 Definition (Mollstandigkeit) Sei_#7” eine Komplexitatsklasse und sBiC X*.
(a) Das ProblenB heil3t.z -hart, falls fur alle Problemed € 7" gilt: A <, B.
(b) B heilRt.z -vollstandig, falls B € . und B # -hart ist.

In einem gewissen Sinn sind die vollstandigen Problemésatiewersten” Probleme einer
Komplexitatsklasse. Insbesondere gilt fur jedasvollstandige Problem B: Falls B in P
liegt, so liegtiedesProblem ausiP bereits inP, d.h. es giltNp = P.

Beispiele furnp-vollstandige Probleme sind:

SAT (aussagenlogisches Erfillbarkeitsproblem)
Eingabe:Eine aussagenlogische Formel
Frage: Gibt es eine Variablenbelegung, dieerfullt?

Tsp(Travelling Salesman Problem)

Eingabe:Eine DistanzmatrixD von Stadten und eine Distakz

Frage: Gibt es eine Rundreise, die jede Stadt genau einmal besndht u
bei der insgesamt hochstens die Distarmiriickgelegt wird?

CLIQUE
Eingabe:Ein ungerichteter Grapf = (V, E') und eine Zahk € N.
Frage: Gibt es inG eine Cliqué der GroRe:?

®d.h. eine Mengd”’ C V so dass fur alle,, v € V’/ mit u # v gilt: E(u,v)
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Vollstandigkeit in Komplexit atsklassen unterhalb vonp:

Fur Komplexitatsklassenz” C P liefern PolynomialzeitReduktionen keinen sinnvollen
Vollstandigkeitsbegriff, denn jedes Problem# (aul3er den “trivialen” Problemes und

3*) ist vollstandig (bzgl. Polynomialzeit-Reduktioneniy £7".

Um einen sinnvollen Vollstandigkeitsbegriff fur Klagse?” mit LocspaceC % C P zu er-
halten, werden oft dieogspaceReduktionen verwendet, die analog zu den Polynomialzeit-
Reduktionen definiert sind, wobei die Funktigrauf logarithmischem Platz berechenbar
sein musss. Ein Beispiel fur ein solchermaldarocspacevollstandiges Problem ist das
bereits in Kapitel O (Einleitung) betrachtete ProblemREICHBARKEIT.

Eine andere Charakterisierung der KlasseNP:

Oft werden nichtdeterministische Polynomialzeit-Alglonen so beschrieben, dass der Al-
gorithmus eine Losung “rat” und diese dann Uberprigispielsweise kann ein Algorith-
mus, der BPIost, eine Rundreise erraten und dann leicht ausrechibateren Gesamtlange
auch wirklich< k ist.

Die folgende Charakterisierung vorP macht diesen Ansatz explizit:

1.39 Satz.Ein ProblemL C X* ist genau dann ilNP, wenn es ein Polynom(n) und ein
ProblemL’ € pgibt, so dass

L = {w € X* : esgibt ein Wort, so dasgz| < p(|w|) undw#z € L'}.
Das Wortz wird oft polynomieller Zeuggenannt.

Beweis: Ein direkter Beweis Uiber Turing-Maschinen ist sehr leicht
Der Satz folgt aber auch aus d&atz von Faginder in Kapitel 2 (Deskriptive Komplexitat)
bewiesen wird. O

1.2.4 Orakel-Turing-Maschinen und die Polynomialzeit-Herarchie

Die Polynomialzeit-Hierarchigauch: Polynomielle Hierarchidbzw. Polynomiale Hierar-
chie) ist wegen ihres engen Zusammenhangs zur Logik zweitee Sifufdiese Vorlesung
von Interesse; siehe Kapitel 2 (Deskriptive KomplexitAfnlich wie bei der Klass&p gibt
es viele aquivalente Charakterisierungen der PolynamitaHierarchie, u.a. die folgende,
die auf der Charakterisierung vorp aus Satz 1.39 aufbaut.

1.40 Definition (Polynomialzeit-Hierarchie) Fiur jedesk € N definieren wir induktiv die
Komplexitatsklasse:} undII} folgendermafen:

o X0 = 1II) := P.

e Ein ProblemL C X* gehort genau dann zur Klasgéﬂ, wenn es ein Polynom(n)
und ein Probleni.’ € II} gibt, so dass

L = {w e X* : esgibt ein Wort, so dassz| < p(Jw|) undw#z € L'}.
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e Ein ProblemL C X* gehort genau dann zur Klasﬁéﬂ, wenn es ein Polynom(n)
und ein Problen’ € X7 gibt, so dass

L = {w e X* : furalle Wortez mit |z| < p(|w|) gilt w#z € L'}.

Des Weiteren setzen wirH := | | 3.
keN

1.41 Bemerkung. Man sieht leicht, dass folgendes gilt:
e X7 = NP und IIY = conNP
° Hz = CO-Ez

P P P
o X C Iy © iy

o PH = | JTI.
keN
Um Turing-Maschinen basierte Charakterisierungen der flexitatsklassen der Poly-
nomialzeit-Hierarchie einfuhren zu kdnnen, benodtigenden Begriff derOrakel-Turing-
Maschinen

1.42 Definition (Orakel-TM).

SeiX ein Alphabet undB C X* eine Sprache.

Eine Orakel-Turing-Maschiné// mit Orakel B ist eine Turing-Maschine mit einem zusatz-
lichen Band, dem so genannt@mnakel-Bandund 3 zusatzlichen Zustandeg, gnein Undgs.
Berechnungen und Konfigurationen vbfsind wie tiblich definiert, nur hat die Orakel-TM
zusatzlich die Moglichkeit, Anfragen an das Orakel zullate Dazu kann sie ein Wort
auf das Orakel-Band schreiben und dann in den Zusjargehen. Fallsv € B liegt, so
geht die Maschine direkt in den Zustaiggl Uber; andernfalls ignein. In jedem der beiden
Falle wird der Inhalt des Orakel-Bands geloscht.

Die SpracheB dient hier also als “Orakel”. Die Entscheidung, @bc B ist, ist “atomar”,
d.h. sie bendtigt nueinenSchritt. Dies kann hilfreich sein, falls die Komplexitabrv B
hoher ist als die Masching/ selbst berechnen kann, z.B. wenh deterministisch und
polynomiell zeitbeschrankt ist unfl € NP.

Das Befragen eines “Orakels” kann man sich als Anfragen aeneNetzwerk-Server
vorstellen: Das Programm auf einem Netzwerk-Client dadeveder geringen Rechenka-
pazitat des Clients nur polynomiell lange laufen, wohgegeder Server komplexere Aufga-
ben bewaltigen kann. Der Client kann daher in seiner Benaafp Anfragen an den Server
stellen, den Server also als “Orakel” benutzen.

Orakel-Turing-Maschinen kdonnen benutzt werden, um neampdexitatsklassen einzu-
fuhren:

1.43 Definition. SeiB C X*.
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(@) SeiM eine Orakel-TM mit OrakeB. Die von M mit Orakel B akzeptierte Sprache ist

L(MP) := {w : M akzeptiert Eingabe mit Orakel B}.

Des Weiteren werden folgende Komplexitatsklassen definie

b P =L es gibt eine polynomiell zeitbeschrankte determinibi
T Orakel-TM M mit Orakel B, die L entscheidet '

(b) NPP = es gibt eine polynomiell zeitbeschrankte nichtdeterstische
T Orakel-TM M mit Orakel B, die L entscheidet '

(c) Fur eine Komplexitatsklass#” ist

"= |J PP und NPT = | NPP

Bex Bex

1.44 Bemerkung. Offensichtlich gilt:

e P = p, denn anstatt das Orakel zu befragen kann eine TM die AntlesrOrakels auch
selbst berechnen.

o PNP — pCoNP  \pNP — NpeONP - Np C PNP und conNp C PNP.

e PP = PE fiir jedesnpP-vollstandige Problens.
Insbesondere gilt als@\P = pSAT = pTSP — pCLIQUE,

o PP C PspacE

Erweitert mare um NP-Orakel, so erhalt man vermutlich echt mehrrisund coNP. Dies
liegt daran, dass nichtdeterministische Zeitklassennwi@ermutlich nicht unter Komple-
mentbildung abgeschlossen sind (wegen der Asymmetrie iDelinition des Akzeptierens
nichtdeterministischer Turing-Maschinen).

Sprachen, die durch Orakel-Maschinen definiert sind, &inmatirlich selbst wieder als
Orakel verwendet werden. Dies fuhrt zur folgenden Charédierung der Polynomialzeit-
Hierarchie.

1.45 Proposition. Fir jedesk € Ngilt 7., = NPT = NPPR.

Abgesehen vort? und I17 werden manchmal auch die folgenden Teilklassen man
betrachtet.

1.46 Definition. A} := P, und fir jedes € N setzeA?, | = P (= Pl ).
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1.47 Bemerkung. Man sieht leicht, dass

AP =p, X7 = NP und IIY = coNP,

AP C 3P C A} und A} C II) € A7,

und

PH C PsPACE

Insgesamt ergibt sich die in Abbildung 1.2 dargestelltdusionsstruktur der Klassen der
Polynomiellen Hierarchie.

PsPACE
ul
PH
ul
Ul
A
< S
i I
S &
Af
& O
5 I
S <
AL
& S
NP =3F T} = co-NP
> %
P=1X{=A) =11 = A}

Abbildung 1.2: Inklusionsstruktur der Komplexitatsidas der Polynomialzeit-Hierarchie.
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1.3 Die Komplexitat der Logik erster Stufe und
der Satz von Trakhtenbrot

Wie in Kapitel O (Einleitung) dargestellt, sind die folgemdLogikprobleme von besonde-
rem Interesse fur die verschiedensten Bereiche der Iraiokm

1.48 Definition (Logikprobleme) Sei.# eine Logik undK eine Klasse von Strukturen.

(a) ERFULLBARKEITSPROBLEM FUR .Z IN K:
Eingabe:Ein Satzy € .Z.
Frage: Gibt es eine Struktu?l € Kmit A = ¢ ?

(b) AUSWERTUNGSPROBLEM BR .Z UND K:
Eingabe:Ein Satzy € . und eine Struktu®l € K.
Frage:Gilt A = ¢ ?

() BERECHNUNGSPROBLEM BR.Z UND K:
Eingabe:Eine Formelp(x, .., z,) € .2 und eine Struktugl € K.
Ziel: Berechnep(2A) := {(a1,..,a,) € A" : A = pla,..,ar]}.

(d) QUERY CONTAINMENT PROBLEM FUR .Z IN K (auch:Subsumptionsproblém
Eingabe:Zwei Formelny (x4, .., z,) undps(zy,..,x,) € L.
Frage: Gilt fur alle 2 € K, dassp; () C ¢2(2A) ?

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Komplexitat deigeh Probleme fir di¢.ogik
erster Stufeeo und die Klassé=in aller endlichen Strukturen

1.3.1 Die Standardkodierung von Strukturen und Formeln

Komplexitatsanalysen der Komplexitatstheorie basiene Wortsprachen, d.h. Klassen von
Wortern Uber einem endlichen Alphabet. Logikproblemegkigen sind flir Formeln einer
Logik und Klassen von Strukturen definiert. Um Uiber die Kéerpéat von Logikproblemen
sprechen zu kénnen, miussen wir deshalb Strukturen unuddhoralsWorter Uber einem
geeigneten Alphabet kodieren.

Formelnlassen sich ganz einfach als Worter kodieren — jede Fopragr Logik erster
Stufe lasst sich beispielsweise direkt als Want( o) Uber dem (endlichen) Alphabet

{/\7 \/7 T, (7 )7 E]7 v7 =, val, R7 C, 05 15 25 35 45 55 65 75 8 9}

auffassen.

Um auchendliche Strukturemlurch Worter tiber einem endlichen Alphabet reprasesriie
zu kdnnen, bendtigen wir zunachst ein paar grundleg&adgiffe.
Auf endlichen linearen Ordnungen kann man die Elemente ddnuhg eindeutig mit
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natirlichen Zahlen identifizieren, namlich ihrédRang(d.h. ihrer “Hohe”) innerhalb der
Ordnung:

1.49 Definition (Rang eines Elements bzgl. einer Ordnunggi A eine endliche, durch
eine Relatiornk linear geordnete Menge. Fir ein Elemeant A definieren wir derRang
vona bzgl. < als

rg_(a) = {beA:b<a}|
FallsA ={ap < a1 <--- < an_1}, soistrg(a;) also gerade die Zalil
1.50 Bemerkung. Alternativ lasst sich der Rang auch induktiv definieren als

rg_(a) = 0 falls es keinb € A mitb < a gibt
9<ta) = max{rg(b) +1 : be Amitb <a} sonst

Diese Definition ist auéndlichenMengenA aquivalent zur obigen, funktioniert allerdings
auch fur bestimmte unendliche und partielle Ordnungemgés@mnntéNohlordnungeh

1.51 Definition (Lexikographische Ordnung)Sei A := {ap < a1 < -+ < an—1} €ine
durch die Relatior< linear geordnete Menge, und segine natirliche Zahl. Dikexikogra-
phische Ordnung<iex auf der Menged™ aller r-Tupel GiberA ist wie folgt definiert:

FUrd = (aq,..,a,) € A" undb = (by,..,b,) € A" gilt

@ <jexb <= esgibtein e {1,..,r}, sodass; < b;,
und far allej < i gilt a; = b,.
Wie man leicht sieht, istex einelineare Ordnungauf A”.

1.52 Beispiel.Sei A = {0, 1,2} und sei< die naturliche lineare Ordnung adf. Fur die
daraus resultierende lexikographische Ordn«ng auf A? gilt:
geA | (0,0](0,1)]02](1,0]11]1L2]20]E@1] (22
@ o [ 1 [ 2] 3 [ 4[5 6] 7]3

1.53 Definition (Die Standardkodierungng2() einer Struktur().

Seic = {Ry,.., Ry, c1,..,co} eine Signatur, wobeR; ein Relationssymbol der Stelligkeit
r; == ar(R;) undc; ein Konstantensymbol ist (fur alle< k& bzw.i < /).

Seir := max{ry,..,r} die maximale Stelligkeit eines Relationssymbolgin

Sei?l eineo-Struktur mit einem Universum der Machtigkeitn := |A|.

Wir wahlen zunachst eine beliebige lineare Ordnunguf der MengeA, es sei alsA =
{ag,..,an—1} Mitag < a1 < --- < a,—1. Im Folgenden werden wir jedes Element
mit seinem Rangg_ (a;), also mit der Zahi identifizieren. Des Weiteren identifizieren wir
jedesr;-Tupeld € A™ mit seinem Rangg__ (@) € {0,1,..,n" —1}.

Fur jedes € {1,..,k} kodieren wir die Relatio??* durch das Wort
endR}) := wow; - w1 € {0,1}",

wobei
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o firalled € A" giltt de€ R} wg. (@ =1,

o flralle j > n™ gilt: w; =0.
Konstanterc? werden analog als Worter

endc?) = wow; - wyr— € {0,1}",
kodiert, wobei fur allej € {0,..,n"—1} gilt:
wi=1 <= j=rg_(c).
SchlieBlich kodieren wir die StruktéX durch das Wort
end) = 170" ™ endR¥) --- endR¥) endc?) --- endc}).

1.54 Beispiel.Seic = {R1, ¢; } die Signatur, die aus einem Konstantensymhalnd ei-
nem 2-stelligen RelationssymbAl besteht. Wir betrachten die Strukturl = (A, R¥ c3)
mit A = {0,1,2}, R% = {(0,1),(1,1)} undc} = 2. Dann gilt:

eng?l) = 111000000 010010000 001000000 .
1ngn?—n enq RY) engct')

1.55 Bemerkung. Die Standardkodierungnd®() hat folgende Eigenschaften:
(a) Die Kodierung hangt von der gewahlten Ordnung des éisivms ab.

(b) Wir kdnnen schnell auslesen, ob ein Tugeh R} liegt. Dazu braucht man nur den
Schreib-/Lesekopf einer Turing-Maschine in den richtig@ock zu bewegen und dort
dierg_  (a@)-te Speicherzelle zu lesen. Insgesamt heil3t das:

ac R} <= aufBandpositioni-n" + g, (@) stehteine 1

(c) Die GroRe der Kodierung, d.h. die Lange des Wens(2l), ist polynomiell in der
Grol3e des Universums der Strukfi{der Exponent hangt von der Signatur, nicht aber
vom UniversumA ab). Genauerjenq?l)| = (1+k+¢) - |Al".

1.3.2 Datenkomplexitt, Programmkomplexitat, kombinierte Komplexit at

1.56 Definition. Sei.Z eine Logik und.#” eine Komplexitatsklasse. Wir sagen:

(a) Diekombinierte Komplexdit des Auswertungsproblenig {7 liegt in o7, falls gilt:
L = {end)#endyp) : A Fin, p € Zund = p} € 7.

(Man beachte, dask eine Menge von Worten Uiber einem endlichen Alphabet ist.)
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(b) Die Datenkomplexét des Auswertungsproblenis {Z liegt in 77, falls fur alle Satze
p e Zgilt:
L, = {enq¥) : A € FinundA = ¢} € %

(c) Die Programmkomplexitt des Auswertungsproblem £% liegt in 7, falls fur alle
endlichen Strukturefl gilt:

Ly = {endy) : p € ZundA = ¢} € X.

1.57 Bemerkung. Bei derDatenkomplexét besteht die Eingabe nur aus (der Standardko-
dierung) einer Struktu®(, wahrend die betrachtete Fornfestist. Die “Komplexitat” wird
also in der Grol3e der Struktur gemessen.

Der Name “Datenkomplexitat” kommt aus dem Bereich der Blaémken, in dem die An-
fragen (also Formeln) typischerweise klein, die Datenbanfalso Strukturen) hingegen
sehr grof3 sind. Daher interessiert man sich in diesem Kbhbtesonders dafir, wie der
Ressourcenverbrauch mit der Grof3e der Datenbank wachst.

Oft ist die Datenkomplexiit einer Logik viel kleiner als die kombinierte Komplexitat,
wohingegen kombinierte Komplexitat und Programmkomitdgxoft zusammenfallen. In
dieser Vorlesung werden wir in erster Linie die Datenkomitée und die kombinierte Kom-
plexitat betrachten.

1.58 Definition. Sei.Z eine Logik undz” eine Komplexitatsklasse.

(a) Die kombinierte Komplexdt vom Auswertungsproblem fiiZ heil3t 2z -vollstandig,
falls die Sprache

L = {end)#endy) : A € Fin, p € Z und |= ¢}
2 -vollstandig ist.

(b) Die Datenkomplexét vom Auswertungsproblem fu# heil3t.# -vollstindig falls sie
in 27 liegt und es (mindestens) einen Satz . gibt, so dass die Sprache

L, = {enq) : A € Finund2 = ¢}
¢ -vollstandig ist.

(c) Die Programmkomplexdt vom Auswertungsproblem fu# heil3t.7 -vollstandig falls
sie in7" liegt und es (mindestens) eine endliche StruRfigibt, so dass die Sprache

Ly = {endyp) : ¢ € L und = ¢}

¢ -vollstandig ist.
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1.3.3 Die Komplexitt des Auswertungsproblems furFo
1.59 Lemma. Es gibt eine deterministische Turing-Maschine, die dadim
L = {enq2)#endy) : A € Fin, ¢ € Found2 |= ¢}

|6st und bei Eingabe eines Worts €¢#endy) mitn := |end)| undm = |endyp)|
nur PlatzO (m - (log m 4+ m - log n)) benutzt.

Beweisidee: Man kann leicht einen rekursiven Algorithmus
EVAL (2L, o(z1,..,x5),a1,..,as)

angeben, der bei Eingabe einer endlichen StrudiueinerFo-Formely und Belegungen
ay,..,as € Afurdie freien Variablen vorp entscheidet, oBl = ¢[aq, . ., as]; siehe z.B.

§ 6.5 Auswertung von Formeln in endlichen Struktumerof. Grohes Skript
zur VorlesungTheoretische Informatik Yom Wintersemester 2004/05, erhalt-
lich unterhttp://www.informatik.hu-berlin.de/logik/lehre/
WS04-05/Thil/folien.html

In jedem rekursiven Aufruf muss dieser Algorithmus siclelgiens folgendes merken:

1. Welche Teilformel) von ¢ wird gerade bearbeitet?

... Dazu muss eine DTM sich nur merken, an der wievieltent®osvonend ) diese
Teilformel beginnt; es reicht also ein Bitstring der Langem.

2. Mitwelchen Werten aus dem Universum 2mverden die freien Variablen vahgerade
belegt?

... Dazu muss eine DTM sich fir jede der hochsteneien Variablen einen Bitstring
der Langdog n merken, der das jeweilige Element im Universum R0oreprasentiert.

Fur jeden Rekursionsschritt wird also hdochstens Riog m + m - log n) bendtigt.

Da die Rekursionstiefel m ist, reicht insgesamt also Plat(m - (log m +m -logn)) aus.
O

Aus Lemma 1.59 ergibt sich direkt:

1.60 Satz(Die Komplexitat des Auswertungsproblems H).

(a) Die kombinierte Komplext des Auswertungsproblenig Fo liegt in Pspace

(b) Die Datenkomplexit des Auswertungsproblemis Fo liegt in Locspace
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Beweis: Sei M die DTM aus Lemma 1.59, die das Problem
L := {enqA)#endp) : A € Fin, ¢ € Found2 |= ¢}

l6st und bei Eingabeend2l)#endp) mit n := |enq2()| und m := |endy)| nur Platz
O(m- (logm+m-log n)) benotigt. WennV die Lange der gesamten Eingabe bezeichnet,
soistN = n + m + 1 und die DTM M ist daherS-platzbeschrankt fur eine Funktion
S:N—-R,,mtS(N) e

O(N-(logN + N -logN)) = O(N -logN + N?-logN) = O(N?-logN).

Somit ist M eine polynomiell platzbeschrankte Turing-Maschine, diis Problent. l6st.
Also: L € pspack d.h. die kombinierte Komplexitat des AuswertungsprotgdirFo liegt
in Pspace Somit ist(a) bewiesen.

Zum Beweis von(b) seip ein Fo-Satz und

L, = {endq®) : A € FinundA = ¢}.

Man kann leicht eine DTMV/,, bauen, die bei Eingabenq®) genau das tut, was/ bei
Eingabeenq®l)#endy) tun wiirde.)M,, 16st dann das Problerh,,, und da die Formep
fest ist, istm = |endy)| eine Konstante, d.hA/, hat Platzschranké&(logn). Fir jedes
festep € FOist alsoL, € Locspace Somit liegt die Datenkomplexitat des Auswertungs-
problems fUrFOin Locspace d

Die Datenkomplexiit des Auswertungsproblems fao ist tatsachlich noch geringer. Man
kann namlich zeigen, dass sie in einer Schaltkreiskonitplsklasse namensc® liegt, von
der man weil3, dassc® & Locspace (Wir werden das in dieser Vorlesung allerdings nicht
beweisen.)

Hinsichtlich derkombinierten Komplext ist ein PspaceAlgorithmus aber das bestmagli-
che:

1.61 Satz.
Die kombinierte Komplexit des Auswertungsproblemy Fo ist Pspacevollstindig.

Beweis: Diesen Satz werden wir in Kapitel 2 (Deskriptive Komplaxjt 'Satz 2.51 bewei-
sen. g

1.3.4 Der Satz von Trakhtenbrot

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass das Ausagsproblem fllFOin Pspace
(kombinierte Komplexitat) bzwt ocspace(Datenkomplexitat) losbar ist. Nun werden wir
uns demendlichen Erifillbarkeitsproblemiir FO zuwenden, also dem Problem

ERFULLBARKEITSPROBLEM FUR FO[o] IN Fin:
Eingabe:Ein FO[s]-Satzp.
Frage: Gibt es einer-Struktur2l € Finmit 2 = ¢ ?
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Formal wird dieses Problem durch die folgende Wortspraciugekt:

o  ist einFO[o]-Satz, fur den es eine-Struktur
LereroolFin 7= ) €NAP) | o Ein mit 21 = o gibt '

1.62 Theorem(Satz von Trakhtenbrot, 1950)
Es gibt eine endliche Signatur, so dass das Hiflbarkeitsproblemr FO[s] in Fin
unentscheidbar ist.

Beweis: Wir missen zeigen, dass es keine Turing-Maschine geben Handas Problem
Leggrroo)-Fin €Ntscheidet, d.h., die bei Eingabe der Kodierung ehogs|-Satzes entschei-
det, ob dieser ein endliches Modell hat.

Idee: Wir wissen, dass das Halteproblem auf leerem Eingabew®rtunentscheidbar ist
(siehe Satz 1.19). Wir kodieren nun die Berechnung eineelligen Turing-Maschiné/
(von der wir wissen wollen, ob sie bei leerer Eingabe anliilich einerFro-Satzy,,, der
genau dann eiendlichesModell hat, wenn die Berechnung vad bei leerem Eingabewort
endlich ist, die TM also anhalt. Wenn das endliche Erfilkeitsproblem fliFo entscheid-
bar ware, ware demnach auch das Halteproblem bei leeragaBg&wort entscheidbar, was
im Widerspruch zu Satz 1.19 steht.

Diese ldee wird wie folgt ausgefihrt:

Sei M eine DTM. Wir kodieren zunachst die Berechnung vidnauf leerem Eingabewort

durch eine Struktu®(,; Uber einer geeigneten Signatur Anschliel3end konstruieren wir
eineFO[c|-Formely,,, die von genau denjenigeriStrukturen erfullt wird, die die Struktur

2 als Unterstruktur enthalten. Insbesondere gilt dasn: hat genau dann ein endliches
Modell, wenn®l,; endlich ist, d.h. wenn die Berechnung véh auf leerem Eingabewort

endlich ist.

O.B.d.A. kbnnen wir annehmen, dass = (Q, X, T, A, qo, F') eine DTM ist mit
e =1{0,1,..,sq}fureinsg € N, Anfangszustand, =0, F' C Q,
e I'={0,1,..,sp}fureinsr € N, Blank-SymbolJ = 0,
e s:=max{sqQ,sr},

o falls die Berechnung voi/ bei leerer Eingabe terminiert, so hach gendschritten,
wobein eine natirliche Zahk s ist.

Die Signaturo ist (unabhangig von der konkreten DTM) wie folgt gewahilt:
o :={<,succ 0, B, K, Z},
wobei

e < undsucczwei 2-stellige Relationssymbol@ein Konstantensymbol,
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e B ein 3-stelliges Relationssymbol,
e K undZ zwei 2-stellige Relationssymbole

sind. Wir geberro[s]|-Formeln an, die in ihren Modelle®f folgende Interpretationen der
Pradikate erzwingen:

(1) <™ ist eine lineare Ordnun@?® deren kleinstes Element ustic® ist die Nachfol-
ger-Relation (engl: successor) bzgt?, d.h.

(a,b) € suc@ <= a <¥bund es gibt keie mita <® ¢ <% b,

(2.) (t,p,7) € B®* <= auf Bandpositiorp steht zum Zeitpunkt der Berechnung voi/
bei leerem Eingabewort das Symbol

(3.) (t,p) € K* <= der Schreib-/Lesekopf voh! steht zum Zeitpunkt (der Berech-
nung bei leerem Eingabewort) auf Bandposition

(4) (t,q) € Z% <= M ist zum Zeitpunkt (der Berechnung bei leerem Eingabewort)
in Zustandy.

Die Strukturl(,,, die die Berechnung vol/ bei leerer Eingabe kodiert, ist folgendermalRen
definiert: Ihr Universum ist

A {0,..,n}, falls die Berechnung nach genawSchritten terminiert
M=\ N, falls die Berechnung unendlich ist.

Die Relationen<®» undsucé sowie die Konstanté®» sind durch die natiirliche lineare
Ordnung aufd ;, deren Nachfolger-Relation sowie die Zahielegt. Die Relationei™
K und Z%~ sind genau so gewahlt, wie in den Punkten (2.), (3.) undo@sghrieben.

Nun zur Definition der Formep,,, die erzwingen soll, dass ihre ModeRedie Struktur
2y, als Substruktur enthalten:
Punkt (1.) wird durch folgende Formel gewahrleistet:

P<,sucgd =
YV Yy Vz ((a: <yNy<z — x< z) (transitiv)
ANz<y — —y<a) (antisymmetrisch)
/\(a:<y\/y<:n\/y:x) (konnex)
AN0<z VvV 0=x) (0 ist kleinstes Elt.)

A (sucdz,y) < (z <y A -Ju(z <uAu<y))) (succistNachf.-Rel.)
In jedem Modell( der Formelp« succo kdnnen wir die Elementey, a1, a2, as, . ., fur die

ap = 0% und (ag,a;) € suc, (ay,az) € suc®, (az,as) € suce, ...
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mit den natirlichen Zahlef, 1,2, 3, ... identifizieren. Die folgende Formel erzwingt in
ihren Modellen, dass die Variablen, z1, .., z; mit diesen Elementeng, aq,..,as (also
im Grunde mit den natirlichen Zahlén1i, . ., s) belegt werden:

S
SOZahIen(Zm Zla s Zs) = ZO = 0 /\ /\ SUC((Zi—la Z’i)'

i=1
DerFo[o]-Satzyj, wird nun folgendermaf3en gewahit:

M =

V< succo A Fzo -+ dzg ( (PZahlen(Zm cyZs) A
wBand /\ Pkopf N\ Pzustand A Pstart @Schritt) )

wobei die Formeln der letzten Zeile wie folgt gewahlt sind:

vBand besagt, dass zu jedem Zeitpunkt auf jeder BandpositionugeimaSymbol des Ar-
beitsalphabet§ = {0,. ., sp} steht:

ST
YBand = Va Vy 3z <B(az,y,z) A (\/z:zi) A Vz'(B(x,y,z’)ez'zz)).
i=0

@kopf bESAgL, dass zu jedem Zeitpunkt der Schreib-/Lesekopfem#igeiner Bandposition
steht:

PKopf = Va Jy (K(w,y) AVY (K(z,y') —y =y))-

wzustand besagt, dass die Maschine zu jedem Zeitpunkt in genau einetazd aus der
Zustandsmeng® = {0, 1,..,sq} ist:

5Q
Yzustand = VY 3z (Z(x,z) A (\/ z=1z) ANV (Z(z,2) =2 = z))
i=0

Die Formelypsiart besagt, dass? zum Zeitpunki in der Anfangskonfiguration bei Eingabe
des leeren Worts ist, d.h. sie ist im Startzustgpd= 0, ihr Schreib-/Lesekopf steht auf
Bandposition 0, und auf jeder Bandposition steht das BByrkbol [ = 0:

esart = Z(0,0) A K(0,0) A Vy B(0,y,0).

Die Formelyschri besagt fur jeden Zeitpunkt Falls A/ zum Zeitpunktt nicht in einem
Endzustand ist, so ist sie im Zeitpurtkt= ¢ + 1 in einem lautUbergangsrelation zulassi-
gen Zustand’ und hat das entsprechende Symbol auf’s Band geschrieheiogpé an die
richtige Stelle bewegt und die Beschriftung aller anderandpositionen nicht verandert.
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(Zur besseren Lesbarkeit werden in der folgenden Formebgirbolet, p, ¢/, p’ etc. be-
nutzt, um Variablen der Logik erster Stufe zu bezeichnen.)

©Schritt =

vevp N A ((Ktp) A Z(t2) A Bltp,z)) —
qeEQ\F ~el
(Ht’ dp’ (succ{t,t’) AN KW, p) A

(Vp” (p” =pV /\(B(t/,p”,zﬁ/r) PN B(t,p”,zﬁ/w)))) A
y'erl
\/ (Z({H',2¢) N B(t',p,zy) N xm(p,D')) ))),
q/,'\/,m:

(g,v,9' v m)ea

wobei die Formel,,(p, p’) die jeweilige Kopfbewegung fim € {1, —1,0} beschreibt:

xi(p,p') = sucdp,p’), x-1(p,p’) = sucdp’,p), xo(p,p') == p=0p.

Insgesamt sind wir nun fertig mit der Konstruktion der Fokipgy, die die Berechnung von
M bei leerem Eingabewort beschreibt. Gemal der Konstimukiom o, und L, gilt:

e Ay = o, und

e injedero-Struktur mit 2 = ¢y gibt es Elemente, a1, as, . ., die den naturlichen
Zahlen0, 1,2, ... entsprechen, und schrankt ntrein auf das Teiluniversum

{ai T 1 E AM},
so erhalt man eine Struktur, die isomorph2gpy ist.

Insbesondere heildt das, dass das Universum von jedem Modeth, mindestens so grof3
wie das Universum voRfl,, ist. D.h.p;; hat genau dann ein endliches Modell, wefigy
endlich, d.h. die Berechnung vad bei leerem Eingabewort endlich ist.

Wenn das Erfullbarkeitsproblem firo[o| auf Fin entscheidbar ware, ware also auch das
HalteproblemH. entscheidbar, denn bei Eingabe einer DTkdnnte man zunachst den
Satzy), konstruieren und dann auf endliche Erfilllbarkeit tes@mes widerspricht aber
der Tatsache, dad$. nicht entscheidbar ist. O

1.63 Bemerkung. Man kann sogar zeigen, dass der Satz von Trakhtenbrot éi®igina-
tur {E'} gilt, die aus nur einem 2-stelligen Relationssymbol bestdbaraus folgt dann
natirlich auch, dass der Satz von Trakhtenbrojdide Signaturo gilt, die mindestens ein
2-stelliges Relationssymbol enthalt.)

Um dies zu beweisen, braucht man lediglich Strukturen igleerim Beweis von Theo-
rem 1.62 benutzten Signaturauf geeignete Weise durch Strukturen Uber der Sigrdiyr
zu kodieren. Naheres dazu am Ende von Kapitel 3 in Verbigdnit Satz 3.72.
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Anwendungen des Satzes von Trakhtenbrot:

Unter Verwendung des Satzes von Trakhtenbrot kann man dimtsicheidbarkeit vieler
konkreter Logikprobleme beweisen. Im Folgenden wird diesmgplarisch an der Eigen-
schaft defOrdnungsinvarianzon Formeln dargelegt.

Ordnungsinvarianz:

1.64 Definition. Seio eine Signatur und set ein 2-stelliges Relationssymbol, daishtzu
o gehort. EinFolcU{< }]-Satzy heiltordnungsinvariant aufin, falls fur alle endlichen
o-Strukturer?l und alle linearen Ordnungen? und <3' auf dem Universum voRl gilt:

@ <MEe = A<D)Ee

Mit Hilfe des Satzes von Trakhtenbrot kann man leicht einew@s fiir den folgenden Satz
finden.

1.65 Satz.Fur jede Signatuw, die mindestens ein 2-stelliges Relationssymbol und minde
stens ein 1-stelliges Relationssymbol étithist das folgende Problem unentscheidbar:

ORDNUNGSINVARIANZ:
Eingabe:Ein FO[cU{< }]-Satzp.
Frage: Ist ¢ ordnungsinvariant aufin ?

Beweis: O.B.d.A. seic = {F, Q}, wobei E ein 2-stelliges und) ein 1-stelliges Relations-
symbol ist. Angenommen, das Problem der Ordnungsinvaii&rdoch entscheidbar, d.h.
es gibt eine TMM/, die bei Eingabe eineg=o[cU{ < }|-Satzesp entscheidet, oly ordnungs-
invariant aufFin ist.

Wir nutzen diese TMV/, um eine neue TMVI’ zu bauen, die bei Eingabe eineg[{ £'}|-
Satzes) entscheidet, olp ein endliches Modell hat, d.h., die das Erfullbarkeitdpeon fir
FO[{ £'}] auf Fin I8st. Dies steht aber im Widerspruch zum Satz von Trakhten{@ heo-
rem 1.62 und Bemerkung 1.63).

Bei Eingabe eineso[{ E'}|-Satzes) tut M’ folgendes: Zunachst schreibt sie die Formel

e = (¥ = x),
wobei
x = 3JaVy(Qz) A (z<yVz=y))

auf das Arbeitsband und startet dann die T# die (laut unserer Annahme) bei Eingape
entscheidet, olp ordnungsinvariant aufin ist.
Die Formelyp ist gerade so konstruiert, dass gilt:

@ ist ordnungsinvariant alfin <= 1 hat kein endliches Modell
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denn: Fir alle endlichea-Strukturen2l und jede lineare Ordnung® auf A gilt
(A, <*)Ex <= das minimale Element i? bzgl. der Ordnung® liegt in Q*.

Insbesondere ist nicht ordnungsinvariant awin. Dies hat zur Folge, dass die Formel
genau dann ordnungsinvariant & ist, wenn es gar keine endliche Struk®umit 2l |= 1)
gibt, d.h., wenn) kein endliches Modell hat.

Somit ist M’ eine Turing-Maschine, die das endliche Erflllbarkeitéem furFO[{E'}]
entscheidet. Dies ist aber ein Widerspruch zum Satz vorhieakrot. d

Das Query Containment Problem:

Ahnlich wie bei der Ordnungsinvarianz (nur viel einfachikesnn man auch folgendes zei-
gen:

1.66 Satz.Seio eine Signatur, die mindestens ein 2-stelliges Relationbsyentlalt. Dann
ist das folgende Problem unentscheidbar:

QUERY CONTAINMENT PROBLEM FUR FO[o]| IN Fin:
Eingabe: ZweFo[o]-Formelny; (z1, ..,z ) undps(x1, .., x,) (Mitr € N).
Frage: Gilt fur alle A € Fin, dassp; (A) C p2(A) ?

Beweis: Ubung. O

Monotonie:

Ahnlich wie bei der Ordnungsinvarianz kann man auch zeigass man fiir eine gegebene
FO-Formel nicht entscheiden kann, ob diesenotonin dem folgenden Sinne ist:

1.67 Definition. Seienr, s € N, und seic eine Sighatur und? ein r-stelliges Relations-
symbol, dasiichtin ¢ liegt.

Eine Formelp(z1,..,zs) € FO[cU{R}] heiBtmonoton inR auf Fin, wenn fir alle endli-
cheno-Strukturen?l und alle RelationeR?, RS C A gilt:

Falls RY' C B3, so (U RY) C (U, RY),
wobeip(2A, R?) == {d € A° : (A, R}) = p[d]}.

1.68 Satz.Seio eine Signatur, die mindestens ein 2-stelliges Relatianbsy entkilt, und
sei R ein Relationssymbol, das nicht zugetbrt. Dann ist das folgende Problem unent-
scheidbar:

MONOTONIE:
Eingabe: EinerO[cU{ R}|-Formelp(z1, .., zy).
Frage: Isty(x1, .., x5) monoton inR auf Fin ?

Beweis: Ubung. O
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Allgemeindiltigkeit:

Ein wichtiges Resultat aus darathematischen Logikt die Existenz eines korrekten und
vollstandigenBeweissystems fir die Logik erster Stufe. Insbesonddgt daraus (fur jede
Signaturo), dass das Problem

ALLGEMEINGULTIGKEIT :

Eingabe:Ein FO[o]-Satze.

Frage:Ist ¢ allgemeindgltig, d.h. gilt fir alle (endlichen oder unendliches)
Strukturen?(, dassA = ¢ ?

semi-entscheidbar ist.

Als wichtige Folgerung aus dem Satz von Trakhtenbrot érhah, dass die Einschrankung
des Allgemeingultigkeitsproblems auf die Klagsa aller endlichenStrukturen weder ent-
scheidbar noch semi-entscheidbar ist:

1.69 Korollar. Fur jede Signatuw, die mindestens ein 2-stelliges Relationssymbolath
ist das folgende Problem nicht semi-entscheidbar:

ALLGEMEINGULTIGKEIT AUF Fin:
Eingabe:Ein FO[o]-Satzp.
Frage: Gilt fur alle endlicheno-Strukturen, dassl = ¢ ?

Beweis: Ubung. O
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2 Deskriptive Komplexitat

Klassische Komplextstheorie:

Einordnen von Problemen hinsichtlich der zu ihk&sungbendtigtenRechenressourcen
wie z.B. Zeit oder Platz.

Deskriptive Komplexittstheorie:

Einordnen der Probleme hinsichtlich der zu inBerschreibungndtigenlogischenRessour-
cen wie z.B.

e Art und Anzahl der Quantoren,

e Anzahl der Quantorenalternierungen, d.h. Anzahl der Welchsischen Existenz-
guantoren und Allguantoren

e Schachtelung von Negationen

Ziel dieses Kapitels:

Zu einer Komplexitatsklass¢” eine “natirliche” LogikZ finden, so dass man mit Satzen
aus.Z genau diejenigen Probleme defineren kann, die zur Komplskiasse’”” gehoren.

Vereinbarung: Innerhalb von Kapitel 2 sind alle StrukturendlicH

2.1 Definition (Logische Beschreibung von Komplexitatsklassen)

Sei.Z eine Logik,.#” eine Komplexitatsklasse urleine unter Isomorphie abgeschlosse-
ne* Klasse endlicher Strukturen.

% beschreibt#z” aufS (engl...Z captures#” aufS), falls die folgenden Bedingungen (a)
und (b) erfullt sind:

(a) Fur jeden Satp € .Z ist die Sprache
Ls(p) = {end) : A e Sund = ¢} € 7.

(D.h.: Die Datenkomplexitat des Auswertungsproblems#tiauf S liegt in J7".)

d.h. firr alle Strukturef, 98 gilt: Falls2( € S und( = B, so auchB € S.

41
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(b) Fur jede Signatus und jede unter Isomorphie abgeschlossene Kl@sse S von o-
Strukturen gilt: Falls

Lc := {enq?) : A C} € ¥,
so gibt es einen Satz € ., so das$

C = Mods(yp).

Falls eine LogikZ eine Komplexitatsklasser” auf der Klassé-in aller endlichen Struktu-
ren beschreibt, so sagen wir auch ku#Z:beschreibt’z .

2.2 Bemerkungen.

(a) Man beachte, dass jede Strukumehreremdgliche Kodierungeeng2() hat, namlich
i.d.R. fUr jede lineare Ordnung auf ihrem Universum eine andere.
Die Sprachel¢ ist so definiert, dass sie asggmtlichenKodierungen jeder Struktur in
C besteht.

(b) Isomorphe Strukturen haben dieselben Kodierungem:den
Seien2l und B isomorphe Strukturen und sgiein Isomorphismus voAl nach3.
Ferner seik® eine lineare Ordnung auf, d.h.A = {ag <* a; <% --- <% a,_1}.
Wahlt man furB die lineare Ordnung:® so, dass

h(ao) <% h(al) <SB v <SB h(an_l),

so ist das Worend ), das man mit der linearen Ordnurg® erhalt, identisch zu dem
Wort end2!), das man mit der linearen Ordnurgd' erhalt.

(c) Wir werden im Folgenden oft Strukturklass€n die unter Isomorphie abgeschlossen
sind, mit der Mengéel¢ ihrer Kodierungen identifizieren. Insbesondere idenéfizn
wir die Sprache.g(p) mit der Modellklassélods(y).

Wir schreiben dann kurzC € ¢ an Stelle von Lc € ¢, und wir schreiben
“Modg(yp) € £ an Stelle von Ls(¢) € 7 (vgl. Definition 2.1).

Wir suchen nun Logiken, die Komplexitatsklassen W P, Pspacg Locspacebeschrei-
ben. DieLogik erster Stufést dafiir zu ausdrucksschwach, da sie keine Konstruktea#nt
die z.B. rekursive Definitionen oder Aussagen der Art “es gihen Pfad, der die Eigen-
schaft XYZ hat” ermdglichen. (Spater, in Kapitel 3 (Ehi@ucht-Fraissé Spiele) werden wir
diese Ausdrucksschwache der Logik erster Stufe auch BewgiUm Komplexitatsklassen
beschreiben zu kdnnen, betrachten wir daher geeigneteiterangen vorro.

2Zur Erinnerung: GemaR Definition 1.10 giNlods(¢) = {A € S : A = »}.
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2.1 Die Logik zweiter Stufe und der Satz von Fagin

Die erste solche Erweiterung ist die folgendermal3en detniegik zweiter Stuf€so),
die die Logik erster Stufe um Quantoren der FatiXi bzw. VX erweitert, wobeiX eine
Relationsvariable ist.

2.1.1 Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe $0)

2.3 Definition (Syntax der Logik zweiter Stufg0). Seio eine Signatur.

(@) Vap := {Varj.€ : 1,k € N.,} istdie Menge alle/ariablen zweiter StufépderRelati-
onsvariablei. Die Relationsvariable Vrhat dieStelligkeit afVart) = k.
D.h. fur jede Zahk gibt es abzahlbar viele Relationsvariablen der Stelligke

(b) Die Formelmengedo] ist induktiv durch die Regeln (A1), (A2), (BC) und (Q1) der
Logik erster Stufe (wobeiFO[s]” jeweils durch ‘SOo]” ersetzt werden muss), sowie
die beiden folgenden Regeln (A3) und (Q2) definiert:

(A3) Ist X € Var, mit Stelligkeitk := ar(X) und sindvy,..,v, € Var, U{c€ o :
c ist ein Konstantensymbp| so gehortX (vy, . ., v) zuSoo].

(Q2) lIsty) eine Formel insgo| und X € Vary, so gehdren auch folgende Formeln
zusdo]: e 3X ¢ (Existenzquantor)
e VX ¢ (Allquantor).

(c) Die mit(A1l), (A2) und(A3) gebildeten Formeln heiRetomares-Formeln
2.4 Bemerkungen.

(a) Analog zu Definition 1.8 bezeichnen wir mit

frei(y)

die Menge aller Variablen erster oder zweiter Stufe, dieifreeiner sojo]|-Formel ¢
vorkommen. Wir schreiben oft(z1, .., zs, X1,.., X;) um anzudeuten, dass

frei(p) = {z1,.., 25, X1,.., X3¢}

Eine sOjo|-Formely heil3tSatz falls frei(¢) = @, ¢ also keine freien Variablen erster
Stufe und keine freien Relationsvariablen hat.

(b) Die Semantikder Logik zweiter Stufe ist auf die offensichtliche Weisdiaiert, z.B.
gilt fir eineo-Struktur2l, einek-stellige Relationsvariabl& und einesojc]-Formely

A=3IXp <= esgibteine Relatiok ™ C A*, so dasg2, X?) |= .
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Ist p(z1,..,2s, X1, .., X¢) €inesoo]|-Formel,2 eineo-Struktur,aq,..,as € A und
Ay, .., A; Relationen ilberl mit A; C A% (X, so schreiben wir

AEplar,..,as, A1, .., A bzw. (A, A1,.., A) E elag,. ., as]

falls die Formelp in der Struktur erfullt ist, wenn die freien Vorkommen der Varia-
blenzy,..,zs, X4,.., X; durch die Werteq, .., a5, A1, .., A; belegt werden.

(c) Fureine Signatur = {Ry,.., Ry, c1,..,ce} schreiben wir of SO Ry, .., Rk, c1, - ., ¢
an Stelle vonso{Ry,.., Rk, c1,..,c}], um die Klasse alleso]-Formeln zu be-
zeichnen.

2.5 Beispieleg(Graphprobleme)
Seic := {E} die Signatur fur Grapherf; also ein 2-stelliges Relationssymbol.

(a) Die Formelbs o aus Beispiel 0.2 ist eia0o]-Satz, der in einem Graphén= (V, E)
genau dann gilt, wenn der Graph 3-farbbar ist.
Also gilt: Modgin(®3-col) = {G : G ist ein 3-farbbarer Gragh

(b) Die Formel

Beomn = VX ( (Fz X () A Fy-X(y)) —
Ju v (E(u,v) V E(v,u)) A X (1) A ﬁX(v))>
besagt in ihren Modellet = (V, E), dass fur jede nicht-leere Knotenmenge# V/

gilt: Es gibt eine Kante zwischen einem KnotenX¥nund einem Knoten auf3erhalb von
X. Somit gilt fur alle Grapheidr:

G [E Peonn < es gibt eine Knotenmeng& mit @ # X # V, so
dass keine Kante zwischen undV \ X verlauft
<= (G ist nicht zusammenhangend.

Also gilt: Modgin(®conn) = {G : G ist ein zusammenhangender Graph

(c) EinHamiltonkreisin einem Grapheit = (V, E) ist eine Folgev, . ., v, von Knoten,
so dasy” = {wvo, .., v, } und es eine Kante von, nachy, und eine Kante vom; nach
viar1, fur allei < n, gibt. Aus der Komplexitatstheorie ist bekannt, dass dablEm

HAMILTONKREIS:
Eingabe:Ein GraphG.
Frage: Hat G einen Hamiltonkreis?

NP-vollstandig ist.
Wir geben nun eineso-Satzdy,m an, so dass

Modgin(®Ham) = {G : G hat einen Hamiltonkreis
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Die Formel®pam ist von der Form

3R IRsucs 320 Fzmax ( <. succomen R, Rsuco 20, 2mae) A
E(zmax 20) N Y Vy (Rsuco(:n,y) — E(x,y)) >,
wobei
<P<,succ0,max(R<a Rsuco 20, Zmax) =
@< succo(Re; Rsuco 20) A V& (R (, 2max) V =2max)

die Formelp. succo aus dem Beweis von Theorem 1.62 benutzt, um in ihren Modellen
zu erzwingen, dasB_ eine lineare Ordnund?syccderen Nachfolger-Relationy deren
kleinstes undax deren grofdtes Element ist. Die letzte Zeile der Foringl,, besagt,
dass die Folgey, v1, . ., v,, die man beim Durchlaufen der Knotenmenge entlang der
Nachfolger-RelationRgcc erhalt, einen Hamiltonkreis bildet. Insgesamt gilt fadg¢n
endlichen Grapld-:

G = Pyam <= G hat einen Hamiltonkreis.

2.1.2 Existentielle Logik zweiter Stufe und der Satz von Fag

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Fagin, derdiedass die Komplexitats-
klasseNP aus genau den Problemen besteht, die durch Formelexigentiellen Logik
zweiter Stufdeschrieben werden kdnnen.

2.6 Definition (Existentielle Logik zweiter Stufesg). Seio eine Signatur.
Die Formelmeng€&sdo]| allerexistentiellerso[o|-Formelnbesteht aus alles[o]-Formeln
®, die von der Gestalt

E|X1§|X2 tee E|Xd %)

sind, wobeid > 0, X1, .., X, Relationsvariablen ung eineFo[cUVar,|-Formel ist.

2.7 Beispiele.Die SO E]-Formeln®3.¢co; und $am aus Beispiel 2.5 sindsg E]-Formeln.
Die Formel®¢onnaus Beispiel 2.5 ist keines E£]-Formel.

2.8 Theorem(Satz von Fagin, 1974)EsobeschreibiNp auf Fin.

Beweis: Seio eine Signatur.

“C" Zunachst zeigen wir, dass fur jedesdo|-Satz® gilt:
Lein(®) = {end®l) : A € Finund2 = ®} € NP,

d.h. wir miissen zeigen, dass das Problem



46 2 Deskriptive Komplexdit

Modgin(®) :
Eingabe:Eine endliche Struktul.
Frage:Gilt A = & ?

durch eine nichtdeterministische Turing-Maschine losstaderen Zeitschranke polynomi-
ell in der Grof3e des Universums der Eingabe-Struftist.
Sei dazu der gegebegsJo|-Satz® von der Form

X - 3X, 0

mitd > 0 undy € FO[oU{X1,.., X4}
Aus Lemma 1.59 folgt, dass es eine deterministische Tuviagehine M’ gibt, die das
Problem

L' = {enq?) : A isteine(cU{X71,.., Xq})-Struktur mit2l’ |= o}

l6st und dabei nur Plat?(log n) benutzt, wober. die Grof3e des Universums vati be-
zeichnet. Aus Satz 1.25 folgt, dass es eine KonstédnéeN gibt, so dass\/’ Zeitschranke
n hat. Unter Verwendung vol/’ kann man leicht eine NTM/ bauen, die dem folgenden
(nichtdeterministischen) Algorithmus gemaf3 das Protiésd g, (P) 0st:

Eingabe:Eine endlicher-Strukturl.
Frage:Gilt A = ® ?
Losung:
1. Rate Belegunge 2, .., X2 fiir die Relationsvariablei, . . , Xy,
d.h. rate (Kodierungen von) Relation&ff* C A3 (X) firi = 1,..,d.
2. Entscheide, ob
(9/[7X19(7"7X3[) ): ()07
indem die Turing-Maschin&/’ mit Eingabeenq?(’), fur2’ := (A, X2,.., X
gestartet wird.

Fir Schritt 1 wird der Nicht-Determinismus genutzt. DagdRelationX* € A2 (X4) durch
ein 0-1-Wort der Lange®(Xi) kodiert werden kann, benétigt eine NTM fiir Schritt 1 nur
polynomiell viele Schritte. Da die TM/’ polynomiell zeitbeschrankt ist, reicht auch fir
Schritt 2 eine polynomielle Anzahl von Schritten aus.

Die so konstruierte NTMV/ lost also das Problemigi,(®) und ist polynomiell zeitbe-
schrankt. Es gilt alSOLgi, (P) € NP.

“D". Sei C eine unter Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicistrukturen, so dass
Lc := {enq?) : A € C} € NP.

D.h. es gibt eine NTMM = (Q,%,T, A, qo, F) mit F' = FyUFenw Und eine Konstante
k € N, so dassV/ bei Eingabe (der Kodierung) einer endlicherStrukturl entscheidet,
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ob2 € C und dabei weniger als* Schritte macht. Mit. bezeichnen wir hierbei — und
bis zum Ende dieses Beweises immer — die Gro3e des UniverdamEingabe-Struktur
2(. 0.B.d.A. kdbnnen wir annehmen, dass

e [, aus genau einem akzeptierenden Zusigpgbesteht,

e jeder Lauf vonM bei jeder Eingabe-Strukt@ mit | A| > 2 nachgenaun®—1 Schrit-
ten in einem (akzeptierenden oder verwerfenden) Endziisadet und

e nF > lend2A)|.

Unser Ziel ist, einelesdo]-Satz® zu finden, so das§ = Modgi(®), d.h. fur jede endli-
cheo-Strukturd gilt:

AEP «— AecC
< M akzeptiertd
<= esgibt einen Lauf vold/ bei Eingabeenq2!), der nach
n*—1 Schritten in Zustanga, endet.

Idee zur Konstruktion vo®: Ahnlich wie im Beweis des Satzes von Trachtenbrot. Jetzt
wird aber jeder Zeitpunkt € {0,1,..,nF—1} durch dask-Tupelt := (ti,..,t;) €
{0,..,n—1}* kodiert, fur das gilt:

g () =t
Analog wird jede Bandpositiop € {0, 1,..,n*—1} durch eink-Tupelp := (p1,..,px) €

{0,..,n—1}* kodiert. Ein Lauf vonM bei Eingabeeng2() wird durch folgende Relationen
reprasentiert:

e eine2k-stellige Relationk™ mit der Bedeutung
(t,p) € K* <= der Schreib-/Lesekopf steht zum Zeitpunleuf Bandpositiorp.
o fir jedes Symbol € T eine2k-stellige RelationB%‘ mit der Bedeutung

(t,p) € BY <= auf Bandpositiony steht zum Zeitpunkt das Symboy.

e fur jeden Zustand € @ einek-stellige RelatioanQ‘ mit der Bedeutung

te Z)' <= M istzum Zeitpunkt in Zustandg.

Damit k-Tupel £ € A* bzw. p € AF tiberhaupt mit Tupeln aufD, .., n—1}*, und somit
mit Zahlen aug0, 1,..,n*—1} identifiziert werden kdnnen, benotigen wir auRerdem eine
lineare Ordnung<® auf dem Universur von 2, deren Nachfolger-Relatiosuce, sowie
Elemente:3' und 22, fur das kleinste und das groRte Elementlibzgl. der Ordnung<®.
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Der Esdo]-Satz ®, der in jeder StruktuRl die Berechnung vord/ bei Eingabeenq?l)
beschreibt, wird nun folgendermalf3en gewahilt:

® = 3K (3B,) o (324) e IR IRsuceT70 Femax
SO<,such7max(R<7 Rsuce 205 Zmax) A
@Band N\ Ykopf A\ Yzustand A Ystart A @schritt A @Akzeptiere) s

wobei v succo,max R<, Rsuco 20, 2max) die bereits in Beispiel 2.5(c) benutzte-Formel

ist, die in ihren Modellen erzwingt, dagg. mit einer linearen OrdnungRsycc Mit deren
Nachfolger-Relation undy bzw. zmax mit deren kleinstem bzw. gro3tem Element belegt
wird. Die FO-Formeln der letzten Zeile vo# sind wie folgt gewahlt:

vBand besagt, dass zu jedem Zeitpunkt auf jeder BandpositionugemmaSymbol des Ar-
beitsalphabet§' steht:

$Band ‘= Vay-- -V, Yy - - - Vyg \/ <B'y(fa?7) A /\_‘Bv’(f>g)))'

~yel ~'er
v #y

pKopt DESagt, dass zu jedem Zeitpunkt der Schreib-/Lesekopfen#igeiner Bandposition
steht:

k
@kopt = Vxy1---Vay Iy --- Jyk (K(f,?j) A VYLV (K& <\ vi :yz,))
=1

wzustand besagt, dass die Maschine zu jedem Zeitpunkt in genau einetazd aus der
Zustandsmengeé ist:

$zustand = VI1--- Vg \/ <Zq(f) A /\ ~Zy (%) )
q€eQ qeq
q’'#q
Oakzeptierebesagt, dass/ zum Zeitpunktn®—1, der durch dag-Tupel (2max - - , 2max) r€-
prasentiert wird, in derakzeptierendeZustandga; ist:

PAkzeptiere = ankz(zmaXa <o Zmax)-
N————
k
Die Formelpschrir besagt fur jeden ZeitpunEt__Fallsfnicht das Ende der Berechnung ist,
so istM im Zeitpunktt” := ¢+ 1 in einem lautUbergangsrelatior\ zulassigen Zustangl
und hat das entsprechende Symbol auf’s Band geschriebeiaé an die richtige Stelle

bewegt und die Beschriftung aller anderen Bandpositionent merandert.
Die Formelpschritt benutzt diero-Formel

equa(wla"axkayla"ayk) = /\xlzy27
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sowie eineco-Formel

SUCQIeX(l’l, -y Tl Y1y - - 7yk) 5

die besagt, dass dasTupely mit dem unmittelbaren Nachfolger (bzgl. der als gebil-
deten Iexikogrgphischen Ordnung) des Tup&telegt ist (genaue Konstruktion der Formel
succ.,, (7, ¥): Ubung.
Zur besseren Lesbarkeit schreiben wir in der folgenden Ebrm

3t bzw. Vp

als Abkurzung fur die Quantifizierungen

dtq - - - iy bzw. Vp1---Vpg .

Pschritt =
vEVE N\ /\(( () A Zy(®) A By tp))
qeQ\F ~€T
(3{’3;7’ (succ, (t:t") A K(E',p") A
(V5" (equalp”,p) v \(By(&',5") < By (£5")))) A
~"erl
\ (Zy(@) A By@.5) A xu(55)))))
q'\y'm

(¢,7,4" v \m)eA

wobei die Formel,,(p, p”) die jeweilige Kopfbewegung fiim € {1, —1,0} beschreibt:

x1(p,p’) = succ,(p,p"),
X—l(ﬁ?ﬁ,) = SUC(‘<|eX( 7}7)
xo(p,p") = equalp,p’).

Nun fehlt nur noch die Formebsar, die besagt, dask/ zum ZeitpunktO (der durch das
k-Tupelzy := (2o, . ., 20) kodiert wird) in der Anfangskonfiguration bei Eingabe desri#/o
end®l) ist, d.h. M ist im Startzustandy, der Schreib-/Lesekopf steht auf Bandposition 0
(die durch das:-Tupel Zy := (2, .., 20) kodiert wird), und fiir jedeg’ € {0,..,n—1}*
gilt: Auf Bandposition: := rg__ (p) € {0,1,..,n"—1} steht

e das Symbol), falls an deri-ten Position des Wortsnq?2l) eine0 steht,
e das Symbol, falls an deri-ten Position des Wortsnd2l) einel steht,

e das Blank-Symbdl], fallsi > |enq2()|.
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Dies wird durch digco-Formel

<

Ostart = Zgo(Z0) N K(Z0,20) N Yy1---Vyi ((30(50717) < (7)) A
(B1(Z0,7) < ¢1(7) A

(B, 7) < ~(G(@ v (@) )

~—~

—

ausgedriickt, wobejy(7) und (1 () geeignetero-Formeln sind, die ausdicken, dass in
dem 0-1-Wortenq2l) an Positiorrg__ (4) eine 0 bzw. eine 1 steht. Im Folgenden werden
die Formeln(y und ¢; fur den speziellen Fall angegeben, dass die Signataus einem
2-stelligen Relationssymbdk; und einem Konstantensymbe] besteht. Der allgemeine
Fall, in demo aus mehreren Relationssymbolen verschiedener Stetiégkand mehreren
Konstantensymbolen besteht, kann ganz analog behandelemve

Isto = {Ry,c1} (fr ein 2-stelliges Relationssymbdl; und ein Konstantensymbel),
so gilt fur jedeo-Struktur®A, dass das Wornq®() die Lange3n? hat, wobein := |A| ist
undend®() von der Form

end?) = 170" endRY) endc?) € {0,1}3".
qA) L qRy) endey) € {0,1}
Langen® | angen2 Langen2

Die Positioner, . ., 3n%—1 des Worteeng2l) werden durch genau diejenigérTupelp =
(p1,...pk) € {0,..,n—1}* kodiert, fur die gilt:

p1="'""=DPk-3= 07 Pr—2 € {07 172} und Pk—1,Pk € {07 .. ,’I’L—l}

Daher erzwingen die folgenden Formélriy) und(y (%), dass in ihren Modellen die Varia-
bleny mit Werten belegt sind, die Positionen kodieren, an denemd®() eine 1 bzw. eine
0 stent:

Gy, syk) =
k—3
/\ Yi = 20 N ( (yk_g =2z0 N\ Ygp—1 = Zo) (Anfangsblock1"0"2_")
1=1
V (Rsuc({207yk_2) A Rl(yk_l,yk)) (TeiIstUcken((R%‘))
\% (“yk_g =2" Ayp_1 =20 N\ yp = cl) > (Teilstiickend c}))
Cor, .- k) =
k—3

N\ vi=z20 A <yk—2 =20 V Rsucd 20, Yk—2) V “Yp—2 = 2") AN =Gy, Yk),
i=1

wobei “y_o = 2" fur die Formel 3z ( Rsucd 20, 2) A Rsucd, yk—2)) Steht.

Insgesamt sind wir nun fertig mit der Konstruktion d&so-Formel ®. Man kann leicht
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nachpriifen (per Induktion nach den Zeitpunkeen, . ., n*—1), dass fur jede endliche-
Struktur2 gilt:

A= P® <= esgibt einen Lauf von/ bei Eingabeenq?2l), der nach
n*—1 Schritten in dem akzeptierenden Zustagg endet.

Da M genau dier-Strukturen akzeptiert, die i@ liegen, gilt demnach:
A= ¢ < A< C. Somitsind wir fertig mit dem Beweis von Theorem 2.8. O

Unter Verwendung des Satzes von Fagin erhalt man relathtleinen Beweis fir das
folgende Resultat (das allerdings bereits vor dem Satz aginfbekannt war):

2.9 Theorem(Satz von Cook, 1971)Das aussagenlogische Eibarkeitsproblem

SAT:
Eingabe:Eine aussagenlogische Fornael
Frage: Gibt es eine Variablenbelegung, dieerfullt?

ist NP-vollstandig.

Beweis: SAT € NP, denn man kann leicht einen nichtdeterministischen Polyalzeit-
Algorithmus angeben, der bei Eingabe einer aussagentamgisEormela zunachst eine
Belegung der inx vorkommenden Variablen mit Werten a{& 1} “rat” und danach uber-
pruft, ob diese Belegung die Formelatsachlich erfullt.

SAT ist NP-hart: Dazu muss man fiir jedes Probldnin NP zeigen, dass es eine Polynomial-
zeit-Reduktion vonL auf SAT gibt. Jedes Problent kann man, fir eine geeignete Si-
gnaturo, mit einer KlasseC endlichero-Strukturen (bzw. der zugehorigen Mende)
identifizieren. Da nach Voraussetzudg < NP ist, liefert der Satz von Fagin (Theo-
rem 2.8), dass es ein@@sdo|-Satz® gibt, so dass fur jede endliche Struktur 2 gilt:
AecC «— AR
Der Satzd sei von der Form

b = E|X1"'E|Xd(p,

wobeid > 0, X, .., X4 Relationsvariablen ung ein FO[cU{ X1, .., X;}]-Satz ist.
Wir nutzen die Formep, um fiir jede endlicher-Struktur®l eine aussagenlogische For-
mel ag o ZU konstruieren, so dass gilt

A= ¢ < agg hateine erfullende Belegung
Die aussagenlogische Formej o benutzt aussagenlogische Variablen aus der Menge
Vo= {ux,q : i€{l,..,d} undd € A¥X) Y,

Die Idee dabei ist, dass eine Belegung, die der Variablen; den Wahrheitswert zu-
ordnet, kodiert, dass das Tupgeln der RelationX; liegt. Somit entspricht eine Belegung
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der aussagenlogischen Variablen &usnit Werten aus{0, 1} gerade einer Belegung der
RelationsvariablenX, . . , X; mit Relationen tiber dem Universum véh

Die aussagenlogische Formej} o entsteht nun aug, indem man nacheinander die fol-
genden Ersetzungen durchfihrt:

1. Ersetze jede Teilformel der Foriw 1) (z,---) durch \/ ¢(a,---).
acA

2. Ersetze jede Teilformel der Foriviz ¢(z,---) durch /\ Y(a,---).
acA

3. Ersetze jedes Konstantensymbalurch die zugehorige Konstanté.

4. Ersetze jedes “Atom” der Fornk;(@) (firi € {1,..,d} und@ € A2(X9)) durch die
aussagenlogische Variabley, ;.

5. Ersetze jedes “Atom” der FornR(@) (fur R € o und@ € A¥®) durch den Wahr-
heitswertl, falls @ € R¥, und durch den Wahrheitsweit falls @ ¢ R*.

6. Ersetze jede Gleichung der Forn= b (fir a,b € A) durch den Wahrheitswett falls
a = bist, und durch den Wahrheitswértfalls a # b ist.

Gemals dieser Konstruktion gilt fur alle endlichefBtrukturen?!:
o A= O — wgy isterfillbar,

e Bei Eingabe der Strukt kann man in polynomieller Zeit (also Zéi|*, fur eink € N)
die Formelag o €rzeugen.

Somit ist die Abbildungf, die jeder endlichen-Struktur2( die Formelxg o zuordnet, eine
Polynomialzeit-Reduktion von dem Problebg auf das aussagenlogische Erfillbarkeits-
problem .

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass das Probkenmng-vollstandig ist. d

2.1.3 Logische Charakterisierung der Polynomialzeit-Hiearchie

Die folgenden Fragmente der Logik zweiter Stufe stehenneraiwichtigen Zusammen-
hang zu den Stufen der Polynomialzeit-Hierarchie:

2.10 Definition (X} undII}).
Fur jedesk € N definieren wir induktiv die Formelklassety, undII}, folgendermafBen:
e X} :=1II = Fo
o Y = {3IX1--IXpp 1 4
° Hl%:ﬁ—l = {VXy--VXpp o 4

>0, X1,.., X, sind Relationsvariablen und € 11} }
>0, X1,.., X, sind Relationsvariablen ungd € 2,}; }.
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2.11 Bemerkungen.
(@) Man beachte, dassl = Esq und fur allek € N gilt:

FO C Yk C IIx41 € k42 C SO

(b) Ei—Formeln sind von der Gestalt
IV VY2 - QY
wobeiy eineFo-Formel, jedesﬁ- ein Tupel von Relationsvariablen und

Q- v, falls k gerade
3, falls k ungerade

Die einzelnen Tupeﬁ heiRen (existentielle bzw. universell@uantorenbbcke

(c) Man kann leicht sehen, dass es fir jateFormel ® eine Zahlk und eine Formel
¥ € X1 gibt, so dass aquivalent zub ist.

Somit ist jedeso-Formel aquivalent zu einer Formel iU E}v
kEN
Aus dem Satz von Fagin erhalt man leicht die folgende Cherialerung der Polynomialzeit-
Hierarchie:

2.12 Satz.
(a) Furjedesk € N., gilt: 2,1€ beschreibt:} auf Fin.

D.h. ein Problem gehort genau dann zwen StufeX} der Polynomialzeit-Hierarchie,
wenn es durch einen}-Satz beschrieben werden kann.

(b) Firjedesk € N, gilt: II} beschreibfll? auf Fin.
> k k

(c) sobeschreibtrH auf Fin.
Beweis: Ubung. O

2.2 Fixpunktlogiken zur Beschreibung vonp und PsrACE

Satz von Fagin:Beschreibung vomp durch existentielle Logik zweiter Stufe$o).
Ziel dieses Abschnittst. ogiken zur Beschreibung vamund Pspace
Maoglichkeiten:

e Pdurch geeignete Fragmente vea beschreiben
etwa:SO-HORN, ¥{-HORN (Gradel, 1991)

e Fixpunktlogiken: Erweiterungen voro um die Moglichkeit, Relationemduktiv
(bzw. rekursiv) zu definieren

Um Fixpunktlogiken einfihren und verstehen zu kdnnemdtigen wir zunachst einige
grundlegende Begriffe.
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2.2.1 Etwas Fixpunkttheorie

Wir schreibenPot(A), um die Potenzmenge einer Mendezu bezeichnen, d.h.
Pot(4) = {X : X C A}.

Insbesondere gilt natirlich fur jedeadlicheA, dass [Pot(A)| = 24,

2.13 Definition. Sei A eine Menge undF' : Pot(A) — Pot(A) eine Abbildung.

(a) F heilstmonoton falls fir alle MengenP, @) € Pot(A) gilt:

PCQ = F(P)CF(Q).

(b) F heitinflatiorar, falls fur alle P € Pot(A) gilt: P C F(P).
(c) Eine MengeP € Pot(A) heildtFixpunktvon F, falls F'(P) = P.

(d) Eine MengeP € Pot(A) heildtkleinster Fixpunkivon F, falls P ein Fixpunkt vonF
ist und fur jeden Fixpunkf) von F gilt: P C Q.

2.14 Proposition.

(a) Es gibt Abbildungen, die weder monoton noch inflatiosind.
(b) Es gibt Abbildungen, die monoton, aber nicht inflafiosind.
(c) Es gibt Abbildungen, die inflatién aber nicht monoton sind.
(d) Es gibt Abbildungen, die keinen Fixpunkt besitzen.

(e) Furjede AbbildungF : Pot(A) — Pot(A) gilt:
Falls es einen kleinsten Fixpunkt véngibt, so ist dieser eindeutig bestimmt.

Beweis: Ubung. O
Der folgende Satz charakterisiert die kleinsten FixpumkéaotonerAbbildungen:

2.15 Satz(Knaster und Tarski)
SeiA eine Menge undF : Pot(A) — Pot(A) eine monotone Abbildung.
Dann hatF einen kleinsten Fixpunkt, défp(F) genannt wird, und es gift:

p(F) = ({(XCA: F(X)=X} = [{XCA:FX)CX}

3Elir eine Mengé\/, deren Elemente selbst Mengen sind, schreibefiwir, um die Schnittmenqe]XEM X
zu bezeichnen.
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Beweis: Sei
M:={XCA:FX)CX} und P:=[)M.

Schritt 1: Wir zeigen zuachst, dass$’ ein Fixpunkt vonF ist:

“F(P)C P DaP = (\M,qilfir jedesX € M, dassP C X. Da F monoton ist,
folgt F(P) C F(X). WegenX € M gilt F(X) C X. Somit gilt fur alleX € M, dass
F(P) C X. Daher gilt also:

Frp)y ¢ M £ P

“P C F(P)" Da (wie wir gerade gezeigt habeR) P) C P ist, folgt aus der Monotonie
von F', dass aucht”’(F(P)) C F(P). Somit gilt F(P) € M. WegenP = (| M folgt daher
P C F(P).

Schritt 2: Fur jeden Fixpunkt) von F' gilt P C @, denn:

Fur jeden Fixpunkt) von F' gilt F(Q) C Q. Daher istQ) € M, und gemaf Definition von
P daherP C Q.

Schritt 3: Abschluss des Beweises:

Aus den Schritten 1 und 2 folgt, dagsder kleinste Fixpunkt vor” ist.
Aulerdem gilt fir die Menge

M = {XCA: F(X)=X},
dassP € M’ (daF(P) = P) und M’ C M. Somit folgt

P = N(N\M < (M C P

(Def.) (M2M) (Per’)
Daher gilt furlfp(F') := P, dass

p(F) = ({(XCA:F(X)=X} = [{XCA:FX)CX}
der kleinste Fixpunkt voi' ist. d

Eine andere Charakterisierung der kleinsten Fixpunkteatomer Funktionen, die auch
gleich ein Verfahren zumusrechnerdes kleinsten Fixpunkts liefert, ergibt sich durch die
Betrachtung der einzelndnduktionsstufen

2.16 Definition (Induktionsstufen)
Sei A eineendlicheMenge undF : Pot(A) — Pot(A) eine Abbildung.
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(a) Wir definieren induktiv eine Sequenz von Mengéh R', R?, ... durch
R =g und R = F(R) (furallei € N).

Die MengeR! heif3ti-te Induktionsstuf¢oder auchi-te Stufe).
(Esgiltalso fur allei € N: R = Fi(@).)

(b) F heiRtinduktiy, falls fur allei € N gilt: R? C R+,

2.17 Proposition.

(a) Jede monotone oder inflatiére Abbildung ist induktiv.

(b) Es gibt Abbildungen, die induktiv, aber weder monotochniaflatiorar sind.
Beweis: Ubung. O

2.18 Proposition. Fur jede endliche Mengd und jede induktive Abbildung : Pot(A) —
Pot(A) wird die Sequenz der Induktionsstufen staiom.h. es gibt eine Zahl < |A|, so

dassR! = Rt d:efF(R"), und somitk’ = R*" fur allen > 0.
Beweis: Da F' induktiv ist, gilt
=R CR CRC...CR CRTC..CA

Da A nur |A] viele Elemente besitzt, kanmicht fur alle j € {0,1,..,|A|} gelten, dass
RJ & RI+1 (denn sonst wirde in jeder der Stufer, . ., | A, |A|+1 mindestens ein neues
Element hinzukommen, i gibt es aber nufA| viele Elemente).
Somit muss es also einc {0, 1,..,|A|} geben, so dasB’ = R'*!. GemaR der Definition
der Stufen R/*! .= F(R?)) folgt daraus, dass

R = F(R) = F(F(R)) = FFFR)) = -,

also
R = R = Ri+2 — Ri+3 _

2.19 Definition. Sei A eine endliche Menge unfl : Pot(A) — Pot(A) induktiv.

(a) Die kleinste zahi, fur die R = R (d.h. F{(9) = FiTY(@) = F*(2), fur alle
n > 0), heil3t dash\bschlussordinaton F', oder kurz:cl(F).

(b) Die MengeR> := R(¥) heiRtinduktiver Fixpunkion F'.
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2.20 Satz.Sei A eine endliche Menge.
Fur jede monotone Abbildung : Pot(A) — Pot(A) gilt:

Ifp(F) = R™.
D.h.: Der induktive Fixpunkt einer monotonen Abbildunggistade der kleinste Fixpunkt.

Beweis: “C”: GemalR der Definition des inflationaren Fixpunkts gii® = F'(R*>), R*
ist also ein Fixpunkt vor'. Insbesondere gilt

lfp(F) € R,

da der Kkleinste Fixpunkt gemaf Definition in jedem andeiigpunkt enthalten ist.

“D” Per Induktion zeigen wir, dasB® C Ifp(F) fur allei € N.
i =0: Klar, daR’ = @ C Ifp(F).
i — i+1: Per Induktion giltR’ C Ifp(F'). Da F monoton ist, folgt, dass

R & F(RY) € Ffp(F)) = lfp(F).
O

Den kleinsten Fixpunkt einer monotonen Funktion kann martderechnen, indem man
nach und nach die einzelnen Induktionsstufen berechnedbindicht, sobald diese stationar
werden:

2.21 Proposition. Ist F' : Pot(A) — Pot(A) monoton und in polynomieller Zeit berechen-
bar, so kanrifp(F’) in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis: Es gibt hochstens4| Induktionsstufen, und jede davon kann in polynomiellett Zei
aus der vorangegangenen berechnet werden. O

2.2.2 Die kleinste Fixpunktlogik

2.22 Definition (OperatorF, o).
Seico eine Signaturk € N.,, R einek-stellige Relationsvariable und = x4, ..,z ein
Tupel ausk verschiedenen Variablen erster Stufe.
Jedero[cU{ R}]-Formel (R, Z) definert in jedeir-Struktur2l eine AbbildungF,, o wie
folgt:
F,o: Pot(A*) — Pot(A4*)
P — {ac AF . A [P d)}.

Zum Beispiel kann man siclr als Datenbankanfrage vorstellen uRg g als die Abbil-
dung, die jeder Datenbank-Relatiéhdas Ergebnis der Anfrage zuordnet.

Die im Folgenden definiertmonotone Fixpunktlogikst eine Erweiterung der Logik erster
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Stufe durch einen Operator, mit dem man aus einer Fogt¥el ¥) eine neue Formel erhal-
ten kann, diglfpy » ©](t) genannt wird, und die in jeder Struktrgenau von den Tupeln
t € AF erfullt wird, die zu dem kleinsten Fixpunkt der Operatibp o gehoren. Dafir soll-
te man naturlich wissen, ob der kleinste Fixpunkt auch hainkexistiert. Gemal dem Satz
von Knaster und Tarski (Satz 2.15) existiert der kleinstepéinkt von ', o auf jeden Fall
dann, wenn¥;, o monotonist.

2.23 Definition (Monotone FixpunktlogikvFP). Seio eine Signatur.
Die FormelmengenrpP[o| ist induktiv durch die Regeln (A1), (A2), (A3), (BC) und (Q1)
der Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (MFP) deftni

(MFP) Isty(R, ¥) eineMFP[o]-Formel, wobei
e R einek-stellige Relationsvariable, fur eine N.,,

e ¥ = 1x1,..,x; €in Tupel aus verschiedenen Variablen erster Stufe, und
e p aullerR und evtl. noch andere freie Variablen hat (etW,a@),

istt = ti,..,t; eink-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanteneymb
len auso, und istF, o monoton auf jeder endlicher{ocU{, S})-Struktur 2, so
ist

Ufpp 2 )(F)
eineMFP[c]-Formel.

2.24 Bemerkungen.

(a) Die Menge defreien Variableneiner MFP[o]-Formel ist induktiv definiert wie fuFo
bzw. so, mit der zusatzlichen Regel

frei( Mprz¢l(t)) = (frei(p) \ {R,&}) U{t; : t; € Van}.

(b) Gilt frei(p) = {R, Z,, §}, fur ein Tupelu von Variablen erster Stufe und ein Tupel
S von Relationsvariablen, so nennen wir die Variable® idie Parameterder Formel

P g ()] (E).

2.25 Definition (Semantik vorMFP[o]-Formeln) Die Semantik vormMFP[o]-Formeln der
Formy) := [Ifpg z ¥ () ist folgendermaRen definiert:

Ist frei(y)) = {, S} und ist2 eine endlichgoU{i, S})-Struktur, so gilt:

-
AL [pprzel(f) = ¢ €lfp(F,a).

Aus Satz 1.68 ist bekannt, dass Monotonie vaaFormeln auf endlichen Strukturen un-
entscheidbar ist. Es gibt also keinen Algorithmus, der begébe einer Formep(R, 7)
entscheidet, ol o fur alle endlichen Strukture®l monoton ist.
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Daher ist die Syntax voriFP unentscheidbar, d.h. es gibt keinen Algorithmus, der bei Ei
gabe einer Forme) entscheidet, ob diese xFpP gehort.

Winschenswert ware, eine Fixpunktlogik zu definerengbeiman schon an der Syntax ei-
ner Formel erkennt, ob diese zur Logik gehort oder nichi.rEin syntaktische&riterium,
das hinreichend fur Monotonie ist, wird durch die folgemfinition gegeben:

2.26 Definition. Eine Formelp( R, Z) hei3tpositiv in R (bzw. negativ inR), falls Atome der
Form R(y) in ¢ stets im Bereich einegeraden(bzw. ungeradeh Anzahl von Negations-
symbolen vorkommen und i@ kein Implikationspfeil “~” und kein Biimplikationspfeil

“+" vorkommt.

Man sieht leicht:

2.27 Proposition. Fir jede Formelp(R, Z), die positiv inR ist, gilt:
F,, o ist monotonfur alle Strukturert.

Beweisidee: Per Induktion nach dem Formelaufbau zeigt man, dass férkedmel
QO(f, R17 cey le 517 ey SZ)J

die positivin Ry, .., Rx undnegativin Sy, .., .S ist, folgendes fur alle Strukture®, alle
Tupel@ und alle RelationerR? C R(®,..., R} C R,®und S D S12,..., S DO S
ilber dem Universum vod gilt: Falls2 = ¢[a, B2, %], so aucht = ¢[a, B'%, §'9).

Details:Ubung O

Die kleinste Fixpunktlogikst analog zur monotonen Fixpunktlogik definiert, mit dem-Un
terschied, dass man jetzt an Stelle der Monotonie fordass &ormelip(R, %), auf die der
Fixpunktoperatoifp(-) angewandt werden sopositivin R sind.

2.28 Definition (Kleinste FixpunktlogikLFP). Seic eine Signatur.
Die FormelmengeFP[o| ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3),(BC) und (Qdgr
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (LFP) definiert

(LFP) Isty(R, %) eineLFP[o]-Formel, wobei

e R einek-stellige Relationsvariable, fur efne N, ,,
e ¥ =u1x1,..,x; €in Tupel aus verschiedenen Variablen erster Stufe, und
e p aullerR und evtl. noch andere freie Variablen hat,

istt = ti,..,t; eink-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanteneymb
len auso, und isty positiv in R, so ist

1Pz o)(2)

eineLFP[c]-Formel.
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Die SemantilderLFP-Formeln ist genauso definiert wie die Semantik wm®.
2.29 Beispiele.(a) Erreichbarkeit:
SeiG = (V, E, s, t) ein Graph mit zwei ausgezeichneten Knoteti Dann gilt
G E [lpr,r (m =s V 3z (R(z) A E(z,x)))](t)

genau dann, wenn es {# einen Pfad vors nacht gibt.

Dies sieht man, indem man die einzelnen Stufh R, R?,... des Operators’, ¢
ausrechnet. Per Induktion nackrhalt man so fur obige Beispielformel:

R" = {v €V : esgibtinG einen Pfad der Lange i von s nachv}.
Daher gilt furlfp(F, ¢) = R>:
R>* = {v eV : esgibtinG einen Pfad vors nachv}.
(b) Graphzusammenhang:
SeiG = (V, E) ein Graph. Dann gilt

G EVaVy [Upg,, =y V 3z (R(z,2) AN E(z,y)) ] (x,y)

genau dann, wen@@ zusammenhangend ist.
Fur die einzelnen Stufen gilt hier in jedem Graptien

R = {(u,v) € V? : es gibtinG einen Pfad der Lange i vonu nachv}.

(c) Eine definierbare Wortsprache:

Seic = {<, P,, B,} die Signatur, mit der Wortew € {a,b}* als o-Strukturen2l,,
kodiert werden (sieh&bungsblatt 1).

Wir definieren nun eine Formel( R, x), die positiv inR ist, so dass fur alle nicht-leeren
Wortew = wg - - - wy,—1 € {a, b}* gilt:

2y = [Ifpg, #](i) <= an Position steht inw der Buchstabe und auf den Posi-
tionenO, .., steht einaungeradeAnzahl vonas.

Wenn wiry so gewahlt haben, gilt fir jedes Want

%, b Va( (Pal@) A3y (Paly) Ax <)) = (i, ¢l())

z ist die Position des letztems in w

genau dann, wenn die Anzahl desinw gerade ist.
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Wahl der Formelp(R, z):

O(R,x) = (Py(z) A=y (Pu(y) ANy < w)) v
323y (R(z) A Pa(y) A Po(z) A (2 <y <) A
Vu ((-(z <u<yVy<u<z))V Bu) ))

2.30 Lemma.
Die Datenkomplexitt des Auswertungsproblemg £ Fp aufFin liegt in PTimE.

Beweis: Per Induktion Uber den Formelaufbau. Der einzige intengesFall ist der Fix-
punktoperator

¥ = [fpgz el ().

Nach Induktionsannahme kann die Forméir jede Induktionsstufek’ in polynomieller
Zeit ausgewertet werden. Die Behauptung folgt damit aupdition 2.21. O

2.2.3 Inflationare Fixpunktlogik

Bei der Definition derkleinsten Fixpunktlogikvurde durch ein syntaktisches Kriterium
(namlich dadurch, dass die Formg(R, ) positivin R sein muss), gewahrleistet, dass
die Sequenz’, R', R?,.. der Induktionsstufeimnduktivist, d.h.

RO gRl gR2 g . gRZg RZ+1 g .

und daher der induktive Fixpunit> = R(*) existiert.

In diesem Abschnitt werden wir die Bedingung(R, Z) positiv in R” fallenlassen und
stattdessen durch explizites Vereinigen erzwingen, das [hduktionsstufe ihre gesamte
Vorgangerstufe enthalt.

2.31 Definition (Inflationarer Fixpunktifp(F')). Zu jeder endlichen Mengd und jeder
Abbildung F' : Pot(A) — Pot(A) ist die Abbildunglr wie folgt definiert:

Ir : Pot(A) — Pot(A)
X - XUFX).

Offensichtlich ist/ inflationar und hat daher einen induktiven Fixpunke® = ReUr),
R heil3t derinflationére Fixpunkt von#', geschriebetfp(F).

2.32 Bemerkung. Falls F' monotonist, so haberf’ und Iz die gleichen Induktionsstufen,
und es giltifp(F") = Ifp(F).

2.33 Definition (Inflationare FixpunktlogikFp). Seio eine Signatur.
Die FormelmengerP|o| ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3),(BC) und (Qdgr
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (IFP) definiert
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(IFP) Isty(R, %) einelFP[o]-Formel, wobei

e R einek-stellige Relationsvariable, fur etne N, ,,
e ¥ =u1x1,..,x; €in Tupel aus verschiedenen Variablen erster Stufe, und
e p aullerR undZ evtl. noch andere freie Variablen hat,

und istt’ = ¢1,..,t; ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanten-
symbolen aug, so ist

[ifpr 2 (1)
einelFP[o]-Formel.

2.34 Definition(Semantik vonFpP[o|-Formeln) Die Semantik vonFp|c]-Formeln der Form
Y = [ifpr s ©](t) ist folgendermaRen definiert:
Ist frei(y) = {, S} und ist2 eine endlicheoU{i, S})-Struktur, so gilt:

: oo
A fifppz¢)(f) = ¢ €ifp(F,).

2.35 Beispiel. Seioc = {<, F,, B} die Signatur, mit der Wortew € {a,b}" als o-
Strukturer®(,, kodiert werden (sieh&bungsblatt 1).
Wir definieren eine Formeb(R, z), so dass fur alle nicht-leeren Worte= wyq - - - wy,—1 €

{a,b}* qgilt:
Uy | Yulifpp, ol(u) <= we{a"b" :n>1}

Wir wahlen (R, x) :=
(“Pa(o)" A “Py(max” A (“z=0"V “z= maX')) v
Jy 3z < y<z A R(y) ARz AVo(y<ov<z'—-R(v)) A
“Po(y+1)" A “Py(z—1)" A (“:U =y+1" VvV ‘= z—l") )
Fir diei-te InduktionsstufeR’ desinflationaren Fixpunkts vonF gilt dann:
R' = {0,..,5,n—1,..,n—1—j : j < imaximal, so dass € a’{a,b}*V’}.

Man beachte, dass(R, z) nicht positivin R ist, dass Yu [Ifpy , ¢](u)” also keineLFp-
Formel ist.

2.36 Lemma.
Die Datenkomplexitt des Auswertungsproblemig fFP auf Fin liegt in Prime.

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 2.30 fifFP. O

2.37 Proposition. JedeLFP-Formel istaquivalent zu einerrpP-Formel (kurz:LFP < IFP).
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Beweis: Per Induktion tiber den Formelaufbau. Der einzige intengtesFall ist der Fix-
punktoperator

[lpr,f 90](57
wobei (R, ¥) eine LFP-Formel ist, diepositivin R ist. Insbesondere ist die Abbildung
F, o monotonfir alle Strukturerl. Gemaf3 Induktionsannahme gibt es eifeFormel
¢'(R, %), die aquivalent zy (R, 7) ist. Insbesondere gilf,, o = F, o fUr alle Strukturen
2A. Aus Bemerkung 2.32 folgt direkt, dass die Formel

[ifpr 2 ¢'](2)

aquivalent zur Formelfpp ; ] (%) ist. O

2.2.4 Partielle Fixpunktlogik

Von den Lemmas 2.30 und 2.36 wissen wir, dass jedes Probbsrudch eineFpP-Formel
oder eingFP-Formel beschrieben werden kann, zur Komplexitatskl@sses gehort. Zur
Beschreibung von Problemen, deren Komplexitat jenseitsPvime liegt, eignen sich die
LogikenLFP undIFpP also nicht.

Um eine Logik groRRerer Ausdrucksstarke zu erhalten, lrés&en wir im Folgenden die
Aufmerksamkeit nicht mehr nur aufduktive AbbildungenF bzw. I, sondern betrachten
beliebigeAbbildungenF : Pot(A) — Pot(A). Firr diese bildet die Seque®?, R, R?, ..
der Induktionsstufen nicht mehr unbedingt eine aufstelgdfette, und sie wird auch nicht
immer stationar, erreicht also nicht notwendigerweiseiFixpunkt.

2.38 Definition (Partieller Fixpunktpfp(F')). Sei A eine Menge undf’ : Pot(A) —
Pot(A) eine beliebige Abbildung. Derartielle Fixpunktpfp(F') ist definiert als

R', falls es eini € N gibt, so das?’ = R'*!,
@, sonst

pip(F) = {

2.39 Bemerkung. Jede partielle Fixpunktinduktion Uber einerelementigen Menged
kann hochsten®” = |Pot(A)| viele Induktionschritte durchlaufen, bevor entweder ein
Fixpunkt erreicht oder die Induktion zyklisch wird. Es gilt

(1) FallsR?"~! = R*", sopfp(F) = R*".
(2) FallsR?"~! + R?*", sopfp(F) = @.

Beweis: Es gibt nur2™ verschiedene Teilmengen veh Somit gibt esi < j miti,j €
{0,..,2"}, so dass’ = R/.
Falls R = R"*1, soistpfp(F) = R' = R"! = R*"~1 = R?".
FallsR' # R, soist die FolgeR’, R, R?, ... der Iterationsstufen von der Form
=RJ
BB R (R R R
N——
£

*
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Dabher existiert keitt € N mit R* = R*+1 Insbesondere giliR?>"~! # R?" undpfp(F) =
. O

2.40 Bemerkung. FurinduktiveAbbildungenF : Pot(A) — Pot(A) existiert der partielle
Fixpunkt und es gilt:pfp(F’) = ifp(F).

2.41 Beispiel.Im Folgenden konstruieren wir eine FormglR, ), so dass fur jede linear
geordnete endliche Menge= (4, <*) gilt:

(1) Fur jede Teilmeng& C A gibt es eini < 2|4, so dass dié-te InduktionsstufeR’
von F, o genau die Mengg ist, und

Al

(2) pfp(F,o) = R?" = A.

Die Induktionsstufenk’, R', R?, .. durchlaufen also samtliche Teilmengen vémind en-
den schlie3lich mit der Mengg als partiellem Fixpunkt.

Idee zur Konstruktion vop(R, x):

Seid = {ap <* --- <* a,_1}. Eine MengeX C A kodiert ein 0-1-Wortwy =
Wp_1 - - - wy — bzw. die Zahlzy := Zw,- 28 €40,..,2"—1} —via
<n

w; =1 <— q; € X.

Die Formely(R, ) zahlt mit ihren Induktionsstufen alle (Binardarstethem von) Zahlen
aus{0, ..,2"—1} der Reihe nach auf. Wir wahlen daza(R, x) :=

(Vz R(z)) vV dy <—|R(y) A Vz (z <y— R(z)) A (:L' =y V (z>yA R(m))))
Durch Betrachten der Binardarstellungen sieht man leatdes

e RO=g,

o furallei < 2"—1gilt: zzi+1 = 2z + 1, und

o firi=2"—1gqilt: R' = A= R*%.

2.42 Definition (Partielle FixpunktlogikPFP. Seio eine Signatur.
Die Formelmeng@FHo]| ist induktiv durch die Regeln (Al),(A2),(A3),(BC) und (Qdgr
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (PFP) definiert

(PFP) Istp(R, ¥) einePFHo|-Formel, wobei

e R einek-stellige Relationsvariable, fur eine N.,,
e 7 =x1,..,x €in Tupel aus: verschiedenen Variablen erster Stufe, und
e p aullerR undZ evtl. noch andere freie Variablen hat,
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und istt’ = ¢1,..,t; ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanten-
symbolen aug, so ist

[pfp gz )(F)

einePFHo|-Formel.

2.43 Definition (Semantik vonPFHc|-Formeln) Die Semantik vorPFHo]-Formeln der
Formy := [pfpp z ©](t) ist folgendermaRen definiert:

Ist frei(y) = {@, S} und ist2 eine endlichéoU){a, S})-Struktur, so gilt:

~9
AL pforsel(t) <= t €pfp(Fpa).

2.44 Lemma.
Die Datenkomplexit des Auswertungsproblemnisg PFPauf Fin liegt in Pspace

Beweis: Per Induktion tiber den Formelaufbau. Der einzige intengtesFall ist der Fix-
punktoperator

[pfpg 2 ¢](1).

GemaR Induktionsannahme kann fiir jede Induktionssiifeie Formely(R, ) in einer

endlichen Struktu®( auf Platz polynomiell ifA| ausgewertet werden.

Jede Induktionsstufé’ ist eine Teilmenge vomt* (mit k& := ar(R)) und kann somit auf

Platz polynomiell in| A| gespeichert werden.

Um R**! ausR' zu berechnen, braucht mawr 2 Stuferzu speichern (namlici®? und

R™1). Sind R* und R**! berechnet und gespeichert, so kann man ohne zusatzlichen P

aufwand testen, oR = Ri+1, der partielle Fixpunkt also erreicht ist. Wenn be 2(141%)

immer noch kein partieller Fixpunkt erreicht wurde, so messZyklus eingetreten sein,

und man weil3, dagsfp(F,, o) = @ ist.

Insgesamt kann man die Formgifp - ¢] (t) also auf polynomiellem Platz auswerten.
O

2.45 Proposition. JedelFP-Formel istaquivalent zu einepFrFormel (kurz:iFP < PFP.

Beweis: Per Induktion Uber den Formelaufbau. Der einzige intengesFall ist der Fix-
punktoperator

[ifp g 2 ] (D).

Fur inflationare Abbildungen existiert der partielle pimkt immer und ist identisch mit
dem inflationaren Fixpunkt. Es gilt daher:

ifprs](t) istaquivalentzu [pfprz (R(Z) V ¢)](t).
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Zusammenfassung:

Fur die drei Fixpunktlogikenrp (kleinste Fixpunktlogik),Fp (inflationare Fixpunktlogik)
undpPrpP(partielle Fixpunktlogik) gilt:

LFP < IFP < PFP

(d.h.:PFPist mindestens so ausdrucksstark wie undiFpP ist mindestens so ausdrucksstark
wie LFP).

2.2.5 Fixpunktlogiken und Komplexitatsklassen

Ahnlich zum Beweis des Satzes von Fagin kann man zeigen diaé®gikenLrFp und IFP
die Komplexitatsklasserive auf der Klasse aller endlichen geordneten Strukturen legésch
ben, und dass die LogikFpdie Komplexitatsklassespaceauf der Klasse aller endlichen
geordneten Strukturen beschreibt:

2.46 Theorem(Satz von Immerman und Vardi, 1982)
(a) LFPbeschreibtrrime auf FinOrd.
(b) 1IFP beschreibtrtime auf FinOrd.

Beweis: Wegen Lemma 2.36 und Proposition 2.37 fdlgtdirekt auga). Von Lemma 2.30
wissen wir, dass die Datenkomplexitat des Auswertundsenas furLFP auf FinOrd in
Prime liegt. Im Folgenden brauchen wir also nur noch zu beweisass gedes Problem
ausPrive durch eineLFP-Formel beschrieben werden kann. Sei dazeine Signatur, die
u.a. ein 2-stelliges Relationssymbalenthalt, und seC C FinOrd eine Klasse endlicher
geordneter-Strukturen, so dass

Lc = {enq2) : A € C} € PriME.

D.h. es gibt eine deterministische Turing-Maschide= (Q, >, T, A, qo, F') und eine Kon-
stantek € N, so dass\/ bei Eingabe (der Kodierung) einer endlichen geordnet&truktur

2A entscheidet, ol € C und dabei weniger als” Schritte macht. Wie beim Beweis des Sat-
zes von Fagin bezeichnen wir miimmer die GroRe des Universums der Eingabe-Struktur
2L und nehmen o0.B.d.A. an, dass

e [, aus genau einem akzeptierenden Zustapgdbesteht,

e jeder Lauf vonM bei jeder Eingabe-Struktd@ mit | A| > 2 nachgenaun®—1 Schrit-
ten in einem (akzeptierenden oder verwerfenden) Endzuistadet,

e nF > |end?)
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e Q=1{0,1,..,s¢} fureinsg € N, Endzustandax, = 0, Anfangszustang, = 1,
e I'={0,1,2,..,sp}fureinsp € N, Blank-SymbolJ = 2,
e 5 :=max{sQ,sr}.
Da M deterministischist, kdnnen wir didJberfiihrungsrelation als Abbildung
0« (Q\F)xT - @xTIx{-1,0,1}

darstellen.

Unser Ziel ist, einenFp[o]-Satz+ zu finden, so das€ = Modginor(?), d.h. fur jede
endliche geordnete-Strukturl gilt:

A=y < AeC
< M akzeptiertd

<= der Lauf vonM bei Eingabesng2(), endet nactn*—1
Schritten in Zustanda..

Idee zur Konstruktion vorp: Ahnlich wie im Beweis des Satzes von Fagin werden Zeit-
punktet und Bandpositionem in {0,1,..,n*—1} durch k-Tupel t = (t1,..,t;) bzw.
7 = (p1,..,px) Uber{0,..,n—1} kodiert. Unter Verwendung der linearen Ordnuad
kann man das Universus mit der Menge{0, . ., n—1} identifizieren und:-Tupeld € A*
mit Zahlen aug0, 1,..,n*—1}.

Jeden Zustand € @ = {0,1,..,s¢} und jedes Symbol € I € {0,1,..,sr} werden
wir in einer Strukturl durch dasy-grof3te bzw. dag-groRte Element im Universum re-
prasentierefi.

Um die Notation etwas ubersichtlicher zu machen, nehmerovd.d.A. an, dasg zwei
Konstantensymbol& und maxenthalt, die in geordneten Strukturen stets mit dem klein-
sten bzw. dem grof3ten Element der linearen Ordnung irgtepr werden.

Der Lauf der DTMM bei Eingabesnd®() wird durch folgendg 2k + 2)-stellige Relation
R* C A%+2 reprasentiert:

e (0,#,9,0) € R* <= der Schreib-/Lesekopf steht zum Zeitpunlktuf Bandpositiorp.
e (1,#,p,7) € R* < auf Bandpositiorp steht zum Zeitpunkt das Symboty.

e (maxi,maxq) € R* <= M ist zum Zeitpunkt in Zustandy.

4Der LFP-Satzy, den wir im Folgenden konstruieren, wird daher nur fir BelStrukturer korrekt sein, die
mehr alss = max{sq, sr} Elemente besitzen. Das ist aber nicht weiter schlimm, dergite nurendlich
viele verschiedene-Strukturen mit< s Elementen, und diese kann man explizit durch eine wefere
Formel abhandeln.
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Wir konstruieren im Folgenden eirro[cU{ R}]-Formel o(R, u, t, 7, z), die schrittweise
die Relation?* so aufbaut, das&* durch ‘Ifpy 75 ¢|” beschrieben wird. Die einzel-
nen Induktionsstufen entsprechen dabei den Zeitpunktdmwend der Berechnung vad,
d.h.:

R = g,

R! = “Startkonfiguration bei Eingabend2()”
= {(u,f,7,2) € R* : rg_a (£) = 0},

R*Y = {(ut.p.2) € R : rg_a (1) < i}
Wenny so konstruiert ist, dann gilt (beachte dazu, dags= 0):

M akzeptierl <= A | [Upg, 75, ¢l(Max max max o).
Die Formelyp ist von der Form

(p(R,’LL’E:ﬁ, Z) =

J20 -+ - Jzs (SOZahIen(ZO; c2s) A ((“f: 0" A @Start(%ﬁ; Z)) \ (PSchritt(R7 u, f,ﬁ, Z)) )7

wobeipzanien(20, - - , 2s) €iIN€FO[<]|-Formel ist, die besagt, dass die Variablgn. . , z; mit
dens+1 kleinsten Elementen aus dem Universum der jeweiligen Strudelegt werden.

Um die Startkonfiguration voi bei Eingabeend®2l) durch die Formelsiart zu beschrei-
ben, benutzen wir die Formelp(p) und(; (p) aus dem Beweis des Satzes von Fagin (Theo-
rem 2.8), die besagen, dass in dem 0-1-War{2l) an Positiong? _ () das Symbol 0 bzw.
das Symbol 1 steht. Wir wahlen

SOStart(uy ﬁ7 Z) =

(u=0 A“F=0" A2=0) (Kopf auf Position 0)
V(u=maxA “pP=max A z=z) (M istim Startzustangy = 1)
V(u=2z A =0 AG(P) VvV (Bandbeschriftungend 1))

(z=0
(Z =21 N\ Cl(m) V
(2= 2 A=(Co(B) VQ(@))) ) ) (Beachte: Blank-Symbdll = 2)

Fur die Formelpschyitt Sei xm (p’, p) fur m € {—1,0,1} eine Formel, die besagp”=
p’'+m”, d.h.:

x1(p’,p) :=succe, (p”,0), x-1(p",p) :=succ(7,p"), xo(@',p):="“p =p"
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Wir wahlen

(-PSChl‘itt(R7 u, t_; ﬁ? Z) =

3¢ 3p” (SUCQleX(f’, t) A R(0,t,5",0) A (Kopfpos.p” zum Zeitpkt.t” := t—1)
\/ ( R(maxt’,maz,zy) A R(z1,t", 5", 2y) A (zum Zeitpkt.t”:
o €Q\F,/€T, in Zustandy’, liest Symboh’)
(g,v,m):=6(q" v")
(u =maxA p=maxA z = zq) (zum Zeitpkt.Z'in Zustandg)
V (u=0 A xm(®",0) A 2=0) (zum Zeitpkt.£ Kopfpos.p’'+m)
\% (u =21 AN“p'=p" N z= zﬁ,) (zum Zeitpkt.z Symboly auf Posg”)
V(u=2z21 A“pT#£D" A R(z,t",p, z)) > ) ) (auf Posg # ' zum Zeitpkt.t’

gleiches Symbol wie zum Zeitpkt’)

Man beachte, dass diese Formesitivin R ist. Daher ist die Formel

Y = [pg, 75, l(Max max max 0)

eineLFP[o]-Formel.

Per Induktion nach kann man leicht fur alle endlichen geordnetestrukturer?l und alle
i € N zeigen, dass di¢i+1)-te Induktionsstufer‘*! des Operatorg’, o aus genau den
Tupeln(u,t,7, z) € A%*+2 besteht, fur die gilt:j := rg<%x(5) <i und

{00, ) e R 7 =1}

kodiert die Konfiguration vor/ bei Eingabeend2l) zum Zeitpunkt;.
Daraus folgt dann direkt:

M akzeptiertenq®) <= (max, max, mad,0%) € RV < A=
Somit sind wir fertig mit dem Beweis von Theorem 2.46 O
Auf ahnliche Art kann man auch folgendes beweisen:

2.47 Theorem. PFPbeschreibtrspaceauf FinOrd.

Beweis: Ahnlich zum Beweis von Theorem 2.46. BeacHéne PspaceBerechnung kann
evtl. aus exponentiell vielen Schritten bestehen. Dahen kécht mehr jeder Berechnungs-
zeitpunktt durch eink-Tupelt = (t1,..,t;) € A* kodiert werden. Insgesamt konstruiert
man fir jedes Probler@ C FinOrd in PspaceeineFO[o]-Formely(R, u, 7, z), S0 dass fur
alle endlichen geordneten Strukturen?( gilt:

AecC = A [ppr%Iiz ©](max max 0).

Rest:Ubung O
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2.48 Bemerkung. In den Theoremen 2.46 und 2.47 ist es wichtig, dass die Simerktin
FinOrd liegen, d.h. dass die Strukturgeordnetsind, also eine 2-stellige Relation enthal-
ten, von der man weil3, dass sie eine lineare Ordnung desndunius der Struktur darstellt.
Beim Satz von Fagin, der besagt

EsObeschreibtNP auf Fin,

war dies nicht notig, da man sich in eineso-Formel eine lineare Ordnung “raten” bzw.
definieren kann. In Kapitel 3 (Ehrenfeucht-Fraissé ®pielerden wir beweisen, dass dies
nicht durch eine Fixpunktformel geleistet werden kann und daksmdgilt:

LFP bzw. IFP beschreibnicht prime auf Fin,
PFPbeschreibnicht Pspaceauf Fin.

Aus den Theoremen 2.46 und 2.47 ergibt sich direkt:
2.49 Korollar. Pspace= PTive <= PFP= LFP auf FinOrd.

Dabei heil3t PFP= LFP auf FinOrd”, dass es zu jedemrrSatzy) einenLFP-Satzy’ gibt,
so dass fir jede endliche geordnete Struktuilt:

Ay = AEY.
(Die Umkehrung gilt sowieso, da&P < PFR vgl. Proposition 2.45.)

2.50 Bemerkung. Es gilt sogar die folgende Verscharfung von Korollar 2.di@, alsSatz
von Abiteboul und Vianbekannt ist und die wir in Kapitel 5 (Fixpunktlogiken) auce-b
weisen werden:

PspaCE= PTIME <= PFP= LFP auf FinOrd <= PFP= LFP auf Fin.

Ahnlich wie beim Beweis des Satzes von Cook, bei dem wir djestthe Charakterisierung
von NP genutzt haben, um dieP-Vollstandigkeit des aussagenlogischen Erfullbadpsi-
blems nachzuweisen, kdnnen wir die logische Charakégtisg vonPspacenutzen, um die
PspaceVollstandigkeit des Auswertungsproblems £y zu beweisen (dies wurde in Kapi-
tel 1, Satz 1.61 schon erwahnt, aber noch nicht bewiesen):

2.51 Satz.Die kombinierte Komplexat des Auswertungsproblemis fFO auf FinOrd ist
PspaceVollstandig.

Beweis: Mit Satz 1.60 wurde bereits gezeigt, dass die kombiniertmlexitat des Aus-
wertungsproblems firo in Pspaceliegt. Im Folgenden zeigen wir, dass das Problem auch
Pspacehart ist, d.h. dass sich jedes Probléne pspaceauf das Auswertungsproblem fur
FO reduzieren lasst. Jedes Problédme pspacekann man, fur eine geeignete Signatyr
mit einer KlasseC C FinOrd (bzw. der zugehotrigen Mengk:) identifizieren. Da nach
Voraussetzund.c € Pspraceist, liefert Theorem 2.47, dass es eirHo]-Satz® gibt, so
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dass fir jede endliche geordneteStruktur gilt: A€ C <— A = P.
Aus dem Beweis von Theorem 2.47 folgt, déss.B.d.A. von der Form

[pEpp 2 (M 0)

—

ist, wobeip(R,Z) € FO[cU{R}]. Seir := ar(R) die Stelligkeit vonR und seiz =
LlyeyLp.

Aus Bemerkung 2.39 folgt, dass fur jede endlieh&truktur, fur n := |A|, fur N =
n" = |A"| und fur die Induktionsstufetk’ des Operators’, o gilt:

N

(1) FallsR*" = R*"+!, s0 pfp(F, ) = R’
(2) FallsR*" # R*"+!, so pfp(F,q) = 2.

Unser Ziel ist, eine Polynomialzeit-Reduktiginvon C C FinOrd auf das Auswertungspro-
blem firrFo zu finden.

Ansatz: f bildet jedesk € FinOrd (von dem man wissen will, ob es zur KlasgSagehort)
auf ein Tupel(A, ¥3 o) ab, wobei)q o €in FO[o|-Satz ist, fur den gilt:

def

AL oy &

— A= [pfpgz pl(Max0).

(4) g g istin Zeit, die polynomiell in A] ist, berechenbar.
Insbesondere ist die Langes o| der Formek)s o polynomiell in der GroRRe voR.

3) Ql):¢q>’g( — 2AeC

Idee: Sei2l gegeben und sei := |A| und N := n". O.B.d.A. istn > 2, insbesondere
werden also die Konstantensymbeolend maxdurch zwei verschiedene ElementeArnn-
terpretiert.

Seienuy, .., vy Variablen erster Stufe und sei€hi, ..., iyn jeweilsr-Tupel von Varia-
blen erster Stufe. Fir jedes {0, .., N} definieren wir induktiv eingo[o]-Formel

Spl(fa gl7vl7 g‘27,027 "'7gN7vN)7
so dass fur allé;, .., by € A" und alledy, .., dy € {02, max} gilt:
(#)i: {aed : Ak @l@bud, .. by} = Foa® ({5 1 1<j <N, d; #£0%)
_ SN——
2'-fache Anwendung des Operatdrs o

Bevor wir die genaue Konstruktion der Formein(fur i € {0, .., N'}) angeben, zeigen wir
zunachst, wie wir die gewlinschte Formel o ausy erhalten. Es gilt:

AEP < AR [piprzpl(Max0)
— (max0) e R?" und R%" = R¥'H!
— AE Yo,
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wobei
Yo u =
N
Jiy Fvy -+ - Yy Jon ( (’Uj =0V v; = max) (Zeile 1)
j=1 v
N VE (@N(f;?jlvoavg]\ho) - \/(vj #O A f:fj)) (Zel'eZ)
N =1
A (\/ (vj £0 A ;= (max0) ) (Zeile 3)
S R(®)
AYE((\ (0 #0 A T=7))) < o7, ———)))  (zeile )
( j\:/l ! ’ V;—vzl(’l}j#()/\uz j) ))

Dabei besagt
o Zeile 2, dass k2" ¥ Foo® (@) = {7 : vj #£0},
e Zeile 3, dass (max0) € R%",

o Zeile 4, dass B?¥ = R+ ¥ p_ (R
R()

TV (0 £0NT=5;)

jedes Vorkommen eines Atoms der Fof@) durch die Forme\/é\f:l(vj #0ANU = y))

ersetzt wird.

Hierbei bezeichnety (Z ) die Formel, die aug(R, &) entsteht, indem

Klar ist: Wenn die Formepy die Eigenschaftx)y hat und in Zeit polyn) konstruierbar
ist, so ist auchyg o in Zeit poly(n) konstruierbar und es gilt:

AecC <= AR [pfppzpl(Mmax0) <= AR g

Somit ist die Abbildung, die jeder-Struktur? € FinOrd das Tupel, ¢¢ o) zuordnet,
eine Polynomialzeit-Reduktion vdd auf das Auswertungsproblem fao auf FinOrd.
Um den Beweis von Satz 2.51 zu beenden, miissen wir also eshrdie gewiinschte For-
mel ¢ konstruieren. Dazu konstruieren wir induktiv fiire {0,.., N} Formelny; mit
Eigenschaf(x);, so dass

’(Pi-i-l‘ < nKonstante + ‘901’

Insgesamt ist dann

‘SON‘ < N_nKonstante — nr_nKonstante — poly(n).

Induktionsanfang = 0: 2! = 2 = 1. Wir setzen

¢O(f7glavla"7gN7vN) = @(f,

R(a) >
Viti(vj # 0 A @ = §)

Offensichtlich hatp, die Eigenschaft«),, und es giltjpg| = O(|p| - - N) = poly(n).

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und KomplexitatSoSe 2007HU Berlin



2.2 Fixpunktlogiken zur Beschreibung veond Pspace 73

Induktionsschriti — i+1: Um eine Formel ;1 (Z, 371,211, .,Yn,vn) mit der Eigen-
schaft(x); 41 zu konstruieren, nutzen wir, dass fir:= F, o gilt:

F* (g 0 £0)) = F¥ <F2i ({gj 7 0}>)’

setzen

{7 v, £0) = F2({G; v # 0}) und

- i - i+1 —

77 £0} = ({7 o #0}) = F*7 ({5 : v £ 0})
und nutzen die Formeb;, um die Menger(y’; : v} # 0} und{y" : v} # 0} zu bestim-
men. Ein technisches Problem dabei ist, dass dle Fopm@lnlcht zweimaldie Formelp;
“aufrufen” kann (einmal mitj;, v1, .., yn,vn und dann noch mal mig), vl, .., 4", vy,
um zuersyy}, v, .., §'y, vy und danacly’|, vf, .., ¥, v}, zu ermitteln). Dann wéare namlich
w;+1 doppeltso lang wiep;, und am Ende ware

lon| = 28 |el,

und das ist viel zu lang als dass mag noch in Zeit polyn) berechnen kdnnte.

Um dies zu vermeiden, wahlen wir die folgende Formel, dilgjddntoren benutzt, um mit
einem einzigen “Aufruf” der Formep; sowohl die Wertej, v}, .., 7"y, vy als auch die
Wertey ], v, .., g%, v} festzulegen.

©ir1(Z,Y1,01,. ., YN, UN) =

31 30) -+ 3 oy 3L 3] - 37 3 (
\/ (of #0 A T=75) A

N
v—O\/v—max/\/\ —OVU—maX)/\
J=1

|| >2||

YV Vug - - - VN Vun <( (’LB, ’LL) = (:lj,’U) v (’LE, ’LL) = (g,>vl) ) -

—

(V:L' ( (pi(f,wl,ul,..,wN,uN) >

/N
—
&
&
Il
=
=
>
<=

k}e\
Y
=
>
8y
Il
<y
.~
<

A —g o 3 . . . N . -
wobei “(@,u) = (7,v)" als Abkurzung fur die Formel\;_, (“a@; = §;" A uj = vj)
benutzt wird.
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Gemal dieser Konstruktion hat, ; die Eigenschaft«);; und es gilt

‘%,_H’ < nKonstante_|_ ’902‘

Speziell furi = N gilt: Die Formelyy hat die Eigenschaft«) y und kann in Zeit polyn)
konstruiert werden. Somit sind wir fertig mit dem Beweis \®aitz 2.51. O

2.3 TC-Logiken zur Beschreibung vonLocspaceund NLOGSPACE

2.3.1 Die LogikTC

2.52 Definition. Sei A eine Menge, set € N, und seiR C A2k
Die transitive Hille (engl.: transitive closurejc(R) von R ist folgendermafen definiert:

es gibt im GrapheiGr := (V, E) mit Vi := A*
tc(R) = < (#,7) € A** | undEg := {(i@,v) € A* x A* . (i, %) € R} einen
PfacPder Lange> 1 von Knotenz zu Knoteny

2.53 Definition (Transitive Hillen-LogikTC). Seio eine Signatur.
Die Formelmengeac|o] ist induktiv durch die Regeln (Al),(A2),(BC) und (Q1) derdik
erster Stufe, sowie die folgende Regel (TC) definiert:

(TC) Istp(Z,y) eineTC|o]-Formel, wobei

e 7 undy zwei k-Tupel aus paarweise verschiedenen Variablen erster Sinde
fureink e N,

e o aulierr undy/ evtl. noch andere freie Variablen erster Stufe hat,

und sinds und¢ zwei k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanteneymb
len auss, so ist

[tez 7 4](5.9)
eineTC[o]-Formel.

2.54 Bemerkungen.
(a) Man beachte, dass es in der LogikeineRelationsvariablen gibt.

(b) Jede Formep(Z, i) mit 2k freien Variablent, i definiert in jeder Struktu®( (der pas-
senden Signatur) eiri%-stellige Relation

o) = {(4,7) e A* : A i, 7]}
und einen Graplis, o := (Vioo1, Epor) Mit Vo, o = AF und E, o = ().

SEin Pfad der Langé € N ist dabei eine Folgé, .., 7, € Vr von Knoten, so dass fir alle < ¢ gilt:
(172‘7’l7i+1) c Eg.
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(c) Diefreien Variableneinertc-Formel der Form[tcz ;¢](5,7) sind
(fFEi(gD)\{f, :lj}) U {Sj 1S5 € Var;} U {tj Dty € Var; }.

2.55 Definition(Semantik vorrc|o]-Formeln) Die Semantik vorrc|o|-Formeln der Form
Y = [tez 5 ¢)(5, 1) ist folgendermaRen definiert:
Ist frei(y)) = {Z} und ist eine (cU{Z})-Struktur, so gilt:

A E [tezgpl(56) = (F%1%) € te(pR)).
2.56 Beispiele.
(a) Graphzusammenhang:
Fur jeden Graphety = (V, E) qilt
G | VaVy [ teyy (x=y VE(,y))]|(z,y)

genau dann, wen@' stark zusammetdmgendist, d.h. es gibt von jedem Knotenzu
jedem Knotery einen Weg.

(b) Lineare Ordnung zu einer Nachfolger-Relation:
Die TC[{sucg|-Formel
Y(u,v) = [tegysucdz, y)](u,v)

definiert fur jedes: € Nin der Strukturl,, := ({0, ..,n}, suc¢") mitsucé := {(i,i+
1) : 0 < i < n}dienatirliche lineare Ordnung a{d, .. ,n}, d.h. es gilt fur alles € N
und allei, 5 € {0,..,n}, dass

An VL J] = i<
(c) Addition:
Die Tc[{succ 0}]-Formel

o+ (u,v,w) = [6Cq; 294140 SUCEZ 1, Y1) A SUCEZ2, Y2)] (0, u, v, w)

definiert fur jedes: € N in der StrukturB,, := ({0, ..,n},succ’,0) die Addition auf
{0,..,n}. D.h. furallen € Nund allea, b, c € {0,..,n} gilt: B, = ¢i[a,b,c] —
a+ b = c. (Idee dabei: Dierc-Formel beschreibt den Pfg@,u) — (1,u+1) —
(2,u+2) — -+ = (v,utv) — ---.)

(d) Kardinalitat modulo 2:
Fur alle endlichen linearen Ordnung@in= (A, <*) gilt:
A E Iz Elzmax<V:E (—|a: <zy A —|zmax<a:) A
[teay Fz(z <2<y AV (z <2 <y— 2 =2))](20, 2max) >

genau dann, wenp| ungerade ist.
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2.3.2 Varianten vonTcC: Die Logiken DTC, posTC und posDTC

2.57 Definition. Sei A eine Menge, sek € N., und seiR C A%,
Die deterministische transitive ile dtc(R) von R ist folgendermal3en definiert:

es gibt im Graphe' := (Vz, Er) mit Vg := A*
und Eg := {(u,7) € A* x A* . (@,7) € R} einen
deterministischerPfad vonx zu ¢, d.h. einen Pfad
der Lange> 1, so dass es fir jeden Knotehauf [
diesem Pfad (aulRer evi}) genau einerkKnoten «/
mit (4, ¥) € Eg gibt

dtc(R) = { (&,7) € A**

2.58 Definition (Deterministische Transitive Hilllen-LogikTC). Seio eine Signatur.
Die Formelmeng®TcC|o| ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(BC) und (Q1) derdik
erster Stufe, sowie die folgende Regel (DTC) definiert:

(DTC) lIstp(Z, i) eineDTC[o]-Formel, wobei

e 7 undy zweik-Tupel aus paarweise verschiedenen Variablen erster Shde
fureink e N,

e ¢ aul3err? undy evtl. noch andere freie Variablen erster Stufe hat,

und sinds undt zwei k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensym-

bolen ausr, so ist
[dtcz ;7 ¢](5, 1)
eineDTC[o]-Formel.

2.59 Definition (Semantik vorbTc[o]-Formeln) Die Semantik vorbTc[o]-Formeln der
Formy := [dtcz ;7 ¢](5, 1) ist folgendermaRen definiert:
Ist frei(y)) = {Z} und ist2 eine (cU{Z})-Struktur, so gilt:

A [dtezz9)(51) <= (F% %) € dtc(p)).
2.60 Proposition. JedeDTc-Formel istaquivalent zu einerc-Formel (kurz: DTC < TC).

Beweis: Per Induktion Uiber den Formelaufbau. Der einzige intengesFall ist dedtc-
Operator

Diese Formel ist aquivalent zu dee-Formel

[tezy (9(7.9) A ¥2(0(3,2) = 2=7)) ] (5.1).
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2.61 Definition (Positive Transitive Hillen-LogikeposTcundposDTQ.

Die Logiken posTC und posDTC sind definiert als die Fragmente vox und DTC, in de-
nen weder Implikationspfeile-" noch Biimplikationspfeile “-” vorkommen und digc-
bzw. dtc-Operatoren nupositivverwendet werden, d.h. im Einflussbereich eigeraden
Anzahl von Negationssymbolen.

2.62 Proposition. JedeDTC-Formel istaquivalent zu einesosDTGFormel (kurz:posDTC=
DTC).

Beweis: Per Induktion nach dem Formelaufbau. Der Haupschritt beskarin, eineDTC-
Formel der Form

¢ = =[dtezz¢] (5,1)

in eine aquivalent@osDTGFormel zu Ubersetzen. Gemal3 Induktionsannahme kowiren
dabei annehmen, dass sowghhls auch-y aquivalent ziposDTGFormeln sind.
Ist o die Signatur, Uber dep gebildet ist, so gilt fur jed¢oUfrei(v))-StruktursA:

Ak
A b [dtez ;9] (5,1)
der (eindeutig bestimmte) deterministische Pfath G, o = (Vi 2, £ 2) Mit

Voo = A¥ und E, o = (), der bei Knotens™ beginnt, erreichnicht den
Knotent™

—
—

<= 7 erreicht, ohne durch den Knotéi}' zu fuihren, einen Knoted € A*, der ()
keinen deterministischen Nachfolgerah, o hat oder der (2) auf einem determi-
nistischen Kreis inG, o liegt, der nicht durch Knoten? fiihrt

— AEY,
wobei
W= 32( F=zV 5,2))

2.63 Bemerkung. Es ist bekannt, dass obige Aussageht fur die Logik TC gilt, d.h. es
gibt eineTc-Formely, zu der es keingosTGFormel gibt, dieauf allen endlichen Strukturen
aquivalent zuy ist. (Das werden wir in dieser Vorlesung allerdings nichwéisen.)

Es gilt aber die folgende schwachekquivalenz: Auf endlichergeordneterStrukturen ist
TC aquivalent zwosTC(kurz: posTC = TC auf FinOrd). Dies werden wir spater auch noch
beweisen (Theorem 2.66).
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2.3.3 TC-Logiken und Komplexitatsklassen
2.64 Theorem(Immerman, 1986)

(a) posDTCbeschreibt.ocspaceauf FinOrd.
(b) posTCbeschreibtNLocspaceauf FinOrd.

Beweis: Seio eine Signatur, die u.a. ein 2-stelliges Relationssymbanthalt und die
0.B.d.A. auch zwei Konstantensymbdleind maxenthalt, die in geordnetesStrukturen
stets mit dem kleinsten bzw. dem grof3ten Element der me@rdnung< interpretiert
werden.

“C:” Zunachst zeigen wir, dass die Datenkomplexitat yosDTCin Locspaceliegt.
JedeposDTGFormel kann man leicht in eine aquivaleptadTGFormel umformen, bei der
kein dtc-Operator im Einflussbereich eines Negationszeichensowamkt. Per Induktion
uber den Aufbau von solchgesDTdo]-Formeln zeigen wir, dass jede solche Formel durch
eine deterministische Logspace-beschrankte TuringeMas ausgewertet werden kann.
Die Falle fur die Quantoren und Verknifungen der Logigter Stufe werden wie im Algo-
rithmus EVAL aus dem Beweis von Lemma 1.59 behandelt. Firdde-Operator, d.h. fur
eine Formel der Form

¢ = [dbeg g ¢](5,1)

wird bei Eingabe einer Strukt¥ der in Knotens™ startende deterministische Pfad berech-
net. Dazu geht man nach folgendem Algorithmus vor:

7:=38%
FORi := 0 TO |A|* DO

W := NIL

FORALL % € A* DO

IF2l |= [#, i) THEN
IF & = NIL THEN 1 := @ ELSE STOP WITH OUTPUT “nein” ENDIF ENDIF

ENDFOR

IF @ = NIL THEN STOP WITH OUTPUT “nein” ELSEs := « ENDIF
IF % = £ THEN STOP WITH OUTPUT “ja” ENDIF
ENDFOR
11. STOP WITH OUTPUT “nein”

© N A®WDPE

-
o

Man sieht leicht, dass dieser Algorithmus genau dann “j&géi, wenn der Knoten™
auf dem ins® startenden durclp definierten deterministischen Pfad liegt, d.h., wenn
A = [dtcz g (5, 1).

GemaR Induktionsannahme wird fur Zeile 5 nur Pl&tog | A|) benotigt. Abgesehen da-
von muss der Algorithmus zu jedem Zeitpunkt nur die drei knat, « und « speichern,
und dazu reicht Plat®(log |A]).

Insgesamt erhalten wir somit, dass die DatenkomplexdatpusDTCin Locsraceliegt.
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Auf ahnliche Weise kann man auch zeigen, dass die Daterlkaitfii von posTC in
NLocspaceliegt — zum Auswerten einer Formel der Fofte; ; ¢](5, ) “rat” eine nichtde-
terministische Logspace-beschrankte Turing-Maschin8talle der Schleife in den Zeilen
4-7 dabei einfach einen Knote fur den sie dann testet, @ | ¢[v, 4] gilt.

“D:" Sei nunC eine Klasse endlicher geordnetefStrukturen, so dasbc € LoGspPace
D.h. es gibt eine deterministische Turing-Maschie= (Q, %, T, A, qo, F) (die ein se-
parates Eingabeband besitzt) und eine Konstans® dass\/ bei Eingabe der Kodierung
einer endlichen geordnetenStruktur?l mit n := |A| auf Platzk - [log n| entscheidet, ob
2 € C. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, ddsad2l)| < n*.

Idee: Jede Konfiguration vor/ bei Eingabeenql) ist durch ein Tupelq, peingabe P, w)
eindeutig bestimmt, wobej € @ den aktuellen Zustand bezeichngtingave € {0, . . ,nk1

die Kopfposition auf dem Eingabeband.c {0,.., % |logn]|} die Kopfposition auf dem
Arbeitsband undy € I'*l°g"] die komplette Beschriftung des Arbeitsbandes. Daher gibt
es eine Konstanté € N, so dass\/ bei Eingabe einer Strukt® mit n := | A| hdchstens
2d-logn — pd Konfigurationen durchlaufen kann. Jede einzelne solchdigaration kann
man durch einl-Tupel & € A? reprasentieren.

Das ProblenC wird dann durch eingosDTdo|-Formel der Form

—

Y o= 353t (@Start(g ) A pakzeptierdt) A [ dtcz g pscnin(Z,7) ] (3, f))
beschrieben, wobei
e swart(5) besagt, dassdie Startkonfiguration voi/ bei Eingabeenq®l) ist,
° @Akzeptieréﬂ besagt, dasseine akzeptierende Endkonfiguration ist,

e pschitt(Z,y) besagt, dasg eine Nachfolgekonfiguration vanist.

Genauer: Jede Konfiguratioriq, pgingabe p, w) Wird durch ein Tupel der Lange
d = 1+k+k+]|T| -k

der Form
(q7 PEingabe D, (f’y)»yer)

reprasentiert, wobej, peingabe UNd p’ Zustand sowie Bandpositionen analog zum Beweis
von Theorem 2.46 kodieren. Die Tupg} = (x-,, .., 2k—1), fUry € I, beschreiben die
Beschriftung des Arbeitsbandes folgendermafen. Fui glle {0,..,n—1} gilt:

an Position; - log n + ¢ steht das Symbol <= dasi-te Bit der Zahlx,, ; ist 1,

d.h.| %3] ist ungerade.
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Man kann zeigenl{bung, dass eposbTd<]-Formelnggi—: (, y) und wgi—o(z, ) gibt,
die besagen, dass dage Bit der Zahlz 1 bzw. 0 ist. Diese Formeln kann man nutzen,
um posDTdo|-Formelngstar, @akzeptiereUNd @schritt Mit den gewiinschten Eigenschaften zu
konstruieren. RestJbung

Mit derselben Vorgehensweise kann man auch fir jede KI@ssé L € NLoGsPAceeine
posTGFormel konstruieren, die genau von genau den Struktufahtevird, die in C liegen.
O

Aus Theorem 2.64 (a) und Proposition 2.62 folgt direkt:
2.65 Theorem. DTC beschreibt ocspaceauf FinOrd.

Um die analoge Aussage auch fi€ und NLoGspace zu beweisen, muss man zeigen,
dass aucliNegationenvon TC-Formeln durch nichtdeterministische Logspace-besittea
Turing-Maschinen ausgewertet werden konnen. Dies wirdidiolgenden Satz gewahrlei-
stet:

2.66 Theorem(Immerman, 1987) Auf endlichen geordneten Strukturenistaquivalent
ZuposTC(kurz: posTC= TC auf FinOrd).

Beweis: Per Induktion nach dem Formelaufbau. Der Hauptschriteestarin, eingclo]-
Formel der Form

¢ o= = [ tezg o(Z,9)] (5,1)
in eine posTdo|-Formel zu Ubersetzen, die auf allgeordnetenendlicheno-Strukturen
aquivalent zup ist. Gemalf Induktionsannahme konnen wir davon ausgelass,sowohp
als auch~¢ auf geordneten endlichen Strukturen aquivalent zu gieetGFormel sind.
Seik > 1 die Lange der Tupef undy, d.h.¥ = x1,..,zp undy = 41,..,yx. Sei
o' = oUfrei(v).

Zu einer endlichen geordneter+Struktur2( und k-Tupeln@, b € A* und jederposTdo’]-
Formelx (Z, ) definieren wir

oo, falls es keinen Pfad der Lange1 in G, o vona nachl?gibt,

Dist?([(&', b) =
min {E >

es gibt inG, o einen Pfad de
; = - , sonst.
Langel von ad nachb

Es gilt:
A = fteq g ¢l(5,1)
> |{be A" : Distd(5,b) <oco}| = [{be AF: Disti‘(f’g)/\ﬁq:{(,sﬁ,g) <oo}| (%

d.h. die Anzahl der Elemente, die @, o von Knotens' aus erreichbar sind, ist gleich der
Anzahl der Elemente, die vohaus (iber einen Pfad erreichbar sind, der den Knbteicht

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und KomplexitatSoSe 2007HU Berlin



2.3 TC-Logiken zur Beschreibung vbocspaceundNLoGspPacE 81

durchlauft.

Ziel fur den Rest des BeweiseBriicke die Gleichungx) durch eineposTGFormel aus.

Schritt 1: Es gilt fur alle Formelny(z, 7) und alle Tupek, b € A* und fiirn := |AJ:
Dist?(5,b) < oo <= Dist¥(5,b) < n*,
denn der Grapldr,, o hat nur| A|* Knoten.

Schritt 2: Wie beim Beweis des Satzes von Immerman und Vardi (Theordf) Ronnen
wir fur n := |A| mittels der linearen Ordnung® das UniversumA mit der Menge
{0,..,n—1} identifizieren. Unter Verwendung der Iexikographischedrmng<%x identi-
fizieren wir k+1-Tupel & € A*T! mit Zahlen in{0, .., n*+1—1}, indem wir dem Tupef
die Zahl

(A" = 19 (@ € {0,.., 0k -1}
zuordnen. Insbesondere gilt
AP = nF = [(1,0,0,---,0)]%,
N——

k

wobei0 das kleinste und das zweitkleinste Element i bzgl. <% bezeichnen.

Wir nehmen im Folgenden o0.B.d.A. an, dass die Signatzwei Konstantensymbol@und

1 enthalt, die in geordnetesm-Strukturen stets mit dem kleinsten bzw. dem zweitkleimste
Element interpretiert werden.

Schritt 3: Fir jedeposTdo’]-Formelx (&, ) konstruieren wir einposTGFormeldist, (Z, 7, @)
(wobei Z und i/ jeweils k-Tupel undz ein k+1-Tupel von VaLriabIen erster Stufe sind), so
dass fir alle endlichen geordnetehStrukturen?( und alled, b € A* undd € A*+! gilt:

oA = dist [d,b,d] < Dist(a,b) < [d]".
Dazu wahlen wir
dist (7,7, @) = [tezama x(T,7') A suce, (4,7")] (Z,0,7, ).
(Idee dabei: In dem Tuped wird die Lange eines Pfads vannachi gezahit.)
Schritt 4: Fur jedeTc[o’]-Formel x(Z, ), so dass sowoh} als auch—y aquivalent zu

einerposTGFormel sind, konstruieren wir eipesTGFormelanzahl (Z, Z), so dass fur alle
endlichen geordnetest-Strukturen?, alle 5 € A* und alleé € A**+! gilt:

% = anzahl [5,¢] <= [d" = |{b : Dist (5,5) < 00 }].
Dazu betrachten wir zunachst die Funktion

A . gk k k
Anzy . A" x{0,..,n"} — {0,..,n"}
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mit

AnZl(5,d) = |{be A* : Dist? (5,b) < d}|.
Filr jedes fest@ € A* kdnnen wir Ani‘(i d) induktiv furd = 0, 1,2, ... folgendermal3en
bestimmen:
Induktionsanfangi = 0:
Anz2(5,0) = 0, denn fur alle € A* gilt gemaR Definition, dass Di¥ts,b) > 1
Induktionssschritd — d+1:
Sei ¢ := Anz}(5,d). Gesucht ist die Zaht, so dass An%(s,d+1) = . Algorith-
misch konnen wir dies ermitteln, indem wir mit einem Vatatiupely’ nach und nach
ganzA* gemaR der lexikographischen Ordnung durchlaufen undi digte\Wert einer Va-
riablenv jedesmal dann um 1 hochzahlen, wenn fiir das gerade bitracfupel;’ gilt:
Dist? (5, #/) < d+1.
Unser nachstes Ziel ist nun, eipesTGFormel(, zu konstruieren, die auf dieser Methode
basiert. Sie benutzt+1-Tupel 7, @ und @’, um die Anzahl der gefundenénTupel bzw.
die Distanzenl undd+1 zu reprasentieren. Die Formel

Cx(ﬁa 276/7 5/7 §)

e ] %11 besagen:

soll fur @, @’ mit [@']
Falls [7]™ = AnZ2(3, [@]™), so [2/]" =AnZ(5, [a']™).

Wir wahlen dazu

G, 20", 2,5) = [tegage 0y] (0,0, max z"),
wobei
070,755, 0.0") = (SUCC(7.§7) A dist(5,5,@) A suce,,(7,7))
V (succ,(7,7") A “—dist (5,5, d)" A T=0") )

Um sicherzustellen, dass die Forngelin posTCliegt, miissen wir noch eingbsTGFormel
fur “—dist, (5, ', a’)” finden, d.h. wir miissen einmsTGFormel finden, die besagt

Dist(5,5") > [a']".
Falls [ﬁ/]m: [J]Q(Jrl und [Z]Q[:Anz%(g‘, [ﬁ]m), so gilt:
o Ist [@]™ =0, so Disf(3,7) > [@']" <= AW x(ET)

=/

o Ist [ ] >0, so Disf'(5,5") > [i ]Ql <= es gibtz Elementes’ # §’, so dass
Dist?(5,w") < [i] ™ und2t 1 x (7, ).
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Genau dies wird durch die folgengesTGFormel bewerkstelligt, die in der Formé| an
o ! !

die Stelle von *dist, (s,y’,u’)" gesetzt werden muss:

(7=0n ~x(57)) v
( succe,, (w, @)
(?j #0 A tclg,qﬂ,m,(f ( SUCQIeX(tﬁ, 15,)
@A A dist(

—

7=q")V o
— =/ —
succ,, (¢, q") A (0,0, max 2) )
so’ @) A = x(d’y’)

A\
A

(Idee dabei: Durchlaufel® mit Variablenw’ gemaR der lexikographischen Ordnung und
zahle den Wert der Variablepimmer dann um 1 hoch, wenw’ # ¢’ und Disﬁ‘(i w') <

[i@]™ und2t | x (5, 7").)
Schlief3lich wahlen wir

anzahl,(3,2) = [tcgzaz succ(@,a') A ¢ (a,z,d',Z',5)] (00,0, 10 ,2).

A A

nk

Dies ist eineposTGFormel, die besagt, dass] ? die Anzahl aller Knoten VoI, o ist, die
Uber einen Pfad der Lange n* von Knotens aus erreichbar sind. GemaR Schritt 1 besagt
die Formelanzahl (5, Z), dass|Z] * die Anzahl der vor¥ aus erreichbaren Knoten (G

ist. Somit sind wir fertig mit Schritt 4.

Schritt 5: Unter Benutzung der Gleichur(g) und derposTGFormel aus Schritt 4 erhalten
wir, dass die Formel

- [ tcf,gj Sp(f7 g‘)} (§7£>
aquivalent zuposTGFormel

Iz (anzahja(g, Z) A anzahl, ;. o (5 5))
ist. Dies beendet den Beweis von Theorem 2.66. O

Aus Theorem 2.64 (b) und Theorem 2.66 folgt direkt:
2.67 Theorem. TC beschreibiNLogspaceauf FinOrd.

Mit Hilfe dieser logischen Beschreibung von.ocseacekann man leicht beweisen, dass
NLocspaceunter Komplementbildung abgeschlossen ist:

2.68 Korollar (Satz von Immerman und Szelepcsényi) oGsPACE= CO-NLOGSPACE

Beweis: “2:” Wir missen zeigen, dass fir jede Spradhe& NLocspacegilt, dass auch
das KomplementL in NLocspaceliegt. Sei alsoL ein Problem inNLocspace GemaR
Theorem 2.67 gibt es einerc-Satz, der L beschreibt, d.h. fur alle Strukture gilt:
A e L < A . Dadie LogikTC abgschlossen ist unter Negation, igt := = ein
Tc-Satz, und es gilt fir alle Strukturédr A =’ <= A ¢ L < A c L. Somit ist
Y einTC-Satz, der das Probleil beschreibt. GemaR Theorem 2.67 giltc NLocspAcE
“C:” analog. O
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Zusammenfassung der logischen Charakterisierungen:

In Kapitel 2 wurden die in Abbildung 2.1 dargestellten lafiisn Charakterisierungen von
Komplexitatsklassen behandelt.

PFP — beschreibt auFinOrd — PSPACE
Ul
e} — beschreibt auFin — PH
Ul
ESO — beschreibt auFin — NP
Ul
LFP, IFP — beschreibt auFinOrd — PTIME
Ul
TC, posTC —— beschreibt auFinOrd — NLOGSPACE
Ul
DTC, posDTC — beschreibt auFinOrd — LOGSPACE

Abbildung 2.1: Logische Beschreibungen von Komplexkkssen.
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3 Ehrenfeucht-Frais® Spiele

Ehrenfeucht-Fris€ Spiele (kurz: EF-Spiele)eine Methode, zum Beweis, dass bestimmte
Problemenicht durch Formeln einer bestimmten Logik (z80) definierbar sind.

Vereinbarung:
Ab jetzt werden wieder sowohl endliche als auch unendlidingkBiren betrachtet.

3.1 Definition. Sei.Z eine Logik,S eine Klasse von Strukturea,eine Signaturun@ C S
eine Klasse vomr-Strukturen.

C heil3t.Z-definierbar inS (auch:Z-axiomatisierba}, falls es einen?|[c]-Satzp gibt, so
dassC = Mods(y) (d.h. fur alleo-Strukturen?l € Sqilt: A€ C < A E p.)

3.1 Das EF-Spiel fur die Logik erster Stufe

3.1.1 Vorbemerkungen
Bevor wir die Spielregeln des EF-Spiels einfiihren, haltenzunachst einige nitzliche
Beobachtungen und Begriffe fest.

3.2 Proposition. Jede endliche Struktur ist bis auf Isomorphie in der Logikter Stufe
definierbar, d.h.ir jede Signatur und jede endliche-Struktur2l gibt es einerro[o]-Satz
©g1, SO dassiir alle endlichero-Strukturen® gilt: B = g <— B=A.

Beweis: Ubung O
Zur Konstruktion der Formepg im Beweis von Proposition 3.2 bendtigt man in etwa so
viele Quantoren wie es Elemente im Universum 20gibt.

3.3 Definition (Quantorenrang) Der Quantorenrang(auch: Quantorentiefedr(y) einer
FO-Formely ist die maximale Anzahl von ineinander geschachtelten @uen, die in der
Formely vorkommen. Per Induktion nach dem Formelaufbau ist der @uamrang also
folgendermaf3en definiert:

e Qr(¢) = 0 falls ¢ eine atomare Formel ist
e gr(p) =qr(vy) falls ¢ eine Formel der Formmy ist
e gr(p) =qr(¢) + 1 falls ¢ eine Formel der Formz1 odervVziy ist

e gr(¢) = max{qr(e¢1),qr(v2)} falls ¢ eine Formel der Fornip; * o2)
fureinx € {V,\,—, <} ist.

85



86 3 Ehrenfeucht-Fréss Spiele

3.4 Beispiele.
e ar(3zVy(z=y VvV R(z,y,2))) = 2,
e qr(3z (T'(x) V Vy R(z,y,2))) = 2,

e qr((3zT(z)) V Vy (R(y,y,2) »y=2z2)) = L

3.5 Definition (m-Aquivalenz) Seic eine Signatur und sei € N. Zwei o-Strukturen
2 und B heiBenm-aquivalent(kurz: 20 =,, B), falls sie die gleicherro[o]-Séatze der
Quantorentiefen erfillen.

3.6 Bemerkungen. (a) Fur jedesn € N ist =,, eine Aquivalenzrelatiorauf der Klasse
aller o-Strukturen.

(b) Fur alle natirlichen Zahlem < n gilt: Falls2l =,, B, so auchl =, B.
Umgekehrt heil3t das: Fa®$ =, B, so %, B.

Zum Nachweis, dass bestimmte Problamut Fo-definierbar sind, kann man sich folgende
Beobachtung zu Nutze machen:

3.7 Proposition. Seio eine Signatur und eine Klasse vom-Strukturen. SeC C S eine
Teilklasse vors, so dass esif jedesm € Nein2,, € Cund einB,, € S\ C mit
An =m By gibt. Dann istC nicht Fo-definierbar inS.

Beweis: AngenommerC ist Fo-definierbar inS, d.h. es gibt einerO[s]-Satzy mit C =
Mods(p). Seim := gr(p) der Quantorenrang van Laut Voraussetzung gibt es Strukturen
A, € CundB,, € S\C, sodassl,, =, B,,. Wegerkl,, € C = Mods(¢), gilt 2, E ¢
und®B,,, = ¢. Daqr(y) = m ist, widerspricht dies aber der Aussatig =,,, B,. O

3.8 Definition (Partieller Isomorphismus)Seio eine Signatur undl, %5 o-Strukturen.

(a) Eine Abbildung
7w : def(r) — bild()
mit def(m) C A und bild(w) C B heil3tpartieller Isomorphismuson 2 nach®B, falls
gilt:
(a)  ist bijektiv,
(b) fur jedes Konstantensymbele o ist ¢ € def(m) undr(c?) = ¢®, und

(c) fur jedes Relationssymbdt € o der Stelligkeitt := ar(R) und alle k-Tupel
a € def(m)* gilt*
i € R < =@ € R®.

(b) Part,B) bezeichnet die Menge aller partiellen Isomorphismen2arachs.

'Zur Erinnerung: FUE = (a1, . ., ax) istw(a@) == (mw(a1),..,m(ax)).
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3.9 Bemerkungen.

(@) Seic = {Ry,..,Ryg,c1,..,c¢} €ine Signatur und sei; := ar(R;) fur jedes: €
{1,..,k}. Sei eineo-Struktur und sel/ C A eine Teilmenge vor, die jede Kon-
stante vor®l enthalt (d.hc3, . .. ,c?‘ € U). DievonU induzierte Substruktur vo? ist
definiert als dier-Struktur

Ay = (U (RINU™),...,(RENU™), ', ).
(b) Offensichtlich ist ein partieller Isomorphismuas/on 2 nach® ein Isomorphismus von
2, def(r) AUF B pid()-
(c) Oft schreiben wir

T A1y .,y — b1,..,b;p bzw. ™ (ai‘_’bi)i:L.,,m

um die Abbildungr mitdef(r) = {a1,..,an } undn(a;) = b;, furallei € {1,..,m},
zu bezeichnen.

(d) Oftidentifizieren wir eine Abbildung mit ihrem Graph

{(a,7(a)) : a € def(r)}.
Insbesondere bedeutet dann
T C 7,
dassr’ eine Erweiterungvon r ist (d.h. defr) C def(x’) und fur allea € def(n) ist
7' (a) = 7(a)).
3.10 Proposition. Seic eine Signaturl und®3 seienc-Strukturen.

() 7 := @ (d.h. die Abbildung mit leerem Definitionsbereich) ist gedann ein partieller
Isomorphismus vo® nach®B, wenno keine Konstantensymbole eéalth

(b) Seid = (ay,..,am) € A™ undb = (by,..,b,) € B™. Dann sindaquivalent:
Q) 7 ¢ ag,..,am, (Meco — b1,..,bm, (c®)ees ist ein partieller Isomorphismus
von®l nach®B.
(2) Fur alle atomarens-Formelna(zy, . ., z,,) mitfrei(a) C {z1,.., 2, } gilt:
A= ald] <= B = albl.
(3) Fur alle quantorenfreiero[o]-Formelny(x1, .., x,) mitfrei(e) C {z1,..,zm}
gilt: A = pla] <= B | ¢[b].
Beweis: Ubung. O

Man beachte: Die Existenz eines partiellen Isomorphismus a1, ..,a, — bi,..,by
bedeutenicht unbedingt, dass auch Formeln mit Quantoren erhalten wekdempartieller
Isomorphismus sagt also etwas Ubgraus, aber nicht tbet,,, fur m > 0.
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3.1.2 Dasn-Runden EF-Spiel auf2( und B

Sei o eine Signatur und seiem, k € N. Seien2l und B zwei o-Strukturen und seien
a=aj,..,a; € Aundbd =10,..,b, € B.

Spielregeln und Gewinnbedingung:

Dasm-Runden EF-SpiélG,,, (2, @, B, 5’) wird von zwei SpielernSpoilerund Duplicator
(die manchmal auch Spieler | und Spieler 1l genannt werdenXan beiden Strukturen
(2(,@") und (B, V') gespielt.

Spoilers Ziel: Zeige, dass die beiden Strukturen vgrschieden sind.
Genauer: Zeige, das, a’) Z,, (B, V).

Duplicators Ziel: Vertusche einen (etwaigen) Unterschied zwischen den hé&tieikturen.
Genauer: Zeige, das@l,d’') =, (B,V).

Eine Partie des Spiels besteht aus Runden

In jeder Runde € {1,..,m} geschieht folgendes:

Zunachst wahlt Spoiler entweder ein Element dislas im Folgenden mit; bezeichnet
wird, oder er wahlt ein Element aus, das im Folgenden mii; bezeichnet wird. Danach
antwortet Duplicator mit einem Element aus dem Universumagieleren Struktur, d.h. er
wabhlt ein Element; € B, falls Spoiler eina; € A gewahlt hat, bzw. ein Element € A,
falls Spoiler einh; € B gewahlt hat.

Nach derm-ten Runde wird der Gewinner ermittelt:
Duplicator hat gewonnen, falls die Abbildung
a; +— b fur alles € {1,..,m}
T 9 & — B furalle Konstantensymbolec o
a; w— b furallej e {1,..,k}
ein partieller Isomorphismuson 2l nach®3 ist.
Ansonsten haBpoilergewonnen.

Gewinnstrategien:

Eine Strategiefur einen der beiden Spieler ist eine Vorschrift, die ihrgtsavelchen Zug er
als nachstes machen soll. Formal:

Eine Strategie fur Spoiler ist eine Abbildung

m—1
fs : |J (4" x B) — AUB.
1=0

2Im Fall k = 0 schreiben wir ofG,, (2, B) an Stelle vorg,,, (2, @, B, ).
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(Sinda := aq,..,aq; undb := b1,..,b; die in den erstem Runden gewahlten Elemente, so

=,

gibt fs(a, b) an, welches Element Spoiler in def1-ten Runde wahlen soll.)
Eine Strategie fur Duplicator ist eine Abbildung

m—1
fo + |J ((A"x BY) x (AUB)) — AUB,
=0

so dass fir all&, b, c gilt: fp(d@,b,c) € B < cc A.

(Sinda :=aq,..,aq; undb := b1,..,b; die in den erstem Runden gewahlten Elemente und
ist ¢ das von Spoiler in dei+1-ten Runde gewahlte Element, so gifs(a, b, c¢) an, mit
welchem Element Duplicator in dé#-1-ten Runde antworten soll.)

Eine Gewinnstrategiast eine Strategie fur einen der beiden Spieler, mit detlerRartien
des Spiels,, (2, @, B, V) gewinnt.

Wir sagen: Spoiler (bzw. Duplicatogewinntg,, (21, @, B, 5’), falls er eine Gewinnstrategie
im m-Runden EF-Spiel auf, @, %8, V) hat.

3.11 Beispiele.

(a) Spoilergewinnt das 2-Runden EF-Spiel auf den folgenden Graphen
O O—O

\) B: O—O
indem er in Runde 1 denjenigen Knotenvon Graph2( wahlt, der mit allen anderen

Knoten verbunden ist. In Runde 2 wahlt der dann einen Knbgan 93, der nicht zu
Knotenb; benachbart ist.

(b) Duplicator gewinnt das 2-Runden EF-Spiel auf den folgenden Graphen

O
O

2 ?707@ B: ‘
Oo—0O
O

denn in beiden Graphen gibt es zu jedem Knoten sowohl einehlddan als auch einen
Nicht-Nachbarn.

(c) Spoilergewinnt das 3-Runden EF-Spiel auf den Grap®lamdB aus (b), indem er in
den ersten drei Runden drei verschiedene nicht benactaoten in2l wahlt.
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(d) Fur2d := ({0,..,7},<,0,7) undB = ({0,..,8},<,0,8) gilt: Duplicator gewinnt
G2 (2, B) und Spoiler gewinngs (2, B).

3.12 Satz.
Fur jedesm > 1 und alle geordneten endlichen Struktugin= (A, <%, 0% max') und
B = (B,<?,0%, mad) gilt:

Duplicator gewinnt das Spig},,,(%,B) <= |A| = |B| oder |A],|B| > 2™.
Beweis: “<=": Falls |A| = |B| := n ist, so kdnnen wir sowoll als auch® mit der
Struktur ({0, .., n—1}, <,0,n—1) identifizieren. Duplicator gewinnt das-Runden Spiel,
indem er in jeder Runde Spoilers Zug einfach “kopiert”.

Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass sowdhlals auch B| grof3er al2™ sind.
Fir ¢ := 2( oder¢ := B betrachten wir die folgende adf x C' definierteDistanzfunktion

Dist(c,c) = [{deC : (c<¥d<%{) oder (¢ <®d<%®c)}].

Wir zeigen nun, dass Duplicator so spielen kann, dass fi@sjec {0, .., m} die folgende
Invariante(x); erfullt ist:

(x); : Sinday,..,a; undby,..,b; die in den Runden, .., i gewahlten Elemente id
und B und istag := 0%, amax := max, by := 0% und bmay := max®, so gilt fur
allej,j’ € {0,max1,..,i}:

@ a;<*a;y < b; <®by und

(b) Dist(aj,a;) = Dist(bj,b;) oder Dista;,a; ), Dist(bj,byr) > 2m7".
Der Beweis folgt per Induktion nach
i = 0: Die Bedingung ), ist erfiillt, da Distag, amax) = |A|—1 = 2™ und Dis{bg, bmax) =
|B| —1> 27,
i — i+1: Gemal Induktionsannahme sind beréiRunden gespielt und die Bedingung

(%), ist nach deti-ten Runde erfullt.

Fall 1: Spoiler wahlt in deri+1-ten Runde ein Element, ; in A.

Fallsa;1; = a; fureinj € {0,max1,..,i}, so antwortet Duplicator m#;; := b; und
hat damit bewirkt, dass die Bedingufig);+1 gilt.

Ansonsten gibt es Indicgsj’ € {0,max 1,..,i} so, dass; <* a;+1 < a; und fur alle
j" € {0,max1,..,i} gilt: a;» <* a; odera;; <* a;n.

Da die Bedingundx); gemaf Induktionsannahme erfullt ist, gilt

(1) Dist(a;,aj) = Dist(b;,b;:) oder

(2) DiSt(aj,aj/), DiSt(bj,bj/) = om—i,
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In Fall (1.) gibt es ein Elemerti; in B, so das$; <Bhig <P by und Dist(b;, bj11) =
Dist(a;, a;+1) und Dis(b;+1,b;/) = Dist(a;11, a;r). Offensichtlich ist die Bedingun@);+1
erfullt, wenn Duplicator in def+1-ten Runde diesds ; wahlt.

In Fall (2.) muss es mindestens ein Elemein B geben, so dass <% ¢ <® b; und

2m7i 2m7i

Dist(b;,c) > 25— = 2m~(+1) und Dis{(c, by) > £~ = 2m—(i+1),

e Falls Dista;,a;+1) = 2™~ (+Y) und Dis{a;11,aj) > 2™~ (+1), so wahlt Duplicator in
deri+1-ten Runde; . := c.

e Falls Dista;,a;+1) < 2™~ (+1), so wahlt Duplicator dak; 1 >% b; mit
DiSt(bj, bi—l—l) = DiSt(aj, ai-i—l)-

e Falls Dista;1,a;) < 2™~ 0+1, so wahlt Duplicator dak; 1 <% b; mit
DiSt(bH_l, bj/) = DiSt(aH_l, aj/).

Man kann leicht nachprifen, dass in jedem der 3 Falle dairieing(x);;1 erfullt ist.

Fall 2: Spoiler wahlt in deri+1-ten Runde ein Elemeht, ; in B.
Duplicators Antworta; 1 in A wird analog zu Fall 1 ermittelt.

Damit sind wir fertig mit dem Induktionsschritt. Wir habels@ bewiesen, dass Duplicator
so spielen kann, dass nach jeder Ruhde{0, .., m} die Bedingungx); erflllt ist. Insbe-
sondere ist nachn Runden die Bedingungk),,, erfullt und Duplicator hat daher die Partie
gewonnen.

“=": Offensichtlich genigt es, folgendes zu zeigen: Falls < |B| und |A| < 2™, so
hatSpoilereine Gewinnstrategie imi-Runden EF-Spiel auft und3. Dies kann man be-
weisen, indem man zeigt, dass Spoiler so spielen kann, dagdes: € {0,1,..,m} die
folgende Invariantésx); erfullt ist:

(xx); : Sinday,..,a; undby,..,b; die in den Runden,..,: gewahlten Elemente id
und B und istag := 0%, amay := max, by := 0% undbmay := max®, so gibt es
4,5" € {0,max1,..,i}, sodass
@ (a; <*a; und b; =T by ) oder (a; >*a; und b; <P by ) oder
(b) Dist(a;,aj) < 2™~ und Dis{a;,a;) < Dist(b;, b;).
Details:Ubung O
3.13 Bemerkung. Per Induktion nachn kann man leicht zeigen, dass fur altec N, alle

Signaturens und allec-Strukturen?l und B gilt: genau einer der beiQen Spieler (Spoiler
oder Duplicator) hat eine Gewinnstrategie im Sgigl(2(,8) (Details:Ubung.



92 3 Ehrenfeucht-Fréss Spiele

3.1.3 Der Satz von Ehrenfeucht

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass
A=,B < Duplicator gewinnt das-Runden EF-Spiel aul und®B.

Wegen Proposition 3.7 kann man also EF-Spiele verwenderzuurrigen, dass bestimmte
Probleme nichto-definierbar sind.

3.14 Definition. Seic eine Signaturl einec-Struktur,k € N, @ = a4, . . , ax €ine Sequenz
von Elementen aud undz = z1, . ., z; eine Sequenz vokhverschiedenen Variablen erster
Stufe. Wir definieren induktiv fir jedes, € N eineFO-Formelyy) -(#) der Quantorentiefe

m wie folgt:3

0 /o S 1 ist atomare oder negierte atomare~ormel mit
Paal@) = /\ {W )| frei(e) C {a1,.., 2} und2l = v[d]

und furm > 0

Ooa(®) = N\ 3o Poge (@) A Vara \ @has (B 1r)
acA acA

Die Formelgog}@(f) hei3tm-Isomorphietypgoderm-Hintikka-Forme) von a in L.
3.15 Bemerkungen.
(@) In der obigen Definition ist=0 erlaubt. Demn-lsomorphietyp ist dann eiSatzyg; .
(b) Fur allek, m € N ist die Menge
m-Typern, = { oy z(Z) : Alist eineo-Struktur undi € Ak}

endlich (Furm=0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedettemares-Formeln
Uber den Variableny, . ., . gibt. Firm > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.)

(c) A [= vy ;lal. (Das folgt leicht per Induktion nactu.)
3.16 Theorem(Satz von Ehrenfeucht, 1961$eioc eine Signaturl und®2s seiens-Strukturen,

k,m eNundd@ =df,..,a;, € A und¥ = by, .., b, € B. Dann sindaquivalent:

(a) Duplicator gewinng,,, (A, @, B, ).

B) B E whalv]

(©) (*,d@) = (B,V),
d.h. Uir alle FO[g]-FormeIn(zy, .., zy) mit frei(y)) C {z1,.., 24} und qr(yp) < m
gilt: AEY[@] < B E=y[V].

®Fir eine endliche Meng#/ von Formeln schreiben wijf\ M, um die Formel\ . ,, ¥ zu bezeichnen.
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Beweis: “(c) = (b)": Esgilt qr(y q,) =m und 2 Ol a ,[@]. Aus (c) folgt daher
B oV

“(b) <= (a)": Beweis per Induktion nacin.

m=0:
Duplicator gewinniGy (2, @, 8, V)
cepinbed. o @ (Meco — U, (cP)ecy € Par(2A,B)

0
Wahl vonpy 4
<

B a0

m — m-+1:
Duplicator gewinnG,,, 1 (A, @, B, )

< firallea € Aex.b € B, so dass Duplicatag,, (2, @a, B, v'b) gewinnt, und
furalleb € B ex.a € A, so dass Duplicatag,, (2, @ a, B, b'b) gewinnt
nda fyrallea € A gibt es eirb € B, so dassb = P wal', b], und

furalleb € B gibt es eimu € A, so dassB |= ¢ ., [0/, b].

= B E (A @ o) A Yo\ laa(@ o) )]
acA acA

Def. gagf:g 1

B E oph )
Somit sind wir fertig mit dem Beweis von “(B= (a)".

“(@) = (c)”: Per Induktion nachn.
m=0: Wie bei “(b) < (a)".

m — m~+1: GemaR Voraussetzung gewinnt Duplica@y (2, @, B, ). Seit(Z) eine
FO-Formel mitfrei(y) C {x1, ..,z } undgr(¢) < m+1. Wir missen zeigen, dass

(+) AR Yd] <= BEY].

Klar: Die Menge aller Formeln, die die Bedingundx) erfullen, ist abgeschlossen unter
Booleschen Kombinationen, A, VvV, —, «< und enthalt gemal Induktionsannahme alle
Formeln der Quantorentietg m.

Wir missen daher 0.B.d.A. nur noch den Fall betrachters dla®mn der Form

Y = Fxpp X (T, 2pe1)

ist, wobeiy eine Formel der Quantorentiefe ist. .
Wir betrachten nur den Fall, dass = [a’] und zeigen, dass dann augh = [V ].
(Der andere Fall kann analog behandelt werden.)
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Wegen2l |= v[@] gibt es eina € A mit A = x[@, a]. Da DuplicatorG,, 1 (2, @, B, )
gewinnt, muss es einc B geben, so dass Duplicator das Sgigl(, &”aﬁ, B, b'b) gewinnt.
Gemal Induktionsannahme gilt dartt = x[@’,a] < B E x[V,b]. Es gilt also

B = x[V/,b] und dahefB = Jaj 1y [0'], d.h.B E ¢[V]. O

3.17 Bemerkung.Sind2( und®3 zwei Strukturen, die sich durch eineo-Satzp der Quan-
torentiefem unterscheiden lassen (al®0= ¢ undB [~ ), so gibt es gemal Theorem 3.16
und Bemerkung 3.13 eine Gewinnstrategie fur SpoilemirRunden EF-Spiel aull und
8. Der Satzp gibt sogar direkt eine solche Gewinnstrategie an: Spoderiignt das Spiel,
indem er Elemente il wahlt, die derd-Quantoren inp entsprechen, und Elementeh
die denv-Quantoren inp entsprechen.

Sind beispielsweis® undB die Graphen aus Beispiel 3.11 (a), so ist

¢ = JaVy (z=y V E(z,y))
ein Satz mitl = ¢ undB £ ¢, d.h. es gilt
A= JzVy (z=y V E(z,y)) und B =V Iy (z#y A —E(z,y)).

Spoiler wahlt in Runde 1 ein; € A, so dass

A (Vy (z=y Vv B(z, y))) [a1]

(ein solches Element gibt es, wéil|= ¢).
Da‘s [~ ¢, muss fujedebeliebige Antworth; € B von Duplicator gelten:

B = (Fy (2 A ~Bla,y)) ) ]

In der zweiten Runde kann Spoiler daher ein Elenbgrdt B auswahlen, fur das gilt:

B b (wAy A —Ex,y)) b, bol.

Fir jede mogliche Antword, € A, die Duplicator geben kann, gilt

A = (w:y V E(z, y)) [a1, as].

Daher kann die Abbildung:1, as — b1, b2 kein partieller Isomorphismus sein, Duplicator
hat die Partie also verloren.

3.18 Bemerkung. Aus Theorem 3.16 und Bemerkung 3.15 (b) folgt direkt, dasgefdes
m € N und jede Signatur die Relation=,, nur endlich viele Aquivalenzklassen auf
der Klasse aller-Strukturen hat. Did\quivalenzklasse, zu der eine gegebene Struftur
gehort, wird dabei durch den Satz; definiert.

Die Klasse allets-Strukturen ist also eine Vereinigung vendlichvielen Aquivalenz-
klassen vore,,.

Fur jedenFo-Satzy) der Quantorentiefen ist Moda(¢) natirlich eine Vereinigung von
Aquivalenzklassen voe,,. Insbesondere folgt daraus direkt, dass es fiir jedesir end-
lich viele nicht-aquivalenteo-Formeln der Quantorentiefe gibt.
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Die nachste Folgerung aus dem Satz von Ehrenfeucht wirdeoftitzt um zu zeigen, dass
bestimmte Problemeicht FO-definierbar sind.

3.19 Korollar. Ist o eine SignaturS eine Klasse vomr-Strukturen undC C S, so sind
aquivalent:

(a) Cist nichtFo-definierbar inS.
(b) Furallem € Ngibtes2,, € C und B,, € S\ C, sodass2l,, =, B,.

(c) Furallem € Ngibtes2,, € C und %B,, € S\C, sodass Duplicator das.-Runden
EF-Spiel auf(,,, undB,,, gewinnt.

Beweis: “(b) < (c)": Folgt direkt aus Theorem 3.16.
“(b) = (a)": Das ist gerade die Aussage von Proposition 3.7.

“(@) = (b)": Angenommen (b) gilt nicht. Dann gibt es ein € N, so dass fir alle
Strukturen2l, B € S gilt: Falls2l € C und2 =,, B, soB € C. Die KlasseC ist also eine
Vereinigung vorAquivalenzklassen vos,,, und wird daher durch defro-Satz

v o= \/{e§ : Uisteines-Struktur mit2 € C }

definiert. Es gilt also:C = Modg(%)). O
Als Anwendung erhalten wir, dass die folgenden Problembtrio-definierbar sind:

3.20 Satz.Fir die Strukturklassen

S< . Klasse aller endlichen linearen Ordnung@in= (A, <¥),

Even. : Klasse aller endlichen linearen Ordnungen geradange,
d.h. aller linearen OrdnungefA, <*), bei denerjA| gerade ist

UGraphs : Klasse aller endlichen ungerichteten GrapHen,
Conn : Klasse aller endlichen ungerichteten zusamndagenden Graphen
RGraphs : Klasse aller endlichen Graphefi = (V, E¢, s%,t) mits¢ t¢ ¢ V,

Reach : Klasse allerG € RGraphs, in denen es einen Pfad vom Knoten
s zum Knoten@ gibt

gilt:
(a) Even. ist nichtFo-definierbar inS..

(b) Conn ist nichtFo-definierbar inUGraphs.

“Ein GraphG = (V, E) heiRtungerichtet falls fur allev, w € V gilt: (v,v) ¢ E und falls(v,w) € E, so
auch(w,v) € E.
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(c) Reach ist nichtFo-definierbar inRGraphs.

Beweis: (a): Fur jedesn € N seif,, eine lineare Ordnung a@f™+2 Elementen und
B,,, eine lineare Ordnung af"+1 Elementen. Somit is,,, € Even. und®B,, € S- \
Even.. Von Satz 3.12 wissen wir, dass Duplicator dasRunden EF-Spiel auil,, und
B,, gewinnt. Geman Korollar 3.19 ist daheven_ nicht Fo-definierbar inS..

(b): Durch Widerspruch. Angenommep,ist einFO[E]-Satz, so dass fur jeden ungerichte-
ten Grapheri = (VC, E¢) gilt: G |= ¢ <= @ ist zusammenhangend

Idee: Nutze diesen Satz, um einerFo[<]-Satzi) zu konstruieren, so dass fir jede lineare
Ordnung?l = (A, <) gilt: A =1 <= |A|istgerade
Aus (a) wissen wir schon, dass es einen solchen&aizht gibt.

Um den Satz) zu konstruieren, ordnen wir jeder linearen Ordn@hgiit A = {a; <*
- < a,} (fur beliebigesn) den Graphertiy zu, dessen Knotenmenge die Mengést,
und dessen Kantenmenge aus genau den Kanten zwischenl a;, o, fur allei < n—2,
sowie einer zusatzlichen Kante zwischgnunda,, besteht. Man sieht leicht:

Gy ist zusammenhangend—- |A]| ist gerade. (3.1)

Sei nunyg(z,y) eineFo[<]-Formel, die besagt

“y=x42" oder “xr =y + 2" oder
(“a =min"und “y = maxX ) oder (“y = min’und “z = max )

(klar: eine solcheo[<]-Formely g(z,y) lasst sich leicht konstruieren).

Ausgewertet in einer linearen Ordnufg‘simuliert” die Formely g (z,y) gewisserma-
Ren die Kantenrelation des Graph@q.

Sei nuny der FO[<]-Satz, der aus demO[E]-Satzy entsteht, indem jedes Atom der
Form E(x,y) durch dieFo[<]-Formel xg(z,y) ersetzt wird. Der Satz ist also gerade
so konstruiert, dass beim Auswerten vorin einer linearen Ordnun@l die Auswertung
des Satzeg in dem GrapherGy simuliert wird. Es gilt also2( = ¢ <= Gy ist
zusammenhangend. Mit (3.1) folgt daher fiur jede linear@n@ng?, dass

A= <= Gyistzusammenhangend<—= |A| ist gerade
Dies ist aber ein Widerspruch zu (a).
(c): Folgt ahnlich wie (b) aus (a). Detailsbung O

3.21 Bemerkung (logische Reduktionen)Die im Beweis von (b) benutzte Vorgehens-
weise ist unter dem Begrifiogische Reduktiobekannt. Im obigen Beweis wurde bei-
spielsweise das Problem, eineo-Satz zu finden, der ausdriickt, dass eine lineare Ord-
nung geradeviele Elemente besitzt, auf das Problem reduziert, er@®atz zu finden,
der Graph-Zusammenhang ausdriickt — d.h. es wurde gefadigiGraph-Zusammenhang
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FO-definierbar ist, so ist auch die Aussage “eine lineare Qudrhat gerade Langero-
definierbar. Dies wurde dadurch erreicht, dass man inrtediakr linearen Ordnung einen
geeigneten Graphen “simuliert” (odieterpretier), indem man die Kantenrelation des Gra-
phen durch eineo-Formel beschreibt.

Generell ist diese Methode digischen Reduktionefoderlogischen Interpretationen
oft nutzlich, um bereits bekannte Nicht-Definierbarkétissultate (beispielsweise das Re-
sultat aus Satz 3.20 (a)) auf neue Nicht-Definierbarke@stRate zu Ubertragen (beispiels-
weise die Resultate aus Satz 3.20 (b) und (c)).

Details zum Thema “Interpretationen und logische Reduktid werden in Kapitel 3.4
behandelt (das in der Vorlesung im Sommersemester 200iiatys nicht besprochen
wird).

3.1.4 Der Satz von Hanf

Der Satz von Hanf liefert ein hinreichendes Kriterium fie ¢h-Aquivalenz zweier Struk-
turen, so dass man durch eine einfache Anwendung diesessS&tzganz leicht zeigen
kann, das®l =,, 9B, ohne dabei explizit eine Gewinnstrategie fur daslkunden EF-Spiel
konstruieren zu missen. Bevor wir die exakte Formulierdieg) Satzes von Hanf angeben
kdnnen, benotigen wir allerdings ein paar Notationen:

3.22 Definition (Gaifman-Graph, Distanzfunktion, Nachbarschaft)
Seio eine Signatur un@l eineo-Struktur.

(a) DerGaifman-Graphg(2() von2list der ungerichtete Graph mit Knotenmengé(® :=
A und Kantenmenge

B9 — L) | @ + v und es gibt einkR € o und ein Tupelay, .., a,) € R%, '
’ fur r := ar(R), so dassi, v € {a1,..,a,}

(b) Die DistanzfunktiorDist®(-,-) : A x A — N ist definiert durch

0, fallsu=uw,
Dist*(u,v) := { oo, fallsu # v und esinG(2) keinen Pfad von: nachv gibt,
min{¢ € N : es gibtinG(2) einen Pfad der Langévon « nachv}, sonst

(c) FureinElement € A und eine Zaht € Nist dier-Umgebundoder:r-Nachbarschajt

von a die Menge
N*(a) := {b€ A : Dist*a,b) <r}.

Wir schreiben\?(a) firr die durch die MengeV?(a) induzierte Substruktur vos,
wobei ggf. inc vorkommende Konstantensymbole ignoriert werden. D.h.

N2a) = (N,?‘(a), (R%N;r’*(a)af(R))Reo).
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Insbesondere gilt: Ist = {R,.., R, c1,..,ce}, SO istN*(a) eine {Ry,.., Ri}-
Struktur.

3.23 Bemerkung. Fir zwei beliebige Elementg b’ € N (a) ist Dist*(b,1') < 2-r.

3.24 Definition (r-Umgebungstypen)
Seio eine Signaturl eineo-Struktur,r € Nunda € A.

(a) Derr-Umgebungsty@yp(r,a,?2l) vona in 2 ist folgendermal3en definiert:
Tp(ra.2) = (Na), o, C)

wobei C := {(¢,c®) : c€ o mit ¢* € N*(a) }.
Fur einenr-Umbegungstyp := Typ(r, a,2l) schreiben wir oftC'(p) um die zup
gehdrende Meng€' zu bezeichnen.

(b) Sei®B eineo-Struktur und seb € B. Seipgy := Typ(r, a,2A) und pg := Typ(r, b, B).
Die beiden Typermg und py heildenisomorph(kurz: py = pss), falls die beiden fol-
genden Bedingungen erfillt sind:

(1) Furjedes: € o gilt: Es gibt inC(pg) genau dann ein Tupel, dessen erste Kompo-
nentec ist, wenn es irC'(pss) ein Tupel gibt, dessen erste Komponentst.

Falls dies der Fall ist, seien, . ., ¢s (fir ein geeignetes > 0) gerade diejenigen
Konstantensymbole aus die als erste Komponente eines Tupelgifpy) bzw.
C(ps) vorkommen.

(2) (N,,m(a), a, c%,...,c?‘) = (Nr%(b), b, cl%,...,c?)

BeachteDie Ausdriicke links und rechts dex*-Zeichens sind hier Strukturen der
Signaturo’, die aus samtlichen Relationssymbolen wosowie aus den Konstan-
tensymbolen, . ., ¢ und einem zusatzlichen Konstantensymbbésteht, das mit

dem Element: bzw. b interpretiert wird.

(c) lIstp einr-Umgebungstyp, so bezeichnet

#p(A) == H{a€A:Typ(r,a, ) = p}|
die Anzahl der Elemente iA, derenr-Umgebungstyp isomorph zaulist.

3.25 Theorem(Satz von Hanf, 1965)
Seio eine Signatur, seie®l und® o-Strukturen und sein € N. Falls gilt

(a) es gibt eine Zaht € N, so dass jed€™-Umgebung eines Elements 20 oder 95
weniger alse Elemente hat, und

(b) fur jeden2™-Umgebungstyp ist #,(2) = #,(B) oder #,(A), #,(B) > m-e,
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dannist =, 8.

Beachte: Falls2( und 8 endlichsind, so kann man Bedingung (a) z.B. dadurch erfullen,
dass mam := max{|A|, |B|} + 1 wahlt.

Beweis: Seierl und®B zweio-Strukturen, die die Voraussetzungen des Theoremsemtilll
Wir wollen zeigen, dass Duplicator das-Runden EF-Spief,,, (2, ®B) gewinnt. Dazu zei-
gen wir, dass Duplicator so spielen kann, dass nach jededéRua {0, 1,..,m} die fol-
gende Invariantéx); erflllt ist, wobeiay,..,a; undby,..,b; die in den Runden,.. i
gewahlten Elemente id und B bezeichnen. Wir werden im Folgenden ¢, a1, .., a;)
und (B, b1, .., b;) als Strukturen der Signatur; := o U {¢4,..,¢;} auffassen, bei denen
die Konstantensymbol&, . ., ¢; durch die Elemente;, .., a; bzw.bq, .., b; belegt sind.

(x); - Fur jeder2™~*-Umgebungstyp gilt:
#,((A,a1,..,0:)) = #,((B,b1,.., b)) oder
#p((m7a17"7ai))7 #p((%7b17"7bi)) > (m—z)e
Furi = m bedeutet das dann insbesondere, dass fir jédeémgebungstyp qilt, dass

#,(A,a1,..,am)) =0 < #,((B,b1,..,by)) = 0. Dies wiederum impliziert
unmittelbar, dass die Abbildung

a17...7am, (Cm)ceg = bl,---,bm, (C%)CGO

ein partieller Isomorphismus valt nach®8 ist (Details:Ubung und dass somit Duplicator
das Spiel gewinnt.

Es genugt also, im Folgenden per Induktion naeh zeigen, dass Duplicator so spielen
kann, dass nach jeder Runde {0, 1,..,m} die Invariante(x); erflllt ist.

i = 0: Die Bedingung(x) ist nach Voraussetzung (b) von Theorem 3.25 erfullt.

i — i+1: Gemal Induktionsannahme sind beréiRunden gespielt und die Bedingung
(x); ist nach defi-ten Runde erflllt. Wir mussen zeigen, dass DuplicatdRimdei+1 so
spielen kann, dass danach die Beding(ng, ; erfullt ist.

Wir betrachten hier nur den Fall, dass Spoiler in deit-ten Runde ein Element;; in
A wahlt. (Der Fall, dass Spoiler ein Elemént in B wahlt kann aus Symmetriegrinden
analog, durch Vertauschen der Rollen wbiind %5 behandelt werden.)

Seid := 2™~ (+1: dann gilt als®d = 2™~*. Sei
K = Typ(2d,a,-+1,(§2[,a1,..,a,-)).

Insbesondere ist#, (A, a1,..,a;)) > 1. Gemal(x); existiert daher (mindestens) ein
Elementh; 1 in B mit

Typ(2d7 bi+17(%7b17"7bi)) = K.
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Wir zeigen im Folgenden: Wenn Duplicator dieges; wahlt, dann gilt(x);1.
Zum Nachweis vort«); 11 seip ein beliebigerd-Umgebungstyp. Wir mussen zeigen, dass

#p((Ql, al,..,a,-,a,url)) = #p((%,bl,..,bi,bi+1)) oder

3.2
#p((Ql, al,..,a,-,a,url)), #p((%,bl,..,bi,bi+1)) > (m—(i+1)) - e. (3:2)

Sei dazuy’ der d-Umgebungstyp, der aus entsteht, indemC'(p) ersetzt wird durch
C(p) \ {(éi+1,ai11)}-

Zwischenbehauptung 1: Es gilt

|{a€N§l(ai+1) : Typ(d,a, (Ql,(ll,..,(li)) = p/}|

3.3
= |[{be NP(bis1) = Typ(d,b, (B,b1,..,b;)) = p'}. 23

Beweis: Gemal unserer Wahl vdn, ; wissen wir, dass
Typ(2d, a;41, (Ql, ai,.. ,CLZ‘)) = Typ(2d, bz’+17 (‘,B, by, .., bl)) .

DaN3(a) C N3 (a;+1) firjedesa € N3 (ai11), und daN P (b) € N2 (b;41) fir jedesh €
NC?‘(biH) gilt, folgt daraus insbesondere die Aussage von Zwischemlggung 1 (Details:
Ubung. O

Um zu beweisen, dass (3.2) gilt, betrachten nun zwei Falle.

Fall1: p # p', d.h.(¢i11,ai41) € C(p).

Dann gilt fur allea € A mit Typ(d,a, (%, a1,..,a;,ai+1)) = p, dassa € N (a;t1).
Analog dazu gilt auch fiir allé € B mit Typ(d,b, (B,b1,..,b;,biy1)) = p, dass
be N;lB(bH_l)

Somit gilt offensichtlich

#p((gl’al""ai’ai‘i'l)) = HaeNc?l(aH-l) : Typ(d,a, (lealv"vaiyai—i-l)) gp}|
|{CL € Nc?l(ai-i-l) : Typ(d7 a, (le at, - -, al)) = p,}|

und

#P((%7b17"7bi7bi+l)) = ’{be Nd%(bl-i-l) : Typ(d7b7 (%7b17"7bi7bi+1)) gp}’

= ’{b € Nd%(bl-i-l) : Typ(d7 b7 (%71)17"7[)7;)) = pl}‘

Zwischenbehauptung 1 liefert dahe, (A, a1, .., ai, ait1)) = #,((B, b1, .., b;, biy1)).
Somitist (3.2) in Fall 1 erfillt.

Fall 2: p=p',d.h.(¢i41,ai11) € C(p).
Dann gilt fir allea € A mit Typ(d,a, (A, a1,..,a;,ai+1)) = p, dassa & Ni(ait1).
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Analog dazu gilt auch fur allé € B mit Typ(d, b, (iB,bl,..,bi,le)) >~ p, dass
b & NP (bi+1). Daher gilt offensichtlich

#p((m7a17'-7ai7ai+l)) =
#p((Ql, al,..,ai)) - Hae NC?[(CLZ'+1) : Typ(d,a7 (Ql,al,..,ai)) =~ p}
und (3.4)
#o((B,b1,..,bi,bi11)) =
#p((%J)l?"?bi)) - |{b € N;lB(bZ-‘rl) : Typ(d7 b7 (tiblw'?bi)) gp}|
Wegend < 2d = 2 lasst sich auRerdem a(s); leicht folgern (DetailsUbung, dass
(): #,((A,a1,..,0;)) =#,((B,b1,..,b;)) oder
(I: #o(@yar,..,a:), #p((B,br,...b)) > (m—i)-e.

Falls (1) gilt, so folgt mit (3.4) und mit (3.3) (wegen=p), dass#,((, a1, .., a;, aiy1)) =
#,((B,b1,..,bi,bis1)).  Falls (1) gilt, so folgt mit (3.4) und mit der Tatsache, das
gemaR der Voraussetzung (a) von Theorem 3|28 (a;41)|, NP (bit1)| < e (denn
d < 2™), dass

(3.5)

#,,((Ql,al,..,ai,aiﬂ)), #p((%,bl,..,bi,bi+1)) > (m—i)-e —€e = (m—(i+1))-e

Somitist (3.2) auch in Fall 2 erfuillt.
Insgesamt sind wir daher fertig mit dem Beweis von Theore2b.3. O

Eine vereinfachte Variante des Beweises von Theorem 825 fu folgendem Resultat:

3.26 Korollar (vereinfachte Version des Satzes von HaSgio eine Signatur, seie®l und
B o-Strukturen und sein € N. Falls #,(2) = #,(8) fur jeden2™-Umgebungstyp
gilt, soist 2 =, B.

Beweis: Ubung. O

Eine Anwendung des Satzes von Hanf: Die Hanf-Lokaldt der Logik erster Stufe

Der Satz von Hanf liefert ein hinreichendes Kriterium, maind man leicht zeigen kann,
dass zwei Strukturem-aquivalent sind. Der Satz von Hanf besagt, dassrali&atze der
Quantorentiefen in dem Sinne “lokal” sind, dass sie nur tiber Umgebungen vadils
2™ “sprechen kdonnen”. Im Folgenden wird diese “Lokalita€rd.ogik erster Stufe etwas
genauer dargestellt.

3.27 Definition (Hanf-Lokalitat) Seio eine Signatur.
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(a) Seierl, B o-Strukturen und set € N. 2( und5 heiRenr-bijektiv, kurz:
A=, B,
falls es eine Bijektionf : A — B gibt, so dass fir alle € A qilt:

Typ(r,a,) = Typ(r, f(a),B)

(b) SeiS eine Klasse vomr-Strukturen undC C S.
C heilstHanf-lokalin S, falls es eine Zaht € N gibt, so dass fur allél, 5 € S qgilt:

Falls A=,%8, so (A€C < BeC).

Die folgende einfache Folgerung aus dem Satz von Hanf hedasg jedeo-definierbare
Klasse von Strukturen Hanf-lokal ist.

3.28 Theorem (Hanf-Lokalitat vonFO). Seio eine Signatur unds eine Klasse vorr-
Strukturen. Dann giltir jedenFo[o]-Satzy: Mods(y) ist Hanf-lokal inS.

Beweis: Seip einFo[o]-Satz undC := Modg(p). Seim := qr(y). Wir wahlenr := 2™,
Fur StrukturerR(, 8 € S mit 2 =, B miussen wir zeigen, dasy €¢ C <— B € C, d.h.
wir miissen zeigen, das¥ = ¢ < B .
Wegen 2 =, %8 und r = 2™ gibt es eine Bijektionf : A — B, so dass fir alle
a € Aqilt:
Typ(2™,a,A) = Typ(2™, f(a),B).

Da f eineBijektionist, gilt also fiir jeder2™-Umgebungstyfp, dass #,(A) = #,(B).
Aus Korollar 3.26 folgt daher, dags=,,, 8. D.h.2l und*B erfillen dieselbero[c]-Satze
vom Quantorenrang:. Wegengr(yp) = m giltinsbesondere2l = ¢ <— B E=¢. O

3.29 Bemerkung.Indem man zeigt, dass eine Klasdaicht Hanf-lokalin S ist, kann man
(unter Verwendung von Theorem 3.28) zeigen, dasscht FO-definierbarin S ist.

DassC nicht Hanf-lokal inS ist, kann man dadurch zeigen, dass man fur jede ZahN
eine Strukturl € C und eine Struktu®3 € S\ C mit A =, B findet.

3.30 Beispiel.Die Verwendung der Hanf-Lokalitat varo liefert einen alternativen Beweis
von Satz 3.20 (b):Conn ist nichtFo-definierbar inUGraphs.®

Beweis: Gemal Theorem 3.28 reicht es zu zeigen, Gass nicht Hanf-Lokal inUGraphs
ist. Wir miissen also fur jede Zahle N einen zusammenhangenden GrapPlamd einen
nicht-zusammenhangenden GrapRgfinden, so dasgl <, 8.

Seir € N beliebig. Als® wahlen wir einen Graph, der aus zwei disjunkten Kreiserjauf

5Zur Erinnerung:UGraphs ist die Klasse aller endlichen ungerichteten Grapl@omn ist die Klasse aller
zusammenhangenden endlichen ungerichteten Graphen.
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{+1 Knoten besteht, wobéi> 2r ist. Weger? > 2r sieht jede-Umgebung eines Knotens
b von B folgendermal3en aus:

T T

*—e— - —e—0—0, —o—0— - --—o—0

Als Strukturd wahlen wir einen Kreis, der genausoviele Knoten #idnat, d.h.2l ist ein
Kreis auf2/+2 Knoten. Jede-Umgebung eines Knotensvon A sieht folgendermaf3en
aus:

T T
A

—eo— . —e—0—o0;—0—0— - -—o—o.

Sie ist also isomorph zu jederUmgebung eines Knotemsson B. D.h.: fur allea € A und
alleb € Bist Typ(r, a,2d) = Typ(r, b, B). Wir kdnnen alsargendeineBijektion f von A
nach B wahlen (und die gibt es, dal| = |B|) und haben damit gezeigt, dagf =, B.
Wegen2l € Conn undB € UGraphs \ Conn haben wir also gezeigt, da€onn nicht
Hanf-lokal inUGraphs ist. O

3.1.5 Der Satz von Frass

Die Charakterisierung den-Aquivalenz=,, durch Ehrenfeucht-Fraissé Spiele ist eine gute
Sichtweise, um Beweideen zu findegnndem man nach einer Gewinnstrategie fur Duplica-
tor im m-Runden EF-Spiel sucht. Um Nichtausdriickbarkeits-Bsevekakt aufschreiben
zu kdnnen, ist die im Folgenden vorgestellte Charakemigig von Fraissé oft sehr niitzlich.

3.31 Definition (Gewinnpositioneri?/,,, (2, B)).
Seio eine Signaturdl undB o-Strukturen undn € N. Die MengeW,,, (2, B) aller Ge-
winnpositioneniir Duplicator besteht aus allen Abbildungen

p - E’:/a(cgl)car = 1_777 (C%)c€07
fur ded = d,..,a}, € A, 0 = ¥,..,b, € B, k € N, so dass Duplicator das Spiel
Gm (2, @, B,V gewinnt.

3.32 Definition (Hin-und-Her-Systeme un¢h-Isomorphie) Seio eine Signatur und sei
m € N. Zwei o-Strukturen2l und B heilRenm-isomorph(kurz: 2 =, 98), falls es eine
Folge(Z;);-o....m mit den folgenden drei Eigenschaften gibt:

(1) Furjedesi € {0,..,m}ist @ # I; C Par{2,*B) (d.h. I; ist eine nicht-leere Menge
partieller Isomorphismen vo# nach®3).

(2) “Hin-Eigenschaft”: Fur jedesj < m, jedesp € I;4; und jedesa € A gibt es ein
€ I;, sodasg 2 punda € def(q) (d.h. es gibt eine Erweiterungvon p, in deren
Definitionsbereichu liegt).
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(3) “Her-Eigenschaft”. Fur jedesj < m, jedesp € I;1; und jedesh ¢ B gibt es ein
q € I;, sodasg O pundb € bild(q) (d.h. es gibt eine Erweiterungvon p, in deren
Bildbereichb liegt).

Falls (I1;);<m die Eigenschaften (1), (2) und (3) hat, so nennen (Wi ; <, ein Hin-und-
Her-System(der Ordnungm), schreiben(/;);<, : A =, B und sagerl und B sind
m-isomorph verrage (1;) j<m.-

Anschaulich bedeuten die Bedingungen (2) und (3) folgenites; ., liegen nur sol-
che partiellen Isomorphismem, die sichj+1-mal erweitern lassen. Die Erweiterungen
Pj,Pj—1,- - -, Do, die man dabei nacheinander erhalt, sind allesamt dartsgimorphismen,
die in den Mengenl;, I;_1, ..., Iy liegen.

Das folgende Theorem besagt, dass zwei Strukt@remd 5 genau danmn-isomorph
sind, wenn Duplicator dasi-Runden EF-Spiel audl undB gewinnt.

3.33 Theorem. Seio eine Signatur2l und B seieno-Strukturen,k,m € N undd =
ay,..,a, € Aundd’ =10i,.., b, € B. Dann sindaquivalent:

(a) Duplicator gewinng,,, (A, @, B, ).

(0) (W;(%B)), . 2=, B und (@ (Neer — U, (P)ecr ) € Win(2,B).

(©) ES gibt(1;);<m, S0 dass(Ij)j<m : A =y B und (@, (Moo = V', (¢P)eco ) € I
Beweis: “(a) = (b)": Gilt gemaR der Definition der Gewinnposition#n; (A, B).

“(b) = ()" Gilt mit (I;);<m := (W;(2,B))
“(c) = (@) Gemal Voraussetzung gibt €&),<m, SO dass(;)j<m : A = B
und (ﬁ/,(Cm)CEU — U, (C%)CEJ) € I,,. Per Induktion nach zeigen wir, dass Dupli-

jsm’

cator (I;) j<m nutzen kann, um das Spiél, (2, @, B,V so zu spielen, dass fir jedes
i€ {0,..,m} gilt:

(x);: Sinday,..,a; bzw. by, .., b; die in den Runder,.. i in A bzw. B gewahlten
Elemente, so gibt es einen partiellen Isomorphismes/,,_;, so dass, . ., a},
ai,..,a; € def(p) und

p(a;) = b; fir a.”ej S {Lak} und
) =b;

p(a;) furallej € {1,..,:}.

i =0 (x)o gilt, da (a’, (D)oeo o 1, (c%)c@) € L.

i — i+1: Seip der partielle Isomorphismus aus,—;, der gemaf3 der Induktionsannahme
(x); existiert.
Wir betrachten zunachst den Fall, dass Spoiler in Rundeein Element;; € A wabhlt.
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Gemal der “Hin-Eigenschaft” gibt es eine Erweitergng p in I(,;,_;—1, in deren Defini-
tionsbereichu;; liegt. Duplicator kann in Rundét1 daher mith; 1 := g(a;+1) antworten

und hat damit die Bedingun(g),; erfullt.

In dem Fall, dass Spoiler in Runde 1 ein Elemenb,,; € B wahlt, kann Duplicator eine
Erweiterungg 2 p in I(,,,_;_; finden, in deren Bildbereich; ; liegt. Er kann daher mit
einema;1; antworten, fur dag(a;+1) = b;11 gilt, und hat damii(x), -, erfullt. O

Als direkte Folgerung aus Theorem 3.16 und Theorem 3.38tesgih:

3.34 Korollar. Seim € N, ¢ eine Signatur unél, 8 o-Strukturen. Dann sindquivalent:
(a) Duplicator gewinng,, (2, B).

(b) A =, B.

(c) A=, B.

(d) B = f.

Die Aquivalenz von (b) und (c) ist alSatz von Frés< (1954) bekannt.

3.35 Beispiel. Fur jedes?! € N., seiG, ein ungerichteter Kreis der Landed.h. G, hat
Knotenmeng€g1, . ., ¢} und Kantenmenge

EC = {(i,i+1) : i <L} U {(6, 1)} U {(i+1,4) : i <€} U {(1,0)}.

Fur/, k € N seiGy , die disjunkte Vereinigung vot, und Gy, d.h.G,;, besteht aus zwei
ungerichteten Kreisen der Langénndk.
Wir zeigen, dass fir allex € N gilt:

Sind £,k > 2™, so gilt Gy =, Gy, d.h.

die Grapher, und Gy ;. lassen sich nicht durcho-Satze der Quantorentiete m unter-
scheiden lassen.

Beweis: Firr einen ungerichteten Graph@rsei Dist” (-, ) die in Definition 3.22 eingefiihr-
te Distanzfunktion. Fir jedes € {0,..,m} seil; die Menge aller partiellen Isomorphis-
menp von G, nachGy , fur die gilt:

e |def(p)| < m—j, und
e flrallea,a’ € def(p) qilt:
Dist“*(a, a’) = Dist“*(p(a),p(a’)) oder Dist(a,a’), Dist?*(p(a),p(a’)) > 291,

1, besteht gerade aus der Abbildung™ deren Definitionsbereich leer ist. Per Indukti-
on kann man (ahnlich wie im Beweis von Satz 3.12) nachweidass/; fir jedes; <
{m,m—1,...,0} die Hin- und die Her-Eigenschaft hat und ddss# .

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dds$);<m : G¢ = G- O
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3.2 EF-Spiele fur Fragmente der Logik zweiter Stufe

3.2.1 Das EF-Spiel fur die existentielle Logik zweiter Stie

Gemal Definition 2.6 habarso-Formelny (%) die Gestalt
E|X1 s E|Xl (p(f, Xl, .. ,Xl),

wobei X1, .., X; Relationsvariablen sind und € FO[cU{ X1, ..., X;}]. Das Ehrenfeucht-
Fraissé-Spiel wird nun entsprechend dem Formelaufb&unaheliegende Weise fur die
Logik Esoerweitert.

3.36 Definition (EF-Spiel fureso). Seienl, m € N, und seiersy,..,s; € N.,. Seic eine
Signatur undl und 8 o-Strukturen. Dag(sy, . ., s;), m)-EF-Spiel aufl und 9 ist wie
folgt definiert.

Phase 1: Spoiler wahlt Relationey; C A%,...,.S; C A% Gber dem Universum vo#.
Duplicator antwortet mit Relationefij C B**,...,S; C B® Uber dem Universum
von'‘s.

Phase 2: Spoiler und Duplicator spielen das-Runden EF-Spiel auf den Strukturen
(A, S1,...,5)und(B, 51,..,S]), d.h. sie spielen das in Abschnitt 3.1.2 eingefilhrte
Spiel G, (2, S1,..,9), (B, S1,..,5))).

Dieses Spiel charakterisiert die Definierbarkeit durclee®so-Satz folgendermalden:

3.37 Satz.Seienl,m € N., und seiersy,..,s; € N.,. Seio eine Signatur un@ und ‘B
o-Strukturen. Dann sindquivalent:

(a) Spoiler hat eine Gewinnstrategie its1, . ., s;), m)-EF-Spiel aufl und 8.

(b) Es gibt eineresdo]-Satz ¢ := 3X;---3X; ¢ mity € FO, gr(y) < mundar(X;) =
s; (furallei € {1,..,1}), so das®l = ¢ undB £ .

Beweis: “(b) = (a)": Seiy := 3X;---3X; ¢ einESOSatz mity € FO, qr(p) < m
undar(X;) = s; fur 1 < i < [, so dassd = ¢ undB [~ . Spoiler hat folgende
Gewinnstrategie fur daqs, .., s;), m)-Runden Spiel aufl und 8. Dal |~ v, existie-
ren RelationenS; C A%, ..., S; C A%, so dasq%, S1,..,5) E ¢. In Phase 1 des
Spiels wahlt Spoiler diese Relationen. Seigh C B!, ...,Sl’ C B*! die Relationen,
mit denen Duplicator in Phase 1 antwortet. Bal= v, gilt (B, 57,..,5]) FE ¢. We-
genar(e) < m gilt also (A, S1,..,5) #m (B,95],..,5]). GemaR des Sates von Eh-
renfeucht (Theorem 3.16) hat Spoiler somit in Phase 2 einerbstrategie fir das Spiel
G (A, 81,..,5),(B,5,..,9))).

“(@) = (b)": Nach Voraussetzung hat Spoiler eine Gewinnstrategigsm. ., s;), m)-
EF-Spiel auf2l und ®B. D.h. es gibtS; C A4%,... S, C A%, so dass fur alle5] C
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B, ..., S C Bugilt: (A, 541,..,51) #m (B,5],..,5)]). Insbesondere gibt es also fiir je-
de Wahl vonS1, . ., S; einenFo[cU{ X1, .. ,Xl}]—Satzwgi,“’Slf vom Quantorenrangg m,
sodass?l, S1,..,5)) | v, g aber(B,57,..,5]) = pgr .. g Mit®

Q= /\ {‘pS{,n,S{ : S1CBY, ..., 5CBYY}

erhalt man eineco-Formel mitgr(¢) < m, (A, S1,..,5;) = ¢ aber fur keinS]; C
B, ..., 5 C B gilt (B,5],..,5]) E ¢. Daraus folgt sofort? = 3X;---X;¢ und
B L IX, - 3X 0. O

Die soeben eingefiihrten Spiele liefern einen prinziprelhnsatz um codP und NP zu
trennen, und damit auchrime und NP: Aus dem Satz von Fagin folgt, dass ein Problem
genau dann imnP liegt, wenn e€so-definierbar ist. Nehmen wir nun ein eer-vollstandi-
ges ProblenC (z.B. das ProblerfNicht-3-Farbbarkeit”), so istC € NP genau dann, wenn
CO-NP = NP. Es gilt also

CO-NP # NP
<= C¢NP
<= Cist nichteso-definierbar inFin

<= furallel,m € N., und alles;,...,s; € N, gibtesd € C
undB € Fin\ C, so dass Duplicator eine Gewinnstrategie im
((s1,...,81), m)-EF-Spiel aufl und®5 hat.

Leider ist bis heute dieser Ansatz, genau wie alle andergatven zum Trennen von QoP
und NP, gescheitert — unter anderem an der enormen KomplexigtNdehweises von
Gewinnstrategien.

Das in Definition 3.36 eingefuihrte EF-Spiel fBsokann selbstverstandlich auf nahelie-
gende Weise fur die gesamte Logik zweiter Stufe erweitentden. Das Finden von Ge-
winnstrategien wird dabei natrlich nicht unbedingt acifer.

3.2.2 Das Ajtai-Fagin-Spiel fur monadische existentiedl Logik zweiter Stufe

Interessiert man sich fir Anwendungen der existentidllegik zweiter Stufe in der Kom-
plexitatstheorie, wie sie etwa am Ende des vorherigen Wiite angesprochen wurden,
so nimmt das Fragment vaesQ bei dem nur GbeMengen(also 1-stellige Relationen)
quantifiziert werden darf, eine besondere Rolle ein. Zurarekbnnen vielelP-vollstandi-
ge Probleme, z.B3-Farbbarkeit oder das aussagenlogische Erfullbagidem (bei ge-
eigneter Reprasentation von aussagenlogischen Forragth éndliche Strukturen) durch
EsoFormeln beschrieben werden, die nur lber Mengen quaetidiz. Andererseits wird

5Beachteip ist eineFo-Formel, da es nuendlichviele nicht-aquivalent&o-Formeln der Quantorentiefe,
gibt, siehe Bemerkung 3.18.
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die Analyse von Formeln natirlich tendenziell eher leachtvenn man Uber keine Rela-
tionen hoherer Stelligkeit quantifizieren darf. In dies@tyschnitt werden daher spezielle
Spiele fir diese Klasse von Formeln eingefiihrt.

3.38 Definition (Mon-X} und Mon-I1}).
Die monadische existenzielle Logik zweiter Stifez: Mon-X!; in der Literatur wird die-
se Klasse oft auclmonadicEsg monadicX} odermonadicNP genannt) besteht aus allen
so-Formeln, die von der FormdX; - - - 4X; ¢ sind, wobeil > 0ist, X1,.., X; Relations-
variablen der Stelligkeit 1 sind (so genaniMengenvariableroder auchmonadischézw.
unare Relationsvariablen) ung eineFo-Formel ist.

Analog dazu besteht dimonadische universelle Logik zweiter St(kerz: Mon-I1}) aus
allenso-Formeln der Formv X - --V.X; ¢, wobeil > 0ist, X1,..,X; Mengenvariablen
sind undyp eineFo-Formel ist.

3.39 Bemerkung. Man sieht leicht, dass die Ausdrucksstarke der monadiseRistentiel-
len Logik zweiter Stufe echt groRer ist als die der LogikersStufe (kurzro < Mon-x}
aufFin). Beispielsweise lasst sich leicht éifon-Y1-Satzy) der Form3X ¢ finden, der von
genau denjenigen endlichen linearen Ordnungen erfiltt,wieren Universum aus einge-
radenAnzahl von Elementen besteht (Detalltbung. D.h.:Even. ist Mon-X:1-definierbar
in S.. Von Satz 3.20 wissen wir schon, d&s#n_ nicht Fo-definierbar inS. ist.

Das folgende Spiel wurde im Jahr 1988 von Ajtai und Faginefinigt um dieMon-31 -
Definierbarkeit zu charakterisieren.

3.40 Definition (Ajtai-Fagin-Spiel) Seio eine SignaturS eine Klasse vorr-Strukturen
und seiC C S. Seienl,m € N.,. Das(l, m)-Ajtai-Fagin-Spiel &ir C auf S wird wie folgt
gespielt.

Phase 1: Duplicator wahlt eine Struktul € C.
Danach wahlt SpoilekMengen S; C A4, ..., S; C A.

Phase 2: Duplicator wahlt eine Struktul3 € S\ C und! MengenS] C B, ...,S; C B.

Phase 3: Spoiler und Duplicator spielen das-Runden EF-Spiel auf, S;,..,.S;) und
(B, 51,..,5)), d.h. sie spielen das Spié}, (2, S1,..,5),(B,57,..,95))).

3.41 Satz.Seio eine Signatur, seb eine Klasse vomr-Strukturen und seC C S. Dann
sindaquivalent:

(@) Cist Mon-x:1-definierbar inS.

(b) Es gibtl,m € N.,, so dass Spoiler eine Gewinnstrategie (ilyvn)-Ajtai-Fagin-Spiel
fur C auf S hat.
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Beweis: “(a) = (b): Sei ¢ = 3X;---3X;p ein Mon-xi-Satz so das€ =
Mods(¢), I > 0undy € FO. Seim := qr(y). Spoiler hat folgende Gewinnstrategie
im (I, m)-Ajtai-Fagin-Spiel furC auf S:

Sei2l € C die von Duplicator in Phase 1 gewahlte Struktur. Wegfea C = Mods(v))
gibt es Mengert; C A, ...,5 C Asodass2,Sy,..,S5;) E ¢. In Phase 1 wahlt Spoiler
diese Mengerdy, .., S;.

Sei®B € S\CundS] C B,...,S; € B die Wahl von Duplicator in Phase 2. Weg®nc
S\ CundC = Mods(¢) wissen wir, das$ |~ 3X; ---3X; ¢, also(B, S1,..,.S]) = .

Wegenqr(y) = m folgt damit: (A, S1,..,S;) #m (B,5],..,5). Somit hat Spoiler
eine Gewinnstrategie im-Runden EF-Spiel auft, Sy, . .,.5;) und (B, 51, .., S)). Insge-
samt haben wir also eine Gewinnstrategie fur Spoileflim: )-Ajtai-Fagin-Spiel furC auf
S konstruiert.

“(b) = (a)”: Nach Voraussetzung gibt ésn > 1 so dass Spoiler eine Gewinnstrategie

im (I, m)-Ajtai-Fagin-Spiel furC auf S hat. Das heif3t, fur jede¥ € C gibt es Mengen

S=51,..,5 C Asodass furall® € S\ Cund alleS” = S},..,5] C Bgilt:
(2A,51,..,5)) #Zm (B,8],..,5]).

Insbesondere gibt es also fiir jede Wahl ¥n= S1,..,5] € BeinenFoloU{X1,.., X;}]-
Satzpg, o g VoM Quantorenrang: m, so dass

(Ql, ,S_") ’: P, 51 und (%7 5_'7) l# Poss,5" -

Setzd .
P = /\{‘Pm;%,ﬁf : BeS\C, §'=051,..,5/CB},
o = V{pa : A€C}, und
¢ = E|X1"'E|Xl(,0.

Diese Formelp ist ein Mon-X1-Satz, so dass fur alll € C gilt: 2 = +, und fur alle
B € S\ Cqilt: B = . O

In Satz 3.20 haben wir bereits gesehen dasgph-Zusammenhangjcht in der Logik
Fo definiert werden kann. Unter Verwendung des Ajtai-FagiieSgkonnen wir nun das
analoge Resultat auch fur die (starkere) Lagien->1 zeigen:

3.42 Theorem(Fagin, 1975) Conn ist nicht MonX:}-definierbar inUGraphs.®

Beweis: Gemal} Satz 3.41 genugt es, fur jede Wahl&on € N, zu zeigen, dass Dupli-
cator eine Gewinnstrategie ith, m)-Ajtai-Fagin-Spiel furConn auf UGraphs hat. Seien

"Beachteipy und ¢ sindFo-Formeln, da es nuendlichviele nicht-aquivalent&o-Formeln der Quantoren-
tiefe m gibt, siehe Bemerkung 3.18.

8Zur Erinnerung:UGraphs ist die Klasse aller endlichen ungerichteten Graphen, @adn ist die Klasse
aller zusammenhangenden endlichen ungerichteten Graphe
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alsol,m € N.,. Duplicator spielt dag/, m)-Ajtai-Fagin-Spiel furConn auf UGraphs
gemal folgender Strategie:

Phase 1: Duplicator wahlt alst = (A, E*) € Conn einen ungerichteten Kreis auf
Knoten, furn hinreichend grofR3. “Hinreichend grof3” heif3t hier, dasso grolR sein soll,
dass nach Sp0|lers Wabhl der Meng&n: S1,..,5 C A fur die resultierende Struktur
A = (2, S) gilt: Es gibt zwei Knoterv und w in A, deren gerichtet@™-Umgebungen
disjunkt und isomorph sind, d.h. D?é(tv,w ) > 2-2™+1 und Typ(2 ,v,Qlo) =
Typ(2™,w, 2., ), wobeig,, die gerichteteVariante vorRl bezeichnet, in der die Kanten im
Uhrzeigersinn ausgerichtet sind. Zur genauen Wahlwaehauen wir uns die mdglichen
2™-Umgebungstypen irﬁlO an. Ist |[A] = n > 2-2™ + 1, so gilt fir jeden Knoten in
20.,: Die 2™-Umgebung von ist ein gerichteter Pfad auf - 2 + 1 Knoten, undv ist der
Knoten in der Mitte dieses Pfads. Durch die unaren Relatich= S1,..,.5; istauRerdem
jeder diese® - 2™ + 1 Knoten mit einer vor2! moglichen “Farben” markiert (namlich der
Teilmenge vor(1, . .,[}, die aus allery besteht, so dass der Knoten zur Mesgegehort).
Somit gibt es hochstens:= (2/)22"+1 mogliche2™-Umgebungstypen. Wir setzen nun

— (I+1)-(2-2" + 1)

und lassen Duplicator in Phase 1 einen ungerichteten Rreisfn Knoten wahlen. Seien
S:=51,..,5 € A die von Spoiler in Phase 1 gewahlten Mengen2sei- (2,5), und
seil,, die gerichteteVariante vor, in der die Kanten im Uhrzeigersinn ausgerichtet sind.

Phase 2: GemaR unserer Wahl vonwissen wir, dass es zwei Knotenw € A geben
muss, so dass Dy, w) > 2-2™ + 1 und Typ(2m,v,§lb) = Typ(2m,w,ﬁlo).
Seienv—, v, w™,w™ diejenigen vier Knoten i, fur die gilt

(v=,v) € E* (v,ot) € B¥  (w™,w) € E¥ (w,w")ecE*

(und zwar so angeordnet, dass man beim Durchlaufen deek®eismn Uhrzeigersinn diese
Knoten in der Reihenfolge™, v, v™",...,w™,w,w™ betritt).

In Phase 2 lassen wir Duplicator &< UGraphs \ Conn den Graphef3 = (B, E®)
wahlen, dessen Knotenmenffe:= A ist, und dessen Kantenmenge aus der Kantenmenge
E* entsteht, indem man die Kanten zwischeand vt sowie die Kanten zwischem und
wt loscht und stattdessen neue Kanten zwischemd w* sowie zwischenw und v*
einflgt. Der so konstruierte Graph besteht offensichtias zwei disjunkten Kreisen.

Des Weiteren wahlt Duplicator die Mengét) := Sy, ..., S| := S;. Man sieht leicht,
dass furS” := S}, .., S) in der zugehorigen Struktd := (8, 5")

fir jeden Knoteru € B = A gilt:  Typ(2™,u,B) = Typ(2™, u,2A).  (3.6)

Phase 3: Wir missen zelgen dass Duplicator eine Gewinnstrategie:iRunden EF-
Spiel auf den Strukture®l und B hat. Dazu kénnen wir den Satz von Hanf (Korollar 3.26)
anwenden, denn aus (3.6) folgt, dass fur je2léAUmgebungstyp gilt: #p( ) = #,(B).
Korollar 3.26 liefert daher, dags =,,, 8. D.h. Duplicator gewinnt dasi-Runden EF-Spiel
auf2 und $B. Insgesamt haben wir damit eine Gewinnstrategie fur Rapdr im (I, m)-
Ajtai-Fagin-Spiel furConn auf UGraphs konstruiert. O
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Das obige Theorem besagt, dass Graph-Zusammenhang nMbniix} definierbar ist.
In der monadischenniversellerLogik zweiter StufeMon-I1} kann Graph-Zusammenhang
allerdings leicht definiert werden (siehe Beispiel 2.5.(b))

Des Weiteren ist Graph-Zusammenhang ein Problem, das ass&lP gehort (es gehort
sogar zur Klasserime) und kann daher nach dem Satz von Fagin (Theorem 2.8) auch dur
eineEso-Formel beschrieben werden. Zusammen mit Bemerkung 3tZ8ten wir also:

FO < Mon-X{ < Eso auf Fin.

Abschliel3end sei noch angemerkt, dass sich naturlichtleine Variante des Ajtai-Fagin
Spiels finden lasst, die an Stelle déon-X1-Definierbarkeit allgemeigso-Definierbarkeit
charakterisiert: an Stelle einer gegebenen Zédile angibt, wie viele 1-stellige Relationen
in den Phasen 1 und 2 gewahlt werden) brauchen wir dazu nerléste (s, .., s;) von
Zahlen zu betrachten, die angibt, dass in den Phasen 1 und 3piels Relationen der
Stelligkeitensy, . . , s; gewahlt werden.

3.3 Pebble-Spiele und infiniéire Logiken

In diesem Abschnitt werden wir sogenanimdinitare Logiken behandeln, d.h. Logiken,
deren Formeln unendliche Lange haben kdonnen. Solch&kéogverden vor allem im Be-
reich der unendlichen Modelltheorie untersucht. Fur didliehe Modelltheorie, mit der
wir uns hier beschatftigen, werden sie sich in ihrer allgew® Form als zu ausdrucksstark
herausstellen. Schrankt man hingegen die Anzahl derl@dad/ariablen ein, so erhalt man
schwachere Logiken, die fur die endliche Modelltheoriehtige Erkenntnisse liefern.

3.3.1 Die infinitare Logik L.

3.43 Definition. Seio eine Signatur.
Die Formelmengé.....[o] ist induktiv wie folgt definiert.

e IL..[o] enthalt alle atomaren-Formeln.
e ISt p eineL..[o]-Formel, so ist auchy eine L....[c]-Formel.

e ISty eineL..[c]-Formel und ist: eine Variable erster Stufe, so sind aughy und
Vxe Formeln inLe.[o].

e Ist U eine Mengevon L...[c]-Formeln, so sind auch\/ ¥ und A ¥ Formeln in
Lew[o]. (BeachteHierbei darf& auch unendlich sein.)

Die Semantik der Logik..., ist die naheliegende Erweiterung der SemantikefirHier-
beiwird\/ ¥ als Disjunktion Uber alle Formeln ¥ und entsprechend{ ¥ als Konjunktion
Uber alle Formeln inl interpretiert. Das heif3t (fur eine Satzmengg dass2 = \/ ¥ ge-
nau dann gilt, wenn es (mindestens) einen $atz ¥ gibt mit A = . Analog dazu gilt
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20 = A ¥ genau dann, wenn fUr jeden Satz ¥ gilt 2 = .
Offensichtlich istL.... eine Erweiterung der Logik erster Stufe. Wir schauen ung st
einige Beispiele flr...-Formeln an:

3.44 Beispiel.Fur jedesn € N, seip,, derFo-Satz

On = dx Elwn< /\—\xz =r; N Yy \/xl ),

1<i<j<n
der besagt, dass es genattlemente in den Modellen vop,, gibt. Nun gilt folgendes:

(1) Furjede Signatus ist ¢ :=\/ {¢, : n € N} eineL..[c]-Formel, die die Klasse aller
endlicheno-Strukturen definiert, das heilfNModay(¢) = Fin.

(2) Analog definiert deL....[0]-Satz Ygven := VV{pn : n € Nundn gerade} die Klasse
aller endlichen Strukturen gerader Kardinalitat, das3heMlodaj(¢even) = Even,
wobei Even die Klasse aller endlichea-Strukturen?l bezeichnet, deren Universum
aus einer geraden Anzahl von Elementen besteht.

Wir wissen bereits, dass die Klasse aller endlichen Straktgerader Kardinalitat nicht
in Fo definierbar ist. Die Logik...., ist also echt ausdruckstarker &lg, was angesichts der
sehr allgemeinen Definition auch nicht verwundern dirfte.

Wie anfangs erwahnt, spielt die Logik.., in der unendlichen Modelltheorie eine wich-
tige Rolle. Das nachste Beispiel zeigt jedoch, dass sidiiendlicheModelltheorie schon
zu ausdrucksstark ist, weil einfadeKlasse endlicher Strukturen durch eing,-Formel
beschrieben werden kann.

3.45 Beispiel. Seio eine Signatur undC eine beliebige unter Isomorphie abgeschlossene
Klasse endliches-Strukturen C wird definiert durch det....[c]-Satzpc := \/{pg : A €

C}, wobeipy die FO-Formel aus Proposition 3.2 ist, die die Struk®ubis auf Isomorphie
beschreibt. Das heiRModay(pc) = C.

Wie das Beispiel zeigt, ist also jede Klasse endlicher Sinek in ..., definierbar. Wir
werden daher geeignete Einschrankungen der Logik defmimiissen, um fur die endliche
Modelltheorie interessante Aussagen treffen zu konnen.

3.3.2 Dask-Variablen Fragment von FO und L.,

3.46 Definition (FO*). Seio eine Signatur und séi € N. Die Klassero"[s] besteht aus
allenrFolo]-Formeln, in denen hochstehserschiedene Variablen erster Stufe vorkommen.

3.47 Beispiel. Firr jede € N gibt es einer0?[<]-Formelqyy,(z), so dass fiir jede endliche
linear geordnete Strukt® := (A, <) und jedes: € A gilt: A = +yla] <= aistdas
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¢-te Element bezuiglich der Ordnung? ist, d.h./ = rg_« (a). Die Formely, definieren
wir induktiv durch

Yo(z) = Vy-wy<zx

0
Yenn@) = vy (y<e e \ 3z (a=yAvi(e)) ).

=0

Die Konstruktion 3z (z=y A ¢;(z)) wird benutzt, da), die Variablez und nichty als
freie Variable enthalt.

Die Formelvy,,1(z) besagt, dass alle Elementg < « hodchstens den Rangin der
Ordnung haben konnen. Also kamrhdchstens den Rarfg-1 haben. Andererseits kann
keinen Rang< ¢ haben, da andernfalls fiy = x die rechte Seite der Biimplikation erfullt
ware, die linke aber nicht.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass man mit Suti@tien im Zusammenhang
mit k-Variablen Logiken vorsichtig sein muss. Substituiert rearfachz durchy in ¢, (x),
so wirde, gemal der Definition von Substitutionen, zhs&die gebunden vorkommende
Variabley umbenannt, d.h. durch ein neues Variablensymbol ersetdtdanach dann je-
des frei vorkommende durchy ersetzt. Hierbei ist aber nicht von vorneherein klar, dass
damit nicht mehr als insgesamt zwei Variablen benutzt werBaher werden wir im Fol-
genden Substitutionen im Bezug dtvariablen Logiken vermeiden und lieber explizite
Variablenumbenennungen verwenden.

Wir definieren nun das entsprechend®ariablen Fragment der infinitaren Logik....

3.48 Definition (L%,,,). Seio eine Signatur und sdi € N. Die Formelklassea.t,,[o] ist
definiert als die Klasse aller.... [c]-Formeln, die hochsterisverschiedene Variablen erster
Stufe enthalten. Des Weiteren ggi.[0] := J,cn Lo [0]-

Lv . ist also die Klasse allet....-Formeln, in denen nur endlich viele Variablen benutzt
werden. Als Ausblick auf Kapitel 5 sei erwahnt, dass sighlisher behandelten Fixpunkt-
logikenLFP, IFP, PFPsamtlich inL% , einbetten lassen, es gilt aleeP< L% . Insbesondere
Ubertragen sich also Nicht-Definierbarkeits-Resultéitert.., auch auf die Fixpunktlogi-
ken.

3.49 Beispiel. Fur jede Menge/ C N, gibt es einer.3, [<]-Satzy s, so dass
Moday(¢s) = {2A=(A4,<¥) : < isteine lineare Ordnung aufund|A| € J }.

Der Satzp; ist folgendermaRen konstruiert: Sgiyg € FO?[<] ein Satz, der besagt, dass
< eine lineare Ordnung ist. AuRerdem sgi(x), fur jedes? € N, der FO?[<]-Satz aus
Beispiel 3.47. Dann isp; definiert als

by = tou A\ {3za(x) A ~Fze(x) o Le T}
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Wie dieses Beispiel zeigt, gibt es Strukturklassen, dieisdh der 3-Variablen-Logik
L3, definiert werden konnen, die aber nichtAo definierbar sind (mit beliebig vielen
Variablen). Wie der nachste Satz allerdings zeigt, kénneei endlicheStrukturen, die in
Lk unterschieden werden kdnnen, auch scharolhunterschieden werden.

3.50 Definition. Sei k € N.,, o eine Signatur und, ‘B o-Strukturen. Wir schreiben
A= B (bzw.A =, B), fallsAundB dieselberro*[o]-Satze (bzwLk,, [0]-Satze)
erfullen.

3.51 Satz.Fur alle endlichero-Strukturerl undB gilt: A = B <= A=, B.

Beweis: “«<—"; klar, daFo* C Lt .
“=": Per Induktion nach dem Aufbau vort,.. zeigen wir, dass es zu jedet, [o]-
Formely(Z) eineFo*[o]-Formel () gibt, so dass fir allg € A4, b € B gilt:

Ak pld] « Akgld  und Bl < BEH.  G7)

Der einzige nicht-triviale Fall ist, dass von der Form\/ ¥ oder A ¥ ist, wobei ¥ eine
Menge vonLk, ,-Formeln ist. Wir betrachten hier den Fgll¥, der andere ist dann analog.
Sei alsol eine Menge vorLt,-Formeln undp := \/ V. Fir jedesi € A mit 2 = ¢[d]
wahle eine Formep; € ¥, so das®! |= ¢[d]. Analog wahle fur jedes € B mit B = o[b]

eine Formel); € ¥, so dassB = ¢5[5]. Nun definieren wir

g = {g:acAundA = ola } U {; : bc BundB  o[b] }.

Nach Konstruktion isto 5 eine endlicheTeilmenge von¥. Weiterhin gilt fir allead <
A, b B:

U\ Vanld] = AR\v[E = AEqd
sowie

BE\Vanlh] < BEVI <« B
Gemal Induktionsvoraussetzung ist jede Formel Wy o3 aquivalent zu einer Formel in
FOF. Also ist auch\/ Vg 95 aquivalent zu einer Formelin FOF. Es gilt also firr allei € A
undb € B: A= gla] < A= @ld und B = ¢b] < B = 3[b]. Somit ist
(3.7) gezeigt. Aus (3.7) folgt insbesondere folgendestiska einenct, -Satzp gibt, der

zwischen?l und 98 unterscheidet, so gibt es auch eirraf-Satz, der zwischefl und B
unterscheidet. Dies schliel3t den Beweis vess" ab. O

3.3.3 Pebble-Spiele

Ziel dieses Abschnitts ist es, Ehrenfeucht-Fraissel8piir die LogikerFok und Lk, ein-
zufiihren. Dazu zunachst ein paar Notationen.

Der Einfachheit halber werden wir in diesem Abschnitt nugr@turen betrachten, die
keine Konstantensymbaodmthalten. Solche Signaturen nennenmiationale Signaturen
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3.52 Notation. Seic eine relationale Signatuk, € N., und®2(, 8 o-Strukturen.

e Wir vereinbaren, dass das Symbel in keinem Universum einer Struktur vorkommt.
o FUr d@:=ay,..,a; € (AU{x})* definieren wir derTragerTr(@) vona als
Tr(@) = {i:a; # *}.
e Firic {1,..,k},a € Aundd :=ay...a, € (AU {x})* setzen wir
a7 1= A1,.-,0i-1,0, Q11,0 -
Das heil3t, wir ersetzen diete Stelle voni durcha.

o Fir @ = ay,..,a, € (AU {x})* schreiben wir G um das Tupel iiberl zu
bezeichnen, das adsdurch Loschen der<"-Symbole entsteht.

e Furdundbmit Tr(a@) = Tr(b) schreiben wir(a@ — b);r,(z um die Abbildung (@) —

E\Tr(l?)) zu bezeichnen.

3.53 Definition (k-partieller Isomorphismus)Sei o eine relationale Signatut; € N.,,
2, B seieno-Strukturen, und seied € (A U {x})" undb € (B U {x})*. Die Abbildung

(@ b) heildtk-partieller Isomorphismus vo#l nach®s, falls

(1) Tr(@) = Tr(b) und
(2) (@~ Z_)')m(a) ist ein partieller Isomorphismus va@hnach®B.
Parf' (2, B) bezeichnet die Menge allérpartiellen Isomorphismen vali nachss.

Man beachte, dass der Definitionsbereich jedgartiellen Isomorphismus hochstehs
Elemente enthalt.

Wir sind nun bereit, die Ehrenfeucht-Fraissé-Spieledié LogikenFo* und L%, ein-
zufuhren.

3.54 Definition(Pebble-Spiele)Seio eine relationale Signatur und sef#n% o-Strukturen.
Seienk € N.,, @ € (AU{x})* undb € (BU{x})* mit Tr(a@) = Tr(b).

Das k-Pebble-SpielG~. (2, d‘,%,l;) wird zwischen zwei Spielern, Spoiler und Dupli-
cator, gespielt. Den Spielern stehen insgesamtSpielsteinexy, ..., ax, 51, ..., O Zur
Verflgung, die auf Elemente der Strukturen gelegt werdiamkn. Zu Beginn des Spiels
liegt fur jedesi € Tr(a) der Steinn; auf dem Element; und 3; aufb;. Die Ubrigen Steine
liegen “nebem dem Spielbrett”.

Eine Partie des Spiels besteht aus einer unbegrenzten lIAmraRunden. In jeder Runde
wahlt Spoiler zunachst ein beliebigésce {1,..,k} und nimmt entweder den Steu;
und legt ihn auf ein beliebiges Element iy oder er nimmt Steir; und legt ihn auf ein
beliebiges Element i®3. Duplicator antwortet, indem er den entsprechenden S#so §;
oderq;) auf ein beliebiges Element in der anderen Struktur ledt.,IDuplicator legt Stein
(; auf ein Element inB, falls Spoiler den Stein; gelegt hat; bzw. Duplicator legt Stein
auf ein Element i, falls Spoiler den Steip; gelegt hat. Beachte:
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e Steine, die bereits auf dem Spielfeld liegen, dirfen wieslevendet werden.
e Es durfen durchaus mehrere Steine auf demselben Eleragatli

Am Ende jeder Runde wird entschieden, ob Spoiler gewonnefuhd das Spiel beendet
ist) oder ob weitergespielt wird. Dazu sei@n= ay,..,a; € (A U {x})* die am Ende
der Runde durch die Steine,..,a; in 2 markierten Elemente (mit; = = falls der
Steina; noch “neben dem Spielbrett” liegt), urid= bi,..,bp € (B U {x})F seien die
entsprechenden durch die Steifig .., 8 in B markierten Elemente. Ist die Abbildung
(@— 5) kein k-partieller Isomorphismus, so endet das Spiel nach diesed®undSpoiler
gewinnt Andernfalls wird das Spiel mit einer weiteren Runde fosgjet.
Duplicator gewinnt wenn unendlich lange gespielt wird, also nach jeder Ruielé&b-

=

bildung (@ — b) ein k-partieller Isomorphismus vo?t nach®3 ist.
Bemerkung:
o Ist 3=0b=%=x,..,% soschreiben wig* (2, B) an Stelle vorgk (2, %, B, 7).

e Strategien und Gewinnstrategien iknPebble-Spiel sind analog zum herkdmmlichen
Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel definiert und werden dalezrticht mehr formal eingefiihrt.

e Sind die Strukturer®l und B endlich so gibt es nur eine endliche Zahl verschiedener

Spielpositionen(@, b) € (AU {x})* x (B U {x})*. In diesem Fall steht also schon nach
einerendlichenzahl von Ziugen fest, wer das Spiel gewinnen kann.

3.55 Beispiele. (a) Seioc := @ und®, B o-Strukturen mi{ A|, | B| > k. Dann haDupli-
cator eine Gewinnstrategie iG% (2, B), indem er immer wenn Spoiler zwei Steine
auf dasselbe Element legt ebenso zieht und ansonsten inmmeewes Element mit
einem Stein belegt. Da es nicht mehr Steine als ElementeniSttakturen gibt, kann
er dies immer sicherstellen.

(b) Isto = @ und2, B sind o-Strukturen mit|A| < &k und|B| # |A|, so hatSpoiler
eine Gewinnstrategie G~ (A, B).

(c) Seien jetz®l, B endliche, linear geordnete< }-Strukturen. Dann hat Duplicator ge-
nau dann eine Gewinnstrategie im Sgiél (2, B), wenn|A| = | B|. Dies kann man
folgendermalf3en sehen:

Gilt |A| = |B| so sind2 und ‘B zwei endliche lineare Ordnungen gleicher Kardi-
nalitat und somit isomorph. Folglich hat Duplicator einev@innstratgie, indem er
immer zu Spoilers Wahl isomorphe Elemente wahit.

Gilt|A| # |B|und 0.B.d.AA| > |B|, so hat Spoiler eine Gewinnstratgiedf, (2, B),
indem er in jeder Runde > 1 den Stein; (.1 mog2) auf das Element mit Rang
r—1in % legt.
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In den ersten beiden Runden legt Spoiler also seine beidets@®mea; , a, auf die
beiden kleinsten Elemente 2 In den folgenden Runden nimmt er jeweils den Stein
auf dem kleineren Element und plaziert ihn auf das kleinstghmicht im Spiel ver-
wendete Element. Nach jeder Rundiégen also die Steine;, a, auf den Elemeten
mit Rangr — 2 undr — 1. Auf diese Weise werden im Verlauf des Spiels alle Elemente
von 2l in ihrer Reihenfolge gemal der Ordnung durchlaufen.

Duplicator muss nun ebenfalls in jedem Zug den Stein auf deinédeen der beiden
Elemente irt3 auf ein groReres legen, denn ansonsten ware die Abbildung, —
(1, B2 kein k-partieller Isomorphismus und Duplicator hatte verloea abef B| <
|A] ist, kann Duplicator dies nach spatestéB$ Runden nicht mehr gewahrleisten
und verliert daher das Spiel.

Analog zum Satz von Ehrenfeucht und Fraissé werden widemrZusammenhang zwi-
schen Pebble-Spielen und der Lodik, , herstellen. Dazu bendtigen wir zunachst eine
geeignete Variante von Hin-und-Her-Systemen (vgl. DédiniB8.32).

3.56 Definition. Seio eine relationale Signatur uride N.,. Zwei o-Strukturen?l und 3B
heiBenk-partiell isomorph(kurz: 2 =7, B), falls es einenicht-leereMenge! k-partieller
Isomorphismen gibt, die die folgenden Eigenschaftenllerfi

k-Hin-Eigenschaft: Fur alle(d — b) € I,allei € {1,...,k} und allea € A gibt es ein
b € B, so dasga2 — b2) € I.

-,

k-Her-Eigenschaft: Fur alle(d‘ b) € l,allei € {1,...,k} und alleb € B gibt es ein
a € A, sodasgal — b%) €

Ein System mit diesen Eigenschaften nennen Mwitin-und-Her-SystemWir schreiben
I:2A ggart B um anzudeuten, dagsein k-Hin-und-Her-System zwischelt und B ist.

3.57 Bemerkung. Die Menge

Wk (2, 8) = {(&,H B) € Part(21,B) : Duplicator hat eine Gewinnstrategie u}\

k-Pebble-SpieGX (2, @, B, b)
hat diek-Hin-und-Her-Eigenschaft, ist aber moglicherweise.leer

3.58 Theorem. Seio eine relationale Signatuk € N.,, 2,98 o-Strukturen,d € (A U
{+x1)* b € (BU {«})* mit Tr(@) = Tr(b). Dann sind folgende Aussagaquivalent:

(a) Duplicator hat eine Gewinnstrategie ilaPebble-SpieG~ (2, @, B, 5).
(b) (@ b) € WE (A, B) und WE : A f:’gaﬂ B.

-,

(c) Es gibt eink-Hin-und-Her-Systend : 2 =, B mit (@ — b) € I.

(d) @in2A undb in B erfillen dieselberr®. [o]-Formeln.
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Beweis: “(a) = (b)” folgt direkt aus Definition 3.56 und Bemerkung 3.57.

“(b) = (c)" ist trivial.

“(c) = (d)” folgt leicht per Induktion nach dem Aufbau vari., (Details: Ubung.

“(d) = (a)": Wir zeigen, dass Duplicator eine Strategie im Sgi€l(2A, d‘,%,g) hat, so
dass nach jeder Rundedes Spiels die folgende Invariante erhalten bleibt:

(¥):  Sinda und b die am Ende der Runde mit den Steinen .., a;, und
081, - -, Br iIn2A bzw. B belegten Elemente (inck), so erfilllta dieselben
Lk, [o]-Formeln in2 wie b in B.

Offensichtlich gilt nach jedem Zug, bei dem die Invariaf#¢ erhalten bleibt, dasg§i —
5) e Parf (2, %8). Um zu zeigen, dass Duplicator eine GewinnstrategigXii, @, 8, 5)
hat, genugt es also, zu zeigen, dass Duplicator so spialem klass stets die Invariar(te
erfullt ist.

Nach Voraussetzung wissen wir, dass (d) gilt, und dass diéémvariante(x) zu Beginn
des Spiels erfullt ist. Fur den Induktionsschritt geltenrdie Invariantgx) nach der--ten
Runde (furr € N). Wir missen zeigen, dass Duplicator diel-te Runde so spielen kann,
dass(x) auch nach der+1-ten Runde erfullt ist. Dazu betrachten wir den Fall, dgssil&r
in derr+1-ten Runde den Spielstein (fur eini € {1,..,k}) auf ein Element € A legt
(der Fall, dass Spoiler i#8 zieht, kann analog behandelt werden). Sei nun

vim {verk. s (ad) v

Fur diese Formelmengg gilt offensichtlich, dass(2, @) = 3z; A ¥.

Wegen(#) gilt daher auch(8,5) = Jz; A V.

Also existiert einb € B, so dass fur alle) € W gilt: (B, 5%) = «. Duplicator antwortet in
Runder+1 nun, indem er den Spielsteif) auf diese9 legt. Dann gilt

(™,@%) = A¥  und  (B,5Y) = AT

Aulerdem gilt natrlich fur jede?. . -Formely, dass entwedey € ¥ oder—y € V. Daher
gilt fur alle y € k., dass (A,d%) = x <= (B,b%) | x. Somit ist die Invariantéx)
nach Runde+1 erfullt. O

Folgendes Korollar folgt nun sofort aus Theorem 3.58 und S&t1.

3.59 Korollar. Seio eine relationale Signatuk € N., und%(, B o-Strukturen. Dann sind
folgende Aussageiquivalent:

(@) Duplicator hat eine Gewinnstrategie ikaPebble-SpieG~ (2, 9B).
(b) WE(,B) : A =, B.

(c) & géart B.
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d) A= B
Sind2l undB endlich, ist folgende Aussage auch nécjuivalent zu den vorherigen:
(e) A =rok B.

3.60 Korollar. Seio eine relationale SignatulS eine Klasse vow-strukturen,C C S.
Falls die folgende Bedingung) erfullt ist, so istC nicht <, ,-definierbar inS.

(¥): Furjedesk € N, gibtes2l € CundB € S\ C, so dass
Duplicator eine Gewinnstrategie if-Pebble-SpieG~ (2, B) hat.

Beweis: Es sei(x) erfullt. AngenommengC ist L% -definierbar inC, etwa durch den
Lk, [o]-Satzep, fur eink € N. Es gilt alsoC = Mods(). Nach Voraussetzung gflk), d.h.
es gibt es Strukture® € CundB € S\ C,sodas®l =, B (wegen Korollar 3.59). Da
20 € C = Modg(yp) ist, gilt A = ¢ und somit, wegerd EWLk B, auch®B |= ¢. Dies ist
aber ein Widerspruch 28 € S\ C. - O

3.61 Beispiel.Die Klasse
Even := {Ql : A ist eine endlichez-Struktur mit| A gerade}

ist nicht L« -definierbar in der Klasse aller endlichen Strukturen, denn

Wie in Beispiel 3.55 gezeigt, hat Duplicator eine Gewinaisigie im SpielG*_ (2, 9B),
wenn |A|, |B| > k. Die Behauptung folgt jetzt sofort aus Korollar 3.60, indeman fur
jedesk € N., zwei Strukturerl undB mit |A|, |B| > k und|A| gerade undB| ungerade
betrachtet.

Ein etwas komplexeres Beispiel liefert das folgende Thaore

3.62 Theorem(de Rougemont, 1987Die Klasse

Hamilton — {G : G ist ein endlicher gerichteter Graph, der eln?n

Hamiltonpfad besitzt

ist nicht L=, -definierbar in der Klass&Conn aller endlichen gerichteten stark zusam-
menl&angenden Graphen.

Zur Erinnerung: Ein Hamiltonpfadin einem Graph ist ein Pfad, der jeden Knoten des
Graphen genau einmal besucht. Ein gerichteter Graph &iflt zusammerdimgend falls
jeder Knoten von jedem anderen Knoten aus errreichbar ist.

Beweis: Nach Korollar 3.60 reicht es, fur jedéndliche gerichtete stark zusammenhangen-
de Grapherl und B zu finden, so das® aber nicht®B einen Hamiltonpfad besitzt und
Duplicator eine Gewinnstrategie ikaPebble-SpieG* (A, 9B) hat.

Furm,n € N, definieren wir den Grapll,,, ,, := (Vinn, Em n) Mit Knotenmenge

Vion == {v1,...,Um, wi,...,wy }
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und Kantenmenge

Epmn = {(wi,wit1) : 1<i<n} U {(wy,w)} U
{ (vi,wj), (wj,v;) : 1<i<m, 1<j<n}
Der GraphH,, , besteht also aus einem gerichteten Kreis der Langeif den Knoten
wy, ... w, SOwie augn weiteren Knotervy, ... ,v,,, von denen jeder einzelne mit jedem

w; durch eine ungerichtete Kante verbunden sind. ZwischerKdetenuvy, . .., v, gibt es
jedoch keine direkten Kanten.

Behauptung 1: H,,,, hat genau dann einen Hamiltonpfad, weni m — 1.
Beweis: “<=": Sein > m — 1. Dann ist

p = U1, w1, V2, W2, ..., Upm—1, Wm—1, Um, Wm, Wm+1, ..., Wn
ein Hamiltonpfad infZ,,, ,.
‘=" Sei
p = ui, u2, ..., Um+n
ein Hamiltonpfad inf,,, ,,. Seil < iy <is < -+ < iy, < n+m, sodasgu;,,...,u;, } =
{v1,...,vn}. GemaR der Definition vot,, ,, gibt es keine Kanten zwischen Knoten aus
{v1,...,vn}. SOmit muss fur allg € {1,...,m — 1} gelten: Auf dem Pfag liegt zwi-

schenu;; undu;, , mindestens ein Knoten;, ,; € {wy,...,w,}. Insbesondere ist daher
n > m — 1. Damit ist Behauptung 1 bewiesen. O

Aus Behauptung 1 folgt fuk € N,,, dass := Hj 1, einen Hamiltonpfad besitzt,
B := H}9 1 jedoch nicht.

Behauptung 2: Fur jedesk € N., gilt: Duplicator hat eine Gewinnstrategie im Spiel
GY (His1 ks Hirok)-

Beweis: Setze2l := Hyy1k, B := Hiyok. Seiend := {vy,..., vp41, w1, ..., w,} und

B = {v},..., V)9, w,...,w,} die Knotenmengen voR undB. GemaR Korollar 3.59
reicht es zu zeigen, da8s=, 8. Dazu betrachte folgende Menge

I = { (@—b) : d@=a,..,a, € (AU{xDF, b=by,.. b, € (BU{x})* so dass
furallei € {1,...,k} qilt:
(1) a; =% < b; =%
(2) a; € {v1,...,vpp1} = b€ {v],..., v 0}
(3) fallsa; = w; fureinj € {1,...,k}, sob; = w;
(4) furalled € {1,...,k} gilt a; = ay <= b; = by }

Da (¥ — %) € I, ist offensichtlich] # &.
Weiterhin istl C Part'(2, ) (beachte dazu: jedes ist mit jedemw; in A verbunden, und
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jedesuv; ist mit jedemuw?’; in B verbunden).

Schlief3lich kann man leicht nachweisen, daske Hin- und Her-Eigenschatft besitzt (De-
tails: Ubung.

Somit gilt alsol : 2 =, B. Nach Korollar 3.59 hat also Duplicator eine Gewinnstregeg
in G& (A, B). Damit ist Behauptung 2 bewiesen. O

Insgesamt haben wir nun fir jedésc N., Graphen2 := H;,; € Hamilton und
B := Hjop € SConn \ Hamilton gefunden, so dass Duplicator dad?ebble-Spiel
Gk (2,%8) gewinnt. Dies schliel3t den Beweis von Theorem 3.62 ab. O

3.4 Interpretationen und Logische Reduktionen

3.63 Definition. Seic eine Signatur. Mitr-STRUKTUREN bezeichnen wir die Klasse aller
o-Strukturen.

Ziel dieses Abschnitts ist, die Methode degischen Reduktionennd Interpretatio-
nen die in Bemerkung 3.21 bereits skizziert wurde, zu préeesi. Wir wollen nun al-
so einen Begriff fir “logische Reduktionen” entwickelrerdanalog ist zum Begriff der
Polynomialzeit-Reduktionen.

Statt Problemem C X7, B C 33 und einer Polynomialzeit-berechenbaren Reduktion
f:5 =X mit we A < f(w) € B geht es nun darum, eine Klas€evon
7-Strukturen, eine KlassB von o-Strukturen und eine “logisch definierbare” Reduktion
I : T-STRUKTUREN — 0-STRUKTUREN zU betrachten, so dass fir atteStrukturenl gilt:

A€ C < I(A) € D. Analog zur Eigenschaft von Polynomialzeit-Reduktionen

“Falls f : A <, BundA ¢ PrimE, SO auchB ¢ PTivE.”
soll fir logische Reduktionen gelten:

“Falls I : C < D undC nichtrFo-definierbar, so ist audh nichtFo-definierbar.”
Solche logischen Reduktionen werden durch den folgendgnifBesalisiert:

3.64 Definition (Interpretation vorv in 7). Sei.# eine Logik,c und 7 Signatureng =
{Ry,.., Ry}, wobeiR; einr;-stelliges Relationssymbol sei (filr< @ < m).° Seik € N.,.

(a) Eine (einfachek-dimensionale)?-Interpretation/ vono in 7 ist eine Sequenz

((PUniv(f)7 ¢R1(fl7-'7£7’1)7 ey @Rm(fh"?frm))

von .Z[r]-Formeln, wobeiz, 71, . ., Z,, jeweils Tupel aus: verschiedenen Variablen
erster Stufe sind (d. = x4, ..,z UndZ; = x;1,..,2;1).

SWir erlauben der Einfachheit halber énkeine Konstantensymbole; der Begriff der Interpretatianrkaber
leicht modifiziert werden fur Signaturen die auch Konstantensymbole enthalten, indem man jedes Kon
stantensymbat wie ein 1-stelliges Relationssymb6! behandelt.
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(b) Eine Interpretatiord von ¢ in 7 definiert eine Abbildung
I : 7-STRUKTUREN — 0-STRUKTUREN,

die jederr-Struktur2l die folgendermafen definiergeStruktur I () zuordnet:

e DasUniversumU von I(2) ist die Menge

U = ouw() = {de A" : A= punld]}.

(=)

e FirjedesR; € o ist Rf die r;-stellige Relation

R = wp () N U™ = {(@,...G,) €U : A= op,[ar,. . an]}-
(c) Seil einer-Struktur,®B eines-Struktur und/ eine Interpretation voa in 7. Wir sagen
I'interpretiert®3 in 2, falls B = I(A) (d.h.B istisomorph zu/ (2)).

3.65 Beispiele.
Seit := {<} die Signatur fur lineare Ordnungen uBdlie Klasse aller endlichen linearen
Ordnunger®l = (A4, <%).

(@) Seio; := {E,S,T} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssynibaind
zwei 1-stelligen RelationssybolesiundT" besteht.
Wir definieren eing=o-Interpretation/; von oy in 7, die jeder endlichen linearen Ord-
nung?l = (A, <*) eines-Strukutur; () = G = (V, B, SY T%) zuordnet, so dass
gilt:

|Al istungerade <= im GraphenG gibt es einen Pfad von einem
Knoten inS¢ zu einem Knoten if"c.

Idee: Ist A = {0,..,n}, soV := A, in E© gibt es eine Kante von Knoterzu Knoten
i+2 (fur allei < n—2), S¢ besteht aus dem kleinsten Elementinund 7¢ aus dem
grofiten Element inl.

Formal ist dieFo-Interpretation/; von o1 in 7 folgendermaf3en definiert:

I = (eunv(z), ee(.y), ¢s(x), er(z))

mit
wunv(z) = z=x
vp(r,y) = E|z<x<z/\z<y/\Vu((ac<u/\u<y)—>u:z))
ps(x) = -Jyy<w
er(z) = —-3Jyz<y.

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und KomplexitatSoSe 2007HU Berlin



3.4 Interpretationen und Logische Reduktionen 123

(b) Seioy := {E} die Signatur fur Graphen. Wir definieren eire-Interpretation/s von
o9 in 7, die jeder endlichen linearen Ordnug = (A, <%) einen ungerichtetéf
Graphenl, () = G = (V, E®) zuordnet, so dass gilt

|Al ist gerade <= @ ist zusammenhangend

Idee: Ist A = {0,..,n}, soistV := A und inG gibt es eine Kante zwischen den
Knoten

(1) ¢undi+2, furallei < n—2,

(2) nundo,

(3) n—1und1.

Dann gilt: Istn gerade (alsdA| ungerade), so zerfallt' in zwei disjunkte Kreis€'; =

{0,2,4,..,n}undCsy = {1,3,5,..,n—1}. Istn ungerade (alspA| gerade), so besteht
G aus einem Krei€' = {0,2,4,..,n—1,1,3,5,..,n}.

Formal ist die Fo-Interpretation/s von oy in 7 folgendermaf3en definiert:

I, = (¢Univ(w)7 ¢E(x7y))

mit
Yunv(z) = xz==w
Ye(z,y) = ey V epy, )

V ((“z=min" A “y=max) V (“y=min” A “z=max))

V ((“z=mint17 A “y=max-17) V (“y=mint1” A “z=max-1")) (3)

Dabei istpg(z,y) die Formel aus (a) und

“r=min’ = -dzz<ux,

“y=maxX = -dzy <z,
“r=mi-1" = W (¢ <z AVz(z<z—z2=1)),
“y=max-1" = Ty (y<y AVz(y<z—z=1y)).

3.66 Definition (.Z-Reduktion) Sei.Z eine Logik und sek € N.,. Seienc undr Signa-
turen mito = {Ry,.., R, }. SeiS; eine Klasse von-Strukturen unds, eine Klasse von
o-Strukturen und se€ C S; undD C Ss.

Eine (einfachek-dimensionale)?-Reduktion vorC C S; aufD C S; ist eine (einfache,
k-dimensionale)?-Interpretation/ von o in 7, so dass fur all@ € S, gilt:

Ein GraphG = (V, E) heiRtungerichtet falls fur allev, w € V gilt: (v,v) ¢ E und falls(v,w) € E, so
auch(w,v) € E.



124 3 Ehrenfeucht-Fres< Spiele

(1) I(A) e Sy und
(2) AeC <« I(A)eD.

3.67 Beispiel. Die Interpretation/, aus Beispiel 3.65 (b) liefert eine 1-dimensionale
Reduktion vonEven_. C S auf Conn C UGraphs, wobei

Even. die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen geradegé,an
Sc die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen
Conn  die Klasse aller endlichen ungerichteten zusammenhé@egeGraphen

UGraphs die Klasse aller endlichen ungerichteten Graphen ist.

Im Folgenden wird nun der Zusammenhang zwisci&Reduktionen (bzwZ-Interpretationen)
und der.Z-Definierbarkeit von Problemen hergestellt.

3.68 Definition. Seik € N.,, o und7 Signaturen mit = {Ry,.., R,,} und.Z eine der
LogikenFo, SO, LFP, IFP, PFR, TC, DTC. Eine k-dimensionaleZ-Interpretation

I = (punv(), o, (Z1, - Try); ooy PR (D1, Tr) )
von o in 7 definiert eine Abbildung
1 Lol - ZIn,

die jeder.Z[o]-Formel die folgendermaRen per Induktion nach dem Formelaufbau defi
nierte Z[r]-Formely! zuordnet:

(A1) Ist+ von der FormR;(y,..,y,,) fur R; € o, so ¢! := ¢g. (i, ., ¥ ), wobei

Yi =Yj1, -5 Yj ks fur allej € {1, .. ,T’Z‘}.
(A2) Isty von der Formy = z fiir y, = € Var, so o! .= AP (y; = z).

(A3) Ist % von der FormX (yi,..,y,), fur einer-stellige Relationsvariabl& < Vars,
so ¢! := X(#1,..,7-), wobei X eine (r-k)-stellige Relationsvariable ung :=
Yi1,--, Yk furallej e {1,..,r}.

(BC) Isty von der Form—1; bzw. von der Fornfy; = 1) mit « € {A,V,—, <}, so ist
P! := =4l bzw. von der Forn{y! x ¢1).

(Q1) Isty von der Formdy v, fir eine Variabley € Vary, so ist
v = 3y 3y (eunv(r, - u) A U ).
Ist ¢ von der Formyvy v, So ist

1/11 = Vy1Vyk (QOUniV(ylrwyk) - 1/}{)
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(Q2) Iste von der FormdX ¢y bzw. VX v fur giner-stellige Relationsvariabl&, so
ist, fur eine(r-k)-stellige Relationsvariablé’,

k
¢I — HX(vgl...vg;(X(Zl,..,Z})—> /\SDUniv(Zj)) A T;Z){)
j=1
bzw.
) ) k
L vx(vgl---va(X(gl,..,zr)a N eunv(z)) — wf)-
j=1

(FP) Isty vonder Form[fpg ., .. Y1(R,1,..,2)|(t1,. ., 1), furfp € {Ifp, ifp, pfp}
und einer-stellige Relationsvariabl&, so

T
W= Moy, Wl(RE L5 AN\ eun(@) |8,
j=1
wobei 2 eine(r-k)-stellige Relationsvariable ist.

((D)TC) Ist ¥ von der Form [(d)tc
{tc,dtc} undr > 1, so

1](s1y. ., Spyt1, .., ), fur (d)tc €

T1,- 5T, Y1, -Yr

T T
o= [(@teq, o g YA N eun@) A N\ oo (@) | G 5T
j=1 j=1

Obige Definition ist gerade so gewahlt, dass gilt:

3.69 Lemma. Sei.Z eine der Logikerro, SO, LFP, IFP, PFR, TC, DTC. Seierns undr Signha-
turen mito = {Ry, .., R, }, und seil eine.Z-Interpretation vorv in 7. Dann gilt fur jede
7-Struktur2l und jeden?[o]-Satzy:

AP —= I .
Beweis: Ubung O

3.70 Korollar (Reduktionslemma)Sei.Z eine der LogikerFo, SO, LFP, IFP, PFR, TC, DTC.
Seieno und 7 Signaturen mit = {Ry, .., R,,}. SeiS; eine Klasse vom-Strukturen,Ss
eine Klasse vomr-Strukturen und sef eine.Z-Reduktion vorC C S; aufD C S,. Dann

gilt:
(a) FallsDD Z-definierbar inS,, dann ist auctC Z-definierbar inS; .

(b) Falls C nicht Z-definierbar inS;, dann ist auctD nicht Z-definierbar inS,.
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Beweis: (b) ist nur eine andere (aquivalente) Formulierung dersags von (a). Zum Be-
weis von (a) sei) ein Z[o]-Satz, deD in S, definiert, d.h. es gilt fur aller-Strukturen
B c Sy:

(x) BeD <« Bl

Dal eine.Z-Reduktion vorC C S; aufD C S, ist, gilt fur alle r-StrukturerRl € S;, dass
I(2A) € S und

AcC <« IAWeD L& ey Lemmases o 1

Der.Z[r]-Satzy! ist also eineZ-Definition vonC in S;. O

Hat man gezeigt, dass ein ProbléinC S; nicht .Z-definierbar ist, so kann man unter
Verwendung von Korollar 3.70 durch Angabe eiggrReduktion vorC C S; aufD C S,
nachweisen, dass auch das Problema S, nicht Z-definierbar ist.

3.71 Beispiel. Aus Beispiel 3.67 und Korollar 3.70 folgt:

FallsEven_. nicht Fo-definierbar inS_, so ist auctConn nicht Fo-definierbar inJGraphs.
D.h.: Falls man in der Logik erster Stufe nicht beschreibannk dass die Lange einer li-
nearen Ordnungeradeist, dann kann man auch nicht beschreiben, dass ein Gregam-
menlangendist.

Abschlie3end zeigen wir, wie mgade o-Struktur (fur jede beliebige Signatut) durch
einenGraphen(also eine{ £'}-Struktur) interpretieren kann. Dies kann man dann u.ai daz
benutzen, um zu folgern, dass der Satz von Trakhtenbrdte(Sibeorem 1.62 und Bemer-
kung 1.63) tatsachlich auch fur die Signafut} gilt, die aus nur einem Relationssymbol
der Stelligkeit 2 besteht.

3.72 Satz.Seic = {Ry,.., R} eine beliebige relationale Signatur und sei:= {£}
die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssynibblesteht. Dann gibt es eire-
Interpretation/ von{E} in o und eineFo-Interpretation.J vono in {E'}, so dassiir alle
o-Strukturen?l mit |A| > 2 gilt:

I () ist ein ungerichteter Graph  und J(I()) = 2.

Beweis: Vorbemerkung:In den folgenden Abbildungen zeichnen wir

o—0
X y

um anzudeuten, dassundy zwei verschiedene Knoten eines Grapligsind und(z, y) €
E%und(y,z) € EC. Fur eine Zahf > 3 heit ein Knoten: von G i-etikettiert falls es in
G einen induzierten Teilgraphen der Form
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Abbildung 3.1: Dag-Etikett eines Knotens

gibt (die Skizze bedeutet dabei, dass samtliche Knoteschi@den sind, zwischen ihnen
nur die eingezeichneten Kanten verlaufen und es von denelingt . . , y;, z keine Kante
zu irgendwelchen anderen Knoten des Graphen gibt).

Schritt 1: Wir zeigen zunachst, wie man jedeStruktur2l durch einen ungerichteten Gra-
phenG := Z () reprasentieren kann.

Seienry,..,r, € N, die Stelligkeiten der Relationssymbale,, .., R, ausc. Der zu
einer o-Struktur 20 gehorige GraplG := Z(2l) ist folgendermalRen aufgebaut: Fur jedes
Elementa € A gibt es inG einen 5-etikettierten Knotet), (d.h. fur jedes einzelne Element
a in A gibt es 8 Knoten irG, namlich einen fiii selbst und 7 weitere fir das zugehorige
5-Etikett).

AuBerdem gibt es firr jedgise {1,..,m} und jedes;-Tupeld = (a1,..,a,;) € R} einen

5+ j-etikettierten Knoterv; z, von dem aus es zusatzlich fur jede Positiam r;-Tupel
(also fur jedes < {1,..,r;}) einen Pfad der Lange+1 von v, ; Zuv,, gibt. D.h. es gibt

zusatzliche Knotemw; z ; 1,w; a2, - - - , Wja,i,i, SO dass
Uj7d - wj7677;71 - wj767i72 - T wj7d7272 - va’l (*)
einen Pfad inG' bildet und die Knotenw; g i 1, w; a2, - - -, Wja .k Mit keinem anderen

Knoten aug~ verbunden sind.
Damit sind die Knoten und Kanten des Grapliér= Z(2() vollstandig beschrieben.

Schritt 2: Wir teilen nun die Knoten voids := Z(2) in verschiedendypenein, die man
jeweils durch eingo[ E]-Formel beschreiben kann.
Dazu definieren wir di€o[E]-Formel

pe(z,y) = E(z,y) N E(y,z) N ~o=y
und

p-g(z,y) = -E(x,y) N ~E(y,z) N ~z=y.

Fur jedesi > 3 seiEtikett(z, yo, . ., y;, 2) die folgendero[E]-Formel, die besagt, dass die
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Knotenz, yo, - . , y;, 2z €ini-Etikett fur Knotenz bilden.
Etikett (z, yo, . ., yi, 2) =
i—1
pe(T,y0) Apeo.y) A N\ peWivin) A pe(ysy) A pe(yi,2) A

J=1
i—1

<p—|E(33>Z) A /i\pﬂE(w,yj)> AN <P—|E(yj’vz) A /\ pﬁE(ijyj)) A
=1

/=0 =5'+2
Yu Vo ((u:z\/ \/u:yj) A (v;«éx ANv#2z A /\v;éyj)> — (—\E(u,v) A ﬁE(v,u)).
j=0 j=0
Wir sagen, dass ein Knotanvom Typ(i, x) ist, falls er der Knoten: einesi-Etiketts ist.
Analog heil3t ein Kontem vom Typ(i,y;) (bzw. (4, 2)), falls er der Knotery; (bzw. der
Knotenz) einesi-Etiketts ist. Unter Verwendung der Forntgikett (x, yo, . ., yi, 2) findet
man fur jedes > 3 und jedes: € {z,yo, .., v, 2} leicht eineFO[ E]-Formel
Q(Gu) (v)7
die besagt, dass Kontenvom Typ (i, u) ist.

Knoten, die auf Pfaden aus) liegen, folgende Typen zu: Ein Knotenheil3stvom Typ
(7,1, k), falls er derk-te Knoten in einem Pfad der Lange 1 ist, der von einen{5+j)-
etikettierten Knoten zu einemetikettierten Knoten verlauft (d.h. falls er der Knotep; ; .
in einem Pfad(x) ist). Analog zu den Formeln; ,)(v) kann man leicht fur alle Zahlen
i, 7, k eineFO[E]-Formel

a(j,i,k)(”)
konstruieren, die besagt, dass Knotewom Typ (7, 7, k) ist.

Jeder Knoten void; ist von genau einem der folgenden Typen:
e (i,u), fureini € {5,..,5+m} und einu € {z,yo, ..,y 2},
o (j,ik), fureinje{l,..,m},ie{l,..,r;},ke{l,.. i}
Schritt 3: Die (1-dimensionale) Interpretation
J = (bul@), (0, (01 0) Ly )
vono in { E'} ist folgendermaf3en definiert:

Yuniv(v) = Q(5,1) (v)

A “es gibt einen Pfad d
- _ es gibt einen Pfad der
VR, (V1 sory) 1= Fu <a(5+],x)(u) A /\1 Langei+1 vonu nachvi")
1=

J ist so definiert, dass fur alle-Strukturen®( gilt:
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(xx) Ist G:=TI(A), soist J(G)=A.

Schritt 4: Wir zeigen nun noch, dass die Abbilduigdurch einerO[o]-Interpretation

1= (pun(@), 0u(7,))

realisiert werden kann.

Sei dazur := maxry, .., } die maximale Stelligkeit eines Relationssymbolsrinnd
seip € N die Anzahl der am Ende von Schritt 2 genannten moglichereiyp «) und
(4,4,k), und seity, .. , t, eine Auflistung all dieser Typen.

Jeder Knoter von G = Z(2() kann durch eir{r + p + 1)-Tupel

(@b,c) € ATtptl

wie folgt reprasentiert werder{ = a1,..,a, gibt das Element; € A oder das Tu-
pel (ai,..,ar;) € R?‘ an, fur das der Knotem geschaffen wurde. Die Sequebz: =
bi,.., by, c gibt wie folgt an, von welchem Typ der Knoterist:

vistvom Typt; <= c=b; (undc # b; fur allei # j)

(genau dafir brauchen wir die Voraussetzung, ddss> 2 ist). Man beachte, dass es bei
dieser Reprasentation fur jeden KnotemehrereTupel(a, b, ¢) geben kann, die reprasen-
tieren. Es ist nicht schwierig (aber einigermafRen aufwgneb|o|-Formelnpyny () und
vr(Z,y) anzugeben, die besagen, dassin Reprasentant eines Knotens @n= Z ()

ist bzw. dassr und ¢ Reprasentanten von Knoten sind, zwischen dene# &ine Kante
verlauft. Insgesamt erhalten wir dadurch efne- p 4 1)-dimensionale Interpretatiohvon
{E} in o, so dass fir alle-Strukturen( gilt: A = J(I1(2)). O
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4 Der Satz von Gaifman

In diesem Kapitel werden wir den Satz von Gaifman beweisength tieferes Verstand-
nis dafur liefert, welche Aussagen durch Formeln der Lagiter Stufe getroffen werden
konnen. In gewisser Weise besagt der Satz von Gaifman,diadsogik erster Stufe nur
“lokale” Eigenschaften von Strukturen definieren kann.

Der Einfachheit halber werden wir in diesem Kapitel relationale Signaturefetrach-
ten, d.h. Signaturen, die ausschliel3lich aus Relationsslegn bestehen.

4.1 Formulierung und Beweis des Satzes von Gaifman

Bevor wir die exakte Formulierung des Satzes von Gaifmaelagg kdnnen, benodtigen wir
zunachst noch einige Notationen und Begriffe.

Zur Erinnerung: In Definition 3.22 wurden bereits d&aifman-Graphi () einer Struktur
21 eingefiihrt sowie di®istanzfunktiorDist?(a, b), die die Distanz zwischen zwei Knoten
a undb im Gaifman-Graphg (21) bezeichnet.

AuRerdem wurden die-Umgebungoderr-Nachbarschajt

N*(a) := {b€ A : Dist*(a,b) <r}
sowie die durch die-Nachbarschaft induzierte Substruktur
NMa) = (M), (B0 N @™ ®) )

eingefuihrt. Wir verallgemeinern diese Begriffe nun awf daheliegende Weise auch fir
Tupeld = aq, . ., ag.

4.1 Definition.
Seio eine relationale Signatu? einecs-Struktur,k € N.,, @ = ay,..,a; € Aundr € N,

(@) Firjeded € Aist Dist(d,b) := min{Dist*(a;,b) : 1 <14 < k}.
(b) N%@) = U, N¥a;) = {be A : Dist(@,b) <r}.
© NMa@) = (NA@), (R*n N2@ @), ).

Fur jede Zahl- kann man leicht eineéo-Formel finden, die ausdriickt, dass die Distanz
zwischen zwei Knoten hochstensst:
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132 4 Der Satz von Gaifman
4.2 Lemma. Seio eine relationale Signatur und seic N. Dann gibt es ein€o[c]-Formel
distg, (x,y) so dassiir alle o-Strukturen2( und allea, b € A gilt:

2 = diste,[a,b] <= Dist*(a,b) < 1.

Analog gibt esiir jede Zahlk und das Variablentupef = z, ..,z eineFo[o]-Formel
dist¢, (%, y) so dassiir alle o-Strukturen?, alle @ = a;,..,a; € Aund alleb € A gilt:
2 |= dist, [@,b] <= Dist*(d,b) < r.

Beweis: Per Induktion nach.
Fur den Induktionsanfang setzen wdistcy(x,y) := (x = y) und

disti(z,y) = z=y V
\/ E|u1“‘5|uar(1'%)(R(u1>-->uar(1'%)) A \/ (ui::E/\uij)>)-
Reo 1< j<ar(R)

Fur den Induktionsschritt vonnachr+1 setzen wir

dist¢,11(z,y) = distg,(z,y) V 3z <diSt<r(:£,z) /\diStgl(z,y)).

k
Fur & = z4,..,z; setzen wir schlieBlichdiste, (Z,y) := \/ diste, (24, y). O

i=1

Zur besseren Lesbarkeit von Formeln schreiben wir im Falgeroft
dist(Z,y) < r bzw.  dist(Z,y) > r

and Stelle vondiste, (Z,y) bzw. —dist, (Z,y).

Als nachstes filhren wir einige Begriffe zuokalitat von Formeln ein. Informell gespro-
chen ist eine Formeb(%) genau dann lokal, wenn sie nur Uiber einllachbarschaft voi
“spricht”.

4.3 Definition (lokale Formeln)
Seio eine relationale Signatur und sg{z) eineFo[o]-Formel mitfrei(y) = {¥} # .

(a) Seir € N. Die Formely heil3tr-lokal um Z, falls fur alle o-Strukturen2l und alle
acAgitt AEyla <= NXa)Ea).

(b) Die Formely heifdtlokal umZ, falls es eine Zaht € N gibt, so dass) r-lokal um
ist.

4.4 Beispiel.
Fir jedes: € Nist die Formeldist(z,y) > 2-r aus Lemma 4.2-lokal umz, y.
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Man sieht leicht, dass eine Formel, didokal um Z ist, auchr’-lokal um Z ist, fur jedes
r >

Eine Moglichkeit,r-Lokalitat zu erzwingen, besteht natirlich darin, explsamtliche
Quantoren einer Formel auf dieNachbarschaft vow’ einzuschranken. Dies wird in der
folgenden Definition formalisiert.

4.5 Definition (r-Relativierung) Seio eine relationale Signatur, s¢{%) eineFo[o]-Formel
mit @ # {Z} = frei(¢y), und seir € N. Die r-Relativierung von) umz ist die Formel

N (z),

die ausy(Z) entsteht, indem zunachst alle gebundenen Variablen s@nenint werden,
dass sie verschieden varsind und danach jede Teilformel der Form

e 3z ¢ durch 3z (dist(Z,2) <r A o)
e Vz ¢ durch Vz (dist(Z,2) <r — )
ersetzt wird.
Offensichtlich gilt:

4.6 Lemma (“r-Relativierungen sind-lokal”). Seio eine relationale Signatur, seb(7)
eineFo[o|-Formel mit fre{y)) = {#} # @, und seir € N. Dann gilt: Dier-Relativierung
YN@)(z) ist r-lokal umz, und es gilt fir alle o-Strukturen2( und alled@ € A, dass

APV IE = M@ EVVPE = NN E Y

Die obige Definition 4.3 voriokalen Formelndreht sich nur um Formeln, die freie Varia-
blen besitzen. Als nachstes fiihren wir auch einen LaksliBegriff fur Satzeein, d.h. fur
Formeln, die keine freien Variablen besitzen.

4.7 Definition (basis-lokale Satze)Seio eine relationale Signatur und seiénr € N. Ein
FO[o|-Satzx heil3tbasis-lokal(mit Parameterd, r), falls y von der Form

Ay ---Jay < (lgi\jgzdist(xi,xj) > 2'7“) A <Z:/l\1w(w2)> )

ist, wobeiv)(x) eineFO[o]-Formel ist, dier-lokal umz ist.

Ein basis-lokaler Satg besagt also, dass es mindestéEdementer, . ., z, gibt, deren
r-Nachbarschaften paarweise disjunkt sind und samtliel-drmeky erfillen.

4.8 Definition (Gaifman-Normalform) Seio eine relationale Signatur.
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(@) EinFo[o]-Satzy ist in Gaifman-Normalformfalls ¢ eine Boolesche Kombinatidwvon
basis-lokalerro[o]-Satzen ist.

(b) Eine FO[o]-Formel (&) mit frei(p) = {Z#} # @ ist in Gaifman-Normalformfalls
(%) eine Boolesche Kombination von basis-lokafmjs]-Satzen ist und voro[o]-
Formeln, die lokal un¥ sind.

Wir kbnnen nun den Satz von Gaifman angeben und beweisen:

4.9 Theorem(Satz von Gaifman, 1981)Seio eine relationale Signatur.
Jedero[o]-Formel istaquivalent zu einerro[c]-Formel in Gaifman-Normalform.

AuBerdem gibt es einen Algorithmus, der bei Eingabe giokr]-Formel einedquivalente
FO[o|-Formel in Gaifman-Normalform berechnet.

Beweis: Wir geben hier den Originalbeweis von Gaifman an, der peuktidn nach dem
Aufbau vonFo[o]-Formeln vorgeht.

Induktionsanfang: ¢ ist eine atomare-Formel, d.h. von der Form;, = x5 oder von der
FormR(zy,..,zx) mitk := ar(R).
Offensichtlich isty dann O-lokal umz und daher insbesondere in Gaifman-Normalform.

Induktionsschritt:

Fall 1: ¢ ist von der Form-y'.
Gemalf Induktionsannahme ist aquivalent zu einer Forme! in Gaifman-Normalform.
Offensichtlich ist danm¢’ eine zuy aquivalente Formel in Gaifman-Normalform.

Fall 2: ¢ ist von der Form(yy * p2) fur einx € {A,V, —, <}
Analog zu Fall 1.

Fall 3: ¢ ist von der Fornv/y ¢'.
Dann isty aquivalent zur Formeh3y —¢'. Daher kann Fall 3 durch eine Kombination von
Fall 1 und dem folgenden Fall 4 gelost werden.

Fall 4: ¢ ist von der Forndy '.
Gemalf Induktionsannahme ist aquivalent zu einer Forme! in Gaifman-Normalform.
Gemalf Definition 4.8 isp’ eine Boolesche Kombination von basis-lokalen Satzen ond v
Formeln, die lokal un¥, y sind, wobeir, y die freien Variablen iy’ bezeichnen.

0O.B.d.A. ist diese Boolesche Kombinationdisjunktiver Normalformso dass?’ von

der Form
\V <Xi A ¢i(f7y)>

el

st M eine Formelmenge, so ist die Menge B) aller Booleschen Kombinationeron Formeln aus\/
die kleinste Menge mifi/ C BC(M), fur die gilt: Ist € BC(M), so ist auch~g € BC(M); und sind
1,92 € BC(M) und istx eins der Symbole\, vV, —, <, so ist auchp1 * ¢2) € BC(M).

2auf der Klasse alles-Strukturen
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ist, wobei eine geeignete endliche Indexmenge und, fiir jedesI, x; eine Boolesche
Kombination von basis-lokalen Satzen, undz, y) eine lokale Formel unt, y ist (beachte
dazu: Boolesche Kombinationen von lokalen Formeln sindssevieder lokal).

Wir werden im Folgenden oft das Symbslbenutzen, um auszudriicken, dass zwei For-
meln aquivalent (Uber der Klasse altetStrukturen) sind.

Insbesondere gilt fur die Formeb := Jy ', dass

o = W\ <Xi/\¢i(f>y)> \VE <Xi/\¢i(f>y)> \V (Xi A 3y¢i(f>y)>

iel el el

(die letzteAquivalenz gilt, day; ein Satzist und daher insbesondeyez frei(x;) ist).

Zum Abschluss von Fall 4 gentigt es daher, im Folgenden geredass fir jedese 1
die Formel 3y ;(Z,y) &aquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalform ist. Sksio
i € I beliebig. Wir schreiben im Folgenden kufzz, y), um die Formek);(Z,y) zu be-
zeichnen. Wir wissen bereits, dasgr, y) lokal umZ, y ist, d.h. es gibt eine Zahl € N, so
dassy(Z,y) r-lokal umz, y ist.

Falls ¥ dasleere Tupel ist, so isty(Z,y) einfach die Formet)(y), die r-lokal um y
ist. GemaR Definition 4.7 ist die Formély ¢ (y) daher ein basis-lokaler Satz und damit
insbesondere in Gaifman-Normalform.

FallsZ ein nicht-leeresTupel ist, so gilt offensichtlicherweise3y ¢ (Z,y) =

3y (dist(f, y) < 201 A O(F, y)) v 3y (dist(f, y) > 2r+1 A ¢(f,y)).

= 191(5) = 192(5)

Zum Abschluss von Fall 4 geniigt es daher, im Folgenden ggemedass jede der beiden
Formeln?d, (Z) unddy(Z) aquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalform ist.

Wir betrachten zuschst die Formel}; () und zeigen, dasg, (%) lokal umZ ist:
Sei dazwll eine beliebiger-Struktur und seii € A eine Belegung furf. Da die Formel
(&, y) r-lokal umz, y ist, wissen wir, dass folgendes gilt:

A (@ <= esgibteinbec Ny, (a), sodassN,(a@,b) = v[d,b].
Ferner wissen wir, das/?(a@, b) = N2(a@) U N2(b).
Furb € Ny, (@) istauBerdemV(b) C N3* (@), und daher istV,*(@,b) C N3+, (a@).
Daraus folgt unmittelbar, dass die Formigl(%) (3r+1)-lokal umZ ist. Insbesondere ist
Y1(Z) also in Gaifman-Normalform.

Wir betrachten nun die Formeél, (z):
Sei dazu wiede®! eine beliebiger-Struktur und seii € A eine Belegung fug. Fur jedes
b € A mit Dist*(@,b) > 2r+1 gilt insbesondere:

N*@)NN2*(b) = @ und fir alleu € N*(a@) undv € N2(b) ist Dist*(u, v) > 1. Daher
ist die Struktue\?(a, b) die disjunkte Vereinigung der Strukturéi® (@) und N2 (b), kurz:
N2(@,b) = N2(@) UN2(b).
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Da (&, y) r-lokal umz,y ist, hangt die Gultigkeit vorp[a, b] in 21 nur von N2(a@) U
N2(b) ab.

Eingeschrankt auf-Strukturen?l mit Belegungeri und b so dass Dist(@, b) > 2r+1
ist, ist daher die Formeb(z, y) aquivalent zu einer Booleschen Kombination von

() Formeln, dier-lokal umz sind, und

(i) Formeln, dier-lokal umy sind.

O.B.d.A. ist diese Boolesche Kombinationdisjunktiver Normalformso dass), () aqui-
valent (auf der Klasse aller-Strukturen) ist zu einer Formel der Form

Ay (dist(#,y) > 2041 A\ (3(@) A 5()), (4.1)
=Y
wobei J eine geeignete endliche Indexmenge und, fir jedes J, v;(Z) einer-lokale
Formel umz undd;(y) einer-lokale Formel uny ist.
Offensichtlich ist die Formel aus (4.1) aquivalent zu

\/ 3y ( dist(z,y) > 2r+1 A (@) A 6;(y) ) (4.2)
jed
Da die Variabley nicht frei in der Formely; () vorkommt, ist die Formel aus (4.2) wieder-
um aquivalent zu

\/ (fyj(f) A Ty (distFy) > 2041 A 65(y)) )

=
Wir wissen bereits, dass jede der Formeliz) lokal um # und damit insbesondere in
Gaifman-Normalform ist. Zum Nachweis, dass die Forthgl’) aquivalent zu einer Formel
in Gaifman-Normalform ist, gentuigt es daher, im Folgendereigen, dass fur jedgsc J
die Formel 3y (dist(Z,y) > 2r+1 A d;(y)) aquivalent zu einer Formel in Gaifman-
Normalform ist. Sei alsg € J beliebig. Wir schreiben im Folgenden kufzy), um die
Formeld;(y) zu bezeichnen, und wir setzen

w(@) = Fy (dist(Z,y) > 2r+1 A (y)).

Wir wissen bereits, dasgy) r-lokal umy ist.

Um zeigen zu konnen, daggz) aquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalform
ist, werden wir nun zunachst Formeln konstruieren, dahtei”, wie viele paarweise weit
voneinander entfernte Elemente es gibt, deréachbarschaften die Form&ly) erfullen.

Sei dazuk > 1 die Lange des Tupel8, d.h.Z = x4, .., z,. FUr jeded € {1,..,k+1}
seiy, der basis-lokale Satz

¢

Xe = Elzl---Elzg< < /\ dist(z;, z;) > 2-(27‘—|—1)) A </\5(z2)> >, (4.3)

1<i<j<e i=1

= Ozg(zl, ‘e Zg)
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der besagt, dass es mindestépsarweise weit voneinander entfernte Elemente gibt, deren
r-Umgebungen allesamt die Forndegrfillen.
Offensichtlich ist 3y §(y) aquivalent zuy; und auch aquivalent zu

(Xt A=x2) V (xa A=x3) Voo VO(XEA O Xkt1) VO Xk -

Daher giltauch: w(Z) = (u(@) A3dyd(y)) =

(@) Axa A=xz) V(@) Axa A=xs) Vo V(@) Axe A=) VO ((E) AXe) -

Zum Abschluss des Beweises von Theorem 4.9 geniigt es diahEolgenden zu zeigen,
dass die Formel(u(Z) A xx+1) sowie die Formel(u(Z) A x¢ A —xe+1), fur jedest e
{1,..,k}, aquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalform ist.

Wir betrachten zufichst die Forme(u(Z) A xx+1) und zeigen, dass diese Fornéejui-
valent ist zur Formek. 1.
Sei dazu2l eine beliebigeo-Struktur und seid = aq,..,a; € A eine Belegung fur
T=ux1,..,x. Falls A = (u[@] A xg+1), S0 gilt naturlich insbesondere aué@h = x 1.

Umgekehrt, falls2l = xx+1, SO gibt es (mindesteng}+1 Elementecy, .., cx4q in A,
die paarweise Abstand 2-(27+1) voneinander haben, so das&'(c;) = dlc;] fir alle
ie{l,.. k+1}.
Da das Tupela = a1,..,a; aus hochstens verschiedenen Elementen besteht, muss es
eini € {1,..,k+1} geben, so dass D&a, ¢;) > 2r+1 ist, denn: Angenommen nicht,
dann gibt es eiy € {1,..,k} und zwei Indices;,s mit 1 < i < ¢ < k+1, so dass
Dist*(a;, ;) < 2r+1 und Dis#(a;, ¢;/) < 2r+1. Dann ist aber Dist(c;, ¢;/) < 2-(2r+1),
was im Widerspruch zur Wahl der Elemenig. . , ¢, 1 Steht.
Somit gibt es eini € {1,..,k+1}, so dass Di§t(a@, ;) > 2r+1. Dieses; bezeugt, dasy
die Formelu[a@] erfullt. Somit gilt 2 = (u[d] A xk+1)-

Insgesamt haben wir also gezeigt, d&s$z) A xx+1) aquivalent zum basis-lokalen Satz
Xk1 ISt, der insbesondere in Gaifman-Normalform ist.

Wir betrachten nun die Forme{u(Z) A x¢ A =xe+1) fureind € {1,..,k}.
Seidazuay(z1, ..,z die Formel aus (4.3), und sei

l
ke(Z) == Jzg--- Elzg<( /\ dist(Z, z;) < 2r+1) A ay(z1, .., zg)>
i=1

eine Formel, die besagt, dass es in2ier1-Nachbarschaft vom mindesteng verschiede-
ne Elemente vom paarweisen Abstan@-(2r+1) gibt, deren--Nachbarschaften allesamt
die Formel erfiillen. Man sieht leicht, dass die Formel

ke(Z)  2:(2r+1)-lokal umz ist

(beachte dazu: die Teilformelist(z;, z;) > 2-(2r+1) in oy(z1,..,2¢) istlaut Beispiel 4.4
(2r+1)-lokal umz;, z;).
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AuRerdem ist naturlich die Formél(z) A x¢ A —xe+1) @quivalent zur Formel
( (&) A (@) A xe A =Xt (ﬁfw A 1(E) A xe A ﬁXz+1>
=: (1) =:(I)

Wir schauen uns zunachst die Formel (II) an und zeigen, diase aquivalent zu einer
Formel in Gaifman-Normalform ist:

xe N\ —ke(Z) impliziert naturlich, dass es mindestens ein Element dna®e der2r+1-
Umgebung vorr geben muss, desserNachbarschatft die Formélerfillt. Somit impliziert
xeN—ke(Z), dass auch(Z) gilt. Daher ist die Formel (II) aquivalent zur Formehr,(Z) A
X¢ N\ —xe+1), die offensichtlich in Gaifman-Normalform ist.

Wir zeigen nun noch, dass auch die Formel (I) aquivalentizerd-ormel in Gaifman-
Normalform ist:

ke(Z) N —xes1 impliziert, dass ed verschiedene Elements,..,z, in der 2r+1-
Nachbarschaft voi¥ gibt, die paarweisen Abstaned 2-(2r+1) voneinander haben, deren
r-Nachbarschaften allesamt die Formetrfullen, und fur die gilt.JedesElementu, des-
senr-Umgebung die Formel erfillt, hat Abstand< 2-(2r+1) zu mindestens einem der
z1,..,2¢ (denn sonst wirdg,,; an Stelle von-x,. 1 gelten).

Dies wiederum bedeutet aber, dgsdesElementu, dessen-Umgebung die Formel
erfullt, in der3-(2r+1)-Nachbarschaft vor liegt.

Somit impliziert x¢(Z) A =x¢+1, dassu(Z) aquivalent ist zur Formel

A = 3y (dist(f,y)<3-(2r—|—1) A dist(T,y) > 2r+1 A 5@)).
Daher ist die Formel (I) aquivalent zu

(6@ A f(@) A xe A =xen)

und diese Formel ist in Gaifman-Normalform, da die Form@f) (3-(2r+1) 4 r)-lokal
um Z, also(7r+3)-lokal umZ ist.

Damit ist nun (endlich) Fall 4 des Beweises von Theorem 4dgesthlossen. Insgesamt
haben wir per Induktion nach dem Aufbau veo[s]-Formeln gezeigt, dass jed®[o]-
Formel aquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalfost i

AuBerdem fuhrt der obige Beweis unmittelbar zu einem Atbaorus, der bei Einga-
be einer Forme)p eine zuy aquivalente Formel in Gaifman-Normalform berechnet.sDie
schlie3t den Beweis von Theorem 4.9 ab. O

Ein alternativer, etwas kirzerer Beweis, der nicht peuktidn nach dem Formelaufbau
sondern durch Verwendung von EF-Spielen bzw. Hin-und-$ietemen vorgeht, wird in
Gaifmans Originalarbeit skizziert und im Buch von Ebbinghand Flum ausfihrlich dar-
gestellt. Dieser “modelltheoretische” Beweis lieferieatlings nicht unmittelbar einen Al-
gorithmus, der bei Eingabe einer Formel eine aquivalentenEl in Gaifman-Normalform
berechnet.
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4.2 Anwendungen des Satzes von Gaifman

Der Satz von Gaifman (Theorem 4.9) zeigt, dass Formeln dgiklerster Stufe nur sehr
eingeschrankte Ausdrucksstarke besitzemlich wie der Satz von Hanf (3.25) fihrt der
Satz von Gaifman zu einebokalitatsbegriff mit dessen Hilfe man zeigen kann, dass vie-
le Eigenschaften nichto-definierbar sind. Der Satz von Gaifman fuhrt daher untritte
bar zu Nicht-Ausdruckbarkeits-Resultaten fir die Logikter Stufe; diese werden in Ab-
schnitt 4.2.1 vorgestellit.

Der Satz von Gaifman ist aber nicht nur fur Nicht-Ausdiiaieits-Resultate nutzlich,
sondern auch fir so genanrakgorithmische Meta-Theoremdie besagen, dass Formeln
der Logik erster Stufe auf bestimmten Klassen von Struktwehr effizient ausgewertet
werden kdnnen. Auf solche Resultate werden wir kurz in Ab#t4.2.2 eingehen.

4.2.1 Die Gaifman-Lokalitat der Logik erster Stufe

Bisher haben wir uns meistens mit der Frage beschaftigche&lassen von Strukturen
durchSAtzeder Logik erster Stufe (oder einer geeigneten anderen Dalgikniert werden
konnen. In Verbindung mit den in Kapitel 0.1 skizziertenwandungen von Logiken als
Datenbank-Anfragesprachest es jedoch oft auch interessant, Formeln zu untersucieen d
freie Variablen besitzen. Der Begriff “Anfrage” lasstlsidabei folgendermal3en formalisie-
ren.

4.10 Definition (Anfrage) Seio eine relationale Signatur und see N.,.

(a) Einek-stellige Anfrageist eine Abbildung@, die jeder endlichemr-Struktur2( eine
k-stellige Relation@ () C A* zuordnet.

(b) Einek-stellige Anfrage heil3tFo-definierbar falls es einero[o]-Formel o(Z) mit
freien Variablenz = x4, ..,z gibt, so dass fur alle endlichen Strukturen2( gilt:

Q@) = {decA®: Ak pla)}.

4.11 Beispiel.Seio := {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssynibbe-
steht. Die 1-stellige Anfragksolierte-Punkte, die jedem Graphe& = (V, E) die Menge

Isolierte-Punkte(G) := {v €V | esgibtinG keine Kante von oder zu }
ist Fo-definierbar durch die Formep(z) := -3y (E(z,y) V E(y, z)).

Nun stellt sich natirlich die FrageselcheAnfragenFo-definierbar sind.

In Definition 3.27 haben wir bereits den Begriff delanf-Lokalitt (als Eigenschatft
von Strukturklassen) kennengelernt. Ein etwas anderealitétsbegriff, der sich nicht auf
Strukturklassen, sondern auf Anfragen bezieht, ist digefofleGaifman-Lokaliét.
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4.12 Definition (Gaifman-Lokalitat) Seio eine relationale Signatur und seiE N.,. Eine
k-stellige Anfrage) heiBtGaifman—LokaJ falls es einr € N gibt, so dass fur alle endlichen
o-Strukturen?l und alled@ € A* undb € A gilt:

Falls (N%@),a) = (NX(),b), so (aeQ(m) — be Q(Ql)).

Aus dem Satz von Gaifman folgt unmittelbar, dass die Log#tesrStufe nur Gaifman-
lokale Anfragen definieren kann:

4.13 Theorem(Gaifman-Lokalitat vorro). Fur jede relationale Signatus gilt:
Alle FO[o]-definierbaren Anfragen sind Gaifman-lokal.

Beweis: Seik € N, sei = x4, .., xx, Seip(¥) eineFo[o]-Formel, und sel) die vony(Z)
definiertek-stellige Anfrage.

Gemal} dem Satz von Gaifman (Theorem 4.9pist) aquivalent zu einer Formel' (%)
in Gaifman-Normalform. D.h.¢/(Z) ist eine Boolesche Kombination von basis-lokalen
Satzeny, . ., xs und lokalen Formeln), (Z), .., (%), fur geeignetes, t € N.

Seir € N so dass jede der Formeln(Z) r-lokal umz ist.
Betrachte nun eine beliebigeStruktur?l. Seiend € A* undb € A* so dass(V2(d@),@) =
(MV2(b), b). Wir missen zeigen, dastf |= ¢'[d] <= 2 |= ¢/[b]. Offensichtlich genigt
es, dafur folgendes zu zeigen:

-

(1) furallei € {1,..,s} giltt A = x;[@ < A E= x;[b], und
() furallei € {1,..,t} gilt: A = ;la] < A= ;b

Punkt (1) gilt, weily; ein Satzist und daher nicht vo@ oderb abhangt.

Punkt (2) gilt, weily; r-lokal umZ ist und daher nur von de+Nachbarschaft urnad bzw.
b abhangt — und die Tup@&undb wurden gerade so gewahlt, dass infachbarschaften
isomorph sind. O

4.14 Bemerkung. Indem man zeigt, dass eine Anfragenicht Gaifman-lokalist, kann
man (unter Verwendung von Theorem 4.13) zeigen, dass dim@amhichtro-definierbar
ist.

4.15 Beispiel. Die Erreichbarkeits-AnfragdE™, die jedem endlichen Graphen= (V, E)
die Relation

E*(G) = {(v,w) €V xV | esgibtinG einen Weg von nachw }
ist nicht Gaifman-lokal und daher laut Theorem 4.13 auchtriic-definierbar.

Beweis: Seir eine beliebige naturliche Zahl. Séi der Graph, der aus zwei disjunkten
gerichteten Kreiser' und C’ auf je 4r+4 Knoten besteht. Ferner seienund w zwei
Knoten aufC' vom Abstand Dist (v, w) > 2r, und seiw’ ein beliebiger Knoten au®”.
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Offensichtlich ist dann (NS (v, w),v,w) die disjunkte Vereinigung von zwei gerich-
teten Pfaden der Lange-+1, so dasw und w die Mittelpunkte der beiden Pfade sind.
AuBerdem ist auch(NE (v, w’),v,w') die disjunkte Vereinigung von zwei gerichteten
Pfaden der Langer+1, wobeiv undw’ die Mittelpunkte der beiden Pfade sind.

Somit gilt also (V% (v, w),v,w) = (N (v,w'),v,w).
Andererseits gilt aber{v, w) € E*(G) und (v,w’) € E*(G).
Somit ist die Erreichbarkeits-Anfrageé” nicht Gaifman-lokal. d

4.2.2 Effiziente Auswertung vorFo auf bestimmten Klassen von Strukturen

Aus den vorherigen Kapiteln wissen wir bereits, dass dielkoiarte Komplexitat des Aus-
wertungsproblems fiFo

AUSWERTUNGSPROBLEM BER FO AUF Fin
Eingabe: eine endliche Struktu®l und einFo-Satzy
Frage: Gilt 2 = ¢ ?

PspaceVollstandig ist (Satz 2.51) und dass es einen Algorithmgil$, der das Problem
in Zeit O(k-n¥) lost, wobein die GroRe (einer geeigneten Kodierung) der eingegebenen
Struktur2l und £ die Grol3e der eingegebenen Formebezeichnet (der im Beweis von
Lemma 1.59 skizzierte Algorithmus halt diese Zeitscheaain). Auf der Klasse aller end-
lichen Strukturen ist das AuswertungsproblemAoralso i.A. schwierig.

Wenn man allerdings an Stelle der ganzen Kla&senur bestimmtesndliche Strukturen
als Eingabe zulasst, kann das Auswertungsproblenrdid— unter Verwendung z.B. des
Satzes von Gaifman — deutlich effizienter geldst werdeneErt von Beispielen sind
Klassen von Graphen von beschranktem Grad, die folgeradsgmdefiniert sind:

4.16 Definition (Klassen von Graphen von beschranktem Grad)

(a) SeiG ein Graph. DefGrad eines Knotens von G ist die Anzahl aller Kanten, die als
Ausgangspunkt oder Endpunkt haben.
Der Grad vond ist der maximale Grad eines Knotens \@n

(b) SeiC eine Klasse von Graphen und get N.
C ist eineKlasse von Graphen vom Grad d, falls jeder GraplG € C Grad< d hat.

(c) Cist eineKlasse von Graphen von besanktem Gradfalls es eine Zahtl € N gibt,
so das<C eine Klasse von Graphen vom Gradd ist.

4.17 Theorem(Seese, 1996)
Fur jedesd € N gibt es eine berechenbare Funktign: N — N, so dass das
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AUSWERTUNGSPROBLEM BR FO AUF DER
KLASSE ALLER ENDLICHEN GRAPHEN VOM GRAD < d

Eingabe: ein endlicher Grapldr vom Grad< d und einFO[E]-Satzyp
Frage: Gilt G = ¢ ?

in Zeit f;(k) - n gelost werden kann, wobéi die GroRe der Formelp undn die Grol3e
(einer geeigneten Kodierung) des Grapl@mezeichnet.

Das heiflt, fir jeden festerro-Satzp ist das Problem, zu gegebenem Grapliewom
Grad < d zu entscheiden, ofd |= ¢, in Linearzeit bsbar.

Beweis: Seeses Originalbeweis argumentiert unter Verwendung aesvon Hanf. Wir
werden hier im Folgenden einen auf dem Satz von Gaifman reasien Beweis geben,
der (im Gegensatz zu dem Hanf-basierten Ansatz) den Virdgildass er auch auf andere
Klassen von Strukturen Ubertragen werden kann (sieheottzenide Theorem 4.18).

Seid € N fest, seip der gegebeneo|E]-Satz, und seG = (V¢, E) der gegebene
Graph vom Gradk d. Wir schreibem um die GrolRe (der Kodierung) var zu bezeichnen.

Zunachst nutzen wir den Algorithmus aus Theorem 4.9 imeinen aquivalenten Satz
¢ in Gaifman-Normalfornzu Ubersetzen. Dann testen wir nacheinander fir jedeeleien
basis-lokalen Satz, der in ¢’ vorkommt, obG = x. Am Ende kdnnen wir dann die
Resultate fur die einzelnen basis-lokalen Satzenfach kombinieren, um zu ermitteln, ob
GE¢.

Sei im Folgendery ein basis-lokaler Satz der Form

¢

dxq - Jxyp < ( /\ dist(z;, z;) > 2-7‘) A </\ zb(:m)) ) ;

1<i<j<e i=1

wobei/, r € Nund(x) r-lokal umz ist. Natirlich giltG |= x genau dann, wenn es min-
destend Knoten vom paarweisen Abstand 2r in GG gibt, so dass die-Nachbarschaften
dieser? Knoten allesamt die-lokale Formel) erfullen. Um zu entscheiden, @B = y,
gehen wir in 2 Schritten vor:

Schritt 1: Bestimme fiir jeden Knoten € V¢, ob N (v) = +[v], und markiere diejeni-
gen Knotenv, fir die V¢ (v) |= +[v] gilt, alsrot.

Schritt 2: Entscheide, ob es i@ ¢ rote Knoten vom paarweisen Abstand2r gibt.
Zum Losen von Schritt 1 beachte, dass fur jeden Kneteneinem Grapheids vom Grad

< dqilt:
INC(v)] < 14d+d+---+d < d,
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d.h. die GroRe vov & (v) hangt nicht von der GroRe vai ab, sondern nur von den Zahlen
d undr. Schritt 1 kann daher folgendermalRen gelost werden:

Algorithmus 1:

1: for v € V& do

2. berechneV%(v)

3. teste, obN%(v) = ¥[v]

if N¢(v) = +[v] then markierev rot
5: endfor

£

Jede der Zeilen 2—4 wird’“|-mal durchlaufen. Fur jeden einzelnen Durchlauf durch Zei
le 2 wird Zeit < fc(ll)(r) gebraucht (fir eine geeignete Funktigiﬁ) : N — N), da
|INY(v)| < d™*ist. Fir jeden einzelnen Durchlauf durch Zeile 3 wird Zgigff) (r, |[¥]])
gebraucht (fur eine geeignete Funktiﬁﬁ) :Nx N — N),da|N%v)| < d"+!ist. Fir
jeden einzelnen Durchlauf durch Zeile 4 wird Z€éit1) gebraucht.

Insgesamt bendtigt Algorithmus 1 also bei Eingabe einepfBnG vom Grad< d und
einerr-lokalen Formek)(z) also Zeit< fég)(r, l|1¥]]) - n, Wobeifég) : Nx N — Neine
geeignete Funktion ist.

Zum Losen von Schritt 2 missen wir nun nathote Knoten vom paarweisen Abstand
> 2r finden. Dies wird durch den folgenden Algorithmus gewéhiés:

Algorithmus 2:

1: initialisiere R als die Menge allerotenKnoten inV ¢
2: initialisiere X := o

% X ist die bisher gefundene Menge roter Knoten vom Abstarit
while R # @ do

wabhle ein beliebiges € R

R:= R\ N§(v)

X =X U{v}
endwhile
if |X| > ¢ then akzeptiered
else
10:  NG(X) = | N (@)

zeX

11:  nutze einen naiven Algorithmus zum Testen, ob es/ifi(X)

£ rote Knoten vom paarweisen Abstandr gibt.
12: endif

© N AR ®

Dieser Algorithmus verwendet zunachst eine Greedy-&jraf um aus derotenKnoten in
G eine MengeX von roten Knoten mit paarweisem Abstand2r auszuwahlen. Dazu wird
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in der Schleife in Zeilen 3—7 jeweils ein beliebiger Knoteaus R ausgewahlt und danach
werden alle Knoten mit Abstand 2 vonv ausR geloscht.

Wurde auf diese Weise eine Mengemit (mindestensy roten Knoten vom paarweisen
Abstand> 2r gefunden, so kdnnen wir anhalten uidakzeptieren.

Enthalt die MengeX jedoch weniger alg€ Knoten, so kdnnen wir daraus noch nicht
schlieRen, dass witr verwerfen kdnnen, denn wir kdnnten ja in der Schleife dieoten
v fur X einfach ungeschickt ausgewahlt haben. Was wir jedocheslgrj Fall wissen ist,
dassiederrote Knoten von in der2r-Nachbarschaft eines Elements audiegt. Daraus
folgt auch, dass di@r-Nachbarschaft jede®ten Knotens in dedr-Nachbarschaft eines
Elements ausX, also in der in Zeile 10 definierten MengéS’ (X) liegt. Da |X| < ¢—1
ist und daGG ein Graph vom Gra& d ist, wissen wir, dass

INGX) < (=1)-d

Daher hangt die Zeit, die fur Zeile 11 des Algorithmus dgt wird, also nicht von der
Grol3e vonG sondern nur von einer Zabﬂf) (¢,r) ab (fur eine geeignete Funktiqu‘l) :
N x N — N).

Insgesamt lost Algorithmus 2 damit die in Schritt 2 gettelufgabe und bendtigt dabei
fur die Zeilen 1-7 eine Laufzei fé5)(r) - n. Fur die Zeilen 8-12 wird eine Laufzeit
benotigt, die nur vor, ¢ undr, nicht aber von der Grof3e var abhangt.

Insgesamt liefert die Hintereinander-Ausfilhrung derokitnmen 1 und 2 einen Algo-
rithmus, der bei Eingabe eines basis-lokalen Sajzder Grof3ek und eines Graphet
vom Grad< d in Zeit f;(k) - n testet, obG | x (wobei f; : N — N eine geeignete
Funktion ist). d

Ein weiteres Beispiel fur eine Klasse von Strukturen, aarfdas Auswertungsproblem
fur FOin Linearzeit Datenkomplexitat geldst werden kann, ist:

4.18 Theorem(Frick, Grohe, 2001) Es gibt eine berechenbare Funktighso dass das

AUSWERTUNGSPROBLEM BR FO AUF PLANAREN GRAPHEN
Eingabe: ein planarer Graplr und einFo-Satzp
Frage: Gilt G = ¢ ?

in Zeit f(k) - n geldst werden kann, wobéi die GroRRe der Formelp und n die Grofl3e
(einer geeigneten Kodierung) des Graph&ibezeichnet.

Das heif3t, dir jeden festerro-Satzy ist das Problem, zu gegebenem planaren Graphen
G zu entscheiden, o8 = ¢, in Linearzeit bsbar.

Der Beweis von Theorem 4.18 basiert auf (a) dem Satz von Gaifamd (b) dem Kon-
zept eineiBaumzerlegungines Graphen, das in dieser Vorlesung allerdings nichdggm
betrachtet wird. Wir werden hier daher keinen Beweis vonofém 4.18 angeben.

Um die Aussage von Theorem 4.18 und Theorem 4.17 zu verdeerlj betrachten wir
kurz ein konkretes Beispiel. Fur jede feste Zatd N kann das Problem
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k-INDEPENDENTFSET
Eingabe: ein GraphG

Frage: Gibt es inG eine unabhangige Menge der Groked.h. eing
Menge vonk Knoten, zwischen denen es keine Kanten gibt?

durch einen Algorithmus gelost werden, der Z@itn*) benétigt (der Algorithmus testet
einfach jedek-elementige Knotenmenge darauf, ob sie unabhangig istjleferseits ist
zunachst vollig unklar, ob es einen Algorithmus gebemkaer das Problem in Linearzeit,
also in ZeitO(n) lost. Da dag:-INDEPENDENTFSET Problem jedoch durch devo-Satz

p = dxy---dag /\ <—|l’i:$j A —|E($Z’,l’j) A ﬂE(mj,:rZ-)>
1<i<j<k

definiert wird (in dem Sinn, dass fur jeden Graph@milt: G = ¢ <= G besitzt
eine unabhangige Menge der Grdfiefolgt aus Theorem 4.18 und Theorem 4.17, dass es
Algorithmen gibt, die dag-INDEPENDENTFSET Problem in ZeitO(n) ldsen, wenn man als
Eingabe-Graphen ausschlie3lipfanare Graphen oder Graphen vdreschanktem Grad
zulasst.

4.3 Untere Schranken fur Formeln in Gaifman-Normalform

Insbesondere angesichts der in Abschnitt 4.2.2 dargestalgorithmischen Anwendungen
des Satzes von Gaifman ist es naturlich interessant zewjigsge effizient die laut Satz von
Gaifman mogliche Umformung ein@o-Formel in eine aquivalente Formel in Gaifman-
Normalform durchgefiihrt werden kann. Eine Analyse desoAtgmus, der sich aus dem
Beweis von Theorem 4.9 ergibt, zeigt, dass die Laufzeitdiéddgorithmus verheerend ist,
da sich die Laufzeit mit jedem Quantor, der in der Formel garknt, um mindestens eine
Zweierpotenz erhoht. Fur eine Formel miiineinander geschachtelten Quantoren ist die

Laufzeit also groRer als
2

Turm(k) = 92" }k

4.19 Definition. Die Funktion Turm: N — N ist induktiv definiert durchfurm(0) := 1
und Turm(k-+1) := 2Turmek),

Die Tatsache, dass der eine Algorithmus zur Tranformatioaifman-Normalform,
den wir bisher kennengelernt haben, eine verheerende ¢ib&sitzt, heildt naturlich noch
nicht, dass die Tranformation prinzipiell nicht effizientewerkstelligt werden kann. Ziel
dieses Abschnitts ist nun, zu zeigen, dass es in der Tatrkeiasentlich effizienteren Algo-
rithmus geben kann, allein schon deshalb, weR@$Satze gibt, deren kiirzeste aquivalente
Satze in Gaifman-Normalforraxtremlang sind. Dies wird durch das folgende Theorem
prazisiert.
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4.20 Theorem(Dawar, Grohe, Kreutzer, Schweikardt, 200Fur jedesh € N., gibt
es einerFO[E]-Satzy;, der GroReO(h'), so dass jeder zy,, aquivalentero[E]-Satz in
Gaifman-Normalform mindestens diedRe Turnfh) hat.

Bevor wir den Beweis von Theorem 4.20 angeben kdnnen, eniss zunachst ein paar
fur den Beweis niitzliche Werkzeuge einfiihren.

4.21 Definition(Baum-Kodierung naturlicher Zahlenur natiirliche Zahlei, n schreiben
wir bit(z,n), um dasi-te Bit der Birérdarstellung vom zu bezeichnen. D.h., it n) = 0

falls | 2+ | gerade ist, und hif,n) = 1 falls | £ | ungerade ist. Induktiv definieren wir fir

jede natirliche Zahh einen BaumB3(n) wie folgt:
e 3(0) ist der Baum, der aus genau einem Knoten besteht.

e Flrn > 1ist B(n) der Baum, der durch Erzeugen eines neuen Wurzelknotens ent-
steht, an den die Bauni#(:) angehangt werden, fur allemit bit(i, n) = 1.

BO) B1) B2 BB B@)  BG)  B®)
I EARNATS

N |
Lol

B(7) B(8) B(9) B(10)

Abbildung 4.1: Die Baumés(0) bis 5(10)

Flr einen Bauni3 bezqichnethe(B) die Lange des langsten gerichteten Pfades.in
Man sieht leicht (Detailsubung, dass folgendes gilt:

furalleh,n € Nist HohgB(n)) <h <= n < Turm(h). (4.4)

Das nachste Lemma zeigt, dass Baum-Kodierungen ndtérli¢ahlen durch relativ kurze
Formeln der Logik erster Stufe verglichen werden konnerdiésem Lemma und den fol-
genden Lemmas benutzen wir folgende Notation2st (A, E*) ein gerichteter Graph
und ista € A ein Knoten in%(, so bezeichnetd, die Menge aller Knoten, die von
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Abbildung 4.2: Der Baun(22"")

aus durch einen gerichteten Pfad®@inerreichbar sind (insbesondere gehértur Men-
ge A,). 2, bezeichnet den induzierten Subgraph ¥mit Knotenmenge4,, d.h.2, =
(Aq, E¥ N A2).

4.22 Lemma. Fur jedesh € N gibt es eineFO[E]-Formel eq,(x,y) der Lange O(h),
so dassiir alle Strukturen2l = (A4, E*) und alle Knoteru,b € A gilt: Falls es Zahlen
m,n < Turm(h) gibt, so dass die Struktured, and2(, isomorph zu3(m) undB(n) sind,
sogilt: A [=eq,la,b] <= m=n.

Beweis: Wir definieren die Formeleq, (x, y) per Induktion nacth.
WegenTurm(0) = 1 gilt: m,n < Turm(0) <= m = n = 0. Daher kann aleq,(z, y)
einfach eine Formel gewahlt werden, diemererfllltist, z.B. eqy(z,y) = Vz z==z.

Fur den Induktionsschritt séi > 1. Wir nehmen an, dass die Fornes},_, (z, y) bereits
konstruiert ist. Uneg, (=, ) zu konstruieren, seiel = (A, E*) unda,b € A gegeben, so
dass es Zahlem,n < Turm(h) gibt, mit2, = B(m) und, = B(n). Insbesondere sind

dann die Teilbaume, deren Wurzeln die Kinder waind, isomorph z#8(m, ), . .., B(my,),
wobeimy, .., m; geeignete paarweise verschiedene Zahktefturm(h—1) sind. Analog
sind die Teilbaume, deren Wurzeln die Kinder vpsind, isomorph zu8(n4), ..., B(ny),

wobeiny, .., n, geeignete paarweise verschiedene Zakiefurm(h—1) sind.
Die Formeleq, (x, y) muss ausdrucken, da§suy, .., my} = {n1,..,n}, d.h., dass es
fur jedesm; einn; mit m; = n; gibt und umgekehrt. Als ersten Ansatz wahlen wir dazu

ed,(@,y) == Vo' (E@,a') = 3y (E@.y) Aed, (') A
\v/y// <E(y,y”) _ 31’” (E(:L',:E”) A e%_l(éﬁ”,y"))) )

Diese Formel driickt das Gewuinschte aus. Degjpdie Formeleq, _; zweimal vorkommt,
ist die Formeleq, jedoch deutlich zu lang (denn wenn veig, auf diese Weise per Induk-
tion nachh definieren, so erhalten wir Formeln, deren Lange expoekii & ist). Dieses
exponentielle Wachstum der Formelg, konnen wir aber durch den folgenden Trick ver-
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hindern: Offensichtlich ist die Formel}, (=, y) aquivalent zur Formel

(B2’ B(z,2) < (' Ey,y))) A
V! (E(x,x’) — 3y (B, y) AWy (E(y,y”) — T (B(z,a") A
(et (o) Neg s 0, 9))) ) -
AuBerdem ist natirlich die Formeéeqh_l(:c’, yyneg,_; (2", y”)) aquivalent zur Formel

Y Yo (((u —d ANv=y)Vu=a"Av=1y")) — e%_l(u,v)) .
Insgesamt wahlen wir dahexq, (z, y) :=
(' B@,a") < By By.y)) A
V! (E(x, ¥) = Iy (BEly,y) A Wy (E(y, y") = 32" (E(z,2") A
Y Vo <((u —d Av=y)V(u=a"Av=7y")) — eoh_l(u,v)) )) ))

und erhalten damit eine Formel, die das Gewuinschte atigdiDa auf3derdem iag, die
Formeleq,_; nur einmal vorkommt, erhalt man per Induktion nacldass|eq,|| = O(h).
O

Unter Nutzung dieses Lemmas kann man leicht die beidenridige Lemmas beweisen,
die Formeln bereitstellen, deren Lange polynomielhiist, und die Baum-Kodierungen
identifizieren bzw. Arithmetik auf Baum-Kodierungen vonhfen bis zur GroRgurm(h)
definieren kdonnen.

4.23 Lemma. Fir jedesh € N gibt es einer0[ E]-Formel encoding(x) der LangeO(h?),
so dassiir alle StrukturerRl = (A, E*) und allea € A gilt: 2 = encoding[a] <=
es gibt eini € {0, .., Turm(h)—1} so das, isomorph zu3(i) ist.
Beweis: WegenTurm(0) = 1 muss die Formeéncoding ausdriicken, das¥, isomorph
zum BaumB(0) ist, der aus genau einem Knoten besteht. Daher konneaneinding (z) :=
-3y E(z,y) setzen.

Furh > 1 wahlen wir encoding, (z) :=

Yy (E(x,y) — encoding_l(y)) A
Yy Vy' ((E(:ﬂ, y) A E(a,y') A—y=y') — —eq,_(y, y’)) :

Man sieht leicht, dass die Formehcoding, das Gewutnschte ausdrickt. Hinsichtlich der
Lange der Formedncoding, gibt es auf3erdem ein> 0, so dass

|lencoding|| < |lencoding_,|| + |leq,_;|| + ¢
< [lencoding || + [|eq, | + [leg, || + 2-c
< HencodingH+ZZ,_10Heoh,H+c-h = O(h?)
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(beachte dazu, dass laut Lemma 4.22 dikq, || = O(1)). O

4.24 Lemma. Fur jedesh € N gibt esFO[E]-Formeln bif, (x, y) der LAngeO(h), less,(z, y)
der Lange O(h?), min(x) konstanter &nge (die nicht vorh abhangt), sucg(x,y) der
LangeO(h3) und max (z) der LangeO(h*), so dassiir alle Strukturerfl = (A, %) und
alle a,b € Agilt: Falls es Zahlenn,n < Turm(h) gibt, so dass die Strukture, und(,
isomorph zu3(m) und B(n) sind, dann gilt:

(@) A= Dbitya,b] < bit(m,n) =1.

(b) A E=lesgfa,b] < m<n.

() A Eminae] <= 2, istisomorph zu3(0).

(d) A Esucgla,b] < m+1=n.

(e) A Emax[a] < A, istisomorph zB3(Turm(h)—1).
Beweis: (a): Setzebity,(z,y) := Iy (E(y,y') Aeq, (v, z)).

(b): Wir definieren die Formeltess,(x, y) per Induktion nacth.
WegenTurm(0) = 1 gilt: m,n < Turm(0) <= m = n = 0. Daher kann altess(z, y)
einfach eine Formel gewahlt werden, die erfullt wird, z.B. lesg(z,y) = Iz ~z=zx.
Furh > 1 wahlen wir lessg, (z,y) =
3y’ (E(y,y’) A
V! (E(a:,a:’) — ﬂeql_l(;v’,y’)) A
V! ((E(a:,a:”) Nless,_1(y',2")) — " (E(y,y") A eoh_l(y”,a:”)) ) .

Anhand von Definition 4.21 sieht man leicht, dass die Forlesd, ausdriickt, dass es eine
Zahl i gibt (die der Variableny in less, entspricht), so dass Bitn) = 1, bit(i,m) = 0,
und fir jede Zahlj (die der Variablen:” in less, entspricht) mitj > 4 und bit(j,m) = 1
gilt, dass bitj, n) = 1. Daher driickt die Formééss, aus, dass: < n ist. AuBerdem folgt
auf die gleiche Art wie im Beweis von Lemma 4.23, ddfless,|| = O(h?).

(c): DaB(0) aus genau einem Knoten besteht, kdnnen win(z) := -3y E(x,y)
wahlen.

(d): Wir definierensucg, per Induktion naclt und nutzen dabei die Formedmy, _; und
less,_1. Furh = 0 kann alssucg natirlich eine Formel gewahlt werden, diie erfillt ist.

Far h > 1 dricken die ersten drei Zeilen der folgenden Formalg, aus, dass es eine
Zahl i gibt (die der Variablen entspricht), so dassdie kleinste Zahl mit biti, n) = 1 ist,
und dass fir diese Zahkilt bit(:,m) = 0. Die Zeilen 4 und 5 driicken aus, dass fir jedes
J > i gilt: Falls bit(j,n) = 1, so auch bitj, m) = 1, und umgekehrt, falls ki, m) = 1,
so auch bitj,n) = 1. Die letzten beiden Zeilen driicken folgendes aus: Fa}s0, so ist
bit(0,m) = 1 und fur jedesj < ¢ mit bit(j,m) = 1ist (j+1 = i oder bifj+1,m) = 1).
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Insgesamt driickt die Formelicg, also aus, dass + 1 = n ist.
sucg,(z,y) == I (
E(y,y') A Vy”((E(y,y”) A—y'=y') — Iesa_l(y’,y”)> A
N (E(ac,ac’) — ﬁeql_l(x/,y’)> A

vy ((E(y,y") ANless,_1(y,y")) — " (E(z,2") Neg,_, (2", y"))) A
Va! ( (E(x,2") Ness,—1(y',2")) — " (E(y,y") Aeg,_,(y",2")) ) A
-min(y’) — ( J2/ (E(z, z') A min(z’)) A
Vw’((E(ac,x’) Aless,_1(z',y')) — (3z(sucg,_1(a',2) A (z=y' V E(z, z)))>> .

Wegen||less,_1|| = O((h—1)?) und|leq,_,|| = O(h—1), folgt (auf ahnliche Weise wie
im Beweis von Lemma 4.23), dagisucq,|| = O(3_,/«, h'?) = O(h3).
(e): WegenTurm(0) = 1, muss die Formeiay ausdriicken, das¥, isomorph zu

B(0) ist, d.h. aus genau einem Knoten besteht. Wir kdnnen dateeg(z) := —Jy E(z, y)
wahlen. Furh > 1 wahlen wir

may,(r) := encoding(z) A maX,(z),
wobei die Formemay, (x) folgendermaf3en per Induktion naghdefiniert ist: Furh = 0
setzema)(z) := max(x) := -3y E(z,y). Fir h > 1 beachte, dasfurm(h)—1 =
oTum(h=1) _1  Daher besteht der Baul := B(Turm(h)—1) aus einem Wurzelknoten,

an den fir jedes mit 0 < i < Turm(h—1) ein Kind¢; angehangt ist, so dag. isomorph
zu B(i) ist. Wir wahlen

maX,(z) := Jy (E(z,y) Amin(y)) A
Yy (E(m,y) — (maX,_,(y) V 3z (E(z,z) Asucg,_1(y, z)) )> .

Man sieht leicht, dass die Formelax, (x) das Gewiinschte ausdruckt. Auf3erdem erhalten
wir (auf ahnliche Art wie im Beweis von Lemma 4.23) weglgsucg, ;|| = O((h—1)3)
und|leq, ;|| = O(h—1), dasg|max,|| = O(3_,.¢;, 1) = O(h*). Somit folgt||ma,|| =
O(h%). Insgesamt ist der Beweis von Lemma 4.24 damit beendet. O

Wir haben nun alle Werkzeuge bereitgestellt, die zum Bewais Theorem 4.20 notig
sind.

Beweis von Theorem 4.20:
Wir nutzen die Baum-Kodierung natirlicher Zahlen, die iefiDition 4.21 eingefuhrt wur-
de. Furh > 1 sei

Wy = || BG)

0<j<Turm(h)
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der Wald, der aus der disjunkten Vereinigung der Battye fur allej € {0,.., Turm(h)—1}
besteht. AuRerdem sei fir jedes {0, .., Turm(h)—1}

—q L .
Wyt o= || BG)
0<j<Turm(h)
so dasg#i

der Wald, der aus der disjunkten Vereinigung der Bausgg) fur alle 5 mit j # 7 und
j €{0,.., Turm(h)—1} besteht.

Nun seiroot(z) eineFO[E]-Formel, die ausdriickt, dass der Knoteden Ein-Grad) hat,
d.h. root(z) := -3y E(y, z) .
Unter Verwendung der Formeln aus Lemma 4.24 wahlen wirrd¢R]-Satzp;, wie folgt:

¢ = 3z (root(z) Amin(z)) A
Yy <(root(y) A —=max, (y)) — 3z (root(z) A sucg, (y, z))) :
GemaR Lemma 4.24 wissen wir, dagsy, || = O(h*), und dass
Wi En und, furallei < Turm(h), W, " I ¢p,. (4.5)

Sei nuny’ ein zuypy, aquivalentelro[E]-Satz inGaifman-NormalformAus (4.5) folgt,
dass '
WhiE¢  und, firallei < Turmh), W' ¢ . (4.6)

Unser Ziel ist, zu zeigen, dad$ := ||¢'|| > Turm(h). Wir fihren einen Beweis durch
Widerspruch und nehmen im Folgenden an, ddss Turm(h).

Da¢’ in Gaifman-Normalform ist, isp’ eine Boolesche Kombination basis-lokaler Satze
X1, - -, XK, wobei jedesy, (fur k € {1,.., K'}) von der Form

Xk = Jwqp---3x, < ( /\ dist(x;, x;) > 2rk) (/\1/% Z; ) >
1<i<j <y
ist mit £, 7, € N, undy(x) r-lokal umz. Insbesondere gilt
O+ A+l < ||| = H. (4.7)
Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass es eine Zamhit 0 < K < K gibt, so dass
fir jedesk < K, Wi, = x& und  furjedest > K, Wi F~ xi. (4.8)

Fir jedesk < K wissen wir, dassV), = Xk, d.h. es gibt Knotemgk), .. (k) in Wy, so
dass die Formel

(A distai, ) >27‘k) </\¢k g;) (4.9)

1<i<j <ty
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in W, erfillt ist, wenn jede Variable; mit dem Knotent(k) interpretiert wird. Die Menge

{tz(.k) . k < K undi < £, } besteht aus hochstefg+ - - -+ {; < H verschiedenen Kno-
ten (siehe (4.7)). Da wir annehmen, déass< Turm(h), und da)/\/h ausTurm(h) disjunkten
Baumen besteht, muss es mindestens eine disjunkte Komijgdieron WV, geben, in der

keiner der Knoten aug tgk) c k< Kundi < 4} liegt. Seij € {0,..,Turm(h)—1} so
dassB = B(j). _

Naturlich enthalt nun der Waly, 7, der aus/V,, durch Léschen der disjunkten Kompo-
nenteB(j) entsteht, immer noch samtliche Knoten a{;ék) : k< Kundi </}

Hinsichtlich (4.9) beachte, dass jede Fornjiglx;) rk—lokal um z; ist. Wenn die Va-
riablen z; mit den Knotentgk) interpretiert werden, kann die Formel daher nur Uiber die
rr-Nachbarschaft voték) “sprechen”; und diese,-Nachbarschaft ist im’\/,:j identisch zur
rr-Nachbarschaft ilV;,. Aus (4.9) erhalten wir daher, da‘SB,:j = Xk, fur jedesk < K.

Betrachten wir nun die Formelg, mit & > K. Aus (4.8) wissen wir, dasgV), K Xk
d.h., W, = —xx, wobei die Formetx;, von der folgenden Form ist:

~3ay -+ Ty, ( <1<i£><gkd|5t(%% > 27‘k) (/\ e ) ) .

Day(x;) rg-lokal umz; ist, und daWh_j ausW,, durch Loschen einer disjunkten Kom-
ponente entsteht, gilt audly, ’ = —x;,. Insgesamt haben wir nun folgendes gezeigt:

furjedesk < K, W,” Exx, und furjedest > K, W,” }£x. (4.10)

(4.10) und (4.8) besagen, dasgjj genau dieselben basis-lokalen Satzefaus. . ., xx }
erfullt wie W,. Da ¢’ eine Boolesche Kombination der Satgg . ., x ist, erhalten wir
daher, dassW,’ = ¢’ <= W) = ¢'. Dies widerspricht jedoch (4.6). Insgesamt ist
damit der Beweis von Theorem 4.20 beendet. O
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In Kapitel 2.2 haben wir verschiedene Erweiterungen defikegster Stufe um Fixpunkt-
Konstrukte kennengelernt, insbesondere die LogikaniFP und PFR Standen dort vor al-
lem die Anwendung dieser Logiken zur Beschreibung von Kexitidtsklassen im Vorder-
grund, so werden wir in diesem Kapitel genauer auf die Eigjgaiften von Fixpunktlogiken
an sich eingehen.

Anschlie3end an Abschnitt 3.3 werden wir zunachst zeigass sich alle bisher behan-
delten Fixpunktlogiken in die Logikk~.,, einbetten lassen. AnschlieBend werden wir auf
eine syntaktische Variante solcher Logiken eingehen, deeAlufschreiben von Formeln
stark vereinfacht und modularisiert.

5.1 Fixpunktlogiken und L&

Zur Erinnerung: In Definition 1.11 hatten wir bereits festgelegt, dass
e Fin die Klasse aller endlichen Strukturen bezeichnet (Ubkeligen Signaturen),

e FinOrd die Klasse aller endlichen linear geordneten Struktureibbnet (Uber be-
liebigen Signaturen, die ein 2-stelliges Relationssymbeanthalten, das stets durch
eine lineare Ordnung auf dem Universum der jeweiligen $tiukiterpretiert wird).

5.1 Definition. (a) Fur Logiken.Z und.#’ und eine Klass€ von Strukturen schreiben
wir “.Z < % aufC”, falls es fir jede Formep € ¥ eine Formely’ € ¢’ gibt,
die zup auf C aquivalent ist, d.hfrei(¢’) = frei(p) und fur alle2l € C und alle
Interpretationeri € A der freien Variablen vom gilt: 2 = ¢[d] < A | ¢[d].

(b) Entsprechend schreiben wir¥ = &’ aufC”, falls ¥ < ¢’ und ¢’ < £ aufC.
Analog schreiben wir' Z < #" aufC” | falls ¥ < ¢’ aufC und.¢’ £ ¥ aufC.

(c) Istz eine Komplexitatsklasse, so schreiben Wi## = 7 aufC”, falls # die Klasse
¢ auf C beschreibfim Sinne von Definition 2.1).

(d) Entsprechend schreiben wirZ < 7 aufC”, falls die Datenkomplexitat des Aus-
wertungsproblems fliiZ aufC in ¢ liegt (im Sinne von Definition 2.1 (a)).
Analog schreiben wir* 7 < . aufC”, falls jedes Problem igZ” durch einen Satz
in . beschrieben werden kann (im Sinne von Definition 2.1 (b)).

5.2 Satz.Es gilt: LFP < IFP < PFP< L%, auf Fin.

153
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Beweis: LFP < IFP < PFPauf Fin wurde schon in Kapitel 2.2 (Proposition 2.37 und 2.45)
gezeigt.

Wir zeigen als nachstes, dass,, £ PFR Sei dazuw/ C N eine unentscheidbare Menge,
z.B. die Menge der Godel-Nummern aller Turing-Maschirdia bei leerer Eingabe halten.
Sei; der in Beispiel 3.49 konstruierte?,,-Satz, der genau die Struktur@h:= (A4, <)
als Modelle hat, fiir digA| € J und <® eine lineare Ordnung aud ist. Da.J unent-
scheidbar ist, ist aucNodgin () unentscheidbar. Andererseits ist jedeeirpdefinierbare
Klasse von Strukturen entscheidbar (und kann laut Lemmbshdar inPspaceentschieden
werden). Folglich kann es keinen zurh,-Satzy ; aquivalenterrFrSatz geben.

Es bleibt zu zeigen, dasspP < L%, aufFin, d.h. dass jedeFrFormely auf Fin aqui-
valent ist zu einer.s,,-Formely. Der Beweis folgt per Induktion Uber den Formelaufbau.
Der einzige interessante Fall ist, weprdie Form

[pfp g ¥](%)

hat. Dabei sei := ar(R), Z = z1,..,z, undi = t,..,t,.

GemaR Induktionsannahme igt aquivalent zu einers, ,-Formel . WegenLs,, =
Uren L. gibt es eink € N so das&[z € Lk .. Insbesondere kommen m nur k ver-
schiedene Variablen erster Stufe vor, dred(¢)) = frei(y) 2 {z1,.., .}

Seieny := y1,..,y, Neue Variablen erster Stufe, dmchtin 1/1 vorkommen. Wir defi-
nieren induktiv fir jedesr € N eineL’;j;-Formelq,z?a(:E), die diea-te Stufe der partiellen

Fixpunktinduktion tiber) definiert;
o 0(%) := ~zy=x; (d.h.¢" ist eine Formel, dimie erfillt ist)

e *T1(f) entsteht aug)(Z), indem jedes Vorkommen eines Atoms der FaRfi),
far ein Tupeld = uy, . ., u, von Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbolen
auso durch die (zur Forme)“ (i) aquivalenten) Formel

Ty -+ Jyy ( /\yi:ui A Fay -3z, ( (/\xi:yi) NP(E) ) )
i=1 =1

ersetzt wirdt

Hierbei ist die Verwendung der neuen Variablgn .., y, notig, da die Variablen
x1,..,xz, als Terme inid vorkommen konnten.

Per Induktion nacla zeigt man leicht, dass fur jede Strukgirund alled € A" gilt:

i€ R* — ARy,

1Zur Erinnerung: In Kapitel 3.3 hatten wir vereinba®bstitutionerin Bezug aufk-Variablen Logiken zu
vermeiden und lieber explizite Variablenumbenennungeverwenden.
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wobei R* die a-te Stufe der partiellen Fixpunktinduktion Ubgiin 2 bezeichnet. Daher ist
die Formel ¢ := [pfpp » Y)(t) aquivalent zurt7-Formel

o =\ (900 A VE (@@ < @) ).

aeN
Hierbei stehty () wiederum fUrHy“(/\yi:t,- A 3E (N zi=ys A P(E) )> O
=1 =1
Aus Satz 5.2, Beispiel 3.61 und Theorem 3.62 folgt sofort:
5.3 Korollar. (a) Die KlasseEven ist nichtPFrdefinierbar inFin.
(b) Die KlasseHamilton ist nichtPFrdefinierbar inFin.

Da man selbstverstandlich die Klassgen in Polynomialzeit entscheiden kann, folgt
daraus wiederum:

5.4 Korollar. Es gilt

(a) PFP< Pspace auf Fin (zum Vergleich beachtepFP= Pspaceauf FinOrd)
(b) LFP < IFP < PTiMe auf Fin  (zum Vergleich beachte:Fp = IFP = Prime auf FinOrd)
(c) prime £ PFP auf Fin

(d) Falls ptime # Pspackg SO gilt PFPZ PTime auf Fin.
Prime undPFPliegen vermutlich also schief zueinander.

Beweis: Ubung. O

In den folgenden Abschnitten wird die Ausdrucksstarkevaeschiedenen Fixpunktlogi-
ken genauer untersucht.

5.2 Simultane Fixpunkte

5.5 Definition. Seim € N., und seienA4;,.., A,, Mengen. Ferner sei fur jedes e
{1,..,m} eine Abbildung

F; : Pot(A;) x --- x Pot(4,,) — Pot(4;)
gegeben.

(a) Diesimultane Abbildungiber Fy, .., F,,, kurz: F := (Fy,..,F,), istdefiniert als

Sl
-
o
gy
e
X
X
-
o
o+

(An) — Pot(Ap) x -+ x Pot(Ay,)
R:= (Ri,....Rn) — (Fi(R),....Fn(R)).
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(b) F heiRtmonotonwenn fur alleR = (R, .., R,,) und

Q= (Q1,..,Qn) im Definiti-
onsbereich vorF gilt: Ist R C @, so auch#(R) C F(Q).
Hierbei bedeutetR C )", dassR; C Q; fur allei € {1,..,m}.

(c) F heiRtinflationar, wenn fur allef = (Ry, .., R,,) im Definitionsbereich vor gil:
R C F(R).

5.6 Lemma. Seim € N., und seierdy, .., A,, Mengen. Ferner seilf jedesi € {1,..,m}
eine Abbildung
F; : Pot(A;1) x --- x Pot(4,,) — Pot(4;)

gegeben, die komponentenweise monoton ist, d.h. earglllé Ry C Aq,..., R, C A,
furalle j € {1,..,m} und aIIeR; CA;mitR; C R}, dass

Fy(Ry,..,Rj_1,Rj,Rj41,..,Ryn) C  Fi(Ry,..,Rj_1,R},Rji1,..,Rp).
Dann ist die simultane Abbildung := (F1, .., F,,) monoton.
Beweis: Ubung. O

Analog zu dem Vorgehen in Kapitel 2.2 konnen wir faduktionsstufewon simultanen
Abbildungen bilden: Sind wie zuvor Abbildungen, ..., F;, mit

F; : Pot(A;) x --- x Pot(A,,) — Pot(A;)

gegeben, so definieren wir induktiv fur jedese N ein Tupelﬁa = (R{,..,R%) von
Mengen durch

e R':=(z,...,0)
o Rotl .= F(R%),

Das TupelR® heil3ta-te Induktionsstuféoder auchn-te Stufe) vonF' = (Fy, .., Fp).
Ist £ monotonund sind die Menger, .., A,, endlich so existiert eir € N mit

R® = Roft! —. B>

Analog zum Satz von Knaster und Tarski (Satz 2.15) zeigt reat, dass fumontone
AbbildungenF’ der

kleinste simultane Fixpunks-1fp(F)
immer existiert, und dass gilts-1fp(F) = R>.

Die i-te Komponente des simultanen kleinsten Fixpunktsﬁdnezeichnen wir im Fol-
genden mits-1fp(F'); bzw. mitR5°.

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und KomplexitatSoSe 2007HU Berlin



5.2 Simultane Fixpunkte 157

5.7 Definition (simultane Abbildungen, die durch Logik-Formeln definietrden) Sei
o eine Signatur, sein € N.,, und seienRy, .., R, Relationsvariablen der Stelligkeiten
r1,..,"m. FUrjedes € {1,..,m} sei eine Formep; (Z;, R1, .., R,,) Uber der Signatus
gegeben, wobei; ein Tupel aus; verschiedenen Variablen erster Stufe ist.

Auf einer endlicherr-Struktur2( definierty; eine Abbildung

Fyoo0 @ Pot(A™) x--- x Pot(A™) — Pot(A™)
(Ri,..,Ry) — {a@€ A" : (A, Ry,..,Rn) = wild }.
Dievon @ := (¢1,...,¢m) in 2 definierte simultane Abbildung ist

ﬁ@m = ( Fspl’g[, ey Fcpm,Ql) .

Sind alley; positivin den VariablenR;, . ., R,,, so folgt mit Lemma 5.6 leicht, dass auf
jeder endlichen Struktul die simultane Abbildung-; o monotonist, und dass somit der

simultane Fixpunks-lfp(ﬁ@m) existiert, den wir oft auch mis-1fp(@)* bezeichnen.

5.8 Beispiel. In diesem Beispiel soll eine simultane Fixpunktindukti@rwendet werden,
um in gerichteten Graphen Pfade gerader bzw. ungeradegeLZm definieren. Die ldee
ist, eine simultane Induktion Uber zweistellige Variable, und Ry zu fihren, so dass im
simultanen kleinsten Fixpunkt gilt: ii®; kommen alle Paaréu,b) vor, zwischen denen
ein Pfad ungerader Lange existiert, und entsprechend lwmmg, alle Paarda, b) vor,
zwischen denen ein Pfad gerader Lange existiert. Sei dazu

Qol(wayaRhRQ) = E((L’,y) \ HZ(E((L',Z)/\RQ(Z,y))
@a(z,y,R1,R2) = x=y V F2(E(z,2) ARi(z,y) ).

In einem Graphet := (V, E) definiert g := (1, ¢2) die AbbildungF@G = (F,,q: Fpo,)s
wobei filr jedes € {1,2} und alleRy, Ry C V? gilt:

FﬁpivG(R17R2) = { (U”U) € V2 : (G7 R17R2) ): QOZ'[U,’U] } .
Die ersten Induktionsstufen der dadurch ausgeldsteruRkmduktion lauten

0._ 0._
Rl .—@ R2 .—@

1.__ .
von u nachw Ry ={(u,u):ueV}

R! ::{(u,v) . es gibt Pfad der Langb}

2 ._pl 2._ _ es gibt Pfad der Lang
=t It '_{(u’v) " 0 oder2 vonu nachv

R =R}

R {(u »): ©SgibtPfad der Lang?
1= ) .

1 oder3 von u nachv
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Insgesamt gilt also

s-Ifp(Fzg)1 = { (u,v) : esgibt einen Pfad ungerader Lange vonachv }
s-Ufp(Fzg)2 = { (u,v) : esgibteinen Pfad gerader Lange vonachv } .
5.9 Notation. Fur Formelnp; (21, Ry, .., Rp), - -, ©m(Zm, R1,.., Ry) schreiben wir

Rl(fl) = wl(fllew"?Rm)
S = :
Ry (Zm) < ©m(@m, R1,...,Rp)

und nennerd' ein “System von Formeln”.

Ist 2 eine endliche Struktur, so schreiben wir oftfp(S)? ums-Ifp (1, .., @) (d.h.
S—lfp(ﬁ@g{)) zu bezeichnen. Fiire {1,..,m} bezeichnes-1fp(S)? die i-te Komponente
vons-1fp(9)2.

5.10 Definition (Simultane kleinste Fixpunktlogig-LFP). Seio eine Signatur.
Die Formelmenges-LFF o] ist induktiv durch die Regeln (A1), (A2), (A3), (BC) und (Q1)
der Logik erster Stufe sowie die folgende RegelgP) definiert:

(s-LFP): Istm € N.,, sind Ry, .., R,, Relationsvariablen der Stelligkeiten, .., r,, €
N.,, sindp, .., ¢, S-LFFc|-Formeln, von denen jede positiv in den Relations-
variablenRy, .., R, ist, und ist fur alles € {1,..,m} &; ein Tupel, das aus;
verschiedenen Variablen erster Stufe besteht, so isefiesj € {1,..,m}

Ifp R; : S)(f)

eine s-LFAo]-Formel, wobeit ein r;-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder
Konstantensymbolen ausist und

Rl(fl) — (101(3_517R17"'>Rm)
S = :
Rn(Zm) — om(@m,Ri,...,Rn).

Die Semantik der Logiks-LFPist analog zur Semantik der Logik erster Stufe definiert,
wobei fur eine Formel := [Ifp R; : S](t) und eine endlich¢oUfrei(v)))-StrukturA gilt:

A = [ifp R;: S|(#) = % e sIfp(9)*.
5.11 Beispiel. Seieny, ¢, die Formeln aus Beispiel 5.8 und sei
Ri(z,y) — ¢i(,y, Ry, Ry)
N { Ro(z,y) «— wo(x,y, Ry, Ra).
Dann gilt fur jeden Graphe& := (V, E) und alle Knoten:,v € V:

G (fp Ry : S)(z,y)) [u,v] <= inG gibtes einen Pfad
ungeraderLange vonu nachov.
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Das Verwenden simultaner Fixpunkte erlaubt es oft, Formselr viel Ubersichtlicher
und modularer zu schreiben, als es die herkdbmmliche kkeiRspunktlogik erlaubt. Es
stellt sich hierbei natirlich die Frage, sbnultaneFixpunkte die Ausdrucksstarke der re-
sultierenden Logik erhdhen. Wie wir als nachstes zeigenden, ist dies nicht der Fall.
Dazu zeigen wir zunachst ein allgemeines Lemma, das in ieraltur bisweilen auch als
dasBekic-Prinzip bezeichnet wird.

5.12 Lemma (Auflosen simultaner kleinster FixpunkiepeienA,, As endliche Mengen
und F : POt(Al) X POt(AQ) — POt(Al) sowie Fy : POt(Al) X POt(AQ) — POt(AQ)
monotone Abbildungen.

Fir jede MengeR; C A, definieren wir eine AbbildungﬂQR1 durch

Ff" © Pot(Ay) — Pot(Ay)
Ry —  F5(Ry, Ry).

Fle entsteht also augb, indem die erste Komponente aRf fixiert wird. Sei fernerG,
die Abbildung
G POt(Al) — POt(Al)

R1 — F1 (Rl,lfp(Fle)) .
Dann gilt: s-Ifp(F, Fy); = Ifp(Gy).
Beweis: SeiS° := Ifp(G1) und (R$°, RY) = s-lfp(F, Fy). Wir missen zeigen, dass
1 1
Wir zeigen zuachst, dassR® C S7°:
Sei dazu fur jedess € N (R, RS) die a-te Stufe der simultanen Fixpunktinduktion fur

F = (F1, F»). Per Induktion naclw zeigen wir, dass fur jedes € N gilt: R € S?° und
Ry C lfp(FZS1 ). Daraus folgt dann insbesondere, d&§s C S7°.
Der Induktionsanfang fie = 0 gilt trivialerweise, dak{ = RS = @. Fur den Indukti-

onsschritt vore nacha+1 gilt:
Rtl)é—i_1 = Fl( (f{’Rg)
C Fi(S5%, lfp(FQSfo)) nach Ind.ann. und wg. Monotonie vdn

= Gi(5)
= S° daS{° ein Fixpunkt vonG ist
und
Ryt S F(RYRY)
C  Fy(S,1fp(F," )) nach Ind.ann. und wg. Monotonie vd#

Fzsloo (lfp(ngloo)) nach Definition vonFQSfO

lfp(FQSfo) dalfp(FQSi)o) ein Fixpunkt vonFZSfo ist.
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Somit sind wir fertig mit dem Induktionsschritt.
Wir zeigen nun, dass® O S7°:
Aus der Definition voanR1 folgt, dassR5° ein Fixpunkt vonF2R1 ist. Somit ist

p(F,7) C RYP.

Aulerdem ist

GiI(R?) & R(RPMp(FT ) C FI(RP®,RF) = RY.

Also gilt G1(R$°) € R°. Aus dem Satz von Knaster und Tarski (Satz 2.15) folgt daher,

dasslfp(G1) C R°. WegenS{® gef lfp(G, ) folgt also: R° O S§°. O

Mit Hilfe von Lemma 5.12 kann nun leicht folgender Satz besgie werden.
5.13 Satz.s-LFP= LFP auf Fin.

Beweis: Offensichtlich istLFP < S-LFP. Der Beweis vors-LFP < LFP wird per Induktion
Uber den Formelaufbau gefiihrt. Der einzige interesskatesind dabei Formeln) :=
[Ifp R; : S](Z), wobei nach Induktionsannahme vorausgesetzt werden Kass,

Rl(fl) — (101(3_517R17' . >Rm)

Rm(fm) — (-Pm(fmy R1> .. >Rm)

ein System vonFpP-Formeln ist.

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den Fallsdas= 2 ist (der allgemeine
Fall lasst sich analog losen). Wir zeigen, dasaquivalent (aufin) zu einerLFP-Formel
®(7) ist. Setze dazu

o(71) = [lprl,fl ®1 (fl, Ry, Ry(u) / pg, z, @2](6)) ](51)7

wobei ¢ (92‘1, R1, Ro(u) / ifpg, z, @2](11)) diejenige Formel ist, die aus; entsteht,
indem jedes Atom der FormR () ersetzt wird durch die Form@ifp p, =, 2] ().

Im Folgenden schreiben wir kugz‘, um die Formelkp, (fl, Ry, Ry (u) / ifpg, z, gpg](ﬁ))
zu bezeichnen.
Seir; := ar(Ry), ro := ar(Ry) und seil eineo-Struktur. Fur jedes € {1, 2} sei

F; : Pot(A™) x Pot(A™) — Pot(A™)
die durchy; in 2( gegebene Abbildung. Ferner sei

G1 : Pot(A™) — Pot(A™)
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die durchy™* in 21 gegebene Abbildung. Offenbar gilt fur alle C A™, dass
Gi(R) = Fi(R,Mp(E))),

wobei Ff* wie in Lemma 5.12 definiert ist. Lemma 5.12 liefert, dasp(Fy, F); =
Ifp(G1). Somitist®(Z;) aquivalent (aufin) zu [Ifp Ry : S|(#1). O

5.14 Bemerkung. Durch die in Satz 5.13 skizziertébersetzung vois-LFr-Formeln wird
die Stelligkeit der Relationsvariablen nicht verandatso sind auchmonadisches-LFP(in
dem nur Relationsvariablen der Stelligkeit 1 zugelassed) sindmonadischesFpP aquiva-
lent aufFin.

Analog zus-LFPkann man auckBimultanesFp (S-IFP) undsimultanesFP(S-PFR definie-
ren. Auch hier kdnnen wir zeigen, dassiFP = IFP und s-PFP= PFPauf Fin — allerdings
muss ein anderer Beweis gefiihrt werden, der die Stelliglai Relationsvariablen, tUber
denen ein Fixpunkt gebildet wird, erhoht.

5.15 Satz.s-IFP= IFP auf Fin.

Beweis: Der Beweis erfolgt wiederum Uber den Formelaufbau. Dezigsinteressante
Fall sind Formeln)(Z) := [ifp R; : S](Z), wobei

Ri(Z1) <« 1(Z1, Ri,..,Rm)

Rm(fm) — ‘Pm(fma R17 B Rm)

ein System vonFpP-Formeln ist.

Sei?l eine endliche Struktur. Der Einfachheit halber nehmen wjdass die Relationsva-
riablenRy, .., R, alle dieselbe Stelligkeit besitzen und dags!| > m ist (der allgemeine
Fall lasst sich analog l6sen). Die Idee ist nun, an Stedlend RelationenR,, .., R, eine
einzige Relationk der Stelligkeitr+1 induktiv zu erzeugen, so dass die letzte Komponente
von R angibt zu welcher der Relationd®y, . . , R,, das jeweilige Tupel gehort.

Zur Konstruktion einenrFp-Formel, die aquivalent zw () := [ifp Ry : S|(Z) ist,
seiency, . ., ¢, paarweise verschiedene Variablen erster Stufe, die ireke&lar Formeln
©1,- -, m Vorkommen. Fir jedeg € {1,..,m} sei cp;(f, R) diejenige Formel, die aus
©;(Z, R1,.., Ry,) entsteht, indem fur jedese {1,..,m} jedes Vorkommen eines Atoms
der FormR; (%) durch das AtomR(i, ¢;) ersetzt wird. Die letzte Komponente i spielt
also die Rolle eines Zahlers oder Markers, der angibt, 2zo0heeder Relationef®y, .., R,,
das Tupelki gehoren soll.

Man sieht nun leicht, dass d&IFrFormel (%) := [ifp Ry : S]|(Z) aquivalent (auf
der Klasse aller Strukture?t mit |A| > m) ist zuriFP-Formel ¥ () :=

3¢y -+ Feyy, ( (1<i4><;ci:cj) A [ipr,f,cj\:/1 (e=c; N ©;(2))](Z,c1) > )
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Mit dem gleichen Beweis zeigt man auskPFP= PFR Selbstverstandlich funktioniert
dieser Beweis auch fur die Logikep. Zusammen mit Lemma 5.12 folgt daraus:

5.16 Korollar. Jede Formely € LFP, in der alle 1fp-Operatoren nur positiv vorkommen,
ist aquivalent zu einer Formeb € LFP mit nur einemifp-Operator.

Beweisidee: Verschachtelte Fixpunkte werden mit Hilfe von Lemma 5.12Systemen
simultaner Fixpunkte aufgelost. Diese Systeme simultBix@unkte werden dann mit Hilfe
der im Beweis von Satz 5.15 beschriebenen Methode zu eimetigen Fixpunkt aufgeldst.
Etwas Sorgfalt ist hier bei Booleschen Kombinationen gefotvenn deren Teilformeln
jeweils selbst wieder Fixpunktoperatoren enthalten. iBetdbung O

5.3 Die Stage-Comparison Methode

In diesem Kapitel wird die so genann8tage-Comparison Method@rgestellt, die sich
oft als sehr nitzlich im Zusammenhang mit kleinsten undaiitharen Fixpunktlogiken
herausstellt. In gewisser Hinsicht erlaubt sie, Eigenfsehazon Formeln, die man per In-
duktion Uber die Induktionsstufen beweisen kann, in degiken selbst zu definieren. Die
Methode hat verschiedene wichtige Anwendungen, insbesenderden wir sie verwen-
den, um dieAquivalenz vonFp undLFP auf Fin nachzuweisen.

Zunachst jedoch einige Vorbemerkungen. $&i, R) eine LFP-Formel oder einerp-
Formel. Gemal der Definition inflationarer Fixpunkte ig&nsichtlich der Giber die Formel
¢ gebildete inflationare Fixpunkt identisch mit dem Uber Bermel (R(Z) V ¢) gebildeten
inflationaren Fixpunkt. Fallg monoton inR ist, so sind naturlich auch die tbgibzw. tiber
(R(Z) V ¢) gebildeten kleinsten Fixpunkte identisch. Wir kénnenetaimmer 0.B.d.A.
annehmen, dass alle Formeindie in Fixpunktoperatorefifp ; ¢|() oder[Ifpy z ¢](f)
vorkommen, die Fornp = (R(Z) V ¢) haben. Dies wird spater noch wichtig werden.

5.17 Notation. Seio eine Signatur und sét eine Relationsvariable. Sei aul3erde(®, R)
eine Formel.

(a) Isty(Z) eine Formel, so schreiben wir(Z, R(a)/v (1)) fir die Formel, die man aus
o erhalt, wenn jedes Vorkommen eines Atoms der Fét() (fur beliebige Tupeli
aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbolea)adurch die Formel)(«)
ersetzt wird.

(b) Sindv, () und, () Formeln, so schreiben wir
(T, POSR(@) [ vy(), NegR(q) /vn (7))
fur die Formel, die man aus erhalt, wenn man

e jedespositiveVorkommen eines Atoms der Fori(«) durch die Formet), ()
ersetzt, und
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¢ jedesnegativeVorkommen eines Atoms der ForR(%) durch—1,, (@) ersetzt.

Man beachte hier, dass auch bei negativen VorkommenR{a, z.B. als—R(i), nur
das AtomR(«) ersetzt wird, nicht aber das gesamt®&(w). Aus —R(%) wirde also

==y, ().
Im weiteren Verlauf des Kapitels werden wir filt,(z) und v, (Z) Formeln konstru-
ieren, die zuR(Z) bzw. -R(Z) aquivalent sind. Dann ist natrlich aquivalent zu

(&, PosR(i) /1y(@), NegR(i) /1 (1))

Wir fuhren nun den zentralen Begriff der Stage-Comparigimthode ein: die so ge-
nanntenStage-Comparison-Relationegie von Yannis Moschovakis in den 1970er Jahren
eingefuihrt wurden, aber auch schon friher in anderer RorrRahmen der Rekursions-
theorie verwendet wurden.

5.18 Definition (Stage-Comparison-Relationer§ei R ein k-stelliges Relationssymbol, sei
(R, ¥) eine Formel (z.B. auso, LFP oderIFP), und sekl eine endliche Struktur.

(a) DerRang|ad|, eines Tupelg A¥ bzgl.p ist definiert als

a {min{a eN:de R} fallsd e ifp(F,q)
a © =

sonst.

R* bezeichnet hier die-te Stufe des durcly in 2 definierten inflationaren Fixpunkts.

Der Rangd|,, gibt also an, in der wievielten Induktionsstufe das Tup&um Fixpunkt
hinzukommt”.

Ist ¢ positiv in R, so kann an Stelle des inflationaren auch der kleinste Rixpuer-
wendet werden — dies ergibt natirlich den gleichen Rang.

(b) Die Stage-Comparison-Relationeq), und <, sind wie folgt definiert:
Firr alle@ € A* und alleb € A gilt

-

i<,b falls |a@l, <|bl, < oo insbes: @, b € R®

und

—

i~<,b  falls |al,<|bl, und |d@|, # oo insbes: @ € R
aber eventuelb ¢ R*>°.

5.19 Satz.Seip(R, ¥) einelFP-Formel. Dann sind die Stage-Comparison-Relatiorgn
und <, in IFP definierbar.

Beweis: Seiy(R, %) einelFP-Formel. O.B.d.A. nehmen wir an, dagglie Form(R(Z) v
gol) hat. Wir zeigen, dass das Pdat,, <) durch den simultanen Fixpunkt des Systems

g [TsT < o(Z, R(@)/a<9) Ny R@)/7<7)
' F=<y «— (@ R@)/i=<Z) A -y, R@)/i=<7)
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definiert wird. Hierbei sind< und < zwei 2k-stellige Relationssymbole, die wir delber-
sichtlichkeit halber in Infix-Notation schreiben.

Behauptung: Seifl eine endliche Struktur. it jedesa € N sei (<? ldle a-te Stufe
der simultanen Induktiotiber.S in . Dann gilt fur alle o« € N und aIIe b e AF:

=,

(i) (a,b) e < «— \b\q; a und |dl, < \b]sp

-,

(i) (@,b)e <* < |d, <a und|d|, < |b],.

Aus dieser Behauptung folgt nattrlich sofort die Aussage Satz 5.19, denn laut der Be-
hauptung gilt

und

-,

i<,b < AL ([ifp <:8)(Z7))[db].

Wir filhren den Beweis der Behauptung per Induktion nachir« = 0 ist die Behaup-
tung klar, da es keine Elemente vom Rdnhgibt, und da die O-te Stufe der Induktion die
leere Menge ist.

Seialsax > 1, so dass die Behauptung schondif 1 bewiesen ist. Wir zeigen zunachst,
dasg(i) fur « gilt.

Dazu betrachte zunachst Tupetom Rangt := |b],, < «. Insbesondere igt> 1 (da es
keine Elemente vom Rang 0 gibt), und laut Induktionsannagithe

{deAr a=<'b) = {aeAr:|g,<¢}.

Also wird die Formelp(7, R(d@)/@ < %) in 2 erfullt, wenn< mit <>~ und 7 mit b
belegt wird. D.h. es qilt:

<L) (7, R@) /i <7).
Wird nun=< mit <=1, mitb und Z durch einbeliebigesTupeld € A* belegt, so gilt
(& <*7hab) b= (@ R@)/a<§) <= |, <
Insgesamt gilt daher fir allemit ||, < o und firr alled € A*, dass (@,b) € <* <
@ <lo )
Ist hingegerb ein Tupel mit¢ := |b|, > «, so ist laut Induktionsannahme
{deAr :a=<1p) = {adeAr:ji,<a-1}.

Wegen|5|¢ > a+1 kann kann daher die Formel(y, R(@) /@ < ) nicht in 2 erfullt
sein, wennj mit b und < mit <>~ belegt ist. Deshalb gilt fir alle € A* mit [b|, > a
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und fir alle@ € A*, dass(@, b) ¢ <.
Insgesamt liefert dies Te(l) der Behauptung.

Zum Beweis von Teilii) betrachte zunachst Tupéle A* vom Rangé := ldl, < o
Laut Induktionsannahme gilt

{aeAr a=<*"a} = {aeAr:ja,<¢},

und die Formep (2, R(%) /@ < Z) wird in 2 erfillt, wennz mit @ und< mit <~ belegt
wird. D.h. es gilt:
(A, <>1a@) E (7, R@)/T<7).

Wird nun~< mit <=1, # mit @ und¢ durch einbeliebigesl; e AF belegt, so gilt

(@ <*La5) b (g, R@)/i<7) < [b, % ¢ fal,.

—,

Insgesamt gilt daher fir allé mit |@|, < o und fir alleb € A*, dass(@,b) €< <«
|l < [b],-
Ist hingegerw ein Tupel mit¢ := |d|, > «, so ist laut Induktionsannahme

{deAr a=<"ra} = {aedr :jiy,<a-1}.

Wegen|d|, > a+1 kann kann daher die Formel(Z, R(@)/4 < Z) nicht in 2 erfullt
sein, wennz mit @ und < mit <®~! belegt wird. Deshalb gilt fur all@ mit ||, > « und
fir alleb € A*, dass(a@, b) & <°.

Insgesamt liefert dies Te(ii) der Behauptung. O

Aus den Stage-Comparison-Relationen kann nun sofort detionare Fixpunkt einer
Formel definiert werden:

5.20 Lemma.
Fur jedeirp-Formel (R, 7) ist [ifpp 7 ¢](¥) aquivalent zu & <, ¥ aufFin.

Beweis: klar. O

Als nachstes werden wir zeigen, dass die inflationareges@omparison-Relationen ei-
ner beliebigen.Fr-Formel ¢( R, &), die nicht positiv inR zu sein braucht, bereits itFP
definiert werden konnen. Mit Hilfe des vorhergehenden La®folgt dann leicht, dasspP
undiFp dieselbe Ausdrucksstarke akih besitzen.

5.21 Satz.Seip(R, Z) eineLFP-Formel, nicht unbedingt positiv iR. Dann sind die Stage-
Comparison-Relationer., und <, in LFP definierbar.

Beweis: O.B.d.A. nehmen wir an, dagsdie Form(R(Z) V ¢') hat. Zunachst betrachten
wir noch einmal das System

g, [ ST < p(@ R@)/T<7)
| #<§ — ¢(@ R@)/i<7)
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aus dem Beweis von Satz 5.19. Ziel ist es, dieses System i@geialentes System von
Formeln umzuschreiben, dpositivin < und < sind. Das Problem dabei ist, dass tiberall,
wo in ¢ die Variable R negativ vorkommt, inp(Z, R(@) /@ < ¥) auch die Variable<
negativ vorkommt. Entsprechend kommratuiberall dort inwp(g, R(u) /u < f) negativ
vor, wo R positiv steht. Wir brauchen also eine Definition des KompataR* von R durch
Formeln, die positiv in< und < sind. Dazu nutzen wir aus, dass fiur jede Induktionsstufe
R* mit o > 1 qilt:
(RY) = {ae Ak :.é<al,

wobeic ein beliebiges Tupel vom Rangist.

Wir nehmen zunachst an, dass wir die Relatiogaimd < schon bis zu einer Stufe > 0
definiert hatten, d.h. es gilt

B8
und a<p

Wir konstruieren nun eine Formel, die positiv in< und in< ist, so dass fur all€&, b e Ak
gilt:

(%) @&, < <) b eela b = 1<[ply <B+1 und [al, < [bl,.

Dazu setzen wir
b<(@,§) == 3 (F=7 A p(@ posR(@)/T <7 negR(@) /7 < @) A
(7, posR(ii) /i < Z, negR(i) / 7 < a))

Man sieht leicht, dass die Formelc positiv in < und in < ist. Wir prifen nun nach,
dass(x) erfilllt ist: Istb ein Tupel, so das$ < |b|¢ d_ef < [+ 1, so kdnnen wir furz

ein Tupel¢ vom Rangé—1 wahlen und wissen, dass da5n<5 b erfilllt ist. AuRerdem

—

erfullt b die Formelyp(y, posR(@) /@ < Z, negR(@)/Z < @); undd € A erfullt
¢(Z, posR(a@) /i < 7, negR(i@)/Z < @) genau dann, wenfa|, < & = |b],.
Ist andererseits ein Tupel mit/5|, ¢ > 5 + 1, so gibt es kein Tupet fiir  mit & <5 b,
so das$ die Formelp(y, posR(a) /4 < Z, negR(i) /Z < @) erfullt (denn dann waré
vom Rang< #+1).

Auf ahnlichg Art konstruieren wir nun eine Formel, die positiv in< und in< ist, so
dass fur allez, b € A* gilt:

(%) @, <, <) yfab] <« |, <B+1 und [dl, < [Ble.

Dazu setzen wir

v<(Z,7) = 32<2<2 A @(Z, posR(ii) /i < 7, negR(i)/ Z < i) A

ﬁ<p(g, posR(i) / —Z < i, negR( i)/ —u <Z))
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Man sieht leicht, dass die FormeL positiv in < und in < ist. Wir prifen nun nach, dass

(xx) erfullt ist: Ist @ ein Tupel, so das$ < |dl, def ¢ < B+ 1, so konnen wir furz

ein Tupel@ vom Rangé—1 wahlen und wissen, dass da@n<” EerfUIItht. Aulerdem
erfullt @ die Formely(#, posR(%) /@ < Z, negR(@)/Z < ); undb € AF erfilllt

def |,
= |a|¢.

- (7, posR(@) /-7 < @, negR(&@)/—i < 7) genau dann, wenjp|, > £+1
Ist andererseitg ein Tupel mit|a|, d:efg > 3+ 1, so gibt es kein Tupel fur Z mit ¢ <° ¢,
so dassi die Formelp(Z, posR(w) /4 < Z, negR(w@)/z < ) erfullt (denn dann ware
a vom Rang< +1).

Wir haben jetzt also Formelne unds <, die fur eine gegebene Styfe> 1 der Induktion
Uber< und < die nachste Stufg + 1 definieren. Wir brauchen nun also nur noch Formeln,

die <!, <! definieren. Dazu beachte, dass firr allé € A* gilt:

—, —

o (@0)e<! = Ak (p@ 2)Ap(7,2))ab)
o (@,0)e <! = AR (p(d@ o) A7 2))[d,bl.

Hierbei bedeutep(Z, @), dass inp alle Vorkommen eines AtomB(«) durch eine Formel
ersetzt werden, die niemals erfullt ist (zBc—z=x) und analog fur die anderen Formeln.
Fugen wir jetzt beide Teile zusammen so erhalten wir faligsrSystem

_— {Kﬁ — (p(@ D) A @(7,2)) V v<(E §)
| T<g — (p(@2)N97,2)) V <(T,7).

Nach Konstruktion sind alle Formgln iA positiv in < und in<, und es gilt fur alle endli-
chen Strukture®( und alle Tupeli, b € A*:

A = (Ufp <TIF§)GE0 = i, <[bly #
—  deR>und|d|, < |b|,.
]

Zusammen mit Lemma 5.20 folgt das nachste Theorem mitieds &ichten Induktion
Uber den Formelaufbau, bei ddip-Operatoren von innen nach auf3en in entsprechende
LFP-Formeln umgewandelt werden.

5.22 Theorem(Gurevich, Shelah, 1986) IFP = LFP auf Fin,
das heifl3t, jede Formeb € IFPist auf der Klasse aller endlichen Struktur&quivalent zu
einer Formely™ € LFP.

Beweis: “>" wurde bereits in Proposition 2.37 gezeigt.

“<” folgt per Induktion nach dem Aufbau volrP-Formeln. Einziger interessanter Fall:
Gegeben sei eingp-Formely der Form [ifpy z (R, #)](t). GemaR Induktionsannahme
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, das&R, 7) eineLFP-Formel ist (die nicht unbedingt posi-
tivin R sein muss). Aus Lemma 5.20 wissen wir, dgfsp, z (R, #)](t) aquivalent ist zu
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t <, t. Satz 5.21 besagt, dass die Stage-Comparison-Relation LFP definiert werden

kann. Somit ist die Forméifpy, » o(R,)|(t) aquivalent (aufFin) zu einerLFP-Formel.
U

5.23 Bemerkung. Theorem 5.22 gilt auch im Unendlichen (d.h. fur die Klagker Struk-
turen), ist aber aufwandiger zu beweisen — dies wurde ipt#te Kreutzers Dissertation

(2002) gezeigt.
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