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0 Einleitung

In diesem Kapitel werden die dieser Vorlesung zu Grunde liegenden Fragestellungen an-
hand von Beispielen aus den BereichenDatenbankenundKomplexiẗatstheorievorgestellt.
Insbesondere werden hier Formeln derLogik erster Stufe— oder Erweiterungen dieser Lo-
gik — auf informelle Weise benutzt und erst in späteren Kapiteln präzise eingeführt.

0.1 Logiken als Datenbank-Anfragesprachen

Als Beispiel-Datenbank betrachten wir eineBibliothek, die aus einer Sammlung von Arti-
keln besteht. Genauer gesagt hat unsere Datenbank u.a. eineRelationArtikel mit den Attri-
butenTitel, Autor, Konferenz, Jahr.

0.1 Beispiele.In unserer Beispiel-Datenbank besteht die RelationArtikel aus den in Tabel-
le 0.1 angegebenen Tupeln.

Anfrage 1: Als erstes wollen wirTitel undJahr aller bei einer LICS-Konferenz
veröffentlichten Arbeiten wissen.

In der in der Praxis weit verbreiteten Datenbank-Anfragesprache SQL lässt sich diese An-
frage beispielsweise durch folgende Anweisung formulieren:

SELECT DISTINCT Titel, Jahr
FROM Artikel
WHERE Konferenz = ’LICS’

Dieselbe Anfrage lässt sich auch durch folgende Formel derLogik erster Stufe (kurz:FO-
Formel)ϕ(t, j) beschreiben:

ϕ1(t, j) := ∃ a ∃ k
(

Artikel(t, a, k, j) ∧ k = ’LICS’
)
.

Als nächstes wollen wir folgende Anfrage stellen:

Anfrage 2: Alle Autoren, die (laut unserer Datenbank) bei keiner LICS-Konferenz
veröffentlicht haben.

Formal lässt sich diese Anfrage folgendermaßen ausdrücken:

1



2 0 Einleitung

RelationArtikel:

Titel Autor Konferenz Jahr

Typechecking... Neven LICS 2001
Typechecking... Alon LICS 2001
Typechecking... Suciu LICS 2001
Typechecking... Vianu LICS 2001
Typechecking... Milo LICS 2001
Learnability... Grohe STACS 2002
Learnability... Turan STACS 2002
Expressive... Kreutzer LICS 2002
Succinctness... Schweikardt LICS 2004
Succinctness... Grohe LICS 2004
Investing in Research Gates SIGMOD 1998
Harry Potter and... Rowling none 2003
Relational... Immerman STOC 1982
Sure monochromatic... Erdös Acta Arith. 1996
Sure monochromatic... Alon Acta Arith. 1996
Two lower bounds... Turan STOC 1986
Two lower bounds... Ajtai STOC 1986
On Turan’s theorem... Ajtai Combinatorica 1981
On Turan’s theorem... Erdös Combinatorica 1981
Tailoring... Grädel ICALP 1994
Tailoring... Gurevich ICALP 1994
An n! lower bound... Immerman LICS 2001
An n! lower bound... Adler LICS 2001
Two-variable... Grädel LICS 1999
Two-variable... Rosen LICS 1999

Tabelle 0.1: Beispiel-Relation in einer Bibliotheks-Datenbank
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0.1 Logiken als Datenbank-Anfragesprachen 3

In der Datenbankanfragesprache SQL:

SELECT DISTINCT A.Autor
FROM Artikel A
WHERE A.Autor NOT IN ( SELECT B.Autor

FROM Artikel B
WHERE B.Konferenz = ’LICS’ )

In der Logik erster Stufe (FO):

ϕ2(a) := ∃ t ∃ k ∃ j Artikel(t, a, k, j) ∧
∀t′ ∀k′ ∀j′ ( Artikel(t′, a, k′, j′) → ¬ k′ = ’LICS’ )

Unsere dritte Beispiel-Anfrage lautet:

Anfrage 3: Alle Autoren, derenErdös-Nummer6 2 ist.

Die Erdös-Nummerist nach dem Mathematiker Paul Erdös (∗1913 in Budapest,†1996 in
Warschau) benannt, der mehr als 1500 Arbeiten in den Gebieten Zahlentheorie, Graphen-
theorie, Kombinatorik, diskrete Mathematik und Grundlagen der Informatik veröffentlicht
hat. Paul Erdös selbst hat dieErdös-Nummer0, seine Koautoren haben Erdös-Nummer 1,
die Koautoren seiner Koautoren haben Erdös-Nummer 2 usw. Beispielsweise ist die Erdös-
Nummer von Miklos Ajtai1, die von Martin Grohe3, die von Bill Gates4 und die von
J.K. Rowling∞.
Obige Anfrage 3 lässt sich formal folgendermaßen ausdrücken:

In SQL:

SELECT DISTINCT D.Autor
FROM Artikel A, Artikel B, Artikel C, Artikel D
WHERE ( A.Autor = ’Erd ös’ AND

B.Titel = A.Titel AND
C.Autor = B.Autor AND
D.Titel = C.Titel )

In FO:

ϕ3(a) := ∃t1 ∃a1 ∃k1 ∃j1
(

Artikel(t1, ’Erdös’, k1, j1) ∧ Artikel(t1, a1, k1, j1) ∧
∃t2 ∃k2 ∃j2 ( Artikel(t2, a1, k2, j2) ∧ Artikel(t2, a, k2, j2) )

)

Die Logik erster Stufe (FO) wird oft auch als der “logische Kern von SQL” bezeichnet, da
sehr viele grundlegende SQL-Anfragen auch inFO ausgedrückt werden können,FO ma-
thematisch gut untersucht ist und – im Gegensatz zur SpracheSQL – eine überschaubare
(kurze) Syntax- und Semantik-Definition hat.

Als letztes Beispiel betrachten wir folgende Anfrage:
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Anfrage 4: Alle Autoren mit Erdös-Nummer<∞.

Die folgende Formulierung dieser Anfrage in SQL definiertrekursivdie MengeE-Autoren
aller Autoren mit – Erdös-Nummer 0

– Erdös-Nummer 1
– Erdös-Nummer 2

–
...

In SQL:

WITH RECURSIVE E-Autoren(Autor) AS
( SELECT Autor

FROM Artikel
WHERE Autor=’Erd ös’

UNION
SELECT B.Autor

FROM E-Autoren E, Artikel A, Artikel B
WHERE ( A.Autor = E.Autor AND B.Titel = A.Titel )

)
SELECT *

FROM E-Autoren

In FO lässt sich diese Anfrage nicht formulieren (einen Beweis dafür werden wir später
im Kapitel überEhrenfeucht-Fräısśe Spielekennenlernen). Um auch “rekursive” Anfragen
definieren zu können, kann man Erweiterungen der Logik erster Stufe, beispielsweiseFix-
punktlogikenoder dieLogik zweiter Stufeverwenden.

Wichtige Fragestellungen bzgl. Logik und Datenbanken:

Gegeben eine Datenbank-Anfragesprache bzw. Logik,

• welche Art von Anfragen kann man in der Sprache stellen?

• welche nicht?

• wie aufwendig ist es, eine Anfrage in einer Datenbank auszuwerten?

0.2 Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

0.2 Beispiel(3-Färbbarkeit von Graphen).

Zur Erinnerung:
Ein GraphG = (V,E) heißt3-färbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben gefärbt werden
können, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben.
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0.2 Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen 5

Somit gilt:

G 3-färbbar ⇐⇒ ex.R ⊆ V ,G ⊆ V ,B ⊆ V , so dass f.a.u, v ∈ V gilt:

fallsE(u, v), so

¬
((
R(u) ∧R(v)

)
∨

(
G(u) ∧G(v)

)
∨

(
B(u) ∧B(v)

))

⇐⇒ G |= Φ3-col,

wobei die FormelΦ3-col folgendermaßen definiert ist:

∃R ∃G ∃B ∀v
((
R(v) ∧ ¬G(v) ∧ ¬B(v)

)
∨

(
¬R(v) ∧G(v) ∧ ¬B(v)

)
∨

(
¬R(v) ∧ ¬G(v) ∧B(v)

))

∧

∀u ∀v E(u, v) → ¬
((
R(u) ∧R(v)

)
∨

(
G(u) ∧G(v)

)
∨

(
B(u) ∧B(v)

))

.

Φ3-col ist eine Formel derLogik zweiter Stufe(SO), die eine wichtige Rolle in dieser Vorle-
sung spielt (. . . sie wird später noch formal eingeführt).Zusammenfassend haben wir gese-
hen, dassΦ3-col eine Formel ist, die das folgende Berechnungsproblem beschreibt:

3-FÄRBBARKEIT

Eingabe:Ein GraphG.
Frage: IstG 3-färbbar?

0.3 Beispiel(Erreichbarkeit).
Das Erreichbarkeitsproblem ist folgendermaßen definiert:

ERREICHBARKEIT

Eingabe:Ein GraphG und 2 Knotens, t vonG.
Frage: Gibt es inG einen Pfad vons nacht?

Die Antwort auf obige Frage ist genau dann “ja”, wenn gilt:(G, s, t) |= Φreach, wobei

Φreach := [tcx;y E(x, y)]
︸ ︷︷ ︸

(s, t)

“verallgemeinerter Quantor”, der den transitiven Abschluss der
RelationE bezeichnet. Dertc-Operator wird später in dieser Vor-
lesung auch formal eingeführt.

Wichtige Fragestellungen bzgl. Logik und Komplexiẗatstheorie:

• WelcheKomplexiẗatsklassenwerden durch welcheLogikencharakterisiert?

• Gegeben eine Logik (die eine Komplexitätsklasse charakterisiert), wie kann man
für ein bestimmtes Problem zeigen, dass esnicht in der Logik beschreibbar ist?
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0.3 Logiken zur Hardware- und Prozess-Spezifikation und
Verifikation

Bestimmte Aspekte von Hardware-Komponenten oder Prozessen werden oft als so genannte
Transitionssysteme(das sind gefärbte Graphen) modelliert. Dies hat zur Folge, dass Eigen-
schaften der Hardware-Komponenten bzw. Prozesse durch Formeln einer Logik beschrie-
ben, d.h.spezifiziertwerden können. Ein Ziel ist nun, automatisch zu testen, ob die zu unter-
suchende Komponente bestimmte erwünschte Eigenschaftenhat – beispielsweise, ob eine
Drucker-Warteschlange die Eigenschaft hat, dass jeder Druckjob irgendwann auch wirklich
gedruckt wird.

Auch in diesem Bereich treten ähnliche Fragestellungen wie in den beiden vorherigen
Bereichen auf:

Wichtige Fragestellungen bzgl. Spezifikation und Verifikation:

• WelcheEigenschaftenkönnen durch welcheLogikenspezifiziert werden?

• Gegeben ein Transitionssystem und eine Formel einer bestimmten Logik, wie schwer
ist es, zu entscheiden, ob das Transitionssystem die Formelerfüllt?

0.4 Aufbau der Vorlesung

Die VorlesungLogik und Komplexiẗat wird voraussichtlich aus den folgenden Kapiteln be-
stehen:

0. Einleitung

1. Grundlagen

2. Deskriptive Komplexität

3. Ehrenfeucht-Fraı̈ssé Spiele

4. Der Satz von Gaifman

5. Fixpunktlogiken

0.5 Literatur

[EF] H.-D. Ebbinghaus und J. Flum.Finite Model Theory. Springer-Verlag, 2te Auflage,
1999.

[I] N. Immerman.Descriptive Complexity. Springer-Verlag, 1999.
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1 Grundlagen

Wir schreibenZ für die Menge der ganzen Zahlen,N für die Menge{0, 1, 2, . . .} der natürli-
chen Zahlen undN>1 für die Menge derpositivennatürlichen Zahlen.R bezeichnet die
Menge der reellen Zahlen undR>0 die Menge der reellen Zahlen> 0.
IstM eine Menge, so schreiben wirPot(M) für die PotenzmengevonM , d.h.

Pot(M) = {X : X ⊆M}.

SindA undB Mengen,f : A→ B eine Funktion,~a = (a1, . . , ak) ∈ Ak undR ⊆ Ak, für
eink ∈ N>1, so setzen wir

f(~a) :=
(
f(a1), . . , f(ak)

)
∈ Bk und f(R) := {f(~a) : ~a ∈ R} ⊆ Bk.

1.1 Logik erster Stufe (FO)

Dieser Abschnitt gibt eine sehr knappe Einführung in einige Grundbegriffe der Logik erster
Stufe. Mehr zu diesem Thema findet sich im Skript zur Vorlesung Theoretische Informa-
tik I von Prof. Grohe; siehehttp://www.informatik.hu-berlin.de/logik/
lehre/WS04-05/ThI1/folien.html . Für eine umfassende Einführung in die Lo-
gik erster Stufe sei auf das Buch

Einführung in die mathematische Logik
von H.-D. Ebbinghaus, J. Flum und W. Thomas, Springer-Verlag

verwiesen.

1.1 Definition (Signatur, Struktur).

(a) EineSignatur(oderSymbolmenge, Vokabular) ist eine endliche Menge

σ = {R1, . . , Rk , c1, . . , cℓ},

für k, ℓ ∈ N.
Die SymboleR1, . . , Rk heißenRelationssymbole, die Symbolec1, . . , cℓ heißenKon-
stantensymbole.
JedesRi hat eine festeStelligkeit(Arität) ar(Ri) ∈ N.

(b) Eineσ-Struktur

A = (A,σA) = (A,RA
1 , . . , R

A
k , c

A
1 , . . , c

A
ℓ )

besteht aus

9



10 1 Grundlagen

• einer MengeA, demUniversum(oderTräger) vonA,

• einerar(Ri)-stelligen RelationRA
i ⊆ A

ar(Ri), für jedesi 6 k, und

• einem ElementcAj ∈ A, für jedesj 6 ℓ.

A heißtendlich, falls das UniversumA endlich ist.

1.2 Beispiele.

• Ein GraphG = (V,EG) ist eine{E}-Sturktur, wobeiE ein 2-stelliges Relationssymbol
ist.

• N := (N, <N,+N,×N, 0N, 1N) ist eine{<,+,×, 0, 1}-Struktur, wobei< ein 2-stelliges
Relationssymbol,+ und× 3-stellige Relationssymbole und 0 und 1 Konstantensymbole
sind. Hier sollen0N und 1N die natürlichen Zahlen 0 und 1 bezeichnen,<N soll die
natürliche lineare Ordnung aufN bezeichnen, und+N bzw.×N die Graphen der Addition
bzw. Multiplikation, d.h.

+N := {(a, b, c) ∈ N3 : a+ b = c} und ×N := {(a, b, c) ∈ N3 : a · b = c}.

• Unsere Bibliotheksdatenbank aus Beispiel 0.1 ist eine{Artikel}-Struktur, wobeiArtikel
ein 4-stelliges Relationssymbol ist. Das Universum dieserStruktur ist eine Teilmenge der
Menge aller Worte über den Zeichen des ASCII-Alphabets.

1.3 Definition (Homomorphismus, Isomorphismus).
SeienA,B σ-Strukturen, wobeiσ eine Signatur sei.

(a) EinHomomorphismush : A→ B ist eine Abbildungh : A→ B, für die gilt:

• h(cA) = cB, für alle Konstantensymbolec ∈ σ,

• h(RA) ⊆ RB, für alle RelationssymboleR ∈ σ.1

(b) Ein Homomorphismush : A→ B heißtIsomorphismus, falls

• h eineBijektionvonA nachB ist und

• ~a ∈ RA ⇐⇒ h(~a) ∈ RB,
für alle RelationssymboleR ∈ σ und alle~a ∈ Aar(R).

(c) A undB heißenisomorph, falls es einen Isomorphismush : A→ B gibt.
Wir schreiben dann kurzA ∼= B (oder genauerh : A ∼= B).

1.4 Beispiel. Die {<, 0, 1}-Struktur(N, <N, 0N, 1N) ist isomorph zur Struktur

A = (Z60, <
A, 0A, 1A)

mit Z60 := {z ∈ Z : z 6 0}, <A:= {(a, b) ∈ Z 2
60

: a > b}, 0A := 0N und1A := −1.
Die Abbildungh : N → Z60 mit h(n) := −n, für allen ∈ N, liefert einen Isomorphismus
von (N, <N, 0N, 1N) nachA.

1Zur Erinnerung:h(RA) =
˘`

h(a1), . . , h(ak)
´ ˛

˛ (a1, . . , ak) ∈ RA
¯

, wobeik := ar(R).
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1.1 Logik erster Stufe (FO) 11

1.5 Definition (Syntax der Logik erster StufeFO). Seiσ eine Signatur.

(a) Var1 := {vari : i ∈ N>1} ist die Menge alleVariablen erster Stufe(oderIndividuen-
variablen).

(b) Die FormelmengeFO[σ] ist induktiv wie folgt definiert:

(A1) R(v1, . . , vk) gehört zuFO[σ], für alle RelationssymboleR ∈ σ, k := ar(R),
v1, . . , vk ∈ Var1 ∪ {c ∈ σ : c ist ein Konstantensymbol}.

(A2) v = v′ gehört zuFO[σ], für alle
v, v′ ∈ Var1 ∪ {c ∈ σ : c ist ein Konstantensymbol}.

(BC) Sindψ,ϕ1, ϕ2 Formeln inFO[σ], so gehören auch die folgenden Formeln zu
FO[σ]: • ¬ψ (Negation) • (ϕ1 → ϕ2) (Implikation)

• (ϕ1 ∨ ϕ2) (Oder) • (ϕ1 ↔ ϕ2) (genau dann wenn)
• (ϕ1 ∧ ϕ2) (Und).

(Q1) Istψ eine Formel inFO[σ] undx ∈ Var1, so gehören auch folgende Formeln zu
FO[σ]: • ∃x ψ (Existenzquantor)

• ∀x ψ (Allquantor).

(c) Die mit (A1) und(A2) gebildeten Formeln heißenatomareσ-Formeln.

1.6 Definition (Belegungen und Interpretationen). Seiσ eine Signatur.

(a) Eineσ-InterpretationI = (A, β) besteht aus einerσ-StrukturA und einerBelegung
β : Var1 → A, die jeder Variablen einen Wert aus dem Universum vonA zuordnet.
Oft erweitern wir den Definitionsbereich vonβ um die Konstantensymbole ausσ und
setzenβ(c) := cA, für alle Konstantensymbolec ∈ σ.

(b) Ist x ∈ Var1, a ∈ A und β : Var1 → A, so ist die Belegungβ a
x : Var1 → A

folgendermaßen definiert:β a
x(y) :=

{
a falls y = x
β(y) sonst.

1.7 Definition (Semantik der Logik erster Stufe). Seiσ eine Signatur,I = (A, β) eineσ-
Interpretation undϕ eineFO[σ]-Formel. DieModellbeziehungI |= ϕ (in Worten:I erfüllt ϕ
bzw.I ist Modellvonϕ) ist folgendermaßen per Induktion über den Formelaufbau definiert:

• Fallsϕ gemäß Regel (A1) gebildet ist, soI |= ϕ :⇐⇒
(
β(v1), . . , β(vk)

)
∈ RA.

• Fallsϕ gemäß Regel (A2) gebildet ist, soI |= ϕ :⇐⇒ β(v) = β(v′).

• Fallsϕ gemäß Regel (BC) gebildet ist undϕ von der Form

− ¬ψ, so I |= ϕ :⇐⇒ nicht I |= ψ (kurz: I 6|= ψ).

− (ϕ1 ∨ ϕ2), so I |= ϕ :⇐⇒
(

I |= ϕ1 oderI |= ϕ2

)
.

− (ϕ1 ∧ ϕ2), so I |= ϕ :⇐⇒
(

I |= ϕ1 undI |= ϕ2

)
.
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− (ϕ1 → ϕ2), so I |= ϕ :⇐⇒
(

falls I |= ϕ1, so auchI |= ϕ2

)
.

− (ϕ1 ↔ ϕ2), so I |= ϕ :⇐⇒
(

I |= ϕ1 genau dann, wennI |= ϕ2

)
.

• Fallsϕ gemäß Regel (Q1) gebildet ist undϕ von der Form

− ∃x ψ, so I |= ϕ :⇐⇒ es gibt eina ∈ A, so dass(A, β a
x) |= ψ.

− ∀x ψ, so I |= ϕ :⇐⇒ für allea ∈ A gilt (A, β a
x
) |= ψ.

1.8 Definition (Freie Variablen einer Formel). Seiσ eine Signatur.

(a) Die Mengefrei(ϕ) derfreien VariableneinerFO[σ]-Formelϕ ist induktiv folgenderma-
ßen definiert:

• Fallsϕ gemäß Regel (A1) gebildet ist, so istfrei(ϕ) := {v1, . . , vk} ∩ Var1.

• Fallsϕ gemäß Regel (A2) gebildet ist, so istfrei(ϕ) := {v, v′} ∩ Var1.

• Fallsϕ gemäß Regel (BC) gebildet ist, so ist

frei(ϕ) :=

{
frei(ψ) falls ϕ von der Form¬ψ
frei(ϕ1) ∪ frei(ϕ2) falls ϕ von der Form(ϕ1 ∗ ϕ2), für ∗ ∈ {∨,∧ →,↔}.

• Fallsϕ gemäß Regel (Q1) gebildet ist, so istfrei(ϕ) := frei(ψ) \ {x}.

(b) EineFO[σ]-Formelϕ heißtSatz, fallsϕ keine freien Variablen hat, d.h.frei(ϕ) = ∅.

1.9 Notation.

(a) Wir werden oft Symbole wiex, y, z, u, v, x1, x2, x3, . . . verwenden, um Variablen erster
Stufe zu bezeichnen.

(b) Wir schreibenϕ(x1, . . , xs) um anzudeuten, dassfrei(ϕ) = {x1, . . , xs}.

(c) Istϕ(x1, . . , xs) eineFO[σ]-Formel,A eineσ-Struktur unda1, . . , as ∈ A, so schreiben
wir

A |= ϕ[a1, . . , as],

falls die Formelϕ in der StrukturA erfüllt ist, wenn die freien Vorkommen der Varia-
blenx1, . . , xs durch die Wertea1, . . , as belegt werden. Formal heißt das, dass(A, β) |=
ϕ, wobeiβ eine Belegung mitβ(xi) = ai, für alle i ∈ {1, . . , s} ist.

(d) ϕ(A) := {(a1, . . , as) ∈ A
s : A |= ϕ[a1, . . , as]}.

(e) Für eine Signaturσ = {R1, . . , Rk , c1, . . , cℓ} schreiben wir oftFO[R1, . . , Rk, c1, . . , cℓ]
an Stelle vonFO[{R1, . . , Rk, c1, . . , cℓ}], um die Klasse allerFO[σ]-Formeln zu be-
zeichnen.

1.10 Definition (Theorie, Modellklasse).
SeiL eine Logik undψ einL -Satz. SeiK eine Klasse von Strukturen und seiA ∈ K.

Nicole Schweikardt· Vorlesung Logik und Komplexität· SoSe 2007· HU Berlin
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(a) ThL (A) := {ϕ ∈ L : A |= ϕ} ist dieL -Theorieder StrukturA.

(b) ModK(ψ) := {B ∈ K : B |= ψ} ist dieModellklassevonψ bezüglichK.

1.11 Definition (Klassen von Strukturen).

Mit







All
Fin
Ord
FinOrd







bezeichnen wir die Klasse







aller
aller endlichen
aller geordneten
aller endlichen geordneten







Strukturen.

Hierbei heißt eine StrukturA geordnet, falls es in ihrer Signatur ein 2-stelliges Relations-
symbol< gibt, so dass<A eine lineare Ordnungauf dem UniversumA ist, d.h.<A ist
transitiv2, antisymmetrisch3 undkonnex4.

1.2 Einführung in die Komplexit ätstheorie

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige für diese Vorlesung wichtige Begriffe aus der
Komplexitätstheorie. Für eine umfassende Einführung in die Komplexitätstheorie sei auf
das Buch

Computational Complexity
von C. Papadimitriou, Addison-Wesley, 1994

verwiesen.

1.2.1 Turing-Maschinen und Berechenbarkeit

Turing-Maschinen sind von dem englischen Mathematiker Alan Turing (1912–1954) ein-
geführt worden.

Turing-Maschinen intuitiv:

Das hier benutzte Modell von Turing-Maschinen ist eine 1-Band Turing-Maschine mit
linksseitig begrenztem Arbeitsband, bei dem die Eingabe zuBeginn auf dem Arbeitsband
gespeichert ist. Es gibt Anweisungen der Form

(q, a, q′, b, 1),

die folgendes besagen: Wenn die Maschine im Zustandq ist und ihr Schreib-/Lesekopf das
Symbola liest, dann kann sie in den Zustandq′ wechseln, das gelesene Symbola durch
das Symbolb ersetzen und anschließend den Schreib-/Lesekopf eine Position nach rechts
bewegen.
Die Maschinehält an, wenn sie einen Endzustand erreicht.

2D.h. für allea, b, c ∈ A gilt: Fallsa <A b und b <A c, so aucha <A c.
3D.h. für allea, b ∈ A gilt: Falls (a, b) ∈<A , so(b, a) 6∈<A .
4D.h. für allea, b ∈ A gilt: a <A b oder b <A a oder b = a.
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Formale Definition von Turing-Maschinen:

1.12 Definition (Turing-Maschine).
Einenichtdeterministische Turing-Maschine(kurz: NTM)

M = (Q,Σ,Γ,∆, q0, F ),

besteht aus

• einer endlichen MengeQ von Zuständen,

• einem endlichen ArbeitsalphabetΓ mit ausgezeichnetemBlank-Symbol�,

• einem EingabealphabetΣ ⊆ Γ \ {�},

• einem Anfangszustandq0,

• einer MengeF = Fakz∪̇Fverw ⊆ Q von Endzuständen, die aus einer MengeFakz von
akzeptierendenund einer MengeFverw von verwerfendenEndzuständen besteht,

• einerÜbergangsrelation∆ ⊆ (Q \ F )× Γ×Q× Γ× {−1, 0, 1}.

M heißtdeterministisch(kurz:M ist eine DTM), falls für alleq ∈ Q \ F unda ∈ Γ genau
ein q′ ∈ Q, a′ ∈ Γ undm ∈ {−1, 0, 1} mit (q, a, q′, a′,m) ∈ ∆ existiert. In diesem Fall
schreiben wir oft

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ),

mit Überführungsfunktionδ : (Q \ F )× Γ → Q× Γ× {−1, 0, 1}.

1.13 Definition (Konfigurationen einer TM).

(a) EineKonfigurationeiner Turing-MaschineM = (Q,Σ,Γ,∆, q0, F ) ist ein Tripel

c = (q, p, u) ∈ Q× N× Γ∗

mit p 6 |u|. D.h. eine Konfiguration ist eine vollständige Beschreibung aller relevanten
Daten über einen bestimmten Zeitpunkt während einer Berechnung. Die Konfiguration
c = (q, p, u) gibt an, dass die Maschine sich im Zustandq befindet, der Kopf an Position
p steht und die Inschrift des Arbeitsbandes geradeu ist.

Beachte:u ist ein WortendlicherLänge. Die unendlich vielen�-Symbole weiter rechts
auf dem Arbeitsband werden weggelassen.

(b) Wir bezeichnen die Menge aller möglichen Konfigurationen vonM mit CM .

(c) DieStartkonfigurationvonM bei Eingabew istC0(w) := (q0, 0, w�).

(d) Eine KonfigurationC = (q, p, u) heißtEndkonfiguration, falls q ∈ F . Sie heißtakzep-
tierend, falls q ∈ Fakz undverwerfend, falls q ∈ Fverw.
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1.14 Definition (Lauf einer TM). SeiM = (Q,Σ,Γ,∆, q0, F ) eine Turing-Maschine.

(a) DieÜbergangsrelation∆ induziert eine (partielle) Funktion

NextM : CM → Pot(CM ),

wobei fürC = (q, p, u) ∈ CM gilt:5

NextM (C) :=







(q′, p′, u′)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

es gibta, b ∈ Γ undm ∈ {−1, 0, 1}, so dass
(q, a, q′, b,m) ∈ ∆, p′ = p+m,up = a, u′p = b,
u′i = ui für alle i 6= p, und |u′| = |u|, falls
p′ < |u| bzw. |u′| = |u| + 1 undu′p′ = �, falls
p′ = |u|.







.

NextM (C) enthält also alle KonfigurationenC ′, so dassM von KonfigurationC in
einem Schritt in die KonfigurationC ′ übergehen kann.

Bemerkung:IstM deterministisch, so enthält NextM (C) höchstens eine Konfiguration,
d.h. die Maschine geht von einem Berechnungszustand in einen eindeutig bestimmten
nächsten Berechnungszustand über.

(b) Auf Eingabew definiert die Turing-MaschineM einenBerechnungsbaumBM (w) wie
folgt: Der Baum hat einen mitC0(w) beschrifteten Wurzelknoten. Istv ein mitC be-
schrifteter Knoten im Baum, so hat er für jedesC ′ ∈ NextM (C) einen Kindknoten mit
BeschriftungC ′.

(c) EinLauf der TMM auf Eingabew ist ein Pfad im Berechnungsbaum, der an der Wur-
zel beginnt und entweder unendlich lang ist oder in einer Endkonfiguration endet (der
Lauf heißt dannendlichbzw. terminierend).

Bemerkung:Ein Lauf entspricht also einer möglichen Berechnung vonM auf Eingabe
w. Wenn die TM nicht deterministisch ist, kann sie auf der gleichen Eingabe verschie-
dene Berechnungen ausführen.

(d) Ein Lauf heißtakzeptierend(verwerfend), falls er in einer akzeptierenden (verwerfen-
den) Endkonfiguration endet.

1.15 Definition (Sprache einer TM).

(a) Eine Turing-MaschineM akzeptierteine Eingabew, falls es (mindestens) einen akzep-
tierenden Lauf vonM aufw gibt.
M verwirft eine Eingabew, falls alle terminierenden Läufe vonM aufw verwerfen.

(b) Die SpracheL(M) := {w ∈ Σ∗ : M akzeptiertw} heißt die vonM akzeptierte
Sprache.

5Hierbei istu = u0 · · ·uℓ mit ui ∈ Γ. Mit |u| bezeichnen wir dieLängedes Wortsu, also|u| = ℓ+ 1.
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(c) Eine SpracheL ⊆ Σ∗ heißtsemi-entscheidbar, falls es eine Turing-MaschineM gibt,
so dassL = L(M).

(d) Eine SpracheL ⊆ Σ∗ heißt entscheidbar, falls es eine Turing-MaschineM gibt, so
dassL = L(M) und jeder Lauf vonM auf jeder Eingabew terminiert.

1.16 Bemerkungen.

(a) Man beachte die Asymmetrie in der Definition desAkzeptierenseiner Eingabew: Zum
Akzeptieren eines Wortsw muss es nur (mindestens) einen akzeptierenden Lauf geben.
Zum Verwerfen des Wortsw müssen hingegen alle Läufe bei Eingeabew verwerfen
oder nicht-terminierend sein.

(b) IstM deterministisch, so besteht der Berechnungsbaum nur aus einem Pfad (d.h. jeder
Knoten hat höchstens einen Nachfolger). Die Berechnung von M auf Eingabew ist
also eindeutig.

Es ist bekannt, dass deterministische und nichtdeterministische Turing-Maschinen genau
dieselben Sprachen entscheiden können:

1.17 Satz.
Jede durch eine nichtdeterministische Turing-Maschine (semi-)entscheidbare SpracheL ist
auch durch eine deterministische Turing-Maschine (semi-)entscheidbar.

(Hier ohne Beweis.)

Das Halteproblem für Turing-Maschinen:

Man kann Turing-MaschinenM und Eingabenw als Wörterρ(M) undρ(w) über einem fe-
sten, von der TM unabhängigen, AlphabetA so kodieren, dass sich die Berechnung vonM
aufw effektiv ausρ(M) undρ(w) rekonstruieren lässt (die genaue Wahl der Kodierung ist
für diese Vorlesung nicht wichtig und wird deshalb hier weggelassen). Unter Verwendung
einer solchen Kodierung kann man Eingabenρ(M)#ρ(w) über dem AlphabetA ∪̇ {#}
betrachten und eine Turing-MaschineU bauen, die bei Eingabeρ(M)#ρ(w) die Berech-
nung vonM aufw simuliert. Eine solche MaschineU heißtuniverselle Turing-Maschine.

1.18 Definition (Halteproblem). DasHalteproblemist die Sprache

H := { ρ(M)#ρ(w) : M ist eine DTM,w eine Eingabe fürM ,M terminiert aufw }.

DasHalteproblem auf leerem Eingabewortist die Sprache

Hε := { ρ(M) : M ist eine DTM,M terminiert bei Eingabeε }.

Dabei bezeichnetε dasleere Wort.

1.19 Satz.
Das HalteproblemH für Turing-Maschinen und das HalteproblemHε auf leerem Eingabe-
wort ist nicht entscheidbar (aber semi-entscheidbar).

(Hier ohne Beweis.)
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1.2.2 Komplexitätsklassen

Neben der Frage nach dem absolut Berechenbaren interessieren wir uns für Berechenbar-
keit innerhalb einer gegebenen Menge von Ressourcen. Die wichtigsten Ressorcen, deren
Verfügbarkeit oft beschränkt ist, sindZeit undPlatz.

1.20 Definition.
SeienT, S : N→ R>0 monoton wachsende Funktionen, und seiM eine TM.

(a) M heißtT -zeitbeschr̈ankt, falls jede Berechnung vonM auf Eingaben der Längen
höchstensT (n) Schritte macht. D.h. für allen ∈ N und alle Eingabewortew der Länge
n gilt: Jeder Pfad im BerechnungsbaumBM (w) hat die Länge6 T (n).

(b) M heißtS-platzbeschr̈ankt, falls jede Berechnung vonM auf Eingaben der Längen
höchstensS(n) Speicherstellen benutzt. D.h. für allen ∈ N, alle Eingabewortew der
Längen und jeden Knotenv im BerechnungsbaumBM (w) gilt: Ist (q, p, u) die Konfi-
guration, mit derv beschriftet ist, so hat das Wortu die Länge|u| 6 S(n).

1.21 Definition (Komplexitätsklassen).
SeienS, T : N→ R>0 monoton wachsende Funktionen.

(a) DTIME(T ) (bzw. DSPACE(S)) ist die Klasse aller SprachenL, für die es einedetermini-
stischeTuring-MaschineM gibt, dieT -zeitbeschränkt (bzw.S-platzbeschränkt) ist und
für die gilt:L = L(M).

(b) NTIME(T ) (bzw. NSPACE(S)) ist die Klasse aller SprachenL, für die es einenichtdeter-
ministischeTuring-MaschineM gibt, dieT -zeitbeschränkt (bzw.S-platzbeschränkt) ist
und für die gilt:L = L(M).

(c) P := PTIME :=
⋃

k∈N

DTIME(nk),

NP :=
⋃

k∈N

NTIME(nk),

EXPTIME :=
⋃

k∈N

DTIME(2(nk)),

NEXPTIME :=
⋃

k∈N
NTIME(2(nk)),

PSPACE :=
⋃

k∈N

DSPACE(nk),

NPSPACE :=
⋃

k∈N

NSPACE(nk),

EXPSPACE :=
⋃

k∈N

DSPACE(2(nk)),

NEXPSPACE :=
⋃

k∈N
NSPACE(2(nk)).

Beachte:Komplexitätsklassen sind keine Klassen von Turing-Maschinen sondern Klassen
von Problemen (d.h. Sprachen, d.h. Mengen von Worten über einem Alphabet).

Zwei weitere wichtige Platzkomplexitätsklassen sind dieKlassenLOGSPACEundNLOGSPACE

aller Probleme, die durch Turing-Maschinen gelöst werdenkönnen, deren Platzverbrauch
bei Eingaben der Längen nur höchstens von der GrößeO(log n) ist. Da log n < n ist,
heißt das, dass das Arbeitsband viel zu kurz ist um das ganze Eingabewort zu enthalten. Zur
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Definition der KlassenLOGSPACEund NLOGSPACEwerden daher Turing-Maschinen benutzt,
die ein separatesEingabebandbesitzen, dessen Kopf nur zum Lesen des Eingabeworts,
nicht aber zum Schreiben genutzt werden kann. Neben diesem Eingabeband gibt es ein
(herkömmliches)Arbeitsband, das zu Beginn der Berechnung leer ist. Für eine monoton
wachsende FunktionS : N→ R>0 schreiben wir

DSPACE
′(S) bzw. NSPACE

′(S),

um die Klassen aller SprachenL zu bezeichnen, für die es eine deterministische bzw. nicht-
deterministische Turing-MaschineM mit separatem Eingabeband gibt (von dem gelesen,
auf das aber nicht geschrieben werden kann), so dass bei Eingaben der Längen auf dem
Arbeitsbandvon M zu jedem Zeitpunkt der Berechnung höchstensS(n) Speicherstellen
benutzt werden.

1.22 Definition (LOGSPACEundNLOGSPACE).

LOGSPACE :=
⋃

k∈N

DSPACE
′(k · log n),

NLOGSPACE :=
⋃

k∈N

NSPACE
′(k · log n).

1.23 Proposition. SeienS, T : N→ R>0 monoton wachsende Funktionen. Es gilt:

DTIME(T ) ⊆ NTIME(T ), DSPACE(S) ⊆ NSPACE(S),
DTIME(T ) ⊆ DSPACE(T ), NTIME(T ) ⊆ NSPACE(T ).

Beweis: klar. �

1.24 Korollar. LOGSPACE⊆ NLOGSPACE und P⊆ NP⊆ NPSPACE.

1.25 Satz.Für jede monoton wachsende FunktionT : N→ R>0 mit T (n) > log n gilt:

DTIME(T ) ⊆ NTIME(T ) ⊆ NSPACE(T ) ⊆ DTIME(2O(T )).

Beweisidee: Die ersten beiden Inklusionen sind klar, siehe Proposition1.23. Zum Beweis
der dritten Inklusion seiM eineT -platzbeschränkte NTM. Jede Konfiguration der Turing-
Maschine, die während eines Laufs vonM bei einer Eingabe der Längen auftritt, kann
durch ein Wort der LängeO(T (n)) kodiert werden. Insbesondere gibt es höchstens2O(T (n))

viele solche Konfigurationen. Die (nichtdeterministische) MaschineM kann daher durch
einedeterministischeTuring-MaschineM ′ simuliert werden, die bei Eingabe eines Worts
w auf ihrem Arbeitsband eine Liste aller Konfigurationen erzeugt, dieM bei Eingabew
erreichen kann. �

1.26 Korollar. NLOGSPACE⊆ P und NPSPACE⊆ EXPTIME.

Frage: Welche Inklusionen sind strikt? – Kann man z.B. mit exponentieller Zeit mehrPro-
bleme lösen als mit polynomieller Zeit?
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Hierarchiesätze:

1.27 Definition (zeit- bzw. platzkonstruierbare Funktionen).
SeienS, T : N→ R>0 monoton wachsende Funktionen.

(a) T heißtzeitkonstruierbar, falls es eine DTM gibt, die auf Eingaben der Längen ∈ N
genauT (n) Schritte macht und dann hält. (Dabei ist egal, wasM berechnet.)

(b) S heißtplatzkonstruierbar, falls es eine DTM gibt, die auf Eingaben der Längen ∈ N
irgendwann terminiert und im Laufe der Berechnung auf ihremArbeitsband genauS(n)
Speicherzellen benutzt.

Bemerkung: Zeit- bzw. platzkonstruierbare Funktionen sind in dem Sinne “schön”, dass
ihre Komplexität nicht höher ist als ihre Werte. Die meisten üblicherweise verwendeten
Funktionen, beispielsweise jedes Polynom sowie die Funktionenn!, 2n und2(nk), sind zeit-
und platzkonstruierbar. Die Funktionk · log n ist platzkonstruierbar (aber nicht zeitkonstru-
ierbar).

1.28 Theorem(Zeithierarchiesatz). SeienT, t : N→ R>0 monoton wachsende Funktionen
mit t · log t = o(T ), T zeitkonstruierbar undT (n) > n für alle n ∈ N. Dann gilt:

DTIME(t) & DTIME(T ).

(Hier ohne Beweis.)

1.29 Korollar. P & EXPTIME.

Analog zum Zeithierarchiesatz gibt es auch einen Platzhierarchiesatz:

1.30 Theorem(Platzhierarchiesatz). SeienS, s : N → R>0 monoton wachsende Funktio-
nen mits = o(S), S platzkonstruierbar undS(n) > log n für alle n ∈ N. Dann gilt:

DSPACE(s) & DSPACE(S).

(Hier ohne Beweis.)

1.31 Korollar. LOGSPACE& PSPACE& EXPSPACE.

Komplementabschluss nichtdeterministischer Komplexiẗatsklassen:

Frage: WennL ⊆ Σ∗ eine Sprache ausNTIME(T ) oderNSPACE(S) ist, welche Ressourcen
benötigt man, um die SpracheL := Σ∗ \ L (d.h. das Komplement vonL) zu entscheiden?

1.32 Definition. SeiK eine Komplexitätsklasse. Wir definieren die Komplementklasse

co-K := {L : L ∈ K }

als die Klasse aller Sprachen, deren Komplement inK liegt.
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Beispielsweise besteht die Klasse co-NP aus allen Sprachen, deren Komplement inNP liegt.

Klar ist, dassdeterministischeKomplexitätsklassen unter Komplementbildung abgeschlos-
sen sind – dazu vertauscht man einfach akzeptierende und verwerfende Endzustände ei-
ner DTM. Es gilt also insbesondereP = co-P, PSPACE = co-PSPACE und LOGSPACE =
co-LOGSPACE.
Bloßes Vertauschen von akzeptierenden und verwerfenden Endzuständen liefert beinicht-
deterministischenTuring-Maschinen in der Regel nicht das gewünschte Ergebnis. In der Tat
ist die Frage, obnichtdeterministische Zeitkomplexitätsklassenunter Komplementbildung
abgeschlossen sind, ein offenes Forschungsproblem. Man vermutet, dass

co-NP 6= NP

gilt (woraus insbesondereP 6= NP folgen würde), kann dies bisher aber nicht beweisen.

Erstaunlicherweise konnte das Problem für nichtdeterministischePlatzklassen gelöst wer-
den:

1.33 Theorem(Satz von Immerman und Szelepcsényi).
SeiS : N→ R>0 platzkonstruierbar undS(n) > log n für alle n ∈ N. Dann gilt:

NSPACE(S) = co-NSPACE(S).

(Hier ohne Beweis.)

1.34 Korollar. NLOGSPACE= co-NLOGSPACE.

Frage:Wie verhalten sich nichtdeterministische zu deterministischen Komplexitätsklassen?
Gilt zum Beispiel

P = NP ?

Wiederum ist das Problem für Zeitklassen offen, während es für Platzklassen weitgehend
gelöst ist:

1.35 Theorem(Satz von Savitch).
SeiS : N→ R>0 platzkonstruierbar undS(n) > log n für alle n ∈ N. Dann gilt:

NSPACE(S) ⊆ DSPACE(S2).

(Hier ohne Beweis.)

1.36 Korollar. PSPACE= NPSPACE und EXPSPACE= NEXPSPACE.

Offen bleibt weiterhin, ob
LOGSPACE = NLOGSPACE?

Insgesamt erhält man die in Abbildung 1.1 dargestellte Inklusionsstruktur der Komplexitäts-
klassen.
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NLOGSPACE  =  co−NLOGSPACE

P

NP co−NP

PSPACE  =  NPSPACE  =  co−NPSPACE

EXPTIME

NEXPTIME

EXPSPACE   =   NEXPSPACE  =  co−NEXPSPACE

LOGSPACE

Abbildung 1.1: Inklusionsstruktur der Komplexitätsklassen.
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1.2.3 Reduktionen undNP-Vollständigkeit

1.37 Definition (Polynomialzeit-Reduktionen).
SeienΣ1 undΣ2 endliche Alphabete, und seiA ⊆ Σ∗

1 undB ⊆ Σ∗
2.

EinePolynomialzeit-Reduktion(kurz: Reduktion) vonA aufB ist eine (deterministisch) in
polynomieller Zeit berechenbare Funktionf : Σ∗

1 → Σ∗
2, so dass für allew ∈ Σ∗

1 gilt:

w ∈ A ⇐⇒ f(w) ∈ B.

Existiert eine Polynomialzeitreduktionf von A auf B, so sagen wir:A ist polynomiell
reduzierbar aufB (kurz:A 6p B bzw. genauerf : A 6p B).

Bemerkung:Der BegriffPolynomialzeit-Reduktionist so definiert, dass folgendes gilt: Falls
A 6p B undB ∈ PTIME, so auchA ∈ PTIME. Umgekehrt heißt das: WennA 6p B und
A 6∈ PTIME, so auchB 6∈ PTIME.
Anschaulich bedeutetA 6p B, dassA “höchstens so schwer” wieB ist.

1.38 Definition (Vollständigkeit). SeiK eine Komplexitätsklasse und seiB ⊆ Σ∗.

(a) Das ProblemB heißtK -hart, falls für alle ProblemeA ∈ K gilt: A 6p B.

(b) B heißtK -vollständig, fallsB ∈ L undB K -hart ist.

In einem gewissen Sinn sind die vollständigen Probleme die“schwersten” Probleme einer
Komplexitätsklasse. Insbesondere gilt für jedesNP-vollständigeProblemB: FallsB in P

liegt, so liegtjedesProblem ausNP bereits inP, d.h. es giltNP = P.
Beispiele fürNP-vollständige Probleme sind:

SAT (aussagenlogisches Erfüllbarkeitsproblem)
Eingabe:Eine aussagenlogische Formelα.
Frage: Gibt es eine Variablenbelegung, dieα erfüllt?

TSP (Travelling Salesman Problem)
Eingabe:Eine DistanzmatrixD von Städten und eine Distanzk.
Frage: Gibt es eine Rundreise, die jede Stadt genau einmal besucht und

bei der insgesamt höchstens die Distanzk zurückgelegt wird?

CLIQUE

Eingabe:Ein ungerichteter GraphG = (V,E) und eine Zahlk ∈ N.
Frage: Gibt es inG eine Clique6 der Größek?

6d.h. eine MengeV ′ ⊆ V so dass für alleu, v ∈ V ′ mit u 6= v gilt: E(u, v)
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Vollständigkeit in Komplexit ätsklassen unterhalb vonP:

Für KomplexitätsklassenK ⊆ P liefern Polynomialzeit-Reduktionen keinen sinnvollen
Vollständigkeitsbegriff, denn jedes Problem inK (außer den “trivialen” Problemen∅ und
Σ∗) ist vollständig (bzgl. Polynomialzeit-Reduktionen) f¨ur K .
Um einen sinnvollen Vollständigkeitsbegriff für Klassen K mit LOGSPACE⊂ K ⊆ P zu er-
halten, werden oft dieLogspace-Reduktionen verwendet, die analog zu den Polynomialzeit-
Reduktionen definiert sind, wobei die Funktionf auf logarithmischem Platz berechenbar
sein musss. Ein Beispiel für ein solchermaßenNLOGSPACE-vollständiges Problem ist das
bereits in Kapitel 0 (Einleitung) betrachtete Problem ERREICHBARKEIT.

Eine andere Charakterisierung der KlasseNP:

Oft werden nichtdeterministische Polynomialzeit-Algorithmen so beschrieben, dass der Al-
gorithmus eine Lösung “rät” und diese dann überprüft. Beispielsweise kann ein Algorith-
mus, der TSPlöst, eine Rundreise erraten und dann leicht ausrechnen, ob deren Gesamtlänge
auch wirklich6 k ist.
Die folgende Charakterisierung vonNP macht diesen Ansatz explizit:

1.39 Satz.Ein ProblemL ⊆ Σ∗ ist genau dann inNP, wenn es ein Polynomp(n) und ein
ProblemL′ ∈ P gibt, so dass

L = {w ∈ Σ∗ : es gibt ein Wortz, so dass|z| 6 p(|w|) undw#z ∈ L′}.

Das Wortz wird oft polynomieller Zeugegenannt.

Beweis: Ein direkter Beweis über Turing-Maschinen ist sehr leicht.
Der Satz folgt aber auch aus demSatz von Fagin, der in Kapitel 2 (Deskriptive Komplexität)
bewiesen wird. �

1.2.4 Orakel-Turing-Maschinen und die Polynomialzeit-Hierarchie

Die Polynomialzeit-Hierarchie(auch:Polynomielle Hierarchiebzw. Polynomiale Hierar-
chie) ist wegen ihres engen Zusammenhangs zur Logik zweiter Stufe für diese Vorlesung
von Interesse; siehe Kapitel 2 (Deskriptive Komplexität). Ähnlich wie bei der KlasseNPgibt
es viele äquivalente Charakterisierungen der Polynomialzeit-Hierarchie, u.a. die folgende,
die auf der Charakterisierung vonNP aus Satz 1.39 aufbaut.

1.40 Definition (Polynomialzeit-Hierarchie). Für jedesk ∈ N definieren wir induktiv die
KomplexitätsklassenΣp

k undΠp
k folgendermaßen:

• Σp
0 := Πp

0 := P.

• Ein ProblemL ⊆ Σ∗ gehört genau dann zur KlasseΣp
k+1, wenn es ein Polynomp(n)

und ein ProblemL′ ∈ Πp
k gibt, so dass

L = {w ∈ Σ∗ : es gibt ein Wortz, so dass|z| 6 p(|w|) undw#z ∈ L′}.
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• Ein ProblemL ⊆ Σ∗ gehört genau dann zur KlasseΠp
k+1, wenn es ein Polynomp(n)

und ein ProblemL′ ∈ Σp
k gibt, so dass

L = {w ∈ Σ∗ : für alle Wortez mit |z| 6 p(|w|) gilt w#z ∈ L′}.

Des Weiteren setzen wirPH :=
⋃

k∈N

Σp
k.

1.41 Bemerkung.Man sieht leicht, dass folgendes gilt:

• Σp
1 = NP und Πp

1 = co-NP

• Πp
k = co-Σp

k

• Σp
k ⊆ Πp

k+1 ⊆ Σp
k+2

• PH =
⋃

k∈N

Πp
k.

Um Turing-Maschinen basierte Charakterisierungen der Komplexitätsklassen der Poly-
nomialzeit-Hierarchie einführen zu können, benötigenwir den Begriff derOrakel-Turing-
Maschinen.

1.42 Definition (Orakel-TM).
SeiΣ ein Alphabet undB ⊆ Σ∗ eine Sprache.
EineOrakel-Turing-MaschineM mit OrakelB ist eine Turing-Maschine mit einem zusätz-
lichen Band, dem so genanntenOrakel-Bandund 3 zusätzlichen Zuständenqja, qnein undq?.
Berechnungen und Konfigurationen vonM sind wie üblich definiert, nur hat die Orakel-TM
zusätzlich die Möglichkeit, Anfragen an das Orakel zu stellen. Dazu kann sie ein Wortw
auf das Orakel-Band schreiben und dann in den Zustandq? gehen. Fallsw ∈ B liegt, so
geht die Maschine direkt in den Zustandqja über; andernfalls inqnein. In jedem der beiden
Fälle wird der Inhalt des Orakel-Bands gelöscht.

Die SpracheB dient hier also als “Orakel”. Die Entscheidung, obw ∈ B ist, ist “atomar”,
d.h. sie benötigt nureinenSchritt. Dies kann hilfreich sein, falls die Komplexität von B
höher ist als die MaschineM selbst berechnen kann, z.B. wennM deterministisch und
polynomiell zeitbeschränkt ist undB ∈ NP.

Das Befragen eines “Orakels” kann man sich als Anfragen an einen Netzwerk-Server
vorstellen: Das Programm auf einem Netzwerk-Client darf wegen der geringen Rechenka-
pazität des Clients nur polynomiell lange laufen, wohingegen der Server komplexere Aufga-
ben bewältigen kann. Der Client kann daher in seiner Berechnung Anfragen an den Server
stellen, den Server also als “Orakel” benutzen.

Orakel-Turing-Maschinen können benutzt werden, um neue Komplexitätsklassen einzu-
führen:

1.43 Definition. SeiB ⊆ Σ∗.
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(a) SeiM eine Orakel-TM mit OrakelB. Die vonM mit OrakelB akzeptierte Sprache ist

L(MB) := {w : M akzeptiert Eingabew mit OrakelB}.

Des Weiteren werden folgende Komplexitätsklassen definiert:

(b) PB :=

{

L

∣
∣
∣
∣

es gibt eine polynomiell zeitbeschränkte deterministische
Orakel-TMM mit OrakelB, dieL entscheidet

}

.

(b) NPB :=

{

L

∣
∣
∣
∣

es gibt eine polynomiell zeitbeschränkte nichtdeterministische
Orakel-TMM mit OrakelB, dieL entscheidet

}

.

(c) Für eine KomplexitätsklasseK ist

PK :=
⋃

B∈K

PB und NPK :=
⋃

B∈K

NPB .

1.44 Bemerkung.Offensichtlich gilt:

• PP = P, denn anstatt das Orakel zu befragen kann eine TM die Antwortdes Orakels auch
selbst berechnen.

• PNP = Pco-NP, NPNP = NPco-NP, NP⊆ PNP und co-NP⊆ PNP.

• PNP = PB für jedesNP-vollständige ProblemB.
Insbesondere gilt alsoPNP = PSAT = PTSP = PCLIQUE.

• PNP ⊆ PSPACE.

Erweitert manP um NP-Orakel, so erhält man vermutlich echt mehr alsNP und co-NP. Dies
liegt daran, dass nichtdeterministische Zeitklassen wieNP vermutlich nicht unter Komple-
mentbildung abgeschlossen sind (wegen der Asymmetrie in der Definition des Akzeptierens
nichtdeterministischer Turing-Maschinen).

Sprachen, die durch Orakel-Maschinen definiert sind, können natürlich selbst wieder als
Orakel verwendet werden. Dies führt zur folgenden Charakterisierung der Polynomialzeit-
Hierarchie.

1.45 Proposition. Für jedesk ∈ N gilt Σp
k+1 = NPΠp

k = NPΣp
k .

Abgesehen vonΣP
k und ΠP

k werden manchmal auch die folgenden Teilklassen vonPH

betrachtet.

1.46 Definition. ∆p
0 := P, und für jedesk ∈ N setze∆p

k+1 := PΣpk
(

= PΠpk
)
.
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1.47 Bemerkung.Man sieht leicht, dass

∆p
1 = P, Σp

1 = NP und Πp
1 = co-NP,

∆p
k ⊆ Σp

k ⊆ ∆p
k+1 und ∆p

k ⊆ Πp
k ⊆ ∆p

k+1,

und

PH ⊆ PSPACE.

Insgesamt ergibt sich die in Abbildung 1.2 dargestellte Inklusionsstruktur der Klassen der
Polynomiellen Hierarchie.

PSPACE
⊆

PH

⊆

...

⊆

∆p
k+1

Σp
k Πp

k

⊆ ⊆

⊆ ⊆

∆p
3

Σp
2 Πp

2

⊆ ⊆

⊆ ⊆

∆p
2

NP = Σp
1 Πp

1 = co-NP

P = Σp
0 = ∆p

0 = Πp
0 = ∆p

1

⊆ ⊆

⊆ ⊆

Abbildung 1.2: Inklusionsstruktur der Komplexitätsklassen der Polynomialzeit-Hierarchie.
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1.3 Die Komplexität der Logik erster Stufe und
der Satz von Trakhtenbrot

Wie in Kapitel 0 (Einleitung) dargestellt, sind die folgenden Logikprobleme von besonde-
rem Interesse für die verschiedensten Bereiche der Informatik.

1.48 Definition (Logikprobleme). SeiL eine Logik undK eine Klasse von Strukturen.

(a) ERFÜLLBARKEITSPROBLEM FÜR L IN K:
Eingabe:Ein Satzϕ ∈ L .
Frage: Gibt es eine StrukturA ∈ K mit A |= ϕ ?

(b) AUSWERTUNGSPROBLEM F̈UR L UND K:
Eingabe:Ein Satzϕ ∈ L und eine StrukturA ∈ K.
Frage: Gilt A |= ϕ ?

(c) BERECHNUNGSPROBLEM F̈UR L UND K:
Eingabe:Eine Formelϕ(x1, . . , xr) ∈ L und eine StrukturA ∈ K.
Ziel: Berechneϕ(A) := {(a1, . . , ar) ∈ A

r : A |= ϕ[a1, . . , ar]}.

(d) QUERY CONTAINMENT PROBLEM FÜR L IN K (auch:Subsumptionsproblem):
Eingabe:Zwei Formelnϕ1(x1, . . , xr) undϕ2(x1, . . , xr) ∈ L .
Frage: Gilt für alle A ∈ K, dassϕ1(A) ⊆ ϕ2(A) ?

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Komplexität der obigen Probleme für dieLogik
erster StufeFO und die KlasseFin aller endlichen Strukturen.

1.3.1 Die Standardkodierung von Strukturen und Formeln

Komplexitätsanalysen der Komplexitätstheorie basieren auf Wortsprachen, d.h. Klassen von
Wörtern über einem endlichen Alphabet. Logikprobleme hingegen sind für Formeln einer
Logik und Klassen von Strukturen definiert. Um über die Komplexität von Logikproblemen
sprechen zu können, müssen wir deshalb Strukturen und Formeln alsWörter über einem
geeigneten Alphabet kodieren.

Formeln lassen sich ganz einfach als Wörter kodieren — jede Formelϕ der Logik erster
Stufe lässt sich beispielsweise direkt als Wortenc(ϕ) über dem (endlichen) Alphabet

{ ∧, ∨, ¬, →, ↔, (, ), ∃, ∀, =, var, R, c, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 }

auffassen.

Um auchendliche Strukturendurch Wörter über einem endlichen Alphabet repräsentieren
zu können, benötigen wir zunächst ein paar grundlegendeBegriffe.
Auf endlichen linearen Ordnungen kann man die Elemente der Ordnung eindeutig mit
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natürlichen Zahlen identifizieren, nämlich ihremRang (d.h. ihrer “Höhe”) innerhalb der
Ordnung:

1.49 Definition (Rang eines Elements bzgl. einer Ordnung). SeiA eine endliche, durch
eine Relation< linear geordnete Menge. Für ein Elementa ∈ A definieren wir denRang
vona bzgl.< als

rg<(a) := |{b ∈ A : b < a}|.

FallsA = {a0 < a1 < · · · < an−1}, so istrg(ai) also gerade die Zahli.

1.50 Bemerkung.Alternativ lässt sich der Rang auch induktiv definieren als

rg<(a) :=

{
0 falls es keinb ∈ A mit b < a gibt
max{rg(b) + 1 : b ∈ A mit b < a} sonst.

Diese Definition ist aufendlichenMengenA äquivalent zur obigen, funktioniert allerdings
auch für bestimmte unendliche und partielle Ordnungen (sogenannteWohlordnungen).

1.51 Definition (Lexikographische Ordnung). SeiA := {a0 < a1 < · · · < an−1} eine
durch die Relation< linear geordnete Menge, und seir eine natürliche Zahl. Dielexikogra-
phische Ordnung<lex auf der MengeAr aller r-Tupel überA ist wie folgt definiert:
Für~a = (a1, . . , ar) ∈ A

r und~b = (b1, . . , br) ∈ A
r gilt

~a <lex
~b :⇐⇒ es gibt eini ∈ {1, . . , r}, so dassai < bi,

und für allej < i gilt aj = bj.

Wie man leicht sieht, ist<lex einelineare OrdnungaufAr.

1.52 Beispiel.SeiA = {0, 1, 2} und sei< die natürliche lineare Ordnung aufA. Für die
daraus resultierende lexikographische Ordnung<lex aufA2 gilt:

~a ∈ A2 (0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2) (2, 0) (2, 1) (2, 2)

rg<lex
(~a) 0 1 2 3 4 5 6 7 8

1.53 Definition (Die Standardkodierungenc(A) einer StrukturA).
Seiσ = {R1, . . , Rk , c1, . . , cℓ} eine Signatur, wobeiRi ein Relationssymbol der Stelligkeit
ri := ar(Ri) undci ein Konstantensymbol ist (für allei 6 k bzw. i 6 ℓ).
Seir := max{r1, . . , rk} die maximale Stelligkeit eines Relationssymbols inσ.
SeiA eineσ-Struktur mit einem UniversumA der Mächtigkeitn := |A|.

Wir wählen zunächst eine beliebige lineare Ordnung< auf der MengeA, es sei alsoA =
{a0, . . , an−1} mit a0 < a1 < · · · < an−1. Im Folgenden werden wir jedes Elementai

mit seinem Rangrg<(ai), also mit der Zahli identifizieren. Des Weiteren identifizieren wir
jedesri-Tupel~a ∈ Ari mit seinem Rangrg<lex

(~a) ∈ {0, 1, . . , nri−1}.

Für jedesi ∈ {1, . . , k} kodieren wir die RelationRA
i durch das Wort

enc(RA
i ) := w0w1 · · ·wnr−1 ∈ {0, 1}

nr ,

wobei
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• für alle~a ∈ Ari gilt: ~a ∈ RA
i ⇐⇒ wrg<lex

(~a) = 1,

• für alle j > nri gilt: wj = 0.

KonstantencAi werden analog als Wörter

enc(cAi ) := w0w1 · · ·wnr−1 ∈ {0, 1}
nr ,

kodiert, wobei für allej ∈ {0, . . , nr−1} gilt:

wj = 1 ⇐⇒ j = rg<(cAi ).

Schließlich kodieren wir die StrukturA durch das Wort

enc(A) := 1n 0(nr−n) enc(RA
1 ) · · · enc(RA

k ) enc(cA1 ) · · · enc(cAℓ ).

1.54 Beispiel.Seiσ = {R1, c1} die Signatur, die aus einem Konstantensymbolc1 und ei-
nem 2-stelligen RelationssymbolR1 besteht. Wir betrachten dieσ-StrukturA = (A,RA

1 , c
A
1 )

mit A = {0, 1, 2}, RA
1 = {(0, 1), (1, 1)} undcA1 = 2. Dann gilt:

enc(A) = 111000000
︸ ︷︷ ︸

1n0n2−n

010010000
︸ ︷︷ ︸

enc(RA
1 )

001000000
︸ ︷︷ ︸

enc(cA
1 )

.

1.55 Bemerkung.Die Standardkodierungenc(A) hat folgende Eigenschaften:

(a) Die Kodierung hängt von der gewählten Ordnung des Universums ab.

(b) Wir können schnell auslesen, ob ein Tupel~a in RA
i liegt. Dazu braucht man nur den

Schreib-/Lesekopf einer Turing-Maschine in den richtigenBlock zu bewegen und dort
die rg<lex

(~a)-te Speicherzelle zu lesen. Insgesamt heißt das:

~a ∈ RA
i ⇐⇒ auf Bandpositioni · nr + rg<lex

(~a) steht eine 1.

(c) Die Größe der Kodierung, d.h. die Länge des Wortsenc(A), ist polynomiell in der
Größe des Universums der StrukturA (der Exponent hängt von der Signatur, nicht aber
vom UniversumA ab). Genauer:|enc(A)| = (1 + k + ℓ) · |A|r.

1.3.2 Datenkomplexiẗat, Programmkomplexität, kombinierte Komplexit ät

1.56 Definition. SeiL eine Logik undK eine Komplexitätsklasse. Wir sagen:

(a) Diekombinierte Komplexität des Auswertungsproblems für L liegt in K , falls gilt:

L := {enc(A)#enc(ϕ) : A ∈ Fin, ϕ ∈ L undA |= ϕ} ∈ K .

(Man beachte, dassL eine Menge von Worten über einem endlichen Alphabet ist.)
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(b) Die Datenkomplexiẗat des Auswertungsproblems für L liegt in K , falls für alle Sätze
ϕ ∈ L gilt:

Lϕ := {enc(A) : A ∈ Fin undA |= ϕ} ∈ K .

(c) Die Programmkomplexität des Auswertungsproblems für L liegt in K , falls für alle
endlichen StrukturenA gilt:

LA := {enc(ϕ) : ϕ ∈ L undA |= ϕ} ∈ K .

1.57 Bemerkung.Bei derDatenkomplexiẗat besteht die Eingabe nur aus (der Standardko-
dierung) einer StrukturA, während die betrachtete Formelfestist. Die “Komplexität” wird
also in der Größe der Struktur gemessen.
Der Name “Datenkomplexität” kommt aus dem Bereich der Datenbanken, in dem die An-
fragen (also Formeln) typischerweise klein, die Datenbanken (also Strukturen) hingegen
sehr groß sind. Daher interessiert man sich in diesem Kontext besonders dafür, wie der
Ressourcenverbrauch mit der Größe der Datenbank wächst.

Oft ist die Datenkomplexiẗat einer Logik viel kleiner als die kombinierte Komplexität,
wohingegen kombinierte Komplexität und Programmkomplexität oft zusammenfallen. In
dieser Vorlesung werden wir in erster Linie die Datenkomplexität und die kombinierte Kom-
plexität betrachten.

1.58 Definition. SeiL eine Logik undK eine Komplexitätsklasse.

(a) Die kombinierte Komplexität vom Auswertungsproblem fürL heißtK -vollständig,
falls die Sprache

L := {enc(A)#enc(ϕ) : A ∈ Fin, ϕ ∈ L undA |= ϕ}

K -vollständig ist.

(b) Die Datenkomplexiẗat vom Auswertungsproblem fürL heißtK -vollständig, falls sie
in K liegt und es (mindestens) einen Satzϕ ∈ L gibt, so dass die Sprache

Lϕ := {enc(A) : A ∈ Fin undA |= ϕ}

K -vollständig ist.

(c) DieProgrammkomplexität vom Auswertungsproblem fürL heißtK -vollständig, falls
sie inK liegt und es (mindestens) eine endliche StrukturA gibt, so dass die Sprache

LA := {enc(ϕ) : ϕ ∈ L undA |= ϕ}

K -vollständig ist.
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1.3.3 Die Komplexiẗat des Auswertungsproblems fürFO

1.59 Lemma. Es gibt eine deterministische Turing-Maschine, die das Problem

L := {enc(A)#enc(ϕ) : A ∈ Fin, ϕ ∈ FO undA |= ϕ}

löst und bei Eingabe eines Worts enc(A)#enc(ϕ) mit n := |enc(A)| undm := |enc(ϕ)|
nur PlatzO

(
m · (logm+m · log n)

)
benutzt.

Beweisidee:Man kann leicht einen rekursiven Algorithmus

EVAL(A, ϕ(x1, . . , xs), a1, . . , as)

angeben, der bei Eingabe einer endlichen StrukturA, einerFO-Formelϕ und Belegungen
a1, . . , as ∈ A für die freien Variablen vonϕ entscheidet, obA |= ϕ[a1, . . , as]; siehe z.B.

§ 6.5 Auswertung von Formeln in endlichen Strukturenin Prof. Grohes Skript
zur VorlesungTheoretische Informatik Ivom Wintersemester 2004/05, erhält-
lich unterhttp://www.informatik.hu-berlin.de/logik/lehre/
WS04-05/ThI1/folien.html

In jedem rekursiven Aufruf muss dieser Algorithmus sich höchstens folgendes merken:

1. Welche Teilformelψ vonϕ wird gerade bearbeitet?

. . . Dazu muss eine DTM sich nur merken, an der wievielten Position vonenc(ϕ) diese
Teilformel beginnt; es reicht also ein Bitstring der Längelogm.

2. Mit welchen Werten aus dem Universum vonA werden die freien Variablen vonψ gerade
belegt?

. . . Dazu muss eine DTM sich für jede der höchstensm freien Variablen einen Bitstring
der Längelog n merken, der das jeweilige Element im Universum vonA repräsentiert.

Für jeden Rekursionsschritt wird also höchstens PlatzO(logm+m · log n) benötigt.
Da die Rekursionstiefe6 m ist, reicht insgesamt also PlatzO

(
m · (logm+m · logn)

)
aus.

�

Aus Lemma 1.59 ergibt sich direkt:

1.60 Satz(Die Komplexität des Auswertungsproblems fürFO).

(a) Die kombinierte Komplexität des Auswertungsproblems für FO liegt in PSPACE.

(b) Die Datenkomplexität des Auswertungsproblems für FO liegt in LOGSPACE.
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Beweis: SeiM die DTM aus Lemma 1.59, die das Problem

L := {enc(A)#enc(ϕ) : A ∈ Fin, ϕ ∈ FO undA |= ϕ}

löst und bei Eingabenenc(A)#enc(ϕ) mit n := |enc(A)| undm := |enc(ϕ)| nur Platz
O

(
m · (logm+m · log n)

)
benötigt. WennN die Länge der gesamten Eingabe bezeichnet,

so istN = n + m + 1 und die DTMM ist daherS-platzbeschränkt für eine Funktion
S : N→ R>0 mit S(N) ∈

O
(
N · (logN +N · logN)

)
= O

(
N · logN + N2 · logN

)
= O

(
N2 · logN

)
.

Somit istM eine polynomiell platzbeschränkte Turing-Maschine, diedas ProblemL löst.
Also: L ∈ PSPACE, d.h. die kombinierte Komplexität des Auswertungsproblems fürFO liegt
in PSPACE. Somit ist(a) bewiesen.

Zum Beweis von(b) seiϕ ein FO-Satz und

Lϕ := {enc(A) : A ∈ Fin undA |= ϕ}.

Man kann leicht eine DTMMϕ bauen, die bei Eingabeenc(A) genau das tut, wasM bei
Eingabeenc(A)#enc(ϕ) tun würde.Mϕ löst dann das ProblemLϕ, und da die Formelϕ
fest ist, istm = |enc(ϕ)| eine Konstante, d.h.,Mϕ hat PlatzschrankeO(log n). Für jedes
festeϕ ∈ FO ist alsoLϕ ∈ LOGSPACE. Somit liegt die Datenkomplexität des Auswertungs-
problems fürFO in LOGSPACE. �

Die Datenkomplexiẗat des Auswertungsproblems fürFO ist tatsächlich noch geringer. Man
kann nämlich zeigen, dass sie in einer Schaltkreiskomplexitätsklasse namensAC0 liegt, von
der man weiß, dassAC0 & LOGSPACE. (Wir werden das in dieser Vorlesung allerdings nicht
beweisen.)
Hinsichtlich derkombinierten Komplexität ist ein PSPACE-Algorithmus aber das bestmögli-
che:

1.61 Satz.
Die kombinierte Komplexität des Auswertungsproblems für FO ist PSPACE-vollständig.

Beweis: Diesen Satz werden wir in Kapitel 2 (Deskriptive Komplexit¨at), Satz 2.51 bewei-
sen. �

1.3.4 Der Satz von Trakhtenbrot

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass das Auswertungsproblem fürFO in PSPACE

(kombinierte Komplexität) bzw.LOGSPACE(Datenkomplexität) lösbar ist. Nun werden wir
uns demendlichen Erf̈ullbarkeitsproblem f̈ur FO zuwenden, also dem Problem

ERFÜLLBARKEITSPROBLEM FÜR FO[σ] IN Fin:
Eingabe:Ein FO[σ]-Satzϕ.
Frage: Gibt es eineσ-StrukturA ∈ Fin mit A |= ϕ ?
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Formal wird dieses Problem durch die folgende Wortsprache kodiert:

LERF-FO[σ]-Fin :=

{

enc(ϕ)

∣
∣
∣
∣

ϕ ist einFO[σ]-Satz, für den es eineσ-Struktur
A ∈ Fin mit A |= ϕ gibt

}

.

1.62 Theorem(Satz von Trakhtenbrot, 1950).
Es gibt eine endliche Signaturσ, so dass das Erfüllbarkeitsproblem f̈ur FO[σ] in Fin
unentscheidbar ist.

Beweis: Wir müssen zeigen, dass es keine Turing-Maschine geben kann, die das Problem
LERF-FO[σ]-Fin entscheidet, d.h., die bei Eingabe der Kodierung einesFO[σ]-Satzes entschei-
det, ob dieser ein endliches Modell hat.

Idee: Wir wissen, dass das Halteproblem auf leerem Eingabewort,Hε, unentscheidbar ist
(siehe Satz 1.19). Wir kodieren nun die Berechnung einer beliebigen Turing-MaschineM
(von der wir wissen wollen, ob sie bei leerer Eingabe anhält) durch einenFO-SatzϕM , der
genau dann einendlichesModell hat, wenn die Berechnung vonM bei leerem Eingabewort
endlich ist, die TM also anhält. Wenn das endliche Erfüllbarkeitsproblem fürFO entscheid-
bar wäre, wäre demnach auch das Halteproblem bei leerem Eingabewort entscheidbar, was
im Widerspruch zu Satz 1.19 steht.

Diese Idee wird wie folgt ausgeführt:
SeiM eine DTM. Wir kodieren zunächst die Berechnung vonM auf leerem Eingabewort
durch eine StrukturAM über einer geeigneten Signaturσ. Anschließend konstruieren wir
eineFO[σ]-FormelϕM , die von genau denjenigenσ-Strukturen erfüllt wird, die die Struktur
AM als Unterstruktur enthalten. Insbesondere gilt dann:ϕM hat genau dann ein endliches
Modell, wennAM endlich ist, d.h. wenn die Berechnung vonM auf leerem Eingabewort
endlich ist.

O.B.d.A. können wir annehmen, dassM = (Q,Σ,Γ,∆, q0, F ) eine DTM ist mit

• Q = {0, 1, . . , sQ} für einsQ ∈ N, Anfangszustandq0 = 0, F ⊆ Q,

• Γ = {0, 1, . . , sΓ} für ein sΓ ∈ N, Blank-Symbol� = 0,

• s := max{sQ, sΓ},

• falls die Berechnung vonM bei leerer Eingabe terminiert, so nach genaun Schritten,
wobein eine natürliche Zahl> s ist.

Die Signaturσ ist (unabhängig von der konkreten DTMM ) wie folgt gewählt:

σ := {<, succ, 0, B, K, Z },

wobei

• < undsucczwei 2-stellige Relationssymbole,0 ein Konstantensymbol,
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• B ein 3-stelliges Relationssymbol,

• K undZ zwei 2-stellige Relationssymbole

sind. Wir gebenFO[σ]-Formeln an, die in ihren ModellenA folgende Interpretationen der
Prädikate erzwingen:

(1.) <A ist eine lineare Ordnung,0A deren kleinstes Element undsuccA ist dieNachfol-
ger-Relation (engl: successor) bzgl.<A, d.h.

(a, b) ∈ succA ⇐⇒ a <A b und es gibt keinc mit a <A c <A b.

(2.) (t, p, γ) ∈ BA ⇐⇒ auf Bandpositionp steht zum Zeitpunktt der Berechnung vonM
bei leerem Eingabewort das Symbolγ.

(3.) (t, p) ∈ KA ⇐⇒ der Schreib-/Lesekopf vonM steht zum Zeitpunktt (der Berech-
nung bei leerem Eingabewort) auf Bandpositionp.

(4.) (t, q) ∈ ZA ⇐⇒ M ist zum Zeitpunktt (der Berechnung bei leerem Eingabewort)
in Zustandq.

Die StrukturAM , die die Berechnung vonM bei leerer Eingabe kodiert, ist folgendermaßen
definiert: Ihr Universum ist

AM :=

{
{0, . . , n} , falls die Berechnung nach genaun Schritten terminiert
N , falls die Berechnung unendlich ist.

Die Relationen<AM undsuccAM sowie die Konstante0AM sind durch die natürliche lineare
Ordnung aufAM , deren Nachfolger-Relation sowie die Zahl0 belegt. Die RelationenBAM ,
KAM undZAM sind genau so gewählt, wie in den Punkten (2.), (3.) und (4.)beschrieben.

Nun zur Definition der FormelϕM , die erzwingen soll, dass ihre ModelleA die Struktur
AM als Substruktur enthalten:
Punkt (1.) wird durch folgende Formel gewährleistet:

ϕ<,succ,0 :=

∀x ∀y ∀z
(
(x < y ∧ y < z) → x < z

)
(transitiv)

∧
(
x < y → ¬ y < x

)
(antisymmetrisch)

∧
(
x < y ∨ y < x ∨ y = x

)
(konnex)

∧
(
0 < x ∨ 0 = x

)
(0 ist kleinstes Elt.)

∧
(
succ(x, y) ↔ (x < y ∧ ¬∃u (x < u ∧ u < y))

)
(succist Nachf.-Rel.)

In jedem ModellA der Formelϕ<,succ,0 können wir die Elementea0, a1, a2, a3, . . , für die

a0 = 0A und (a0, a1) ∈ succA, (a1, a2) ∈ succA, (a2, a3) ∈ succA, . . .

Nicole Schweikardt· Vorlesung Logik und Komplexität· SoSe 2007· HU Berlin
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mit den natürlichen Zahlen0, 1, 2, 3, . . . identifizieren. Die folgende Formel erzwingt in
ihren Modellen, dass die Variablenz0, z1, . . , zs mit diesen Elementena0, a1, . . , as (also
im Grunde mit den natürlichen Zahlen0, 1, . . , s) belegt werden:

ϕZahlen(z0, z1, . . , zs) := z0 = 0 ∧
s∧

i=1

succ(zi−1, zi).

Der FO[σ]-SatzϕM wird nun folgendermaßen gewählt:

ϕM :=

ϕ<,succ,0 ∧ ∃z0 · · · ∃zs
(
ϕZahlen(z0, . . , zs) ∧
ϕBand ∧ ϕKopf ∧ ϕZustand ∧ ϕStart ∧ ϕSchritt

)
,

wobei die Formeln der letzten Zeile wie folgt gewählt sind:

ϕBand besagt, dass zu jedem Zeitpunkt auf jeder Bandposition genau ein Symbol des Ar-
beitsalphabetsΓ = {0, . . , sΓ} steht:

ϕBand := ∀x ∀y ∃z
(

B(x, y, z) ∧
(

sΓ∨

i=0

z = zi
)
∧ ∀z′

(
B(x, y, z′)→ z′ = z

))

.

ϕKopf besagt, dass zu jedem Zeitpunkt der Schreib-/Lesekopf auf genau einer Bandposition
steht:

ϕKopf := ∀x ∃y
(

K(x, y) ∧ ∀y′
(
K(x, y′)→ y′ = y

))

.

ϕZustand besagt, dass die Maschine zu jedem Zeitpunkt in genau einem Zustand aus der
ZustandsmengeQ = {0, 1, . . , sQ} ist:

ϕZustand := ∀x ∃z
(

Z(x, z) ∧
(

sQ∨

i=0

z = zi
)
∧ ∀z′

(
Z(x, z′)→ z′ = z

))

.

Die FormelϕStart besagt, dassM zum Zeitpunkt0 in der Anfangskonfiguration bei Eingabe
des leeren Worts ist, d.h. sie ist im Startzustandq0 = 0, ihr Schreib-/Lesekopf steht auf
Bandposition 0, und auf jeder Bandposition steht das Blank-Symbol � = 0:

ϕStart := Z(0, 0) ∧ K(0, 0) ∧ ∀y B(0, y, 0).

Die FormelϕSchritt besagt für jeden Zeitpunktt: FallsM zum Zeitpunktt nicht in einem
Endzustand ist, so ist sie im Zeitpunktt′ := t+ 1 in einem lautÜbergangsrelation zulässi-
gen Zustandq′ und hat das entsprechende Symbol auf’s Band geschrieben, den Kopf an die
richtige Stelle bewegt und die Beschriftung aller anderen Bandpositionen nicht verändert.
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(Zur besseren Lesbarkeit werden in der folgenden Formel dieSymbolet, p, t′, p′ etc. be-
nutzt, um Variablen der Logik erster Stufe zu bezeichnen.)

ϕSchritt :=

∀t ∀p
∧

q∈Q\F

∧

γ∈Γ

( (

K(t, p) ∧ Z(t, zq) ∧ B(t, p, zγ)
)

→

(

∃t′ ∃p′
(

succ(t, t′) ∧ K(t′, p′) ∧
(
∀p′′ ( p′′ = p ∨

∧

γ′′∈Γ

(B(t′, p′′, zγ′′)↔ B(t, p′′, zγ′′)) )
)
∧

∨

q′,γ′,m :
(q,γ,q′,γ′,m)∈∆

(Z(t′, zq′) ∧ B(t′, p, zγ′) ∧ χm(p, p′) )
)))

,

wobei die Formelχm(p, p′) die jeweilige Kopfbewegung fürm ∈ {1,−1, 0} beschreibt:

χ1(p, p
′) := succ(p, p′), χ−1(p, p

′) := succ(p′, p), χ0(p, p
′) := p = p′.

Insgesamt sind wir nun fertig mit der Konstruktion der Formel ϕM , die die Berechnung von
M bei leerem Eingabewort beschreibt. Gemäß der Konstruktion vonϕM undAM gilt:

• AM |= ϕM , und

• in jederσ-StrukturA mit A |= ϕM gibt es Elementea0, a1, a2, . . , die den natürlichen
Zahlen0, 1, 2, . . . entsprechen, und schränkt manA ein auf das Teiluniversum

{ai : i ∈ AM},

so erhält man eine Struktur, die isomorph zuAM ist.

Insbesondere heißt das, dass das Universum von jedem ModellvonϕM mindestens so groß
wie das Universum vonAM ist. D.h.ϕM hat genau dann ein endliches Modell, wennAM

endlich, d.h. die Berechnung vonM bei leerem Eingabewort endlich ist.
Wenn das Erfüllbarkeitsproblem fürFO[σ] auf Fin entscheidbar wäre, wäre also auch das
HalteproblemHε entscheidbar, denn bei Eingabe einer DTMM könnte man zunächst den
SatzϕM konstruieren und dann auf endliche Erfüllbarkeit testen.Dies widerspricht aber
der Tatsache, dassHε nicht entscheidbar ist. �

1.63 Bemerkung. Man kann sogar zeigen, dass der Satz von Trakhtenbrot für die Signa-
tur {E} gilt, die aus nur einem 2-stelligen Relationssymbol besteht. (Daraus folgt dann
natürlich auch, dass der Satz von Trakhtenbrot fürjedeSignaturσ gilt, die mindestens ein
2-stelliges Relationssymbol enthält.)
Um dies zu beweisen, braucht man lediglich Strukturen überder im Beweis von Theo-
rem 1.62 benutzten Signaturσ auf geeignete Weise durch Strukturen über der Signatur{E}
zu kodieren. Näheres dazu am Ende von Kapitel 3 in Verbindung mit Satz 3.72.
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Anwendungen des Satzes von Trakhtenbrot:

Unter Verwendung des Satzes von Trakhtenbrot kann man die Unentscheidbarkeit vieler
konkreter Logikprobleme beweisen. Im Folgenden wird dies exemplarisch an der Eigen-
schaft derOrdnungsinvarianzvon Formeln dargelegt.

Ordnungsinvarianz:

1.64 Definition. Seiσ eine Signatur und sei< ein 2-stelliges Relationssymbol, dasnichtzu
σ gehört. EinFO[σ∪̇{<}]-Satzϕ heißtordnungsinvariant aufFin, falls für alle endlichen
σ-StrukturenA und alle linearen Ordnungen<A

1 und<A
2 auf dem Universum vonA gilt:

(A, <A
1 ) |= ϕ ⇐⇒ (A, <A

2 ) |= ϕ.

Mit Hilfe des Satzes von Trakhtenbrot kann man leicht einen Beweis für den folgenden Satz
finden.

1.65 Satz.Für jede Signaturσ, die mindestens ein 2-stelliges Relationssymbol und minde-
stens ein 1-stelliges Relationssymbol enthält, ist das folgende Problem unentscheidbar:

ORDNUNGSINVARIANZ:
Eingabe:Ein FO[σ∪̇{<}]-Satzϕ.
Frage: Ist ϕ ordnungsinvariant aufFin ?

Beweis: O.B.d.A. seiσ = {E,Q}, wobeiE ein 2-stelliges undQ ein 1-stelliges Relations-
symbol ist. Angenommen, das Problem der Ordnungsinvarianzist doch entscheidbar, d.h.
es gibt eine TMM , die bei Eingabe einesFO[σ∪̇{<}]-Satzesϕ entscheidet, obϕ ordnungs-
invariant aufFin ist.
Wir nutzen diese TMM , um eine neue TMM ′ zu bauen, die bei Eingabe einesFO[{E}]-
Satzesψ entscheidet, obψ ein endliches Modell hat, d.h., die das Erfüllbarkeitsproblem für
FO[{E}] auf Fin löst. Dies steht aber im Widerspruch zum Satz von Trakhtenbrot (Theo-
rem 1.62 und Bemerkung 1.63).
Bei Eingabe einesFO[{E}]-Satzesψ tutM ′ folgendes: Zunächst schreibt sie die Formel

ϕ := (ψ → χ ) ,

wobei
χ := ∃x∀y

(
Q(x) ∧ (x < y ∨ x = y)

)

auf das Arbeitsband und startet dann die TMM , die (laut unserer Annahme) bei Eingabeϕ
entscheidet, obϕ ordnungsinvariant aufFin ist.
Die Formelϕ ist gerade so konstruiert, dass gilt:

ϕ ist ordnungsinvariant aufFin ⇐⇒ ψ hat kein endliches Modell,
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denn: Für alle endlichenσ-StrukturenA und jede lineare Ordnung<A aufA gilt

(A, <A) |= χ ⇐⇒ das minimale Element inA bzgl. der Ordnung<A liegt inQA.

Insbesondere istχ nicht ordnungsinvariant aufFin. Dies hat zur Folge, dass die Formelϕ
genau dann ordnungsinvariant aufFin ist, wenn es gar keine endliche StrukturA mit A |= ψ
gibt, d.h., wennψ kein endliches Modell hat.
Somit istM ′ eine Turing-Maschine, die das endliche Erfüllbarkeitsproblem für FO[{E}]
entscheidet. Dies ist aber ein Widerspruch zum Satz von Trakhtenbrot. �

Das Query Containment Problem:

Ähnlich wie bei der Ordnungsinvarianz (nur viel einfacher)kann man auch folgendes zei-
gen:

1.66 Satz.Seiσ eine Signatur, die mindestens ein 2-stelliges Relationssymbol entḧalt. Dann
ist das folgende Problem unentscheidbar:

QUERY CONTAINMENT PROBLEM FÜR FO[σ] IN Fin:
Eingabe: ZweiFO[σ]-Formelnϕ1(x1, . . , xr) undϕ2(x1, . . , xr) (mit r ∈ N).
Frage: Gilt für alle A ∈ Fin, dassϕ1(A) ⊆ ϕ2(A) ?

Beweis: Übung. �

Monotonie:

Ähnlich wie bei der Ordnungsinvarianz kann man auch zeigen,dass man für eine gegebene
FO-Formel nicht entscheiden kann, ob diesemonotonin dem folgenden Sinne ist:

1.67 Definition. Seienr, s ∈ N, und seiσ eine Signatur undR ein r-stelliges Relations-
symbol, dasnicht in σ liegt.
Eine Formelϕ(x1, . . , xs) ∈ FO[σ∪̇{R}] heißtmonoton inR auf Fin, wenn für alle endli-
chenσ-StrukturenA und alle RelationenRA

1 , R
A
2 ⊆ A

r gilt:

Falls RA
1 ⊆ R

A
2 , so ϕ

(
A, RA

1

)
⊆ ϕ

(
A, RA

2

)
,

wobeiϕ(A, RA
i ) := {~a ∈ As : (A, RA

i ) |= ϕ[~a]}.

1.68 Satz.Seiσ eine Signatur, die mindestens ein 2-stelliges Relationssymbol entḧalt, und
seiR ein Relationssymbol, das nicht zuσ geḧort. Dann ist das folgende Problem unent-
scheidbar:

MONOTONIE:
Eingabe: EineFO[σ∪̇{R}]-Formelϕ(x1, . . , xs).
Frage: Istϕ(x1, . . , xs) monoton inR auf Fin ?

Beweis: Übung. �
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1.3 Die Komplexiẗat der Logik erster Stufe und der Satz von Trakhtenbrot 39

Allgemeing̈ultigkeit:

Ein wichtiges Resultat aus dermathematischen Logikist die Existenz eines korrekten und
vollständigenBeweissystems für die Logik erster Stufe. Insbesondere folgt daraus (für jede
Signaturσ), dass das Problem

ALLGEMEINGÜLTIGKEIT :
Eingabe:Ein FO[σ]-Satzϕ.
Frage:Ist ϕ allgemeing̈ultig, d.h. gilt für alle (endlichen oder unendlichen)σ-

StrukturenA, dassA |= ϕ ?

semi-entscheidbar ist.
Als wichtige Folgerung aus dem Satz von Trakhtenbrot erhält man, dass die Einschränkung

des Allgemeingültigkeitsproblems auf die KlasseFin aller endlichenStrukturen weder ent-
scheidbar noch semi-entscheidbar ist:

1.69 Korollar. Für jede Signaturσ, die mindestens ein 2-stelliges Relationssymbol enthält,
ist das folgende Problem nicht semi-entscheidbar:

ALLGEMEINGÜLTIGKEIT AUF Fin:
Eingabe:Ein FO[σ]-Satzϕ.
Frage: Gilt für alle endlichenσ-StrukturenA, dassA |= ϕ ?

Beweis: Übung. �
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2 Deskriptive Komplexität

Klassische Komplexitätstheorie:

Einordnen von Problemen hinsichtlich der zu ihrerLösungbenötigtenRechenressourcen
wie z.B. Zeit oder Platz.

Deskriptive Komplexiẗatstheorie:

Einordnen der Probleme hinsichtlich der zu ihrerBeschreibungnötigenlogischenRessour-
cen wie z.B.

• Art und Anzahl der Quantoren,

• Anzahl der Quantorenalternierungen, d.h. Anzahl der Wechsel zwischen Existenz-
quantoren und Allquantoren

• Schachtelung von Negationen

Ziel dieses Kapitels:

Zu einer KomplexitätsklasseK eine “natürliche” LogikL finden, so dass man mit Sätzen
ausL genau diejenigen Probleme defineren kann, die zur KomplexitätsklasseK gehören.

Vereinbarung: Innerhalb von Kapitel 2 sind alle Strukturenendlich!

2.1 Definition (Logische Beschreibung von Komplexitätsklassen).
SeiL eine Logik,K eine Komplexitätsklasse undS eine unter Isomorphie abgeschlosse-
ne1 Klasse endlicher Strukturen.
L beschreibtK auf S (engl.:L capturesK auf S), falls die folgenden Bedingungen (a)
und (b) erfüllt sind:

(a) Für jeden Satzϕ ∈ L ist die Sprache

LS(ϕ) := {enc(A) : A ∈ S undA |= ϕ} ∈ K .

(D.h.: Die Datenkomplexität des Auswertungsproblems für L auf S liegt in K .)

1d.h. für alle StrukturenA, B gilt: FallsA ∈ S undA ∼= B, so auchB ∈ S.

41
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(b) Für jede Signaturσ und jede unter Isomorphie abgeschlossene KlasseC ⊆ S von σ-
Strukturen gilt: Falls

LC := {enc(A) : A ∈ C} ∈ K ,

so gibt es einen Satzϕ ∈ L , so dass2

C = ModS(ϕ).

Falls eine LogikL eine KomplexitätsklasseK auf der KlasseFin aller endlichen Struktu-
ren beschreibt, so sagen wir auch kurz:L beschreibtK .

2.2 Bemerkungen.

(a) Man beachte, dass jede StrukturA mehreremögliche Kodierungenenc(A) hat, nämlich
i.d.R. für jede lineare Ordnung< auf ihrem Universum eine andere.
Die SpracheLC ist so definiert, dass sie aussämtlichenKodierungen jeder Struktur in
C besteht.

(b) Isomorphe Strukturen haben dieselben Kodierungen, denn:
SeienA und B isomorphe Strukturen und seih ein Isomorphismus vonA nachB.
Ferner sei<A eine lineare Ordnung aufA, d.h.A = {a0 <

A a1 <
A · · · <A an−1}.

Wählt man fürB die lineare Ordnung<B so, dass

h(a0) <
B h(a1) <

B · · · <B h(an−1),

so ist das Wortenc(B), das man mit der linearen Ordnung<B erhält, identisch zu dem
Wort enc(A), das man mit der linearen Ordnung<A erhält.

(c) Wir werden im Folgenden oft StrukturklassenC, die unter Isomorphie abgeschlossen
sind, mit der MengeLC ihrer Kodierungen identifizieren. Insbesondere identifizieren
wir die SpracheLS(ϕ) mit der ModellklasseModS(ϕ).
Wir schreiben dann kurz “C ∈ K ” an Stelle von “LC ∈ K ”, und wir schreiben
“ModS(ϕ) ∈ K ” an Stelle von “LS(ϕ) ∈K ” (vgl. Definition 2.1).

Wir suchen nun Logiken, die Komplexitätsklassen wieNP, P, PSPACE, LOGSPACEbeschrei-
ben. DieLogik erster Stufeist dafür zu ausdrucksschwach, da sie keine Konstrukte enthält,
die z.B. rekursive Definitionen oder Aussagen der Art “es gibt einen Pfad, der die Eigen-
schaft XYZ hat” ermöglichen. (Später, in Kapitel 3 (Ehrenfeucht-Fraı̈ssé Spiele) werden wir
diese Ausdrucksschwäche der Logik erster Stufe auch beweisen.) Um Komplexitätsklassen
beschreiben zu können, betrachten wir daher geeignete Erweiterungen vonFO.

2Zur Erinnerung: Gemäß Definition 1.10 gilt:ModS(ϕ) = {A ∈ S : A |= ϕ}.

Nicole Schweikardt· Vorlesung Logik und Komplexität· SoSe 2007· HU Berlin



2.1 Die Logik zweiter Stufe und der Satz von Fagin 43

2.1 Die Logik zweiter Stufe und der Satz von Fagin

Die erste solche Erweiterung ist die folgendermaßen definierte Logik zweiter Stufe(SO),
die die Logik erster Stufe um Quantoren der Form∃X bzw. ∀X erweitert, wobeiX eine
Relationsvariable ist.

2.1.1 Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe (SO)

2.3 Definition (Syntax der Logik zweiter StufeSO). Seiσ eine Signatur.

(a) Var2 := {Varki : i, k ∈ N>1} ist die Menge alleVariablen zweiter Stufe(oderRelati-
onsvariablen). Die Relationsvariable Vark

i hat dieStelligkeit ar(Varki ) = k.
D.h. für jede Zahlk gibt es abzählbar viele Relationsvariablen der Stelligkeit k.

(b) Die FormelmengeSO[σ] ist induktiv durch die Regeln (A1), (A2), (BC) und (Q1) der
Logik erster Stufe (wobei “FO[σ]” jeweils durch “SO[σ]” ersetzt werden muss), sowie
die beiden folgenden Regeln (A3) und (Q2) definiert:

(A3) IstX ∈ Var2 mit Stelligkeitk := ar(X) und sindv1, . . , vk ∈ Var1 ∪ {c ∈ σ :
c ist ein Konstantensymbol}, so gehörtX(v1, . . , vk) zu SO[σ].

(Q2) Istψ eine Formel inSO[σ] undX ∈ Var2, so gehören auch folgende Formeln
zu SO[σ]: • ∃X ψ (Existenzquantor)

• ∀X ψ (Allquantor).

(c) Die mit (A1), (A2) und(A3) gebildeten Formeln heißenatomareσ-Formeln.

2.4 Bemerkungen.

(a) Analog zu Definition 1.8 bezeichnen wir mit

frei(ϕ)

die Menge aller Variablen erster oder zweiter Stufe, die frei in einer SO[σ]-Formelϕ
vorkommen. Wir schreiben oftϕ(x1, . . , xs,X1, . . ,Xt) um anzudeuten, dass

frei(ϕ) = {x1, . . , xs,X1, . . ,Xt}.

EineSO[σ]-Formelϕ heißtSatz, falls frei(ϕ) = ∅, ϕ also keine freien Variablen erster
Stufe und keine freien Relationsvariablen hat.

(b) Die Semantikder Logik zweiter Stufe ist auf die offensichtliche Weise definiert, z.B.
gilt für eineσ-StrukturA, einek-stellige RelationsvariableX und eineSO[σ]-Formelϕ

A |= ∃X ϕ ⇐⇒ es gibt eine RelationXA ⊆ Ak, so dass(A,XA) |= ϕ.
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Ist ϕ(x1, . . , xs,X1, . . ,Xt) eineSO[σ]-Formel,A eineσ-Struktur,a1, . . , as ∈ A und
A1, . . , At Relationen überA mit Ai ⊆ A

ar(Xi), so schreiben wir

A |= ϕ[a1, . . , as, A1, . . , At] bzw. (A, A1, . . , At) |= ϕ[a1, . . , as]

falls die Formelϕ in der StrukturA erfüllt ist, wenn die freien Vorkommen der Varia-
blenx1, . . , xs,X1, . . ,Xt durch die Wertea1, . . , as, A1, . . , At belegt werden.

(c) Für eine Signaturσ = {R1, . . , Rk , c1, . . , cℓ} schreiben wir oftSO[R1, . . , Rk, c1, . . , cℓ]
an Stelle vonSO[{R1, . . , Rk, c1, . . , cℓ}], um die Klasse allerSO[σ]-Formeln zu be-
zeichnen.

2.5 Beispiele(Graphprobleme).
Seiσ := {E} die Signatur für Graphen,E also ein 2-stelliges Relationssymbol.

(a) Die FormelΦ3-col aus Beispiel 0.2 ist einSO[σ]-Satz, der in einem GraphenG = (V,E)
genau dann gilt, wenn der Graph 3-färbbar ist.
Also gilt: ModFin(Φ3-col) = {G : G ist ein 3-färbbarer Graph}.

(b) Die Formel

Φconn := ∀X
( (
∃xX(x) ∧ ∃y ¬X(y)

)
→

∃u∃v
(
(E(u, v) ∨ E(v, u)) ∧X(u) ∧ ¬X(v)

))

besagt in ihren ModellenG = (V,E), dass für jede nicht-leere KnotenmengeX 6= V
gilt: Es gibt eine Kante zwischen einem Knoten inX und einem Knoten außerhalb von
X. Somit gilt für alle GraphenG:

G 6|= Φconn ⇐⇒ es gibt eine KnotenmengeX mit ∅ 6= X 6= V , so
dass keine Kante zwischenX undV \X verläuft

⇐⇒ G ist nicht zusammenhängend.

Also gilt: ModFin(Φconn) = {G : G ist ein zusammenhängender Graph}.

(c) Ein Hamiltonkreisin einem GraphenG = (V,E) ist eine Folgev0, . . , vn von Knoten,
so dassV = {v0, . . , vn} und es eine Kante vonvn nachv0 und eine Kante vonvi nach
vi+1, für alle i < n, gibt. Aus der Komplexitätstheorie ist bekannt, dass das Problem

HAMILTONKREIS :
Eingabe:Ein GraphG.
Frage: HatG einen Hamiltonkreis?

NP-vollständig ist.
Wir geben nun einenSO-SatzΦHam an, so dass

ModFin(ΦHam) = {G : G hat einen Hamiltonkreis}.
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Die FormelΦHam ist von der Form

∃R< ∃Rsucc∃z0 ∃zmax

(

ϕ<,succ,0,max(R<, Rsucc, z0, zmax) ∧

E(zmax, z0) ∧ ∀x∀y
(
Rsucc(x, y)→ E(x, y)

) )

,

wobei

ϕ<,succ,0,max(R<, Rsucc, z0, zmax) :=

ϕ<,succ,0(R<, Rsucc, z0) ∧ ∀x
(
R<(x, zmax) ∨ x=zmax

)

die Formelϕ<,succ,0 aus dem Beweis von Theorem 1.62 benutzt, um in ihren Modellen
zu erzwingen, dassR< eine lineare Ordnung,Rsuccderen Nachfolger-Relation,z0 deren
kleinstes undzmax deren größtes Element ist. Die letzte Zeile der FormelΦHam besagt,
dass die Folgev0, v1, . . , vn, die man beim Durchlaufen der Knotenmenge entlang der
Nachfolger-RelationRsucc erhält, einen Hamiltonkreis bildet. Insgesamt gilt für jeden
endlichen GraphG:

G |= ΦHam ⇐⇒ G hat einen Hamiltonkreis.

2.1.2 Existentielle Logik zweiter Stufe und der Satz von Fagin

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Fagin, der besagt, dass die Komplexitäts-
klasseNP aus genau den Problemen besteht, die durch Formeln derexistentiellen Logik
zweiter Stufebeschrieben werden können.

2.6 Definition (Existentielle Logik zweiter StufeESO). Seiσ eine Signatur.
Die FormelmengeESO[σ] allerexistentiellenSO[σ]-Formelnbesteht aus allenSO[σ]-Formeln
Φ, die von der Gestalt

∃X1∃X2 · · · ∃Xd ϕ

sind, wobeid > 0,X1, . . ,Xd Relationsvariablen undϕ eineFO[σ∪̇Var2]-Formel ist.

2.7 Beispiele.Die SO[E]-FormelnΦ3-col undΦHam aus Beispiel 2.5 sindESO[E]-Formeln.
Die FormelΦconn aus Beispiel 2.5 ist keineESO[E]-Formel.

2.8 Theorem(Satz von Fagin, 1974). ESObeschreibtNP auf Fin.

Beweis: Seiσ eine Signatur.

“⊆”: Zunächst zeigen wir, dass für jedenESO[σ]-SatzΦ gilt:

LFin(Φ) := {enc(A) : A ∈ Fin undA |= Φ} ∈ NP,

d.h. wir müssen zeigen, dass das Problem
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ModFin(Φ) :
Eingabe:Eine endliche StrukturA.
Frage: Gilt A |= Φ ?

durch eine nichtdeterministische Turing-Maschine lösbar ist, deren Zeitschranke polynomi-
ell in der Größe des Universums der Eingabe-StrukturA ist.
Sei dazu der gegebeneESO[σ]-SatzΦ von der Form

∃X1 · · · ∃Xd ϕ

mit d > 0 undϕ ∈ FO[σ∪̇{X1, . . ,Xd}].
Aus Lemma 1.59 folgt, dass es eine deterministische Turing-MaschineM ′ gibt, die das
Problem

L′ := {enc(A′) : A
′ ist eine(σ∪̇{X1, . . ,Xd})-Struktur mitA′ |= ϕ}

löst und dabei nur PlatzO(log n) benutzt, wobein die Größe des Universums vonA′ be-
zeichnet. Aus Satz 1.25 folgt, dass es eine Konstanted′ ∈ N gibt, so dassM ′ Zeitschranke
nd′ hat. Unter Verwendung vonM ′ kann man leicht eine NTMM bauen, die dem folgenden
(nichtdeterministischen) Algorithmus gemäß das ProblemModFin(Φ) löst:

Eingabe:Eine endlicheσ-StrukturA.
Frage: Gilt A |= Φ ?
Lösung:

1. Rate BelegungenXA
1 , . . ,X

A
d für die RelationsvariablenX1, . . ,Xd,

d.h. rate (Kodierungen von) RelationenXA
i ⊆ A

ar(Xi), für i = 1, . . , d.

2. Entscheide, ob
(A,XA

1 , . . ,X
A
d ) |= ϕ,

indem die Turing-MaschineM ′ mit Eingabeenc(A′), für A′ := (A,XA
1 , . . ,X

A
d )

gestartet wird.

Für Schritt 1 wird der Nicht-Determinismus genutzt. Da jede RelationXA
i ⊆ A

ar(Xi) durch
ein 0-1-Wort der Längenar(Xi) kodiert werden kann, benötigt eine NTM für Schritt 1 nur
polynomiell viele Schritte. Da die TMM ′ polynomiell zeitbeschränkt ist, reicht auch für
Schritt 2 eine polynomielle Anzahl von Schritten aus.
Die so konstruierte NTMM löst also das ProblemLFin(Φ) und ist polynomiell zeitbe-
schränkt. Es gilt also:LFin(Φ) ∈ NP.

“⊇”: Sei C eine unter Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicherσ-Strukturen, so dass

LC := {enc(A) : A ∈ C} ∈ NP.

D.h. es gibt eine NTMM = (Q,Σ,Γ,∆, q0, F ) mit F = Fakz∪̇Fverw und eine Konstante
k ∈ N, so dassM bei Eingabe (der Kodierung) einer endlichenσ-StrukturA entscheidet,
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ob A ∈ C und dabei weniger alsnk Schritte macht. Mitn bezeichnen wir hierbei — und
bis zum Ende dieses Beweises immer — die Größe des Universums der Eingabe-Struktur
A. O.B.d.A. können wir annehmen, dass

• Fakz aus genau einem akzeptierenden Zustandqakz besteht,

• jeder Lauf vonM bei jeder Eingabe-StrukturA mit |A| > 2 nachgenaunk−1 Schrit-
ten in einem (akzeptierenden oder verwerfenden) Endzustand endet und

• nk > |enc(A)|.

Unser Ziel ist, einenESO[σ]-SatzΦ zu finden, so dassC = ModFin(Φ), d.h. für jede endli-
cheσ-StrukturA gilt:

A |= Φ ⇐⇒ A ∈ C

⇐⇒ M akzeptiertA

⇐⇒ es gibt einen Lauf vonM bei Eingabeenc(A), der nach
nk−1 Schritten in Zustandqakz endet.

Idee zur Konstruktion vonΦ: Ähnlich wie im Beweis des Satzes von Trachtenbrot. Jetzt
wird aber jeder Zeitpunktt ∈ {0, 1, . . , nk−1} durch dask-Tupel ~t := (t1, . . , tk) ∈
{0, . . , n−1}k kodiert, für das gilt:

rg<lex
(~t ) = t.

Analog wird jede Bandpositionp ∈ {0, 1, . . , nk−1} durch eink-Tupel~p := (p1, . . , pk) ∈
{0, . . , n−1}k kodiert. Ein Lauf vonM bei Eingabeenc(A) wird durch folgende Relationen
repräsentiert:

• eine2k-stellige RelationKA mit der Bedeutung

(~t, ~p) ∈ KA ⇐⇒ der Schreib-/Lesekopf steht zum Zeitpunkt~t auf Bandposition~p.

• für jedes Symbolγ ∈ Γ eine2k-stellige RelationBA
γ mit der Bedeutung

(~t, ~p) ∈ BA
γ ⇐⇒ auf Bandposition~p steht zum Zeitpunkt~t das Symbolγ.

• für jeden Zustandq ∈ Q einek-stellige RelationZA
q mit der Bedeutung

~t ∈ ZA
q ⇐⇒ M ist zum Zeitpunkt~t in Zustandq.

Damit k-Tupel~t ∈ Ak bzw. ~p ∈ Ak überhaupt mit Tupeln aus{0, . . , n−1}k, und somit
mit Zahlen aus{0, 1, . . , nk−1} identifiziert werden können, benötigen wir außerdem eine
lineare Ordnung<A auf dem UniversumA vonA, deren Nachfolger-RelationsuccA, sowie
ElementezA

0 undzA
max für das kleinste und das größte Element inA bzgl. der Ordnung<A.
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Der ESO[σ]-SatzΦ, der in jeder StrukturA die Berechnung vonM bei Eingabeenc(A)
beschreibt, wird nun folgendermaßen gewählt:

Φ := ∃K
(
∃Bγ

)

γ∈Γ

(
∃Zq

)

q∈Q
∃R< ∃Rsucc∃z0 ∃zmax

(

ϕ<,succ,0,max(R<, Rsucc, z0, zmax) ∧

ϕBand ∧ ϕKopf ∧ ϕZustand ∧ ϕStart ∧ ϕSchritt ∧ ϕAkzeptiere

)

,

wobei ϕ<,succ,0,max(R<, Rsucc, z0, zmax) die bereits in Beispiel 2.5(c) benutzteFO-Formel
ist, die in ihren Modellen erzwingt, dassR< mit einer linearen Ordnung,Rsucc mit deren
Nachfolger-Relation undz0 bzw. zmax mit deren kleinstem bzw. größtem Element belegt
wird. Die FO-Formeln der letzten Zeile vonΦ sind wie folgt gewählt:

ϕBand besagt, dass zu jedem Zeitpunkt auf jeder Bandposition genau ein Symbol des Ar-
beitsalphabetsΓ steht:

ϕBand := ∀x1 · · · ∀xk ∀y1 · · · ∀yk

∨

γ∈Γ

(

Bγ(~x, ~y) ∧
∧

γ′∈Γ
γ′ 6=γ

¬Bγ′(~x, ~y)
)

.

ϕKopf besagt, dass zu jedem Zeitpunkt der Schreib-/Lesekopf auf genau einer Bandposition
steht:

ϕKopf := ∀x1 · · · ∀xk ∃y1 · · · ∃yk

(

K(~x, ~y) ∧ ∀y′1 · · · ∀y
′
k

(
K(~x, ~y ′)↔

k∧

i=1

yi = y′i
) )

.

ϕZustand besagt, dass die Maschine zu jedem Zeitpunkt in genau einem Zustand aus der
ZustandsmengeQ ist:

ϕZustand := ∀x1 · · · ∀xk

∨

q∈Q

(

Zq(~x) ∧
∧

q′∈Q
q′ 6=q

¬Zq′(~x)
)

.

ϕAkzeptierebesagt, dassM zum Zeitpunktnk−1, der durch dask-Tupel (zmax, . . , zmax) re-
präsentiert wird, in demakzeptierendenZustandqakz ist:

ϕAkzeptiere := Zqakz(zmax, . . , zmax
︸ ︷︷ ︸

k

).

Die FormelϕSchritt besagt für jeden Zeitpunkt~t: Falls~t nicht das Ende der Berechnung ist,
so istM im Zeitpunkt~t ′ := ~t+ 1 in einem lautÜbergangsrelation∆ zulässigen Zustandq′

und hat das entsprechende Symbol auf’s Band geschrieben, den Kopf an die richtige Stelle
bewegt und die Beschriftung aller anderen Bandpositionen nicht verändert.
Die FormelϕSchritt benutzt dieFO-Formel

equal(x1, . . , xk, y1, . . , yk) :=

k∧

i=1

xi = yi ,
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sowie eineFO-Formel

succ<lex(x1, . . , xk, y1, . . , yk) ,

die besagt, dass dask-Tupel~y mit dem unmittelbaren Nachfolger (bzgl. der ausR< gebil-
deten lexikographischen Ordnung) des Tupels~x belegt ist (genaue Konstruktion der Formel
succ<lex(~x, ~y): Übung).
Zur besseren Lesbarkeit schreiben wir in der folgenden Formel

∃~t bzw. ∀~p

als Abkürzung für die Quantifizierungen

∃t1 · · · ∃tk bzw. ∀p1 · · · ∀pk .

ϕSchritt :=

∀~t ∀~p
∧

q∈Q\F

∧

γ∈Γ

( (

K(~t, ~p) ∧ Zq(~t) ∧ Bγ(~t, ~p)
)

→

(

∃~t ′ ∃~p ′
(

succ<lex(~t,~t
′) ∧ K(~t ′, ~p ′) ∧

(
∀~p ′′ ( equal(~p ′′, ~p) ∨

∧

γ′′∈Γ

(Bγ′′(~t ′, ~p ′′)↔ Bγ′′(~t, ~p ′′)) )
)
∧

∨

q′,γ′,m :
(q,γ,q′,γ′,m)∈∆

(Zq′(~t
′) ∧ Bγ′(~t ′, ~p) ∧ χm(~p, ~p ′) )

)))

,

wobei die Formelχm(~p, ~p ′) die jeweilige Kopfbewegung fürm ∈ {1,−1, 0} beschreibt:

χ1(~p, ~p
′) := succ<lex(~p, ~p

′),
χ−1(~p, ~p

′) := succ<lex(~p
′, ~p),

χ0(~p, ~p
′) := equal(~p, ~p ′).

Nun fehlt nur noch die FormelϕStart, die besagt, dassM zum Zeitpunkt0 (der durch das
k-Tupel~z0 := (z0, . . , z0) kodiert wird) in der Anfangskonfiguration bei Eingabe des Worts
enc(A) ist, d.h.M ist im Startzustandq0, der Schreib-/Lesekopf steht auf Bandposition 0
(die durch dask-Tupel ~z0 := (z0, . . , z0) kodiert wird), und für jedes~p ∈ {0, . . , n−1}k

gilt: Auf Bandpositioni := rg<lex
(~p) ∈ {0, 1, . . , nk−1} steht

• das Symbol0, falls an deri-ten Position des Wortsenc(A) eine0 steht,

• das Symbol1, falls an deri-ten Position des Wortsenc(A) eine1 steht,

• das Blank-Symbol�, falls i > |enc(A)|.
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Dies wird durch dieFO-Formel

ϕStart := Zq0(~z0) ∧ K(~z0, ~z0) ∧ ∀y1 · · · ∀yk

((
B0(~z0, ~y)↔ ζ0(~y)

)
∧

(
B1(~z0, ~y)↔ ζ1(~y)

)
∧

(
B�(~z0, ~y)↔ ¬(ζ0(~y) ∨ ζ1(~y))

) )

ausgedrückt, wobeiζ0(~y) und ζ1(~y) geeigneteFO-Formeln sind, die ausdücken, dass in
dem 0-1-Wortenc(A) an Positionrg<lex

(~y) eine 0 bzw. eine 1 steht. Im Folgenden werden
die Formelnζ0 und ζ1 für den speziellen Fall angegeben, dass die Signaturσ aus einem
2-stelligen RelationssymbolR1 und einem Konstantensymbolc1 besteht. Der allgemeine
Fall, in demσ aus mehreren Relationssymbolen verschiedener Stelligkeiten und mehreren
Konstantensymbolen besteht, kann ganz analog behandelt werden.

Ist σ = {R1, c1} (für ein 2-stelliges RelationssymbolR1 und ein Konstantensymbolc1),
so gilt für jedeσ-StrukturA, dass das Wortenc(A) die Länge3n2 hat, wobein := |A| ist
undenc(A) von der Form

enc(A) = 1n0n2−n
︸ ︷︷ ︸

Längen2

enc(RA
1 )

︸ ︷︷ ︸

Längen2

enc(cA1 )
︸ ︷︷ ︸

Längen2

∈ {0, 1}3n2
.

Die Positionen0, . . , 3n2−1 des Wortsenc(A) werden durch genau diejenigenk-Tupel~p =
(p1, . . , pk) ∈ {0, . . , n−1}k kodiert, für die gilt:

p1 = · · · = pk−3 = 0, pk−2 ∈ {0, 1, 2} und pk−1, pk ∈ {0, . . , n−1}.

Daher erzwingen die folgenden Formelnζ1(~y) undζ0(~y), dass in ihren Modellen die Varia-
blen~y mit Werten belegt sind, die Positionen kodieren, an denen inenc(A) eine 1 bzw. eine
0 steht:

ζ1(y1, . . , yk) :=

k−3∧

i=1

yi = z0 ∧
( (

yk−2 = z0 ∧ yk−1 = z0
)

(Anfangsblock1n0n2−n)

∨
(
Rsucc(z0, yk−2) ∧ R1(yk−1, yk)

)
(Teilstückenc(RA

1 ))

∨
(
“yk−2 = 2” ∧ yk−1 = z0 ∧ yk = c1

) )

(Teilstückenc(cA1 ))

ζ0(y1, . . , yk) :=

k−3∧

i=1

yi = z0 ∧
(

yk−2 = z0 ∨ Rsucc(z0, yk−2) ∨ “yk−2 = 2”
)

∧ ¬ ζ1(y1, . . , yk),

wobei “yk−2 = 2” für die Formel ∃x
(
Rsucc(z0, x) ∧Rsucc(x, yk−2)

)
steht.

Insgesamt sind wir nun fertig mit der Konstruktion derESO-FormelΦ. Man kann leicht
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nachprüfen (per Induktion nach den Zeitpunkten0, 1, . . , nk−1), dass für jede endlicheσ-
StrukturA gilt:

A |= Φ ⇐⇒ es gibt einen Lauf vonM bei Eingabeenc(A), der nach
nk−1 Schritten in dem akzeptierenden Zustandqakz endet.

DaM genau dieσ-Strukturen akzeptiert, die inC liegen, gilt demnach:
A |= Φ ⇐⇒ A ∈ C. Somit sind wir fertig mit dem Beweis von Theorem 2.8. �

Unter Verwendung des Satzes von Fagin erhält man relativ leicht einen Beweis für das
folgende Resultat (das allerdings bereits vor dem Satz von Fagin bekannt war):

2.9 Theorem(Satz von Cook, 1971). Das aussagenlogische Erfüllbarkeitsproblem

SAT:
Eingabe:Eine aussagenlogische Formelα.
Frage: Gibt es eine Variablenbelegung, dieα erfüllt?

ist NP-vollständig.

Beweis: SAT ∈ NP, denn man kann leicht einen nichtdeterministischen Polynomialzeit-
Algorithmus angeben, der bei Eingabe einer aussagenlogischen Formelα zunächst eine
Belegung der inα vorkommenden Variablen mit Werten aus{0, 1} “rät” und danach über-
prüft, ob diese Belegung die Formelα tatsächlich erfüllt.

SAT ist NP-hart: Dazu muss man für jedes ProblemL in NPzeigen, dass es eine Polynomial-
zeit-Reduktion vonL auf SAT gibt. Jedes ProblemL kann man, für eine geeignete Si-
gnaturσ, mit einer KlasseC endlicherσ-Strukturen (bzw. der zugehörigen MengeLC)
identifizieren. Da nach VoraussetzungLC ∈ NP ist, liefert der Satz von Fagin (Theo-
rem 2.8), dass es einenESO[σ]-SatzΦ gibt, so dass für jede endlicheσ-Struktur A gilt:
A ∈ C ⇐⇒ A |= Φ.
Der SatzΦ sei von der Form

Φ = ∃X1 · · · ∃Xd ϕ,

wobeid > 0,X1, . . ,Xd Relationsvariablen undϕ ein FO[σ∪̇{X1, . . ,Xd}]-Satz ist.
Wir nutzen die Formelϕ, um für jede endlicheσ-StrukturA eine aussagenlogische For-

melαΦ,A zu konstruieren, so dass gilt

A |= Φ ⇐⇒ αΦ,A hat eine erfüllende Belegung.

Die aussagenlogische FormelαΦ,A benutzt aussagenlogische Variablen aus der Menge

V := { vXi,~a : i ∈ {1, . . , d} und~a ∈ Aar(Xi) }.

Die Idee dabei ist, dass eine Belegung, die der VariablenvXi,~a den Wahrheitswert1 zu-
ordnet, kodiert, dass das Tupel~a in der RelationXi liegt. Somit entspricht eine Belegung
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der aussagenlogischen Variablen ausV mit Werten aus{0, 1} gerade einer Belegung der
RelationsvariablenX1, . . ,Xd mit Relationen über dem Universum vonA.

Die aussagenlogische FormelαΦ,A entsteht nun ausϕ, indem man nacheinander die fol-
genden Ersetzungen durchführt:

1. Ersetze jede Teilformel der Form∃xψ(x, · · · ) durch
∨

a∈A

ψ(a, · · · ).

2. Ersetze jede Teilformel der Form∀xψ(x, · · · ) durch
∧

a∈A

ψ(a, · · · ).

3. Ersetze jedes Konstantensymbolc durch die zugehörige KonstantecA.

4. Ersetze jedes “Atom” der FormXi(~a) (für i ∈ {1, . . , d} und~a ∈ Aar(Xi)) durch die
aussagenlogische VariablevXi,~a.

5. Ersetze jedes “Atom” der FormR(~a) (für R ∈ σ und~a ∈ Aar(R)) durch den Wahr-
heitswert1, falls~a ∈ RA, und durch den Wahrheitswert0, falls~a 6∈ RA.

6. Ersetze jede Gleichung der Forma = b (für a, b ∈ A) durch den Wahrheitswert1, falls
a = b ist, und durch den Wahrheitswert0, falls a 6= b ist.

Gemäß dieser Konstruktion gilt für alle endlichenσ-StrukturenA:

• A |= Φ ⇐⇒ αΦ,A ist erfüllbar,

• Bei Eingabe der StrukturA kann man in polynomieller Zeit (also Zeit|A|k, für eink ∈ N)
die FormelαΦ,A erzeugen.

Somit ist die Abbildungf , die jeder endlichenσ-StrukturA die FormelαΦ,A zuordnet, eine
Polynomialzeit-Reduktion von dem ProblemLC auf das aussagenlogische Erfüllbarkeits-
problem SAT.
Insgesamt haben wir also gezeigt, dass das Problem SAT NP-vollständig ist. �

2.1.3 Logische Charakterisierung der Polynomialzeit-Hierarchie

Die folgenden Fragmente der Logik zweiter Stufe stehen in einem wichtigen Zusammen-
hang zu den Stufen der Polynomialzeit-Hierarchie:

2.10 Definition (Σ1
k undΠ1

k).
Für jedesk ∈ N definieren wir induktiv die FormelklassenΣ1

k undΠ1
k folgendermaßen:

• Σ1
0 := Π1

0 := FO.

• Σ1
k+1 := { ∃X1 · · · ∃Xℓ ϕ : ℓ > 0, X1, . . ,Xℓ sind Relationsvariablen undϕ ∈ Π1

k }

• Π1
k+1 := { ∀X1 · · · ∀Xℓ ϕ : ℓ > 0, X1, . . ,Xℓ sind Relationsvariablen undϕ ∈ Σ1

k }.
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2.11 Bemerkungen.

(a) Man beachte, dassΣ1
1 = ESO, und für allek ∈ N gilt:

FO ⊆ Σk ⊆ Πk+1 ⊆ Σk+2 ⊆ SO.

(b) Σ1
k-Formeln sind von der Gestalt

∃~Y1 ∀~Y2 · · ·Q ~Yk ϕ,

wobeiϕ eineFO-Formel, jedes~Yi ein Tupel von Relationsvariablen und

Q =

{
∀ , falls k gerade
∃ , falls k ungerade.

Die einzelnen Tupel~Yi heißen (existentielle bzw. universelle)Quantorenbl̈ocke.

(c) Man kann leicht sehen, dass es für jedeSO-Formel Φ eine Zahlk und eine Formel
Ψ ∈ Σ1

k gibt, so dassΨ äquivalent zuΦ ist.

Somit ist jedeSO-Formel äquivalent zu einer Formel in
⋃

k∈N

Σ1
k.

Aus dem Satz von Fagin erhält man leicht die folgende Charakterisierung der Polynomialzeit-
Hierarchie:

2.12 Satz.

(a) Für jedesk ∈ N>1 gilt: Σ1
k beschreibtΣp

k auf Fin.

D.h. ein Problem gehört genau dann zurk-ten StufeΣp
k der Polynomialzeit-Hierarchie,

wenn es durch einenΣ1
k-Satz beschrieben werden kann.

(b) Für jedesk ∈ N>1 gilt: Π1
k beschreibtΠp

k auf Fin.

(c) SObeschreibtPH auf Fin.

Beweis: Übung. �

2.2 Fixpunktlogiken zur Beschreibung vonP und PSPACE

Satz von Fagin:Beschreibung vonNP durch existentielle Logik zweiter Stufe (ESO).

Ziel dieses Abschnitts:Logiken zur Beschreibung vonP undPSPACE

Möglichkeiten:

• P durch geeignete Fragmente vonSObeschreiben
etwa:SO-HORN,Σ1

1-HORN (Grädel, 1991)

• Fixpunktlogiken: Erweiterungen vonFO um die Möglichkeit, Relationeninduktiv
(bzw. rekursiv) zu definieren

Um Fixpunktlogiken einführen und verstehen zu können, benötigen wir zunächst einige
grundlegende Begriffe.
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2.2.1 Etwas Fixpunkttheorie

Wir schreibenPot(A), um die Potenzmenge einer MengeA zu bezeichnen, d.h.

Pot(A) = {X : X ⊆ A}.

Insbesondere gilt natürlich für jedesendlicheA, dass |Pot(A)| = 2|A|.

2.13 Definition. SeiA eine Menge undF : Pot(A)→ Pot(A) eine Abbildung.

(a) F heißtmonoton, falls für alle MengenP,Q ∈ Pot(A) gilt:

P ⊆ Q =⇒ F (P ) ⊆ F (Q).

(b) F heißtinflationär, falls für alleP ∈ Pot(A) gilt: P ⊆ F (P ).

(c) Eine MengeP ∈ Pot(A) heißtFixpunktvonF , falls F (P ) = P.

(d) Eine MengeP ∈ Pot(A) heißtkleinster FixpunktvonF , falls P ein Fixpunkt vonF
ist und für jeden FixpunktQ vonF gilt: P ⊆ Q.

2.14 Proposition.

(a) Es gibt Abbildungen, die weder monoton noch inflationär sind.

(b) Es gibt Abbildungen, die monoton, aber nicht inflationär sind.

(c) Es gibt Abbildungen, die inflationär, aber nicht monoton sind.

(d) Es gibt Abbildungen, die keinen Fixpunkt besitzen.

(e) Für jede AbbildungF : Pot(A)→ Pot(A) gilt:
Falls es einen kleinsten Fixpunkt vonF gibt, so ist dieser eindeutig bestimmt.

Beweis: Übung. �

Der folgende Satz charakterisiert die kleinsten FixpunktemonotonerAbbildungen:

2.15 Satz(Knaster und Tarski).
SeiA eine Menge undF : Pot(A)→ Pot(A) eine monotone Abbildung.
Dann hatF einen kleinsten Fixpunkt, derlfp(F ) genannt wird, und es gilt:3

lfp(F ) =
⋂

{X ⊆ A : F (X) = X} =
⋂

{X ⊆ A : F (X) ⊆ X}.

3Für eine MengeM , deren Elemente selbst Mengen sind, schreiben wir
T

M , um die Schnittmenge
T

X∈M X

zu bezeichnen.
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Beweis: Sei

M := {X ⊆ A : F (X) ⊆ X} und P :=
⋂

M.

Schritt 1: Wir zeigen zun̈achst, dassP ein Fixpunkt vonF ist:

“F (P ) ⊆ P ”: Da P =
⋂
M , gilt für jedesX ∈ M , dassP ⊆ X. DaF monoton ist,

folgt F (P ) ⊆ F (X). WegenX ∈ M gilt F (X) ⊆ X. Somit gilt für alleX ∈ M , dass
F (P ) ⊆ X. Daher gilt also:

F (P ) ⊆
⋂

M
def
= P.

“P ⊆ F (P )”: Da (wie wir gerade gezeigt haben)F (P ) ⊆ P ist, folgt aus der Monotonie

vonF , dass auchF
(
F (P )

)
⊆ F (P ). Somit giltF (P ) ∈M . WegenP =

⋂
M folgt daher

P ⊆ F (P ).

Schritt 2: Für jeden FixpunktQ vonF gilt P ⊆ Q, denn:

Für jeden FixpunktQ vonF gilt F (Q) ⊆ Q. Daher istQ ∈M , und gemäß Definition von
P daherP ⊆ Q.

Schritt 3: Abschluss des Beweises:

Aus den Schritten 1 und 2 folgt, dassP der kleinste Fixpunkt vonF ist.
Außerdem gilt für die Menge

M ′ := {X ⊆ A : F (X) = X},

dassP ∈M ′ (daF (P ) = P ) und M ′ ⊆M . Somit folgt

P =
⋂
M ⊆

⋂
M ′ ⊆ P.

(Def.) (M⊇M′) (P∈M′)

Daher gilt fürlfp(F ) := P , dass

lfp(F ) =
⋂

{X ⊆ A : F (X) = X} =
⋂

{X ⊆ A : F (X) ⊆ X}

der kleinste Fixpunkt vonF ist. �

Eine andere Charakterisierung der kleinsten Fixpunkte monotoner Funktionen, die auch
gleich ein Verfahren zumAusrechnendes kleinsten Fixpunkts liefert, ergibt sich durch die
Betrachtung der einzelnenInduktionsstufen:

2.16 Definition (Induktionsstufen).
SeiA eineendlicheMenge undF : Pot(A)→ Pot(A) eine Abbildung.
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(a) Wir definieren induktiv eine Sequenz von MengenR0, R1, R2, . . . durch

R0 := ∅ und Ri+1 := F
(
Ri

)
(für alle i ∈ N).

Die MengeRi heißti-te Induktionsstufe(oder auch:i-te Stufe).

(Es gilt also für allei ∈ N: Ri = F i(∅).)

(b) F heißtinduktiv, falls für allei ∈ N gilt: Ri ⊆ Ri+1.

2.17 Proposition.

(a) Jede monotone oder inflationäre Abbildung ist induktiv.

(b) Es gibt Abbildungen, die induktiv, aber weder monoton noch inflation̈ar sind.

Beweis: Übung. �

2.18 Proposition.Für jede endliche MengeA und jede induktive AbbildungF : Pot(A)→
Pot(A) wird die Sequenz der Induktionsstufen stationär, d.h. es gibt eine Zahli 6 |A|, so

dassRi = Ri+1 def
= F (Ri), und somitRi = Ri+n für alle n > 0.

Beweis: DaF induktiv ist, gilt

∅ = R0 ⊆ R1 ⊆ R2 ⊆ · · · ⊆ Rj ⊆ Rj+1 ⊆ · · · ⊆ A.

Da A nur |A| viele Elemente besitzt, kannnicht für alle j ∈ {0, 1, . . , |A|} gelten, dass
Rj & Rj+1 (denn sonst würde in jeder der Stufen1, 2, . . , |A|, |A|+1 mindestens ein neues
Element hinzukommen, inA gibt es aber nur|A| viele Elemente).
Somit muss es also eini ∈ {0, 1, . . , |A|} geben, so dassRi = Ri+1. Gemäß der Definition
der Stufen (Rj+1 := F (Rj)) folgt daraus, dass

Ri = F (Ri) = F (F (Ri)) = F (F (F (Ri))) = · · · ,

also

Ri = Ri+1 = Ri+2 = Ri+3 = · · · .

�

2.19 Definition. SeiA eine endliche Menge undF : Pot(A)→ Pot(A) induktiv.

(a) Die kleinste Zahli, für dieRi = Ri+1 (d.h.F i(∅) = F i+1(∅) = F i+n(∅), für alle
n > 0), heißt dasAbschlussordinalvonF , oder kurz:cl(F ).

(b) Die MengeR∞ := Rcl(F ) heißtinduktiver FixpunktvonF .

Nicole Schweikardt· Vorlesung Logik und Komplexität· SoSe 2007· HU Berlin



2.2 Fixpunktlogiken zur Beschreibung vonP undPSPACE 57

2.20 Satz.SeiA eine endliche Menge.
Für jede monotone AbbildungF : Pot(A)→ Pot(A) gilt:

lfp(F ) = R∞.

D.h.: Der induktive Fixpunkt einer monotonen Abbildung istgerade der kleinste Fixpunkt.

Beweis: “⊆”: Gemäß der Definition des inflationären Fixpunkts giltR∞ = F (R∞), R∞

ist also ein Fixpunkt vonF . Insbesondere gilt

lfp(F ) ⊆ R∞,

da der kleinste Fixpunkt gemäß Definition in jedem anderen Fixpunkt enthalten ist.

“⊇”: Per Induktion zeigen wir, dassRi ⊆ lfp(F ) für alle i ∈ N.
i = 0: Klar, daR0 = ∅ ⊆ lfp(F ).
i→ i+1: Per Induktion giltRi ⊆ lfp(F ). DaF monoton ist, folgt, dass

Ri+1 def
= F (Ri) ⊆ F (lfp(F )) = lfp(F ).

�

Den kleinsten Fixpunkt einer monotonen Funktion kann man leicht berechnen, indem man
nach und nach die einzelnen Induktionsstufen berechnet undabbricht, sobald diese stationär
werden:

2.21 Proposition. IstF : Pot(A)→ Pot(A) monoton und in polynomieller Zeit berechen-
bar, so kannlfp(F ) in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis: Es gibt höchstens|A| Induktionsstufen, und jede davon kann in polynomieller Zeit
aus der vorangegangenen berechnet werden. �

2.2.2 Die kleinste Fixpunktlogik

2.22 Definition (OperatorFϕ,A).
Seiσ eine Signatur,k ∈ N>1, R einek-stellige Relationsvariable und~x = x1, . . , xk ein
Tupel ausk verschiedenen Variablen erster Stufe.
JedeFO[σ∪̇{R}]-Formelϕ(R,~x) definert in jederσ-StrukturA eine AbbildungFϕ,A wie
folgt:

Fϕ,A : Pot(Ak) → Pot(Ak)
P 7→ {~a ∈ Ak : A |= ϕ[P,~a]}.

Zum Beispiel kann man sichϕ als Datenbankanfrage vorstellen undFϕ,A als die Abbil-
dung, die jeder Datenbank-RelationP das Ergebnis der Anfrage zuordnet.

Die im Folgenden definiertemonotone Fixpunktlogikist eine Erweiterung der Logik erster
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Stufe durch einen Operator, mit dem man aus einer Formelϕ(R,~x) eine neue Formel erhal-
ten kann, die[lfpR,~x ϕ](~t) genannt wird, und die in jeder StrukturA genau von den Tupeln
~t ∈ Ak erfüllt wird, die zu dem kleinsten Fixpunkt der OperationFϕ,A gehören. Dafür soll-
te man natürlich wissen, ob der kleinste Fixpunkt auch wirklich existiert. Gemäß dem Satz
von Knaster und Tarski (Satz 2.15) existiert der kleinste Fixpunkt vonFϕ,A auf jeden Fall
dann, wennFϕ,A monotonist.

2.23 Definition (Monotone FixpunktlogikMFP). Seiσ eine Signatur.
Die FormelmengeMFP[σ] ist induktiv durch die Regeln (A1), (A2), (A3), (BC) und (Q1)
der Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (MFP) definiert:

(MFP) Istϕ(R,~x) eineMFP[σ]-Formel, wobei

• R einek-stellige Relationsvariable, für eink ∈ N>1,

• ~x = x1, . . , xk ein Tupel ausk verschiedenen Variablen erster Stufe, und

• ϕ außerR und~x evtl. noch andere freie Variablen hat (etwa~u, ~S),

ist~t = t1, . . , tk eink-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbo-
len ausσ, und istFϕ,A monoton auf jeder endlichen(σ∪̇{~u, ~S})-Struktur A, so
ist

[lfpR,~x ϕ](~t)

eineMFP[σ]-Formel.

2.24 Bemerkungen.

(a) Die Menge derfreien VariableneinerMFP[σ]-Formel ist induktiv definiert wie fürFO

bzw.SO, mit der zusätzlichen Regel

frei
(
[lfpR,~x ϕ](~t)

)
:=

(
frei(ϕ) \ {R,~x}

)
∪ {ti : ti ∈ Var1}.

(b) Gilt frei(ϕ) = {R,~x, ~u, ~S}, für ein Tupel~u von Variablen erster Stufe und ein Tupel
~S von Relationsvariablen, so nennen wir die Variablen in~u die Parameterder Formel
[lfpR,~x(ϕ)](~t).

2.25 Definition (Semantik vonMFP[σ]-Formeln). Die Semantik vonMFP[σ]-Formeln der
Formψ := [lfpR,~x ϕ](~t) ist folgendermaßen definiert:

Ist frei(ψ) = {~u, ~S} und istA eine endliche(σ∪̇{~u, ~S})-Struktur, so gilt:

A |= [lfpR,~x ϕ](~t) :⇐⇒ ~t
A
∈ lfp(Fϕ,A).

Aus Satz 1.68 ist bekannt, dass Monotonie vonFO-Formeln auf endlichen Strukturen un-
entscheidbar ist. Es gibt also keinen Algorithmus, der bei Eingabe einer Formelϕ(R,~x)
entscheidet, obFϕ,A für alle endlichen StrukturenA monoton ist.
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Daher ist die Syntax vonMFP unentscheidbar, d.h. es gibt keinen Algorithmus, der bei Ein-
gabe einer Formelψ entscheidet, ob diese zuMFP gehört.

Wünschenswert wäre, eine Fixpunktlogik zu defineren, beider man schon an der Syntax ei-
ner Formel erkennt, ob diese zur Logik gehört oder nicht. Ein reinsyntaktischesKriterium,
das hinreichend für Monotonie ist, wird durch die folgendeDefinition gegeben:

2.26 Definition. Eine Formelϕ(R,~x) heißtpositiv inR (bzw.negativ inR), falls Atome der
FormR(~y) in ϕ stets im Bereich einergeraden(bzw. ungeraden) Anzahl von Negations-
symbolen vorkommen und inϕ kein Implikationspfeil “→” und kein Biimplikationspfeil
“↔” vorkommt.

Man sieht leicht:

2.27 Proposition. Für jede Formelϕ(R,~x), die positiv inR ist, gilt:
Fϕ,A ist monotonfür alle StrukturenA.

Beweisidee:Per Induktion nach dem Formelaufbau zeigt man, dass für jede Formel

ϕ(~x,R1, . . , Rk, S1, . . , Sℓ),

die positiv in R1, . . , Rk und negativin S1, . . , Sℓ ist, folgendes für alle StrukturenA, alle
Tupel~a und alle RelationenRA

1 ⊆ R′
1
A, . . . , RA

k ⊆ R′
k
A undSA

1 ⊇ S′
1
A, . . . , SA

ℓ ⊇ S′
ℓ
A

über dem Universum vonA gilt: FallsA |= ϕ[~a, ~RA, ~SA], so auchA |= ϕ[~a, ~R′A, ~S′A].
Details:Übung. �

Die kleinste Fixpunktlogikist analog zur monotonen Fixpunktlogik definiert, mit dem Un-
terschied, dass man jetzt an Stelle der Monotonie fordert, dass Formelnϕ(R,~x), auf die der
Fixpunktoperatorlfp(·) angewandt werden soll,positiv in R sind.

2.28 Definition (Kleinste FixpunktlogikLFP). Seiσ eine Signatur.
Die FormelmengeLFP[σ] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3),(BC) und (Q1)der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (LFP) definiert:

(LFP) Istϕ(R,~x) eineLFP[σ]-Formel, wobei

• R einek-stellige Relationsvariable, für eink ∈ N>1,

• ~x = x1, . . , xk ein Tupel ausk verschiedenen Variablen erster Stufe, und

• ϕ außerR und~x evtl. noch andere freie Variablen hat,

ist~t = t1, . . , tk eink-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbo-
len ausσ, und istϕ positiv inR, so ist

[lfpR,~x ϕ](~t)

eineLFP[σ]-Formel.
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Die SemantikderLFP-Formeln ist genauso definiert wie die Semantik vonMFP.

2.29 Beispiele.(a) Erreichbarkeit:

SeiG = (V,E, s, t) ein Graph mit zwei ausgezeichneten Knotens, t. Dann gilt

G |=
[
lfpR,x

(
x = s ∨ ∃z (R(z) ∧ E(z, x))

)]
(t)

genau dann, wenn es inG einen Pfad vons nacht gibt.

Dies sieht man, indem man die einzelnen StufenR0, R1, R2, . . . des OperatorsFϕ,G

ausrechnet. Per Induktion nachi erhält man so für obige Beispielformel:

Ri = {v ∈ V : es gibt inG einen Pfad der Länge< i von s nachv}.

Daher gilt fürlfp(Fϕ,G) = R∞:

R∞ = {v ∈ V : es gibt inG einen Pfad vons nachv}.

(b) Graphzusammenhang:

SeiG = (V,E) ein Graph. Dann gilt

G |= ∀x ∀y
[
lfpR,x,y x = y ∨ ∃z

(
R(x, z) ∧ E(z, y)

)]
(x, y)

genau dann, wennG zusammenhängend ist.
Für die einzelnen Stufen gilt hier in jedem GraphenG:

Ri = {(u, v) ∈ V 2 : es gibt inG einen Pfad der Länge< i vonu nachv}.

(c) Eine definierbare Wortsprache:

Seiσ = {<,Pa, Pb} die Signatur, mit der Wörterw ∈ {a, b}∗ als σ-StrukturenAw

kodiert werden (siehëUbungsblatt 1).
Wir definieren nun eine Formelϕ(R,x), die positiv inR ist, so dass für alle nicht-leeren
Wortew = w0 · · ·wn−1 ∈ {a, b}

∗ gilt:

Aw |= [lfpR,x ϕ](i) ⇐⇒ an Positioni steht inw der Buchstabea und auf den Posi-
tionen0, . . , i steht eineungeradeAnzahl vonas.

Wenn wirϕ so gewählt haben, gilt für jedes Wortw:

Aw |= ∀x
( (
Pa(x) ∧ ¬∃y (Pa(y) ∧ x < y)

)

︸ ︷︷ ︸

x ist die Position des letztenas in w

→ ¬[lfpR,x ϕ](x)
)

genau dann, wenn die Anzahl deras inw gerade ist.
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Wahl der Formelϕ(R,x):

ϕ(R,x) :=
(

Pa(x) ∧ ¬∃y (Pa(y) ∧ y < x)
)

∨
(

∃z ∃y
(
R(z) ∧ Pa(y) ∧ Pa(x) ∧ (z < y < x) ∧

∀u
((
¬(z < u < y ∨ y < u < x)

)
∨ Pb(u)

) ))

.

2.30 Lemma.
Die Datenkomplexiẗat des Auswertungsproblems für LFP auf Fin liegt in PTIME.

Beweis: Per Induktion über den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

ψ := [lfpR,~x ϕ](~t).

Nach Induktionsannahme kann die Formelϕ für jede InduktionsstufeRi in polynomieller
Zeit ausgewertet werden. Die Behauptung folgt damit aus Proposition 2.21. �

2.2.3 Inflationäre Fixpunktlogik

Bei der Definition derkleinsten Fixpunktlogikwurde durch ein syntaktisches Kriterium
(nämlich dadurch, dass die Formelϕ(R,~x) positiv in R sein muss), gewährleistet, dass
die SequenzR0, R1, R2, . . der Induktionsstufeninduktiv ist, d.h.

R0 ⊆ R1 ⊆ R2 ⊆ · · · ⊆ Ri ⊆ Ri+1 ⊆ · · · ,

und daher der induktive FixpunktR∞ = Rcl(F ) existiert.
In diesem Abschnitt werden wir die Bedingung “ϕ(R,~x) positiv in R” fallenlassen und
stattdessen durch explizites Vereinigen erzwingen, dass jede Induktionsstufe ihre gesamte
Vorgängerstufe enthält.

2.31 Definition (Inflationärer Fixpunktifp(F )). Zu jeder endlichen MengeA und jeder
AbbildungF : Pot(A)→ Pot(A) ist die AbbildungIF wie folgt definiert:

IF : Pot(A) → Pot(A)
X 7→ X ∪ F (X).

Offensichtlich istIF inflationär und hat daher einen induktiven FixpunktR∞ = Rcl(IF ).
R∞ heißt derinflationäre Fixpunkt vonF , geschriebenifp(F ).

2.32 Bemerkung.FallsF monotonist, so habenF undIF die gleichen Induktionsstufen,
und es gilt ifp(F ) = lfp(F ).

2.33 Definition (Inflationäre FixpunktlogikIFP). Seiσ eine Signatur.
Die FormelmengeIFP[σ] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3),(BC) und (Q1)der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (IFP) definiert:
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(IFP) Istϕ(R,~x) eineIFP[σ]-Formel, wobei

• R einek-stellige Relationsvariable, für eink ∈ N>1,

• ~x = x1, . . , xk ein Tupel ausk verschiedenen Variablen erster Stufe, und

• ϕ außerR und~x evtl. noch andere freie Variablen hat,

und ist~t = t1, . . , tk ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanten-
symbolen ausσ, so ist

[ifpR,~x ϕ](~t)

eineIFP[σ]-Formel.

2.34 Definition(Semantik vonIFP[σ]-Formeln). Die Semantik vonIFP[σ]-Formeln der Form
ψ := [ifpR,~x ϕ](~t) ist folgendermaßen definiert:

Ist frei(ψ) = {~u, ~S} und istA eine endliche(σ∪̇{~u, ~S})-Struktur, so gilt:

A |= [ifpR,~x ϕ](~t) :⇐⇒ ~t
A
∈ ifp(Fϕ,A).

2.35 Beispiel. Sei σ = {<,Pa, Pb} die Signatur, mit der Wörterw ∈ {a, b}∗ als σ-
StrukturenAw kodiert werden (siehëUbungsblatt 1).
Wir definieren eine Formelϕ(R,x), so dass für alle nicht-leeren Wortew = w0 · · ·wn−1 ∈
{a, b}∗ gilt:

Aw |= ∀u [ifpR,x ϕ](u) ⇐⇒ w ∈ {anbn : n > 1}.

Wir wählen ϕ(R,x) :=

(

“Pa(0)” ∧ “Pb(max)” ∧
(
“x = 0” ∨ “x = max”

))

∨

∃y ∃z
(

y < z ∧ R(y) ∧ R(z) ∧ ∀v
(
“y < v < z” → ¬R(v)

)
∧

“Pa(y+1)” ∧ “Pb(z−1)” ∧
(
“x = y+1” ∨ “x = z−1”

) )

.

Für diei-te InduktionsstufeRi desinflationärenFixpunkts vonF gilt dann:

Ri = {0, . . , j, n−1, . . , n−1−j : j < i maximal, so dassw ∈ aj{a, b}∗bj}.

Man beachte, dassϕ(R,x) nicht positiv in R ist, dass “∀u [lfpR,x ϕ](u)” also keineLFP-
Formel ist.

2.36 Lemma.
Die Datenkomplexiẗat des Auswertungsproblems für IFP aufFin liegt in PTIME.

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 2.30 fürLFP. �

2.37 Proposition. JedeLFP-Formel istäquivalent zu einerIFP-Formel (kurz:LFP 6 IFP).
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Beweis: Per Induktion über den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

[lfpR,~x ϕ](~t),

wobei ϕ(R,~x) eine LFP-Formel ist, diepositiv in R ist. Insbesondere ist die Abbildung
Fϕ,A monotonfür alle StrukturenA. Gemäß Induktionsannahme gibt es eineIFP-Formel
ϕ′(R,~x), die äquivalent zuϕ(R,~x) ist. Insbesondere giltFϕ′,A = Fϕ,A für alle Strukturen
A. Aus Bemerkung 2.32 folgt direkt, dass die Formel

[ifpR,~x ϕ
′](~t)

äquivalent zur Formel[lfpR,~x ϕ](~t) ist. �

2.2.4 Partielle Fixpunktlogik

Von den Lemmas 2.30 und 2.36 wissen wir, dass jedes Problem, das durch eineLFP-Formel
oder eineIFP-Formel beschrieben werden kann, zur KomplexitätsklassePTIME gehört. Zur
Beschreibung von Problemen, deren Komplexität jenseits von PTIME liegt, eignen sich die
LogikenLFP und IFP also nicht.

Um eine Logik größerer Ausdrucksstärke zu erhalten, beschränken wir im Folgenden die
Aufmerksamkeit nicht mehr nur aufinduktiveAbbildungenF bzw.IF , sondern betrachten
beliebigeAbbildungenF : Pot(A)→ Pot(A). Für diese bildet die SequenzR0, R1, R2, . .
der Induktionsstufen nicht mehr unbedingt eine aufsteigende Kette, und sie wird auch nicht
immer stationär, erreicht also nicht notwendigerweise einen Fixpunkt.

2.38 Definition (Partieller Fixpunktpfp(F )). Sei A eine Menge undF : Pot(A) →
Pot(A) eine beliebige Abbildung. Derpartielle Fixpunktpfp(F ) ist definiert als

pfp(F ) :=

{
Ri , falls es eini ∈ N gibt, so dassRi = Ri+1,
∅ , sonst

2.39 Bemerkung. Jede partielle Fixpunktinduktion über einern-elementigen MengeA
kann höchstens2n = |Pot(A)| viele Induktionschritte durchlaufen, bevor entweder ein
Fixpunkt erreicht oder die Induktion zyklisch wird. Es gilt:

(1) FallsR2n−1 = R2n , sopfp(F ) = R2n .

(2) FallsR2n−1 6= R2n , sopfp(F ) = ∅.

Beweis: Es gibt nur2n verschiedene Teilmengen vonA. Somit gibt esi < j mit i, j ∈
{0, . . , 2n}, so dassRi = Rj .
FallsRi = Ri+1, so istpfp(F ) = Ri = Ri+1 = R2n−1 = R2n .
FallsRi 6= Ri+1, so ist die FolgeR0, R1, R2, . . . der Iterationsstufen von der Form

R0, R1, . . . , Ri−1,
(

=Rj

︷︸︸︷

Ri , Ri+1

︸ ︷︷ ︸

6=

, . . . , Rj−1
)∗
.
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Daher existiert keink ∈ N mitRk = Rk+1. Insbesondere gilt:R2n−1 6= R2n undpfp(F ) =
∅. �

2.40 Bemerkung.Für induktiveAbbildungenF : Pot(A)→ Pot(A) existiert der partielle
Fixpunkt und es gilt:pfp(F ) = ifp(F ).

2.41 Beispiel. Im Folgenden konstruieren wir eine Formelϕ(R,x), so dass für jede linear
geordnete endliche MengeA = (A,<A) gilt:

(1) Für jede TeilmengeX ⊆ A gibt es eini < 2|A|, so dass diei-te InduktionsstufeRi

vonFϕ,A genau die MengeX ist, und

(2) pfp(Fϕ,A) = R2|A|
= A.

Die InduktionsstufenR0, R1, R2, . . durchlaufen also sämtliche Teilmengen vonA und en-
den schließlich mit der MengeA als partiellem Fixpunkt.

Idee zur Konstruktion vonϕ(R,x):
Sei A = {a0 <A · · · <A an−1}. Eine MengeX ⊆ A kodiert ein 0-1-WortwX =

wn−1 · · ·w0 — bzw. die ZahlzX :=
∑

i<n

wi · 2
i ∈ {0, . . , 2n−1}— via

wi = 1 ⇐⇒ ai ∈ X.

Die Formelϕ(R,x) zählt mit ihren Induktionsstufen alle (Binärdarstellungen von) Zahlen
aus{0, . . , 2n−1} der Reihe nach auf. Wir wählen dazuϕ(R,x) :=

(
∀z R(z)

)
∨ ∃y

(

¬R(y) ∧ ∀z
(
z < y → R(z)

)
∧

(
x = y ∨ (x > y ∧R(x))

))

.

Durch Betrachten der Binärdarstellungen sieht man leicht, dass

• R0 = ∅,

• für alle i < 2n−1 gilt: zRi+1 = zRi + 1, und

• für i = 2n−1 gilt: Ri = A = Ri+1.

2.42 Definition (Partielle FixpunktlogikPFP). Seiσ eine Signatur.
Die FormelmengePFP[σ] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3),(BC) und (Q1)der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (PFP) definiert:

(PFP) Istϕ(R,~x) einePFP[σ]-Formel, wobei

• R einek-stellige Relationsvariable, für eink ∈ N>1,

• ~x = x1, . . , xk ein Tupel ausk verschiedenen Variablen erster Stufe, und

• ϕ außerR und~x evtl. noch andere freie Variablen hat,
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und ist~t = t1, . . , tk ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanten-
symbolen ausσ, so ist

[pfpR,~x ϕ](~t)

einePFP[σ]-Formel.

2.43 Definition (Semantik vonPFP[σ]-Formeln). Die Semantik vonPFP[σ]-Formeln der
Formψ := [pfpR,~x ϕ](~t) ist folgendermaßen definiert:

Ist frei(ψ) = {~u, ~S} und istA eine endliche(σ∪̇{~u, ~S})-Struktur, so gilt:

A |= [pfpR,~x ϕ](~t) :⇐⇒ ~t
A
∈ pfp(Fϕ,A).

2.44 Lemma.
Die Datenkomplexiẗat des Auswertungsproblems für PFPauf Fin liegt in PSPACE.

Beweis: Per Induktion über den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

[pfpR,~x ϕ](~t).

Gemäß Induktionsannahme kann für jede InduktionsstufeRi die Formelϕ(R,~x) in einer
endlichen StrukturA auf Platz polynomiell in|A| ausgewertet werden.
Jede InduktionsstufeRi ist eine Teilmenge vonAk (mit k := ar(R)) und kann somit auf
Platz polynomiell in|A| gespeichert werden.
Um Ri+1 ausRi zu berechnen, braucht mannur 2 Stufenzu speichern (nämlichRi und
Ri+1). SindRi undRi+1 berechnet und gespeichert, so kann man ohne zusätzlichen Platz-
aufwand testen, obRi = Ri+1, der partielle Fixpunkt also erreicht ist. Wenn beii = 2(|A|k)

immer noch kein partieller Fixpunkt erreicht wurde, so mussein Zyklus eingetreten sein,
und man weiß, dasspfp(Fϕ,A) = ∅ ist.
Insgesamt kann man die Formel[pfpR,~x ϕ](~t) also auf polynomiellem Platz auswerten.

�

2.45 Proposition. JedeIFP-Formel istäquivalent zu einerPFP-Formel (kurz:IFP 6 PFP).

Beweis: Per Induktion über den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

[ifpR,~x ϕ](~t).

Für inflationäre Abbildungen existiert der partielle Fixpunkt immer und ist identisch mit
dem inflationären Fixpunkt. Es gilt daher:

[ifpR,~x ϕ](~t) ist äquivalent zu [pfpR,~x

(
R(~x) ∨ ϕ

)
](~t).

�
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Zusammenfassung:

Für die drei FixpunktlogikenLFP (kleinste Fixpunktlogik),IFP (inflationäre Fixpunktlogik)
undPFP(partielle Fixpunktlogik) gilt:

LFP 6 IFP 6 PFP

(d.h.:PFPist mindestens so ausdrucksstark wieIFP, undIFP ist mindestens so ausdrucksstark
wie LFP).

2.2.5 Fixpunktlogiken und Komplexitätsklassen

Ähnlich zum Beweis des Satzes von Fagin kann man zeigen, dassdie LogikenLFP und IFP

die KomplexitätsklassePTIME auf der Klasse aller endlichen geordneten Strukturen beschei-
ben, und dass die LogikPFPdie KomplexitätsklassePSPACE auf der Klasse aller endlichen
geordneten Strukturen beschreibt:

2.46 Theorem(Satz von Immerman und Vardi, 1982).

(a) LFP beschreibtPTIME auf FinOrd.

(b) IFP beschreibtPTIME auf FinOrd.

Beweis: Wegen Lemma 2.36 und Proposition 2.37 folgt(b) direkt aus(a). Von Lemma 2.30
wissen wir, dass die Datenkomplexität des Auswertungsproblems fürLFP auf FinOrd in
PTIME liegt. Im Folgenden brauchen wir also nur noch zu beweisen, dass jedes Problem
ausPTIME durch eineLFP-Formel beschrieben werden kann. Sei dazuσ eine Signatur, die
u.a. ein 2-stelliges Relationssymbol< enthält, und seiC ⊆ FinOrd eine Klasse endlicher
geordneterσ-Strukturen, so dass

LC := {enc(A) : A ∈ C} ∈ PTIME.

D.h. es gibt eine deterministische Turing-MaschineM = (Q,Σ,Γ,∆, q0, F ) und eine Kon-
stantek ∈ N, so dassM bei Eingabe (der Kodierung) einer endlichen geordnetenσ-Struktur
A entscheidet, obA ∈ C und dabei weniger alsnk Schritte macht. Wie beim Beweis des Sat-
zes von Fagin bezeichnen wir mitn immer die Größe des Universums der Eingabe-Struktur
A und nehmen o.B.d.A. an, dass

• Fakz aus genau einem akzeptierenden Zustandqakz besteht,

• jeder Lauf vonM bei jeder Eingabe-StrukturA mit |A| > 2 nachgenaunk−1 Schrit-
ten in einem (akzeptierenden oder verwerfenden) Endzustand endet,

• nk > |enc(A)|,
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• Q = {0, 1, . . , sQ} für einsQ ∈ N, Endzustandqakz = 0, Anfangszustandq0 = 1,

• Γ = {0, 1, 2, . . , sΓ} für ein sΓ ∈ N, Blank-Symbol� = 2,

• s := max{sQ, sΓ}.

DaM deterministischist, können wir dieÜberführungsrelation∆ als Abbildung

δ : (Q \ F )× Γ → Q× Γ× {−1, 0, 1}

darstellen.

Unser Ziel ist, einenLFP[σ]-Satzψ zu finden, so dassC = ModFinOrd(ψ), d.h. für jede
endliche geordneteσ-StrukturA gilt:

A |= ψ ⇐⇒ A ∈ C

⇐⇒ M akzeptiertA

⇐⇒ der Lauf vonM bei Eingabeenc(A), endet nachnk−1
Schritten in Zustandqakz.

Idee zur Konstruktion vonψ: Ähnlich wie im Beweis des Satzes von Fagin werden Zeit-
punkte t und Bandpositionenp in {0, 1, . . , nk−1} durch k-Tupel ~t = (t1, . . , tk) bzw.
~p = (p1, . . , pk) über{0, . . , n−1} kodiert. Unter Verwendung der linearen Ordnung<A

kann man das UniversumAmit der Menge{0, . . , n−1} identifizieren undk-Tupel~a ∈ Ak

mit Zahlen aus{0, 1, . . , nk−1}.
Jeden Zustandq ∈ Q = {0, 1, . . , sQ} und jedes Symbolγ ∈ Γ ∈ {0, 1, . . , sΓ} werden
wir in einer StrukturA durch dasq-größte bzw. dasγ-größte Element im UniversumA re-
präsentieren.4

Um die Notation etwas übersichtlicher zu machen, nehmen wir o.B.d.A. an, dassσ zwei
Konstantensymbole0 undmaxenthält, die in geordnetenσ-Strukturen stets mit dem klein-
sten bzw. dem größten Element der linearen Ordnung interpretiert werden.

Der Lauf der DTMM bei Eingabeenc(A) wird durch folgende(2k + 2)-stellige Relation
RA ⊆ A2k+2 repräsentiert:

• (0,~t, ~p, 0) ∈ RA ⇐⇒ der Schreib-/Lesekopf steht zum Zeitpunkt~t auf Bandposition~p.

• (1,~t, ~p, γ) ∈ RA ⇐⇒ auf Bandposition~p steht zum Zeitpunkt~t das Symbolγ.

• (max,~t, ~max, q) ∈ RA ⇐⇒ M ist zum Zeitpunkt~t in Zustandq.

4Der LFP-Satzψ, den wir im Folgenden konstruieren, wird daher nur für solche StrukturenA korrekt sein, die
mehr alss = max{sQ, sΓ} Elemente besitzen. Das ist aber nicht weiter schlimm, denn es gibt nurendlich
viele verschiedeneσ-Strukturen mit6 s Elementen, und diese kann man explizit durch eine weitereFO-
Formel abhandeln.
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Wir konstruieren im Folgenden eineFO[σ∪̇{R}]-Formelϕ(R,u,~t, ~p, z), die schrittweise
die RelationRA so aufbaut, dassRA durch “[lfpR,u,~t,~p,z ϕ]” beschrieben wird. Die einzel-
nen Induktionsstufen entsprechen dabei den Zeitpunkten w¨ahrend der Berechnung vonM ,
d.h.:

R0 = ∅,

R1 = “Startkonfiguration bei Eingabeenc(A)”

= {(u,~t, ~p, z) ∈ RA : rg<A

lex
(~t) = 0},

...

Ri+1 = {(u,~t, ~p, z) ∈ RA : rg<A

lex
(~t) 6 i}.

Wennϕ so konstruiert ist, dann gilt (beachte dazu, dassqakz = 0):

M akzeptiertA ⇐⇒ A |= [lfpR,u,~t,~p,z ϕ](max, ~max, ~max, 0).

Die Formelϕ ist von der Form

ϕ(R,u,~t, ~p, z) :=

∃z0 · · · ∃zs
(
ϕZahlen(z0, . . , zs) ∧

((
“~t = ~0” ∧ ϕStart(u, ~p, z)

)
∨ ϕSchritt(R,u,~t, ~p, z)

))
,

wobeiϕZahlen(z0, . . , zs) eineFO[<]-Formel ist, die besagt, dass die Variablenz0, . . , zs mit
dens+1 kleinsten Elementen aus dem Universum der jeweiligen Struktur belegt werden.

Um die Startkonfiguration vonM bei Eingabeenc(A) durch die FormelϕStart zu beschrei-
ben, benutzen wir die Formelnζ0(~p) undζ1(~p) aus dem Beweis des Satzes von Fagin (Theo-
rem 2.8), die besagen, dass in dem 0-1-Wortenc(A) an PositionrgA

<lex
(~p) das Symbol 0 bzw.

das Symbol 1 steht. Wir wählen

ϕStart(u, ~p, z) :=

(
u = 0 ∧ “~p = ~0” ∧ z = 0

)
(Kopf auf Position 0)

∨
(
u = max ∧ “~p = ~max” ∧ z = z1

)
(M ist im Startzustandq0 = 1)

∨
(
u = z1 ∧

((
z = 0 ∧ ζ0(~p)

)
∨

(
z = z1 ∧ ζ1(~p)

)
∨

(
z = z2 ∧ ¬(ζ0(~p) ∨ ζ1(~p))

) ) )

(Bandbeschriftung:enc(A))

(Beachte: Blank-Symbol� = 2)

Für die FormelϕSchritt sei χm(~p ′, ~p) für m ∈ {−1, 0, 1} eine Formel, die besagt “~p =
~p ′+m”, d.h.:

χ1(~p
′, ~p) := succ<lex(~p

′, ~p), χ−1(~p
′, ~p) := succ<lex(~p, ~p

′), χ0(~p
′, ~p) := “~p ′ = ~p” .
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Wir wählen

ϕSchritt(R,u,~t, ~p, z) :=

∃~t ′ ∃~p ′
(

succ<lex(~t
′,~t) ∧ R(0,~t ′, ~p ′, 0) ∧ (Kopfpos.~p ′ zum Zeitpkt.~t ′ := ~t−1)

∨

q′∈Q\F,γ′∈Γ,

(q,γ,m):=δ(q′,γ′)

(

R(max,~t ′, ~max, zq′) ∧ R(z1,~t
′, ~p ′, zγ′) ∧ (zum Zeitpkt.~t ′:

in Zustandq′, liest Symbolγ′)
( (

u = max ∧ ~p = ~max ∧ z = zq
)

(zum Zeitpkt.~t in Zustandq)

∨
(
u = 0 ∧ χm(~p ′, ~p) ∧ z = 0

)
(zum Zeitpkt.~t Kopfpos.~p ′+m)

∨
(
u = z1 ∧ “~p ′ = ~p” ∧ z = zγ

)
(zum Zeitpkt.~t Symbolγ auf Pos.~p ′)

∨
(
u = z1 ∧ “~p ′ 6= ~p” ∧ R(z1,~t

′, ~p, z)
) ) ) )

(auf Pos.~p 6= ~p ′ zum Zeitpkt.~t
gleiches Symbol wie zum Zeitpkt.~t ′)

Man beachte, dass diese Formelpositiv in R ist. Daher ist die Formel

ψ := [lfpR,u,~t,~p,z ϕ](max, ~max, ~max, 0)

eineLFP[σ]-Formel.
Per Induktion nachi kann man leicht für alle endlichen geordnetenσ-StrukturenA und alle
i ∈ N zeigen, dass die(i+1)-te InduktionsstufeRi+1 des OperatorsFϕ,A aus genau den
Tupeln(u,~t, ~p, z) ∈ A2k+2 besteht, für die gilt:j := rg<A

lex
(~t) 6 i und

{(u′,~t ′, ~p ′, z′) ∈ Ri+1 : ~t ′ = ~t}

kodiert die Konfiguration vonM bei Eingabeenc(A) zum Zeitpunktj.
Daraus folgt dann direkt:

M akzeptiertenc(A) ⇐⇒ (maxA, ~maxA, ~maxA, 0A) ∈ Rnk ⇐⇒ A |= ψ.

Somit sind wir fertig mit dem Beweis von Theorem 2.46 �

Auf ähnliche Art kann man auch folgendes beweisen:

2.47 Theorem. PFPbeschreibtPSPACEauf FinOrd.

Beweis: Ähnlich zum Beweis von Theorem 2.46. Beachte:EinePSPACE-Berechnung kann
evtl. aus exponentiell vielen Schritten bestehen. Daher kann nicht mehr jeder Berechnungs-
zeitpunktt durch eink-Tupel~t = (t1, . . , tk) ∈ Ak kodiert werden. Insgesamt konstruiert
man für jedes ProblemC ⊆ FinOrd in PSPACEeineFO[σ]-Formelϕ(R,u, ~p, z), so dass für
alle endlichen geordnetenσ-StrukturenA gilt:

A ∈ C ⇐⇒ A |= [pfpR,u,~p,z ϕ](max, ~max, 0).

Rest:Übung. �
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2.48 Bemerkung. In den Theoremen 2.46 und 2.47 ist es wichtig, dass die Strukturen in
FinOrd liegen, d.h. dass die Strukturengeordnetsind, also eine 2-stellige Relation enthal-
ten, von der man weiß, dass sie eine lineare Ordnung des Universums der Struktur darstellt.
Beim Satz von Fagin, der besagt

ESObeschreibtNP auf Fin,

war dies nicht nötig, da man sich in einerESO-Formel eine lineare Ordnung “raten” bzw.
definieren kann. In Kapitel 3 (Ehrenfeucht-Fraı̈ssé Spiele) werden wir beweisen, dass dies
nicht durch eine Fixpunktformel geleistet werden kann und dass daher gilt:

LFP bzw. IFP beschreibtnicht PTIME auf Fin,

PFPbeschreibtnicht PSPACEauf Fin.

Aus den Theoremen 2.46 und 2.47 ergibt sich direkt:

2.49 Korollar. PSPACE= PTIME ⇐⇒ PFP= LFP auf FinOrd.

Dabei heißt “PFP= LFP auf FinOrd”, dass es zu jedemPFP-Satzψ einenLFP-Satzψ′ gibt,
so dass für jede endliche geordnete StrukturA gilt:

A |= ψ ⇐⇒ A |= ψ′.

(Die Umkehrung gilt sowieso, daLFP 6 PFP; vgl. Proposition 2.45.)

2.50 Bemerkung.Es gilt sogar die folgende Verschärfung von Korollar 2.49,die alsSatz
von Abiteboul und Vianubekannt ist und die wir in Kapitel 5 (Fixpunktlogiken) auch be-
weisen werden:

PSPACE= PTIME ⇐⇒ PFP= LFP auf FinOrd ⇐⇒ PFP= LFP auf Fin.

Ähnlich wie beim Beweis des Satzes von Cook, bei dem wir die logische Charakterisierung
von NP genutzt haben, um dieNP-Vollständigkeit des aussagenlogischen Erfüllbarkeitspro-
blems nachzuweisen, können wir die logische Charakterisierung vonPSPACEnutzen, um die
PSPACE-Vollständigkeit des Auswertungsproblems fürFO zu beweisen (dies wurde in Kapi-
tel 1, Satz 1.61 schon erwähnt, aber noch nicht bewiesen):

2.51 Satz.Die kombinierte Komplexität des Auswertungsproblems für FO auf FinOrd ist
PSPACE-vollständig.

Beweis: Mit Satz 1.60 wurde bereits gezeigt, dass die kombinierte Komplexität des Aus-
wertungsproblems fürFO in PSPACE liegt. Im Folgenden zeigen wir, dass das Problem auch
PSPACE-hart ist, d.h. dass sich jedes ProblemL ∈ PSPACEauf das Auswertungsproblem für
FO reduzieren lässt. Jedes ProblemL ∈ PSPACE kann man, für eine geeignete Signaturσ,
mit einer KlasseC ⊆ FinOrd (bzw. der zugehörigen MengeLC) identifizieren. Da nach
VoraussetzungLC ∈ PSPACE ist, liefert Theorem 2.47, dass es einenPFP[σ]-SatzΦ gibt, so
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dass für jede endliche geordneteσ-StrukturA gilt: A ∈ C ⇐⇒ A |= Φ.
Aus dem Beweis von Theorem 2.47 folgt, dassΦ o.B.d.A. von der Form

[pfpR,~x ϕ]( ~max, 0)

ist, wobeiϕ(R,~x) ∈ FO[σ∪̇{R}]. Sei r := ar(R) die Stelligkeit vonR und sei~x =
x1, . . , xr .

Aus Bemerkung 2.39 folgt, dass für jede endlicheσ-StrukturA, für n := |A|, für N :=
nr = |Ar| und für die InduktionsstufenRi des OperatorsFϕ,A gilt:

(1) FallsR2N = R2N+1, so pfp(Fϕ,A) = R2N .

(2) FallsR2N 6= R2N+1, so pfp(Fϕ,A) = ∅.

Unser Ziel ist, eine Polynomialzeit-Reduktionf vonC ⊆ FinOrd auf das Auswertungspro-
blem fürFO zu finden.

Ansatz: f bildet jedesA ∈ FinOrd (von dem man wissen will, ob es zur KlasseC gehört)
auf ein Tupel(A, ψΦ,A) ab, wobeiψΦ,A ein FO[σ]-Satz ist, für den gilt:

(3) A |= ψΦ,A ⇐⇒ A ∈ C def
⇐⇒ A |= Φ

def
⇐⇒ A |= [pfpR,~x ϕ]( ~max, 0).

(4) ψΦ,A ist in Zeit, die polynomiell in|A| ist, berechenbar.
Insbesondere ist die Länge|ψΦ,A| der FormelψΦ,A polynomiell in der Größe vonA.

Idee: Sei A gegeben und sein := |A| undN := nr. O.B.d.A. istn > 2, insbesondere
werden also die Konstantensymbole0 undmaxdurch zwei verschiedene Elemente inA in-
terpretiert.
Seienv1, . . , vN Variablen erster Stufe und seien~x, ~y1, . . . ,~yN jeweilsr-Tupel von Varia-
blen erster Stufe. Für jedesi ∈ {0, . . , N} definieren wir induktiv eineFO[σ]-Formel

ϕi

(
~x, ~y1, v1, ~y2, v2, . . . , ~yN , vN

)
,

so dass für alle~b1, . . ,~bN ∈ Ar und alled1, . . , dN ∈ {0
A,maxA} gilt:

(∗)i : {~a ∈ Ar : A |= ϕi[~a,~b1, d1, . . . ,~bN , dN ] } = Fϕ,A
2i

︸ ︷︷ ︸

(

{~bj : 1 6 j 6 N, dj 6= 0A}
)

2i-fache Anwendung des OperatorsFϕ,A

Bevor wir die genaue Konstruktion der Formelnϕi (für i ∈ {0, . . ,N}) angeben, zeigen wir
zunächst, wie wir die gewünschte FormelψΦ,A ausϕN erhalten. Es gilt:

A |= Φ ⇐⇒ A |= [pfpR,~x ϕ]( ~max, 0)

⇐⇒ ( ~max, 0) ∈ R2N und R2N = R2N+1

⇐⇒ A |= ψΦ,A,
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wobei

ψΦ,A :=

∃~y1 ∃v1 · · · ∃~yN ∃vN

( N∧

j=1

(

vj = 0 ∨ vj = max
)

(Zeile 1)

∧ ∀~x
(

ϕN (~x, ~y1, 0, . . , ~yN , 0) ↔
N∨

j=1

(vj 6= 0 ∧ ~x = ~yj)
)

(Zeile 2)

∧
( N∨

j=1

(

vj 6= 0 ∧ ~yj = ( ~max, 0)
))

(Zeile 3)

∧ ∀~x
((

N∨

j=1

(vj 6= 0 ∧ ~x = ~yj)
)
↔ ϕ

(
~x,

R(~u)
∨N

j=1
(vj 6= 0 ∧ ~u = ~yj)

)))

(Zeile 4)

Dabei besagt

• Zeile 2, dass R2N def
= Fϕ,A

2N (∅) = {~yj : vj 6= 0},

• Zeile 3, dass ( ~max, 0) ∈ R2N ,

• Zeile 4, dass R2N = R2N+1 def
= Fϕ,A(R2N ).

Hierbei bezeichnetϕ
(
~x, R(~u)

WN
j=1(vj 6=0∧~u=~yj)

)
die Formel, die ausϕ(R,~x) entsteht, indem

jedes Vorkommen eines Atoms der FormR(~u) durch die Formel
∨N

j=1(vj 6= 0∧~u = ~yj)
ersetzt wird.

Klar ist: Wenn die FormelϕN die Eigenschaft(∗)N hat und in Zeit poly(n) konstruierbar
ist, so ist auchψΦ,A in Zeit poly(n) konstruierbar und es gilt:

A ∈ C ⇐⇒ A |= [pfpR,~x ϕ]( ~max, 0) ⇐⇒ A |= ψΦ,A.

Somit ist die Abbildung, die jederσ-StrukturA ∈ FinOrd das Tupel(A, ψΦ,A) zuordnet,
eine Polynomialzeit-Reduktion vonC auf das Auswertungsproblem fürFO auf FinOrd.
Um den Beweis von Satz 2.51 zu beenden, müssen wir also nur noch die gewünschte For-
mel ϕN konstruieren. Dazu konstruieren wir induktiv füri ∈ {0, . . ,N} Formelnϕi mit
Eigenschaft(∗)i, so dass

|ϕi+1| 6 nKonstante + |ϕi|.

Insgesamt ist dann

|ϕN | 6 N · nKonstante = nr · nKonstante = poly(n).

Induktionsanfangi = 0: 2i = 20 = 1. Wir setzen

ϕ0(~x, ~y1, v1, . . , ~yN , vN ) := ϕ
(

~x ,
R(~u)

∨N
j=1(vj 6= 0 ∧ ~u = ~yj)

)

.

Offensichtlich hatϕ0 die Eigenschaft(∗)0, und es gilt|ϕ0| = O(|ϕ| · r ·N) = poly(n).
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Induktionsschritti→ i+1: Um eine Formelϕi+1(~x, ~y1, v1, . . , ~yN , vN ) mit der Eigen-
schaft(∗)i+1 zu konstruieren, nutzen wir, dass fürF := Fϕ,A gilt:

F 2i+1(
{~yj : vj 6= 0}

)
= F 2i

(

F 2i
(

{~yj : vj 6= 0}
))

,

setzen

{~y ′
j : v′j 6= 0} := F 2i

(

{~yj : vj 6= 0}
)

und

{~y ′′
j : v′′j 6= 0} := F 2i

(

{~y ′
j : v′j 6= 0}

)

= F 2i+1
(

{~yj : vj 6= 0}
)

und nutzen die Formelϕi, um die Mengen{~y ′
j : v′j 6= 0} und{~y ′′

j : v′′j 6= 0} zu bestim-
men. Ein technisches Problem dabei ist, dass die Formelϕi+1 nicht zweimaldie Formelϕi

“aufrufen” kann (einmal mit~y1, v1, . . , ~yN , vN und dann noch mal mit~y ′
1, v

′
1, . . , ~y

′
N , v

′
N ,

um zuerst~y ′
1, v

′
1, . . , ~y

′
N , v

′
N und danach~y ′′

1, v
′′
1 , . . , ~y

′′
N , v

′′
N zu ermitteln). Dann wäre nämlich

ϕi+1 doppeltso lang wieϕi, und am Ende wäre

|ϕN | > 2N · |ϕ|,

und das ist viel zu lang als dass manϕN noch in Zeit poly(n) berechnen könnte.
Um dies zu vermeiden, wählen wir die folgende Formel, die Allquantoren benutzt, um mit
einem einzigen “Aufruf” der Formelϕi sowohl die Werte~y ′

1, v
′
1, . . , ~y

′
N , v

′
N als auch die

Werte~y ′′
1 , v

′′
1 , . . , ~y

′′
N , v

′′
N festzulegen.

ϕi+1(~x, ~y1, v1, . . , ~yN , vN ) :=

∃~y ′
1 ∃v

′
1 · · · ∃~y

′
N ∃v

′
N ∃~y

′′
1 ∃v

′′
1 · · · ∃~y

′′
N ∃v

′′
N

(

N∨

j=1

(
v′′j 6= 0 ∧ ~x = ~y ′′

j

)
∧

N∧

j=1

(
v′j = 0 ∨ v′j = max

)
∧

N∧

j=1

(
v′′j = 0 ∨ v′′j = max

)
∧

∀~w1∀u1 · · · ∀~wN∀uN

(( −−−→
(~w, u) =

−−−→
(~y, v) ∨

−−−→
(~w, u) =

−−−−→
(~y ′, v′)

)
→

(
∀~x

(
ϕi(~x, ~w1, u1, . . , ~wN , uN ) ↔

(( −−−→
(~w, u) =

−−−→
(~y, v) ∧

N∨

j=1

( v′j 6= 0 ∧ ~x = ~y ′
j )

)
∨

( −−−→
(~w, u) =

−−−−→
(~y ′, v′) ∧

N∨

j=1

( v′′j 6= 0 ∧ ~x = ~y ′′
j )

))) )))

,

wobei “
−−−→
(~w, u) =

−−−→
(~y, v)” als Abkürzung für die Formel

∧N
j=1

(
“ ~wj = ~yj” ∧ uj = vj

)

benutzt wird.
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Gemäß dieser Konstruktion hatϕi+1 die Eigenschaft(∗)i+1 und es gilt

|ϕi+1| 6 nKonstante+ |ϕi|.

Speziell füri = N gilt: Die FormelϕN hat die Eigenschaft(∗)N und kann in Zeit poly(n)
konstruiert werden. Somit sind wir fertig mit dem Beweis vonSatz 2.51. �

2.3 TC-Logiken zur Beschreibung vonLOGSPACEund NLOGSPACE

2.3.1 Die LogikTC

2.52 Definition. SeiA eine Menge, seik ∈ N>1 und seiR ⊆ A2k.
Die transitive Ḧulle (engl.: transitive closure)tc(R) vonR ist folgendermaßen definiert:

tc(R) :=






(~x, ~y) ∈ A2k

∣
∣
∣
∣
∣
∣

es gibt im GraphenGR := (V,E) mit VR := Ak

undER := {(~u,~v) ∈ Ak ×Ak : (~u,~v) ∈ R} einen
Pfad5der Länge> 1 von Knoten~x zu Knoten~y






.

2.53 Definition (Transitive Hüllen-LogikTC). Seiσ eine Signatur.
Die FormelmengeTC[σ] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(BC) und (Q1) der Logik
erster Stufe, sowie die folgende Regel (TC) definiert:

(TC) Istϕ(~x, ~y) eineTC[σ]-Formel, wobei

• ~x und~y zwei k-Tupel aus paarweise verschiedenen Variablen erster Stufesind,
für eink ∈ N>1,

• ϕ außer~x und~y evtl. noch andere freie Variablen erster Stufe hat,

und sind~s und~t zweik-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbo-
len ausσ, so ist

[tc~x,~y ϕ](~s,~t)

eineTC[σ]-Formel.

2.54 Bemerkungen.

(a) Man beachte, dass es in der LogikTC keineRelationsvariablen gibt.

(b) Jede Formelϕ(~x, ~y) mit 2k freien Variablen~x, ~y definiert in jeder StrukturA (der pas-
senden Signatur) eine2k-stellige Relation

ϕ(A) := { (~u,~v) ∈ A2k : A |= ϕ[~u,~v] }

und einen GraphGϕ,A := (Vϕ,A, Eϕ,A) mit Vϕ,A = Ak undEϕ,A = ϕ(A).

5Ein Pfad der Längeℓ ∈ N ist dabei eine Folge~v0, . . , ~vℓ ∈ VR von Knoten, so dass für allei < ℓ gilt:
(~vi, ~vi+1) ∈ ER.
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(c) Die freien VariableneinerTC-Formel der Form[tc~x,~y ϕ](~s,~t) sind
(

frei(ϕ) \ {~x, ~y}
)

∪ {sj : sj ∈ Var1} ∪ {tj : tj ∈ Var1}.

2.55 Definition(Semantik vonTC[σ]-Formeln). Die Semantik vonTC[σ]-Formeln der Form
ψ := [tc~x,~y ϕ](~s,~t) ist folgendermaßen definiert:
Ist frei(ψ) = {~z} und istA eine(σ∪̇{~z})-Struktur, so gilt:

A |= [tc~x,~y ϕ](~s,~t) :⇐⇒
(
~sA,~t A

)
∈ tc

(
ϕ(A)

)
.

2.56 Beispiele.

(a) Graphzusammenhang:

Für jeden GraphenG = (V,E) gilt

G |= ∀x ∀y
[
tcx,y

(
x = y ∨ E(x, y)

) ]
(x, y)

genau dann, wennG stark zusammenhängendist, d.h. es gibt von jedem Knotenx zu
jedem Knoteny einen Weg.

(b) Lineare Ordnung zu einer Nachfolger-Relation:

Die TC[{succ}]-Formel

ψ(u, v) := [tcx,y succ(x, y)](u, v)

definiert für jedesn ∈ N in der StrukturAn := ({0, . . , n}, succn) mit succn := {(i, i+
1) : 0 6 i < n} die natürliche lineare Ordnung auf{0, . . , n}, d.h. es gilt für allen ∈ N
und allei, j ∈ {0, . . , n}, dass

An |= ψ[i, j] ⇐⇒ i < j.

(c) Addition:

Die TC[{succ, 0}]-Formel

ϕ+(u, v,w) :=
[
tcx1,x2,y1,y2 succ(x1, y1) ∧ succ(x2, y2)

]
(0, u, v, w)

definiert für jedesn ∈ N in der StrukturBn := ({0, . . , n}, succn, 0) die Addition auf
{0, . . , n}. D.h. für allen ∈ N und allea, b, c ∈ {0, . . , n} gilt: Bn |= ϕ+[a, b, c] ⇐⇒
a + b = c. (Idee dabei: DieTC-Formel beschreibt den Pfad(0, u) → (1, u+1) →
(2, u+2)→ · · · → (v, u+v)→ · · · .)

(d) Kardinalität modulo 2:

Für alle endlichen linearen OrdnungenA = (A,<A) gilt:

A |= ∃z0 ∃zmax

(

∀x
(
¬x < z0 ∧ ¬ zmax< x

)
∧

[
tcx,y ∃z

(
x < z < y ∧ ∀z′(x < z′ < y → z′ = z)

)]
(z0, zmax)

)

genau dann, wenn|A| ungerade ist.
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2.3.2 Varianten vonTC: Die Logiken DTC, posTC und posDTC

2.57 Definition. SeiA eine Menge, seik ∈ N>1 und seiR ⊆ A2k.
Die deterministische transitive Ḧulle dtc(R) vonR ist folgendermaßen definiert:

dtc(R) :=







(~x, ~y) ∈ A2k

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

es gibt im GraphenGR := (VR, ER) mit VR := Ak

undER := {(~u,~v) ∈ Ak ×Ak : (~u,~v) ∈ R} einen
deterministischenPfad von~x zu ~y, d.h. einen Pfad
der Länge> 1, so dass es für jeden Knoten~u auf
diesem Pfad (außer evtl.~y) genau einenKnoten~v
mit (~u,~v) ∈ ER gibt







.

2.58 Definition (Deterministische Transitive Hüllen-LogikDTC). Seiσ eine Signatur.
Die FormelmengeDTC[σ] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(BC) und (Q1) der Logik
erster Stufe, sowie die folgende Regel (DTC) definiert:

(DTC) Istϕ(~x, ~y) eineDTC[σ]-Formel, wobei

• ~x und~y zweik-Tupel aus paarweise verschiedenen Variablen erster Stufesind,
für eink ∈ N>1,

• ϕ außer~x und~y evtl. noch andere freie Variablen erster Stufe hat,

und sind~s und~t zweik-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensym-
bolen ausσ, so ist

[dtc~x,~y ϕ](~s,~t)

eineDTC[σ]-Formel.

2.59 Definition (Semantik vonDTC[σ]-Formeln). Die Semantik vonDTC[σ]-Formeln der
Formψ := [dtc~x,~y ϕ](~s,~t) ist folgendermaßen definiert:
Ist frei(ψ) = {~z} und istA eine(σ∪̇{~z})-Struktur, so gilt:

A |= [dtc~x,~y ϕ](~s,~t) :⇐⇒
(
~sA,~t A

)
∈ dtc

(
ϕ(A)

)
.

2.60 Proposition. JedeDTC-Formel istäquivalent zu einerTC-Formel (kurz: DTC 6 TC).

Beweis: Per Induktion über den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist derdtc-
Operator

[
dtc~x,~y ϕ(~x, ~y)

]
(~s,~t).

Diese Formel ist äquivalent zu derTC-Formel

[
tc~x,~y

(

ϕ(~x, ~y) ∧ ∀~z
(
ϕ(~x, ~z)→ ~z = ~y

)) ]
(~s,~t).

�
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2.61 Definition (Positive Transitive Hüllen-LogikenposTCundposDTC).
Die Logiken posTC und posDTC sind definiert als die Fragmente vonTC und DTC, in de-
nen weder Implikationspfeile “→” noch Biimplikationspfeile “↔” vorkommen und dietc-
bzw.dtc-Operatoren nurpositivverwendet werden, d.h. im Einflussbereich einergeraden
Anzahl von Negationssymbolen.

2.62 Proposition. JedeDTC-Formel istäquivalent zu einerposDTC-Formel (kurz:posDTC=
DTC).

Beweis: Per Induktion nach dem Formelaufbau. Der Haupschritt besteht darin, eineDTC-
Formel der Form

ψ := ¬ [dtc~x,~y ϕ] (~s,~t)

in eine äquivalenteposDTC-Formel zu übersetzen. Gemäß Induktionsannahme könnenwir
dabei annehmen, dass sowohlϕ als auch¬ϕ äquivalent zuposDTC-Formeln sind.
Ist σ die Signatur, über derψ gebildet ist, so gilt für jede

(
σ∪̇frei(ψ)

)
-StrukturA:

A |= ψ

⇐⇒ A 6|= [dtc~x,~y ϕ] (~s,~t)

⇐⇒ der (eindeutig bestimmte) deterministische Pfadπ in Gϕ,A = (Vϕ,A, Eϕ,A) mit
Vϕ,A = Ak undEϕ,A = ϕ(A), der bei Knoten~sA beginnt, erreichtnicht den
Knoten~tA

⇐⇒ π erreicht, ohne durch den Knoten~tA zu führen, einen Knoten~z ∈ Ak, der (1)
keinen deterministischen Nachfolger inGϕ,A hat oder der (2) auf einem determi-
nistischen Kreis inGϕ,A liegt, der nicht durch Knoten~tA führt

⇐⇒ A |= ψ′,

wobei

ψ′ := ∃~z
( (

~s = ~z ∨
[
dtc~x,~y

(
ϕ(~x, ~y) ∧ ¬ ~y = ~t

) ]
(~s, ~z)

)

∧
((
∀~u¬ϕ(~z, ~u) ∨ ∃~u ∃~v (ϕ(~z, ~u) ∧ ϕ(~z,~v) ∧ ¬ ~u = ~v)

)
(1)

∨
[
dtc~x,~y

(
ϕ(~x, ~y) ∧ ¬ ~y = ~t

) ]
(~z, ~z)

) )

. (2)

�

2.63 Bemerkung. Es ist bekannt, dass obige Aussagenicht für die Logik TC gilt, d.h. es
gibt eineTC-Formelψ, zu der es keineposTC-Formel gibt, dieauf allen endlichen Strukturen
äquivalent zuψ ist. (Das werden wir in dieser Vorlesung allerdings nicht beweisen.)
Es gilt aber die folgende schwächereÄquivalenz: Auf endlichengeordnetenStrukturen ist
TC äquivalent zuposTC(kurz: posTC= TC auf FinOrd). Dies werden wir später auch noch
beweisen (Theorem 2.66).
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2.3.3 TC-Logiken und Komplexitätsklassen

2.64 Theorem(Immerman, 1986).

(a) posDTCbeschreibtLOGSPACEauf FinOrd.

(b) posTCbeschreibtNLOGSPACEauf FinOrd.

Beweis: Sei σ eine Signatur, die u.a. ein 2-stelliges Relationssymbol< enthält und die
o.B.d.A. auch zwei Konstantensymbole0 undmaxenthält, die in geordnetenσ-Strukturen
stets mit dem kleinsten bzw. dem größten Element der linearen Ordnung< interpretiert
werden.

“⊆:” Zunächst zeigen wir, dass die Datenkomplexität vonposDTCin LOGSPACEliegt.
JedeposDTC-Formel kann man leicht in eine äquivalenteposDTC-Formel umformen, bei der
kein dtc-Operator im Einflussbereich eines Negationszeichens vorkommt. Per Induktion
über den Aufbau von solchenposDTC[σ]-Formeln zeigen wir, dass jede solche Formel durch
eine deterministische Logspace-beschränkte Turing-Maschine ausgewertet werden kann.
Die Fälle für die Quantoren und Verknüfungen der Logik erster Stufe werden wie im Algo-
rithmus EVAL aus dem Beweis von Lemma 1.59 behandelt. Für den dtc-Operator, d.h. für
eine Formel der Form

ψ := [dtc~x,~y ϕ](~s,~t)

wird bei Eingabe einer StrukturA der in Knoten~sA startende deterministische Pfad berech-
net. Dazu geht man nach folgendem Algorithmus vor:

1. ~v := ~sA

2. FORi := 0 TO |A|k DO
3. ~w := NIL
4. FOR ALL~u ∈ Ak DO
5. IF A |= ϕ[~v, ~u] THEN
6. IF ~w = NIL THEN ~w := ~u ELSE STOP WITH OUTPUT “nein” ENDIF ENDIF
7. ENDFOR
8. IF ~w = NIL THEN STOP WITH OUTPUT “nein” ELSE~v := ~w ENDIF
9. IF~v = ~tA THEN STOP WITH OUTPUT “ja” ENDIF

10. ENDFOR
11. STOP WITH OUTPUT “nein”

Man sieht leicht, dass dieser Algorithmus genau dann “ja” ausgibt, wenn der Knoten~tA

auf dem in~sA startenden durchϕ definierten deterministischen Pfad liegt, d.h., wenn
A |= [dtc~x,~y ϕ](~s,~t).
Gemäß Induktionsannahme wird für Zeile 5 nur PlatzO(log |A|) benötigt. Abgesehen da-
von muss der Algorithmus zu jedem Zeitpunkt nur die drei Knoten~v, ~w und~u speichern,
und dazu reicht PlatzO(log |A|).
Insgesamt erhalten wir somit, dass die Datenkomplexität von posDTCin LOGSPACEliegt.
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Auf ähnliche Weise kann man auch zeigen, dass die Datenkomplexität von posTC in
NLOGSPACEliegt — zum Auswerten einer Formel der Form[tc~x,~y ϕ](~s,~t) “rät” eine nichtde-
terministische Logspace-beschränkte Turing-Maschine an Stelle der Schleife in den Zeilen
4–7 dabei einfach einen Knoten~u, für den sie dann testet, obA |= ϕ[~v, ~u] gilt.

“⊇:” Sei nunC eine Klasse endlicher geordneterσ-Strukturen, so dassLC ∈ LOGSPACE.
D.h. es gibt eine deterministische Turing-MaschineM = (Q,Σ,Γ,∆, q0, F ) (die ein se-
parates Eingabeband besitzt) und eine Konstantek, so dassM bei Eingabe der Kodierung
einer endlichen geordnetenσ-StrukturA mit n := |A| auf Platzk · ⌊log n⌋ entscheidet, ob
A ∈ C. Wir können o.B.d.A. annehmen, dass|enc(A)| 6 nk.

Idee: Jede Konfiguration vonM bei Eingabeenc(A) ist durch ein Tupel(q, pEingabe, p, w)
eindeutig bestimmt, wobeiq ∈ Q den aktuellen Zustand bezeichnet,pEingabe∈ {0, . . , n

k}
die Kopfposition auf dem Eingabeband,p ∈ {0, . . , k· ⌊log n⌋} die Kopfposition auf dem
Arbeitsband undw ∈ Γk·⌊log n⌋ die komplette Beschriftung des Arbeitsbandes. Daher gibt
es eine Konstanted ∈ N, so dassM bei Eingabe einer StrukturA mit n := |A| höchstens
2d·log n = nd Konfigurationen durchlaufen kann. Jede einzelne solche Konfiguration kann
man durch eind-Tupel~v ∈ Ad repräsentieren.
Das ProblemC wird dann durch eineposDTC[σ]-Formel der Form

ψ := ∃~s ∃~t
(

ϕStart(~s ) ∧ ϕAkzeptiere(~t ) ∧
[
dtc~x,~y ϕSchritt(~x, ~y)

]
(~s,~t )

)

beschrieben, wobei

• ϕStart(~s) besagt, dass~s die Startkonfiguration vonM bei Eingabeenc(A) ist,

• ϕAkzeptiere(~t) besagt, dass~t eine akzeptierende Endkonfiguration ist,

• ϕSchritt(~x, ~y) besagt, dass~y eine Nachfolgekonfiguration von~x ist.

Genauer: Jede Konfiguration(q, pEingabe, p, w) wird durch ein Tupel der Länge

d := 1 + k + k + |Γ| · k

der Form (

q, ~pEingabe, ~p,
(
~xγ

)

γ∈Γ

)

repräsentiert, wobeiq, ~pEingabe und ~p Zustand sowie Bandpositionen analog zum Beweis
von Theorem 2.46 kodieren. Die Tupel~xγ = (xγ,0, . . , xγ,k−1), für γ ∈ Γ, beschreiben die
Beschriftung des Arbeitsbandes folgendermaßen. Für allei, j ∈ {0, . . , n−1} gilt:

an Positionj · log n+ i steht das Symbolγ ⇐⇒ dasi-te Bit der Zahlxγ,j ist 1,
d.h.

⌊xγ,j
2i

⌋
ist ungerade.
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Man kann zeigen (̈Ubung), dass esposDTC[<]-FormelnϕBit=1(x, y) undϕBit=0(x, y) gibt,
die besagen, dass dasy-te Bit der Zahlx 1 bzw. 0 ist. Diese Formeln kann man nutzen,
um posDTC[σ]-FormelnϕStart, ϕAkzeptiereundϕSchritt mit den gewünschten Eigenschaften zu
konstruieren. Rest:̈Ubung.

Mit derselben Vorgehensweise kann man auch für jede KlasseC mit LC ∈ NLOGSPACEeine
posTC-Formel konstruieren, die genau von genau den Strukturen erfüllt wird, die in C liegen.

�

Aus Theorem 2.64 (a) und Proposition 2.62 folgt direkt:

2.65 Theorem. DTC beschreibtLOGSPACEauf FinOrd.

Um die analoge Aussage auch fürTC und NLOGSPACE zu beweisen, muss man zeigen,
dass auchNegationenvon TC-Formeln durch nichtdeterministische Logspace-beschränkte
Turing-Maschinen ausgewertet werden können. Dies wird durch folgenden Satz gewährlei-
stet:

2.66 Theorem(Immerman, 1987). Auf endlichen geordneten Strukturen istTC äquivalent
zuposTC(kurz: posTC= TC auf FinOrd).

Beweis: Per Induktion nach dem Formelaufbau. Der Hauptschritt besteht darin, eineTC[σ]-
Formel der Form

ψ := ¬
[
tc~x,~y ϕ(~x, ~y)

]
(~s ,~t )

in eine posTC[σ]-Formel zu übersetzen, die auf allengeordnetenendlichenσ-Strukturen
äquivalent zuψ ist. Gemäß Induktionsannahme können wir davon ausgehen,dass sowohlϕ
als auch¬ϕ auf geordneten endlichen Strukturen äquivalent zu einerposTC-Formel sind.
Sei k > 1 die Länge der Tupel~x und ~y, d.h. ~x = x1, . . , xk und ~y = y1, . . , yk. Sei
σ′ := σ∪̇frei(ψ).

Zu einer endlichen geordnetenσ′-StrukturA undk-Tupeln~a,~b ∈ Ak und jederposTC[σ′]-
Formelχ(~x, ~y) definieren wir

DistAχ(~a,~b ) :=







∞ , falls es keinen Pfad der Länge> 1 in Gχ,A von~a nach~b gibt,

min

{

ℓ > 1

∣
∣
∣
∣

es gibt inGχ,A einen Pfad der
Längeℓ von~a nach~b

}

, sonst.

Es gilt:

A |= ¬[tc~x,~y ϕ](~s,~t )

⇐⇒
∣
∣ {~b ∈ Ak : DistAϕ(~s,~b) <∞}

∣
∣ =

∣
∣ {~b ∈ Ak : DistA

ϕ(~x,~y)∧¬~y=~t
(~s,~b) <∞}

∣
∣ (∗)

d.h. die Anzahl der Elemente, die inGϕ,A von Knoten~s aus erreichbar sind, ist gleich der
Anzahl der Elemente, die von~s aus über einen Pfad erreichbar sind, der den Knoten~t nicht
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durchläuft.

Ziel für den Rest des Beweises:Drücke die Gleichung(∗) durch eineposTC-Formel aus.

Schritt 1: Es gilt für alle Formelnχ(~x, ~y) und alle Tupel~s,~b ∈ Ak und fürn := |A|:

DistAχ(~s,~b) <∞ ⇐⇒ DistAχ(~s,~b) 6 nk,

denn der GraphGχ,A hat nur|A|k Knoten.

Schritt 2: Wie beim Beweis des Satzes von Immerman und Vardi (Theorem 2.46) können
wir für n := |A| mittels der linearen Ordnung<A das UniversumA mit der Menge
{0, . . , n−1} identifizieren. Unter Verwendung der lexikographischen Ordnung<A

lex identi-
fizieren wirk+1-Tupel~c ∈ Ak+1 mit Zahlen in{0, . . , nk+1−1}, indem wir dem Tupel~c
die Zahl

[
~c
]A

:= rg<A

lex
(~c) ∈ {0, . . , nk+1−1}

zuordnen. Insbesondere gilt

|A|k = nk =
[
(1, 0, 0, · · · , 0

︸ ︷︷ ︸

k

)
]A
,

wobei0 das kleinste und1 das zweitkleinste Element inA bzgl.<A bezeichnen.
Wir nehmen im Folgenden o.B.d.A. an, dass die Signaturσ zwei Konstantensymbole0 und
1 enthält, die in geordnetenσ-Strukturen stets mit dem kleinsten bzw. dem zweitkleinsten
Element interpretiert werden.

Schritt 3: Für jedeposTC[σ′]-Formelχ(~x, ~y) konstruieren wir eineposTC-Formeldistχ(~x, ~y, ~u)
(wobei~x und~y jeweilsk-Tupel und~u ein k+1-Tupel von Variablen erster Stufe sind), so
dass für alle endlichen geordnetenσ′-StrukturenA und alle~a,~b ∈ Ak und ~d ∈ Ak+1 gilt:

A |= distχ[~a,~b, ~d] ⇐⇒ DistAχ(~a,~b) 6
[
~d

]A

.

Dazu wählen wir

distχ(~x, ~y, ~u) :=
[
tc~x,~u,~x′,~u′ χ(~x, ~x ′) ∧ succ<lex(~u, ~u

′)
]
(~x,~0, ~y, ~u).

(Idee dabei: In dem Tupel~u wird die Länge eines Pfads von~x nach~y gezählt.)

Schritt 4: Für jedeTC[σ′]-Formelχ(~x, ~y), so dass sowohlχ als auch¬χ äquivalent zu
einerposTC-Formel sind, konstruieren wir eineposTC-Formelanzahlχ(~x, ~z), so dass für alle
endlichen geordnetenσ′-StrukturenA, alle~s ∈ Ak und alle~c ∈ Ak+1 gilt:

A |= anzahlχ [~s,~c ] ⇐⇒
[
~c
]A

=
∣
∣ {~b : DistAχ (~s,~b) <∞ }

∣
∣ .

Dazu betrachten wir zunächst die Funktion

AnzA
χ : Ak × {0, . . , nk} → {0, . . , nk}
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mit
AnzA

χ(~s, d) :=
∣
∣ {~b ∈ Ak : DistAχ (~s,~b) 6 d}

∣
∣ .

Für jedes feste~s ∈ Ak können wir AnzAχ(~s, d) induktiv für d = 0, 1, 2, . . . folgendermaßen
bestimmen:

Induktionsanfangd = 0:

AnzA
χ(~s, 0) = 0, denn für alle~b ∈ Ak gilt gemäß Definition, dass DistA

χ(~s,~b) > 1.

Induktionssschrittd→ d+1:
Sei c := AnzA

χ(~s, d). Gesucht ist die Zahlc′, so dass AnzAχ(~s, d+1) = c′. Algorith-
misch können wir dies ermitteln, indem wir mit einem Variablentupel~y ′ nach und nach
ganzAk gemäß der lexikographischen Ordnung durchlaufen und dabei den Wert einer Va-
riablenv jedesmal dann um 1 hochzählen, wenn für das gerade betrachtete Tupel~y ′ gilt:
DistAχ(~s, ~y) 6 d+1.

Unser nächstes Ziel ist nun, eineposTC-Formelζχ zu konstruieren, die auf dieser Methode
basiert. Sie benutztk+1-Tupel~v, ~u und~u ′, um die Anzahl der gefundenenk-Tupel bzw.
die Distanzend undd+1 zu repräsentieren. Die Formel

ζχ(~u, ~z, ~u ′, ~z ′, ~s )

soll für ~u, ~u ′ mit
[
~u ′

]A
=

[
~u
]A

+1 besagen:

Falls
[
~z
]A

= AnzA
χ

(
~s,

[
~u
]A)

, so
[
~z ′

]A
= AnzA

χ

(
~s,

[
~u ′

]A
)
)
.

Wir wählen dazu

ζχ(~u, ~z, ~u ′, ~z ′, ~s) :=
[
tc~y,~v,~y′,~v′ δχ

]
(~0,~0, ~max, ~z ′),

wobei

δχ(~y,~v, ~y ′, ~v ′, ~s, ~u, ~u ′) :=
( (

succ<lex(~y, ~y
′) ∧ distχ(~s, ~y ′, ~u ′) ∧ succ<lex(~v,~v

′)
)

∨
(

succ<lex(~y, ~y
′) ∧ “¬ distχ(~s, ~y ′, ~u ′)” ∧ ~v = ~v ′

) )

.

Um sicherzustellen, dass die Formelζχ in posTCliegt, müssen wir noch eineposTC-Formel
für “¬ distχ(~s, ~y ′, ~u ′)” finden, d.h. wir müssen eineposTC-Formel finden, die besagt

DistAχ
(
~s, ~y ′

)
>

[
~u ′

]A
.

Falls
[
~u ′

]A
=

[
~u
]A

+1 und
[
~z
]A

= AnzA
χ(~s,

[
~u
]A

), so gilt:

• Ist
[
~u
]A

= 0, so DistAχ(~s, ~y ′) >
[
~u ′

]A
⇐⇒ A 6|= χ(~s, ~y ′).

• Ist
[
~u
]A
> 0, so DistAχ(~s, ~y ′) >

[
~u ′

]A
⇐⇒ es gibt~z Elemente~w ′ 6= ~y ′, so dass

DistAχ(~s, ~w ′) 6
[
~u
]A

undA 6|= χ(~w ′, ~y ′).
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Genau dies wird durch die folgendeposTC-Formel bewerkstelligt, die in der Formelδχ an
die Stelle von “¬distχ(~s, ~y ′, ~u ′)” gesetzt werden muss:
(

~u = ~0 ∧ ¬χ(~s, ~y ′)
)

∨

(

~u 6= ~0 ∧



 tc~w,~q, ~w′,~q′





(
succ<lex(~w, ~w

′) ∧ ~q = ~q ′
)
∨

(
succ<lex(~w, ~w

′) ∧ succ<lex(~q, ~q
′) ∧

~w ′ 6= ~y ′ ∧ distχ(~s, ~w ′, ~u) ∧ ¬χ(~w ′, ~y ′)







 (~0,~0, ~max, ~z)
)

.

(Idee dabei: DurchlaufeAk mit Variablen ~w ′ gemäß der lexikographischen Ordnung und
zähle den Wert der Variablen~q immer dann um 1 hoch, wenn~w ′ 6= ~y ′ und DistAχ(~s, ~w ′) 6
[
~u
]A

undA 6|= χ(~w, ~y ′).)

Schließlich wählen wir

anzahlχ(~s, ~z) :=
[
tc~u,~z,~u′,~z′ succ<lex(~u, ~u

′) ∧ ζχ(~u, ~z, ~u ′, ~z ′, ~s )
]
( 0~0
︸︷︷︸

∧
=0

,~0, 1~0
︸︷︷︸

∧
=nk

, ~z) .

Dies ist eineposTC-Formel, die besagt, dass
[
~z
]A

die Anzahl aller Knoten vonGχ,A ist, die
über einen Pfad der Länge6 nk von Knoten~s aus erreichbar sind. Gemäß Schritt 1 besagt
die Formelanzahlχ(~s, ~z), dass

[
~z
]A

die Anzahl der von~s aus erreichbaren Knoten inGχ,A

ist. Somit sind wir fertig mit Schritt 4.

Schritt 5: Unter Benutzung der Gleichung(∗) und derposTC-Formel aus Schritt 4 erhalten
wir, dass die Formel

¬
[
tc~x,~y ϕ(~x, ~y)

]
(~s,~t)

äquivalent zurposTC-Formel

∃~z
(

anzahlϕ(~s, ~z) ∧ anzahlϕ(~x,~y)∧¬~y=~t (~s, ~z)
)

ist. Dies beendet den Beweis von Theorem 2.66. �

Aus Theorem 2.64 (b) und Theorem 2.66 folgt direkt:

2.67 Theorem. TC beschreibtNLOGSPACEaufFinOrd.

Mit Hilfe dieser logischen Beschreibung vonNLOGSPACEkann man leicht beweisen, dass
NLOGSPACEunter Komplementbildung abgeschlossen ist:

2.68 Korollar (Satz von Immerman und Szelepcsényi). NLOGSPACE= co-NLOGSPACE.

Beweis: “⊇:” Wir müssen zeigen, dass für jede SpracheL ∈ NLOGSPACEgilt, dass auch
das KomplementL in NLOGSPACE liegt. Sei alsoL ein Problem inNLOGSPACE. Gemäß
Theorem 2.67 gibt es einenTC-Satzψ, derL beschreibt, d.h. für alle StrukturenA gilt:
A ∈ L ⇐⇒ A |= ψ. Da die LogikTC abgschlossen ist unter Negation, istψ′ := ¬ψ ein
TC-Satz, und es gilt für alle StrukturenA: A |= ψ′ ⇐⇒ A 6∈ L ⇐⇒ A ∈ L. Somit ist
ψ′ ein TC-Satz, der das ProblemL beschreibt. Gemäß Theorem 2.67 giltL ∈ NLOGSPACE.
“⊆:” analog. �
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Zusammenfassung der logischen Charakterisierungen:

In Kapitel 2 wurden die in Abbildung 2.1 dargestellten logischen Charakterisierungen von
Komplexitätsklassen behandelt.

PFP −→ beschreibt aufFinOrd −→ PSPACE

⋃
|

SO −→ beschreibt aufFin −→ PH
⋃
|

ESO −→ beschreibt aufFin −→ NP
⋃
|

LFP, IFP −→ beschreibt aufFinOrd −→ PTIME

⋃
|

TC, posTC −→ beschreibt aufFinOrd −→ NLOGSPACE

⋃
|

DTC, posDTC −→ beschreibt aufFinOrd −→ LOGSPACE

Abbildung 2.1: Logische Beschreibungen von Komplexitätsklassen.
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3 Ehrenfeucht-Fräısśe Spiele

Ehrenfeucht-Fräısśe Spiele (kurz: EF-Spiele):eine Methode, zum Beweis, dass bestimmte
Problemenicht durch Formeln einer bestimmten Logik (z.B.FO) definierbar sind.

Vereinbarung:
Ab jetzt werden wieder sowohl endliche als auch unendliche Strukturen betrachtet.

3.1 Definition. SeiL eine Logik,S eine Klasse von Strukturen,σ eine Signatur undC ⊆ S
eine Klasse vonσ-Strukturen.
C heißtL -definierbar inS (auch:L -axiomatisierbar), falls es einenL [σ]-Satzϕ gibt, so
dassC = ModS(ϕ) (d.h. für alleσ-StrukturenA ∈ S gilt: A ∈ C ⇐⇒ A |= ϕ.)

3.1 Das EF-Spiel für die Logik erster Stufe

3.1.1 Vorbemerkungen

Bevor wir die Spielregeln des EF-Spiels einführen, haltenwir zunächst einige nützliche
Beobachtungen und Begriffe fest.

3.2 Proposition. Jede endliche Struktur ist bis auf Isomorphie in der Logik erster Stufe
definierbar, d.h. f̈ur jede Signaturσ und jede endlicheσ-StrukturA gibt es einenFO[σ]-Satz
ϕA, so dass f̈ur alle endlichenσ-StrukturenB gilt: B |= ϕA ⇐⇒ B ∼= A .

Beweis: Übung. �

Zur Konstruktion der FormelϕA im Beweis von Proposition 3.2 benötigt man in etwa so
viele Quantoren wie es Elemente im Universum vonA gibt.

3.3 Definition (Quantorenrang). Der Quantorenrang(auch: Quantorentiefe)qr(ϕ) einer
FO-Formelϕ ist die maximale Anzahl von ineinander geschachtelten Quantoren, die in der
Formelϕ vorkommen. Per Induktion nach dem Formelaufbau ist der Quantorenrang also
folgendermaßen definiert:

• qr(ϕ) = 0 falls ϕ eine atomare Formel ist

• qr(ϕ) = qr(ψ) falls ϕ eine Formel der Form¬ψ ist

• qr(ϕ) = qr(ψ) + 1 falls ϕ eine Formel der Form∃xψ oder∀xψ ist

• qr(ϕ) = max{qr(ϕ1),qr(ϕ2)} falls ϕ eine Formel der Form(ϕ1 ∗ ϕ2)
für ein∗ ∈ {∨,∧,→,↔} ist.

85
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3.4 Beispiele.

• qr
(
∃x ∀y (x = y ∨ R(x, y, z) )

)
= 2,

• qr
(
∃x

(
T (x) ∨ ∀y R(x, y, z)

))
= 2,

• qr
(
(∃x T (x) ) ∨ ∀y (R(y, y, z)→ y = z )

)
= 1.

3.5 Definition (m-Äquivalenz). Sei σ eine Signatur und seim ∈ N. Zwei σ-Strukturen
A und B heißenm-äquivalent(kurz: A ≡m B), falls sie die gleichenFO[σ]-Sätze der
Quantorentiefem erfüllen.

3.6 Bemerkungen. (a) Für jedesm ∈ N ist ≡m eine Äquivalenzrelationauf der Klasse
allerσ-Strukturen.

(b) Für alle natürlichen Zahlenm 6 n gilt: FallsA ≡n B, so auchA ≡m B.
Umgekehrt heißt das: FallsA 6≡m B, soA 6≡n B.

Zum Nachweis, dass bestimmte ProblemenichtFO-definierbar sind, kann man sich folgende
Beobachtung zu Nutze machen:

3.7 Proposition. Seiσ eine Signatur undS eine Klasse vonσ-Strukturen. SeiC ⊆ S eine
Teilklasse vonS, so dass es für jedesm ∈ N ein Am ∈ C und einBm ∈ S \ C mit
Am ≡m Bm gibt. Dann istC nicht FO-definierbar inS.

Beweis: AngenommenC ist FO-definierbar inS, d.h. es gibt einenFO[σ]-Satzϕ mit C =
ModS(ϕ). Seim := qr(ϕ) der Quantorenrang vonϕ. Laut Voraussetzung gibt es Strukturen
Am ∈ C undBm ∈ S\C, so dassAm ≡m Bm. WegenAm ∈ C = ModS(ϕ), gilt Am |= ϕ
undBm 6|= ϕ. Daqr(ϕ) = m ist, widerspricht dies aber der AussageAm ≡m Bm. �

3.8 Definition (Partieller Isomorphismus). Seiσ eine Signatur undA, B σ-Strukturen.

(a) Eine Abbildung
π : def(π) → bild(π)

mit def(π) ⊆ A und bild(π) ⊆ B heißtpartieller Isomorphismusvon A nachB, falls
gilt:

(a) π ist bijektiv,

(b) für jedes Konstantensymbolc ∈ σ ist cA ∈ def(π) undπ(cA) = cB, und

(c) für jedes RelationssymbolR ∈ σ der Stelligkeitk := ar(R) und allek-Tupel
~a ∈ def(π)k gilt1

~a ∈ RA ⇐⇒ π(~a) ∈ RB .

(b) Part(A,B) bezeichnet die Menge aller partiellen Isomorphismen vonA nachB.

1Zur Erinnerung: Für~a = (a1, . . , ak) ist π(~a) :=
`

π(a1), . . , π(ak)
´

.
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3.9 Bemerkungen.

(a) Seiσ = {R1, . . , Rk, c1, . . , cℓ} eine Signatur und seiri := ar(Ri) für jedesi ∈
{1, . . , k}. SeiA eineσ-Struktur und seiU ⊆ A eine Teilmenge vonA, die jede Kon-
stante vonA enthält (d.h.cA1 , . . . , c

A
ℓ ∈ U ). Die vonU induzierte Substruktur vonA ist

definiert als dieσ-Struktur

A|U :=
(
U, (RA

1 ∩ U
r1), . . . , (RA

k ∩ U
rk), cA1 , · · · , c

A
ℓ

)
.

(b) Offensichtlich ist ein partieller Isomorphismusπ vonA nachB ein Isomorphismus von
A|def(π) aufB|bild(π).

(c) Oft schreiben wir

π : a1, . . , am 7→ b1, . . , bm bzw. π :
(
ai 7→ bi

)

i=1,. . ,m

um die Abbildungπ mit def(π) = {a1, . . , am} undπ(ai) = bi, für alle i ∈ {1, . . ,m},
zu bezeichnen.

(d) Oft identifizieren wir eine Abbildungπ mit ihrem Graph

{
(
a, π(a)

)
: a ∈ def(π) }.

Insbesondere bedeutet dann
π ⊆ π′ ,

dassπ′ eineErweiterungvon π ist (d.h. def(π) ⊆ def(π′) und für allea ∈ def(π) ist
π′(a) = π(a)).

3.10 Proposition. Seiσ eine Signatur.A undB seienσ-Strukturen.

(a) π := ∅ (d.h. die Abbildung mit leerem Definitionsbereich) ist genau dann ein partieller
Isomorphismus vonA nachB, wennσ keine Konstantensymbole enthält.

(b) Sei~a = (a1, . . , am) ∈ Am und~b = (b1, . . , bm) ∈ Bm. Dann sindäquivalent:

(1) π : a1, . . , am, (c
A)c∈σ 7→ b1, . . , bm, (c

B)c∈σ ist ein partieller Isomorphismus
vonA nachB.

(2) Für alle atomarenσ-Formelnα(x1, . . , xm) mit frei(α) ⊆ {x1, . . , xm} gilt:
A |= α[~a] ⇐⇒ B |= α[~b].

(3) Für alle quantorenfreienFO[σ]-Formelnϕ(x1, . . , xm) mit frei(ϕ) ⊆ {x1, . . , xm}
gilt: A |= ϕ[~a] ⇐⇒ B |= ϕ[~b].

Beweis: Übung. �

Man beachte: Die Existenz eines partiellen Isomorphismusπ : a1, . . , am 7→ b1, . . , bm
bedeutetnicht unbedingt, dass auch Formeln mit Quantoren erhalten werden. Ein partieller
Isomorphismus sagt also etwas über≡0 aus, aber nicht über≡m für m > 0.
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3.1.2 Dasm-Runden EF-Spiel aufA und B

Sei σ eine Signatur und seienm,k ∈ N. SeienA und B zwei σ-Strukturen und seien
~a′ = a′1, . . , a

′
k ∈ A und~b′ = b′1, . . , b

′
k ∈ B.

Spielregeln und Gewinnbedingung:

Dasm-Runden EF-Spiel2 Gm(A,~a′,B,~b′) wird von zwei Spielern,SpoilerundDuplicator
(die manchmal auch Spieler I und Spieler II genannt werden) auf den beiden Strukturen
(A,~a′) und(B,~b′) gespielt.

Spoilers Ziel: Zeige, dass die beiden Strukturen verschieden sind.
Genauer: Zeige, dass(A,~a′) 6≡m (B,~b′).

Duplicators Ziel: Vertusche einen (etwaigen) Unterschied zwischen den beiden Strukturen.
Genauer: Zeige, dass(A,~a′) ≡m (B,~b′).

EinePartie des Spiels besteht ausm Runden.
In jeder Rundei ∈ {1, . . ,m} geschieht folgendes:
Zunächst wählt Spoiler entweder ein Element ausA, das im Folgenden mitai bezeichnet
wird, oder er wählt ein Element ausB, das im Folgenden mitbi bezeichnet wird. Danach
antwortet Duplicator mit einem Element aus dem Universum der anderen Struktur, d.h. er
wählt ein Elementbi ∈ B, falls Spoiler einai ∈ A gewählt hat, bzw. ein Elementai ∈ A,
falls Spoiler einbi ∈ B gewählt hat.

Nach derm-ten Runde wird der Gewinner ermittelt:
Duplicator hat gewonnen, falls die Abbildung

π :







ai 7→ bi für alle i ∈ {1, . . ,m}

cA 7→ cB für alle Konstantensymbolec ∈ σ
a′j 7→ b′j für alle j ∈ {1, . . , k}







ein partieller IsomorphismusvonA nachB ist.
Ansonsten hatSpoilergewonnen.

Gewinnstrategien:

EineStrategiefür einen der beiden Spieler ist eine Vorschrift, die ihm sagt, welchen Zug er
als nächstes machen soll. Formal:

Eine Strategie für Spoiler ist eine Abbildung

fS :

m−1⋃

i=0

(
Ai ×Bi

)
→ A∪̇B.

2Im Fall k = 0 schreiben wir oftGm(A,B) an Stelle vonGm(A,~a′,B,~b′).
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(Sind~a := a1, . . , ai und~b := b1, . . , bi die in den ersteni Runden gewählten Elemente, so
gibt fS(~a,~b) an, welches Element Spoiler in deri+1-ten Runde wählen soll.)

Eine Strategie für Duplicator ist eine Abbildung

fD :

m−1⋃

i=0

(
(Ai ×Bi)× (A∪̇B)

)
→ A∪̇B,

so dass für alle~a,~b, c gilt: fD(~a,~b, c) ∈ B ⇐⇒ c ∈ A.
(Sind~a := a1, . . , ai und~b := b1, . . , bi die in den ersteni Runden gewählten Elemente und
ist c das von Spoiler in deri+1-ten Runde gewählte Element, so gibtfD(~a,~b, c) an, mit
welchem Element Duplicator in deri+1-ten Runde antworten soll.)

EineGewinnstrategieist eine Strategie für einen der beiden Spieler, mit der er alle Partien
des SpielsGm(A,~a′,B,~b′) gewinnt.
Wir sagen: Spoiler (bzw. Duplicator)gewinntGm(A,~a′,B,~b′), falls er eine Gewinnstrategie
im m-Runden EF-Spiel auf(A,~a′,B,~b′) hat.

3.11 Beispiele.

(a) Spoilergewinnt das 2-Runden EF-Spiel auf den folgenden Graphen

A: B:

indem er in Runde 1 denjenigen Knotena1 von GraphA wählt, der mit allen anderen
Knoten verbunden ist. In Runde 2 wählt der dann einen Knotenb2 in B, der nicht zu
Knotenb1 benachbart ist.

(b) Duplicator gewinnt das 2-Runden EF-Spiel auf den folgenden Graphen

A: B:

denn in beiden Graphen gibt es zu jedem Knoten sowohl einen Nachbarn als auch einen
Nicht-Nachbarn.

(c) Spoilergewinnt das 3-Runden EF-Spiel auf den GraphenA undB aus (b), indem er in
den ersten drei Runden drei verschiedene nicht benachbarteKnoten inA wählt.
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(d) Für A := ({0, . . , 7}, <, 0, 7) und B := ({0, . . , 8}, <, 0, 8) gilt: Duplicator gewinnt
G2(A,B) und Spoiler gewinntG3(A,B).

3.12 Satz.
Für jedesm > 1 und alle geordneten endlichen StrukturenA = (A,<A, 0A,maxA) und
B = (B,<B, 0B,maxB) gilt:

Duplicator gewinnt das SpielGm(A,B) ⇐⇒ |A| = |B| oder |A|, |B| > 2m.

Beweis: “⇐=”: Falls |A| = |B| := n ist, so können wir sowohlA als auchB mit der
Struktur({0, . . , n−1}, <, 0, n−1) identifizieren. Duplicator gewinnt dasm-Runden Spiel,
indem er in jeder Runde Spoilers Zug einfach “kopiert”.
Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass sowohl|A| als auch|B| größer als2m sind.
FürC := A oderC := B betrachten wir die folgende aufC × C definierteDistanzfunktion

Dist(c, c′) := | { d ∈ C : (c <C d 6C c′) oder (c′ <C d 6C c)} | .

Wir zeigen nun, dass Duplicator so spielen kann, dass für jedesi ∈ {0, . . ,m} die folgende
Invariante(∗)i erfüllt ist:

(∗)i : Sinda1, . . , ai und b1, . . , bi die in den Runden1, . . , i gewählten Elemente inA
undB und ista0 := 0A, amax := maxA, b0 := 0B undbmax := maxB, so gilt für
alle j, j′ ∈ {0,max, 1, . . , i}:

(a) aj <
A aj′ ⇐⇒ bj <

B bj′ und

(b) Dist(aj , aj′) = Dist(bj , bj′) oder Dist(aj , aj′), Dist(bj , bj′) > 2m−i.

Der Beweis folgt per Induktion nachi.

i = 0: Die Bedingung(∗)0 ist erfüllt, da Dist(a0, amax) = |A|−1 > 2m und Dist(b0, bmax) =
|B| − 1 > 2m.

i→ i+1: Gemäß Induktionsannahme sind bereitsi Runden gespielt und die Bedingung
(∗)i ist nach deri-ten Runde erfüllt.

Fall 1: Spoiler ẅahlt in deri+1-ten Runde ein Elementai+1 in A.
Fallsai+1 = aj für ein j ∈ {0,max, 1, . . , i}, so antwortet Duplicator mitbi+1 := bj und
hat damit bewirkt, dass die Bedingung(∗)i+1 gilt.
Ansonsten gibt es Indicesj, j′ ∈ {0,max, 1, . . , i} so, dassaj <

A ai+1 <
A aj′ und für alle

j′′ ∈ {0,max, 1, . . , i} gilt: aj′′ 6A aj oderaj′ 6A aj′′ .
Da die Bedingung(∗)i gemäß Induktionsannahme erfüllt ist, gilt

(1.) Dist(aj , aj′) = Dist(bj , bj′) oder

(2.) Dist(aj , aj′), Dist(bj , bj′) > 2m−i.
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In Fall (1.) gibt es ein Elementbi+1 in B, so dassbj <B bi+1 <
B bj′ und Dist(bj , bi+1) =

Dist(aj , ai+1) und Dist(bi+1, bj′) = Dist(ai+1, aj′). Offensichtlich ist die Bedingung(∗)i+1

erfüllt, wenn Duplicator in deri+1-ten Runde diesesbi+1 wählt.

In Fall (2.) muss es mindestens ein Elementc in B geben, so dassbj <B c <B bj′ und

Dist(bj , c) > 2m−i

2 = 2m−(i+1) und Dist(c, bj′) > 2m−i

2 = 2m−(i+1).

• Falls Dist(aj , ai+1) > 2m−(i+1) und Dist(ai+1, aj′) > 2m−(i+1), so wählt Duplicator in
deri+1-ten Rundebi+1 := c.

• Falls Dist(aj , ai+1) < 2m−(i+1), so wählt Duplicator dasbi+1 >
B bj mit

Dist(bj , bi+1) = Dist(aj , ai+1).

• Falls Dist(ai+1, aj′) < 2m−(i+1), so wählt Duplicator dasbi+1 <
B bj′ mit

Dist(bi+1, bj′) = Dist(ai+1, aj′).

Man kann leicht nachprüfen, dass in jedem der 3 Fälle die Bedingung(∗)i+1 erfüllt ist.

Fall 2: Spoiler ẅahlt in deri+1-ten Runde ein Elementbi+1 in B.
Duplicators Antwortai+1 in A wird analog zu Fall 1 ermittelt.

Damit sind wir fertig mit dem Induktionsschritt. Wir haben also bewiesen, dass Duplicator
so spielen kann, dass nach jeder Rundei ∈ {0, . . ,m} die Bedingung(∗)i erfüllt ist. Insbe-
sondere ist nachm Runden die Bedingung(∗)m erfüllt und Duplicator hat daher die Partie
gewonnen.

“=⇒”: Offensichtlich genügt es, folgendes zu zeigen: Falls|A| < |B| und |A| 6 2m, so
hatSpoilereine Gewinnstrategie imm-Runden EF-Spiel aufA undB. Dies kann man be-
weisen, indem man zeigt, dass Spoiler so spielen kann, dass für jedesi ∈ {0, 1, . . ,m} die
folgende Invariante(∗∗)i erfüllt ist:

(∗∗)i : Sinda1, . . , ai und b1, . . , bi die in den Runden1, . . , i gewählten Elemente inA
undB und ista0 := 0A, amax := maxA, b0 := 0B undbmax := maxB, so gibt es
j, j′ ∈ {0,max, 1, . . , i}, so dass

(a)
(
aj <

A aj′ und bj >B bj′
)

oder
(
aj >A aj′ und bj <

B bj′
)

oder

(b) Dist(aj , aj′) < 2m−i und Dist(aj , aj′) < Dist(bj , bj′).

Details:Übung. �

3.13 Bemerkung.Per Induktion nachm kann man leicht zeigen, dass für allem ∈ N, alle
Signaturenσ und alleσ-StrukturenA undB gilt: genau einer der beiden Spieler (Spoiler
oder Duplicator) hat eine Gewinnstrategie im SpielGm(A,B) (Details:Übung).
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3.1.3 Der Satz von Ehrenfeucht

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass

A ≡m B ⇐⇒ Duplicator gewinnt dasm-Runden EF-Spiel aufA undB.

Wegen Proposition 3.7 kann man also EF-Spiele verwenden, umzu zeigen, dass bestimmte
Probleme nichtFO-definierbar sind.

3.14 Definition. Seiσ eine Signatur,A eineσ-Struktur,k ∈ N,~a = a1, . . , ak eine Sequenz
von Elementen ausA und~x = x1, . . , xk eine Sequenz vonk verschiedenen Variablen erster
Stufe. Wir definieren induktiv für jedesm ∈ N eineFO-Formelϕm

A,~a(~x) der Quantorentiefe

m wie folgt:3

ϕ0
A,~a(~x) :=

∧
{

ψ(~x)

∣
∣
∣
∣

ψ ist atomare oder negierte atomareσ-Formel mit
frei(ψ) ⊆ {x1, . . , xk} undA |= ψ[~a]

}

und fürm > 0

ϕm
A,~a(~x) :=

∧

a∈A

∃xk+1 ϕ
m−1
A,~aa (~x, xk+1) ∧ ∀xk+1

∨

a∈A

ϕm−1
A,~aa (~x, xk+1) .

Die Formelϕm
A,~a(~x) heißtm-Isomorphietyp(oderm-Hintikka-Formel) von~a in A.

3.15 Bemerkungen.

(a) In der obigen Definition istk=0 erlaubt. Derm-Isomorphietyp ist dann einSatzϕm
A

.

(b) Für allek,m ∈ N ist die Menge

m-Typenk := {ϕm
A,~a(~x) : A ist eineσ-Struktur und~a ∈ Ak }

endlich. (Fürm=0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedeneatomareσ-Formeln
über den Variablenx1, . . , xk gibt. Fürm > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.)

(c) A |= ϕm
A,~a[~a]. (Das folgt leicht per Induktion nachm.)

3.16 Theorem(Satz von Ehrenfeucht, 1961). Seiσ eine Signatur.A undB seienσ-Strukturen,
k,m ∈ N und~a′ = a′1, . . , a

′
k ∈ A und~b′ = b′1, . . , b

′
k ∈ B. Dann sindäquivalent:

(a) Duplicator gewinntGm(A,~a′,B,~b′).

(b) B |= ϕm
A,~a′ [~b′ ].

(c) (A,~a′) ≡m (B,~b′),
d.h. f̈ur alle FO[σ]-Formelnψ(x1, . . , xk) mit frei(ψ) ⊆ {x1, . . , xk} und qr(ψ) 6 m
gilt: A |= ψ[~a′] ⇐⇒ B |= ψ[~b′ ].

3Für eine endliche MengeM von Formeln schreiben wir
V

M , um die Formel
V

ψ∈M ψ zu bezeichnen.
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Beweis: “(c) =⇒ (b)”: Es gilt qr(ϕm
A,~a′) = m und A |= ϕm

A,~a′ [~a]. Aus (c) folgt daher

B |= ϕm
A,~a′ [~b′ ].

“(b) ⇐⇒ (a)”: Beweis per Induktion nachm.

m=0:
Duplicator gewinntG0(A,~a

′,B,~b′)

Gewinnbed.
⇐⇒ π : ~a′, (cA)c∈σ 7→ ~b′, (cB)c∈σ ∈ Part(A,B)

Wahl vonϕ0
A,~a′

⇐⇒ B |= ϕ0
A,~a′ [~b′ ] .

m 7→ m+1:
Duplicator gewinntGm+1(A,~a

′,B,~b′)

⇐⇒ für allea ∈ A ex.b ∈ B, so dass DuplicatorGm(A,~a′a,B,~b′b) gewinnt, und
für alle b ∈ B ex.a ∈ A, so dass DuplicatorGm(A,~a′a,B,~b′b) gewinnt

Ind.ann.
⇐⇒ für allea ∈ A gibt es einb ∈ B, so dassB |= ϕm

A,~a′a[
~b′, b ], und

für alle b ∈ B gibt es eina ∈ A, so dassB |= ϕm
A,~a′a[

~b′, b ].

⇐⇒ B |=
( ∧

a∈A

∃xk+1 ϕ
m
A,~a′a(~x, xk+1) ∧ ∀xk+1

∨

a∈A

ϕm
A,~a′a(~x, xk+1)

)

[~b′ ]

Def. ϕm+1
A,~a′

⇐⇒ B |= ϕm+1
A,~a′ [~b′].

Somit sind wir fertig mit dem Beweis von “(b)⇐⇒ (a)”.

“(a) =⇒ (c)”: Per Induktion nachm.

m=0: Wie bei “(b)⇐⇒ (a)”.

m 7→ m+1: Gemäß Voraussetzung gewinnt DuplicatorGm+1(A,~a
′,B,~b′). Seiψ(~x) eine

FO-Formel mitfrei(ψ) ⊆ {x1, . . , xk} undqr(ψ) 6 m+1. Wir müssen zeigen, dass

(∗) A |= ψ[~a′] ⇐⇒ B |= ψ[~b′].

Klar: Die Menge aller Formelnψ, die die Bedingung(∗) erfüllen, ist abgeschlossen unter
Booleschen Kombinationen¬, ∧, ∨, →, ↔ und enthält gemäß Induktionsannahme alle
Formeln der Quantorentiefe6 m.
Wir müssen daher o.B.d.A. nur noch den Fall betrachten, dassψ von der Form

ψ = ∃xk+1 χ(~x, xk+1)

ist, wobeiχ eine Formel der Quantorentiefem ist.
Wir betrachten nur den Fall, dassA |= ψ[~a′] und zeigen, dass dann auchB |= ψ[~b′ ].

(Der andere Fall kann analog behandelt werden.)
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WegenA |= ψ[~a′] gibt es eina ∈ A mit A |= χ[~a′, a]. Da DuplicatorGm+1(A,~a
′,B,~b′)

gewinnt, muss es einb ∈ B geben, so dass Duplicator das SpielGm(A,~a′a,B,~b′b) gewinnt.
Gemäß Induktionsannahme gilt dannA |= χ[~a′, a] ⇐⇒ B |= χ[~b′, b]. Es gilt also
B |= χ[~b′, b] und daherB |= ∃xk+1χ [~b′], d.h.B |= ψ[~b′ ]. �

3.17 Bemerkung.SindA undB zwei Strukturen, die sich durch einenFO-Satzϕ der Quan-
torentiefem unterscheiden lassen (alsoA |= ϕ undB 6|= ϕ), so gibt es gemäß Theorem 3.16
und Bemerkung 3.13 eine Gewinnstrategie für Spoiler imm-Runden EF-Spiel aufA und
B. Der Satzϕ gibt sogar direkt eine solche Gewinnstrategie an: Spoiler gewinnt das Spiel,
indem er Elemente inA wählt, die den∃-Quantoren inϕ entsprechen, und Elemente inB,
die den∀-Quantoren inϕ entsprechen.
Sind beispielsweiseA undB die Graphen aus Beispiel 3.11 (a), so ist

ϕ := ∃x ∀y
(
x=y ∨ E(x, y)

)

ein Satz mitA |= ϕ undB 6|= ϕ, d.h. es gilt

A |= ∃x ∀y
(
x=y ∨E(x, y)

)
und B |= ∀x ∃y

(
x6=y ∧ ¬E(x, y)

)
.

Spoiler wählt in Runde 1 eina1 ∈ A, so dass

A |=
(

∀y
(
x=y ∨ E(x, y)

))

[a1]

(ein solches Element gibt es, weilA |= ϕ).
DaB 6|= ϕ, muss fürjedebeliebige Antwortb1 ∈ B von Duplicator gelten:

B |=
(

∃y
(
x6=y ∧ ¬E(x, y)

))

[b1].

In der zweiten Runde kann Spoiler daher ein Elementb2 ∈ B auswählen, für das gilt:

B |=
(

x6=y ∧ ¬E(x, y)
)

[b1, b2].

Für jede mögliche Antworta2 ∈ A, die Duplicator geben kann, gilt

A |=
(

x=y ∨ E(x, y)
)

[a1, a2].

Daher kann die Abbildunga1, a2 7→ b1, b2 kein partieller Isomorphismus sein, Duplicator
hat die Partie also verloren.

3.18 Bemerkung.Aus Theorem 3.16 und Bemerkung 3.15 (b) folgt direkt, dass f¨ur jedes
m ∈ N und jede Signaturσ die Relation≡m nur endlich viele Äquivalenzklassen auf
der Klasse allerσ-Strukturen hat. DiëAquivalenzklasse, zu der eine gegebene StrukturA

gehört, wird dabei durch den Satzϕm
A

definiert.
Die Klasse allerσ-Strukturen ist also eine Vereinigung vonendlichvielen Äquivalenz-

klassen von≡m.
Für jedenFO-Satzψ der Quantorentiefem ist ModAll(ψ) natürlich eine Vereinigung von

Äquivalenzklassen von≡m. Insbesondere folgt daraus direkt, dass es für jedesm nur end-
lich viele nicht-äquivalenteFO-Formeln der Quantorentiefem gibt.
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Die nächste Folgerung aus dem Satz von Ehrenfeucht wird oftbenutzt um zu zeigen, dass
bestimmte Problemenicht FO-definierbar sind.

3.19 Korollar. Ist σ eine Signatur,S eine Klasse vonσ-Strukturen undC ⊆ S, so sind
äquivalent:

(a) C ist nichtFO-definierbar inS.

(b) Für allem ∈ N gibt es Am ∈ C und Bm ∈ S \C, so dassAm ≡m Bm.

(c) Für allem ∈ N gibt es Am ∈ C und Bm ∈ S\C, so dass Duplicator dasm-Runden
EF-Spiel aufAm undBm gewinnt.

Beweis: “(b) ⇐⇒ (c)”: Folgt direkt aus Theorem 3.16.

“(b) =⇒ (a)”: Das ist gerade die Aussage von Proposition 3.7.

“(a) =⇒ (b)”: Angenommen (b) gilt nicht. Dann gibt es einm ∈ N, so dass für alle
StrukturenA,B ∈ S gilt: FallsA ∈ C undA ≡m B, soB ∈ C. Die KlasseC ist also eine
Vereinigung vonÄquivalenzklassen von≡m und wird daher durch denFO-Satz

ψ :=
∨

{ϕm
A : A ist eineσ-Struktur mitA ∈ C }

definiert. Es gilt also:C = ModS(ψ). �

Als Anwendung erhalten wir, dass die folgenden Probleme nicht FO-definierbar sind:

3.20 Satz.Für die Strukturklassen

S< : Klasse aller endlichen linearen OrdnungenA = (A,<A),

Even< : Klasse aller endlichen linearen Ordnungen gerader Länge,
d.h. aller linearen Ordnungen(A,<A), bei denen|A| gerade ist

UGraphs : Klasse aller endlichen ungerichteten Graphen,4

Conn : Klasse aller endlichen ungerichteten zusammenhängenden Graphen,

RGraphs : Klasse aller endlichen GraphenG = (V,EG, sG, tG) mit sG, tG ∈ V ,

Reach : Klasse allerG ∈ RGraphs, in denen es einen Pfad vom Knoten
sG zum KnotentG gibt

gilt:

(a) Even< ist nichtFO-definierbar inS<.

(b) Conn ist nichtFO-definierbar inUGraphs.

4Ein GraphG = (V,E) heißtungerichtet, falls für allev, w ∈ V gilt: (v, v) 6∈ E und falls(v, w) ∈ E, so
auch(w, v) ∈ E.
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(c) Reach ist nichtFO-definierbar inRGraphs.

Beweis: (a): Für jedesm ∈ N sei Am eine lineare Ordnung auf2m+2 Elementen und
Bm eine lineare Ordnung auf2m+1 Elementen. Somit istAm ∈ Even< undBm ∈ S< \
Even<. Von Satz 3.12 wissen wir, dass Duplicator dasm-Runden EF-Spiel aufAm und
Bm gewinnt. Gemäß Korollar 3.19 ist daherEven< nicht FO-definierbar inS<.

(b): Durch Widerspruch. Angenommen,ϕ ist einFO[E]-Satz, so dass für jeden ungerichte-
ten GraphenG = (V G, EG) gilt: G |= ϕ ⇐⇒ G ist zusammenhängend.

Idee: Nutze diesen Satzϕ, um einenFO[<]-Satzψ zu konstruieren, so dass für jede lineare
OrdnungA = (A,<A) gilt: A |= ψ ⇐⇒ |A| ist gerade.
Aus (a) wissen wir schon, dass es einen solchen Satzψ nicht gibt.

Um den Satzψ zu konstruieren, ordnen wir jeder linearen OrdnungA mit A = {a1 <
A

· · · <A an} (für beliebigesn) den GraphenGA zu, dessen Knotenmenge die MengeA ist,
und dessen Kantenmenge aus genau den Kanten zwischenai undai+2, für alle i 6 n−2,
sowie einer zusätzlichen Kante zwischena1 undan besteht. Man sieht leicht:

GA ist zusammenhängend⇐⇒ |A| ist gerade. (3.1)

Sei nunχE(x, y) eineFO[<]-Formel, die besagt

“y = x+ 2” oder “x = y + 2” oder
(

“x = min” und “y = max”
)

oder
(

“y = min” und “x = max”
)

(klar: eine solcheFO[<]-FormelχE(x, y) lässt sich leicht konstruieren).
Ausgewertet in einer linearen OrdnungA “simuliert” die FormelχE(x, y) gewisserma-

ßen die Kantenrelation des GraphenGA.
Sei nunψ der FO[<]-Satz, der aus demFO[E]-Satzϕ entsteht, indem jedes Atom der

FormE(x, y) durch dieFO[<]-FormelχE(x, y) ersetzt wird. Der Satzψ ist also gerade
so konstruiert, dass beim Auswerten vonψ in einer linearen OrdnungA die Auswertung
des Satzesϕ in dem GraphenGA simuliert wird. Es gilt also:A |= ψ ⇐⇒ GA ist
zusammenhängend. Mit (3.1) folgt daher für jede lineare OrdnungA, dass

A |= ψ ⇐⇒ GA ist zusammenhängend⇐⇒ |A| ist gerade.

Dies ist aber ein Widerspruch zu (a).

(c): Folgt ähnlich wie (b) aus (a). Details:Übung. �

3.21 Bemerkung(logische Reduktionen). Die im Beweis von (b) benutzte Vorgehens-
weise ist unter dem Begrifflogische Reduktionbekannt. Im obigen Beweis wurde bei-
spielsweise das Problem, einenFO-Satz zu finden, der ausdrückt, dass eine lineare Ord-
nung geradeviele Elemente besitzt, auf das Problem reduziert, einenFO-Satz zu finden,
der Graph-Zusammenhang ausdrückt — d.h. es wurde gezeigt:falls Graph-Zusammenhang
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FO-definierbar ist, so ist auch die Aussage “eine lineare Ordnung hat gerade Länge”FO-
definierbar. Dies wurde dadurch erreicht, dass man innerhalb einer linearen Ordnung einen
geeigneten Graphen “simuliert” (oderinterpretiert), indem man die Kantenrelation des Gra-
phen durch eineFO-Formel beschreibt.

Generell ist diese Methode derlogischen Reduktionen(oder logischen Interpretationen
oft nützlich, um bereits bekannte Nicht-Definierbarkeits-Resultate (beispielsweise das Re-
sultat aus Satz 3.20 (a)) auf neue Nicht-Definierbarkeits-Resultate zu übertragen (beispiels-
weise die Resultate aus Satz 3.20 (b) und (c)).

Details zum Thema “Interpretationen und logische Reduktionen” werden in Kapitel 3.4
behandelt (das in der Vorlesung im Sommersemester 2007 allerdings nicht besprochen
wird).

3.1.4 Der Satz von Hanf

Der Satz von Hanf liefert ein hinreichendes Kriterium für diem-Äquivalenz zweier Struk-
turen, so dass man durch eine einfache Anwendung dieses Satzes oft ganz leicht zeigen
kann, dassA ≡m B, ohne dabei explizit eine Gewinnstrategie für dasm-Runden EF-Spiel
konstruieren zu müssen. Bevor wir die exakte Formulierungdes Satzes von Hanf angeben
können, benötigen wir allerdings ein paar Notationen:

3.22 Definition (Gaifman-Graph, Distanzfunktion, Nachbarschaft).
Seiσ eine Signatur undA eineσ-Struktur.

(a) DerGaifman-GraphG(A) vonA ist der ungerichtete Graph mit KnotenmengeV G(A) :=
A und Kantenmenge

EG(A) :=

{

(u, v)

∣
∣
∣
∣

u 6= v und es gibt einR ∈ σ und ein Tupel(a1, . . , ar) ∈ R
A,

für r := ar(R), so dassu, v ∈ {a1, . . , ar}

}

.

(b) DieDistanzfunktionDistA(·, ·) : A×A→ N ist definiert durch

DistA(u, v) :=







0 , falls u = v,

∞ , falls u 6= v und es inG(A) keinen Pfad vonu nachv gibt,

min{ℓ ∈ N : es gibt inG(A) einen Pfad der Längeℓ vonu nachv}, sonst.

(c) Für ein Elementa ∈ A und eine Zahlr ∈ N ist dier-Umgebung(oder:r-Nachbarschaft)
vona die Menge

NA
r (a) := {b ∈ A : DistA(a, b) 6 r}.

Wir schreibenNA
r (a) für die durch die MengeNA

r (a) induzierte Substruktur vonA,
wobei ggf. inσ vorkommende Konstantensymbole ignoriert werden. D.h.

NA
r (a) :=

(

NA
r (a),

(
RA∩NA

r (a)ar(R)
)

R∈σ

)

.
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Insbesondere gilt: Istσ = {R1, . . , Rk, c1, . . , cℓ}, so istNA
r (a) eine {R1, . . , Rk}-

Struktur.

3.23 Bemerkung.Für zwei beliebige Elementeb, b′ ∈ NA
r (a) ist DistA(b, b′) 6 2·r.

3.24 Definition (r-Umgebungstypen).
Seiσ eine Signatur,A eineσ-Struktur,r ∈ N unda ∈ A.

(a) Derr-UmgebungstypTyp(r, a,A) vona in A ist folgendermaßen definiert:

Typ(r, a,A) :=
(

NA
r (a), a, C

)

wobei C := { (c, cA) : c ∈ σ mit cA ∈ NA
r (a) }.

Für einenr-Umbegungstypρ := Typ(r, a,A) schreiben wir oftC(ρ) um die zuρ
gehörende MengeC zu bezeichnen.

(b) SeiB eineσ-Struktur und seib ∈ B. SeiρA := Typ(r, a,A) undρB := Typ(r, b,B).
Die beiden TypenρA undρB heißenisomorph(kurz: ρA

∼= ρB), falls die beiden fol-
genden Bedingungen erfüllt sind:

(1) Für jedesc ∈ σ gilt: Es gibt inC(ρA) genau dann ein Tupel, dessen erste Kompo-
nentec ist, wenn es inC(ρB) ein Tupel gibt, dessen erste Komponentec ist.

Falls dies der Fall ist, seienc1, . . , cs (für ein geeignetess > 0) gerade diejenigen
Konstantensymbole ausσ, die als erste Komponente eines Tupels inC(ρA) bzw.
C(ρB) vorkommen.

(2)
(

NA
r (a), a, cA1 , . . . , c

A
s

)

∼=
(

NB
r (b), b, cB1 , . . . , c

B
s

)

Beachte:Die Ausdrücke links und rechts des “∼=”-Zeichens sind hier Strukturen der
Signaturσ′, die aus sämtlichen Relationssymbolen vonσ sowie aus den Konstan-
tensymbolenc1, . . , cs und einem zusätzlichen Konstantensymbolĉ besteht, das mit
dem Elementa bzw.b interpretiert wird.

(c) Istρ ein r-Umgebungstyp, so bezeichnet

#ρ(A) := |{a ∈ A : Typ(r, a,A) ∼= ρ}|

die Anzahl der Elemente inA, derenr-Umgebungstyp isomorph zuρ ist.

3.25 Theorem(Satz von Hanf, 1965).
Seiσ eine Signatur, seienA undB σ-Strukturen und seim ∈ N. Falls gilt

(a) es gibt eine Zahle ∈ N, so dass jede2m-Umgebung eines Elements inA oder B

weniger alse Elemente hat, und

(b) für jeden2m-Umgebungstypρ ist #ρ(A) = #ρ(B) oder #ρ(A), #ρ(B) > m · e,
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dann ist A ≡m B.

Beachte: Falls A und B endlichsind, so kann man Bedingung (a) z.B. dadurch erfüllen,
dass mane := max{|A|, |B|} + 1 wählt.

Beweis: SeienA undB zweiσ-Strukturen, die die Voraussetzungen des Theorems erfüllen.
Wir wollen zeigen, dass Duplicator dasm-Runden EF-SpielGm(A,B) gewinnt. Dazu zei-
gen wir, dass Duplicator so spielen kann, dass nach jeder Runde i ∈ {0, 1, . . ,m} die fol-
gende Invariante(∗)i erfüllt ist, wobeia1, . . , ai und b1, . . , bi die in den Runden1, . . , i
gewählten Elemente inA undB bezeichnen. Wir werden im Folgenden oft(A, a1, . . , ai)
und (B, b1, . . , bi) als Strukturen der Signaturσi := σ ∪ {ĉ1, . . , ĉi} auffassen, bei denen
die Konstantensymbolêc1, . . , ĉi durch die Elementea1, . . , ai bzw.b1, . . , bi belegt sind.

(∗)i : Für jeden2m−i-Umgebungstypρ gilt:

#ρ

(
(A, a1, . . , ai)

)
= #ρ

(
(B, b1, . . , bi)

)
oder

#ρ

(
(A, a1, . . , ai)

)
, #ρ

(
(B, b1, . . , bi)

)
> (m−i) · e.

Für i = m bedeutet das dann insbesondere, dass für jeden1-Umgebungstypρ gilt, dass
#ρ

(
(A, a1, . . , am)

)
= 0 ⇐⇒ #ρ

(
(B, b1, . . , bm)

)
= 0. Dies wiederum impliziert

unmittelbar, dass die Abbildung

a1, . . . , am, (cA)c∈σ 7→ b1, . . . , bm, (cB)c∈σ

ein partieller Isomorphismus vonA nachB ist (Details:Übung) und dass somit Duplicator
das Spiel gewinnt.

Es genügt also, im Folgenden per Induktion nachi zu zeigen, dass Duplicator so spielen
kann, dass nach jeder Rundei ∈ {0, 1, . . ,m} die Invariante(∗)i erfüllt ist.

i = 0: Die Bedingung(∗)0 ist nach Voraussetzung (b) von Theorem 3.25 erfüllt.

i→ i+1: Gemäß Induktionsannahme sind bereitsi Runden gespielt und die Bedingung
(∗)i ist nach deri-ten Runde erfüllt. Wir müssen zeigen, dass Duplicator inRundei+1 so
spielen kann, dass danach die Bedingung(∗)i+1 erfüllt ist.

Wir betrachten hier nur den Fall, dass Spoiler in deri+1-ten Runde ein Elementai+1 in
A wählt. (Der Fall, dass Spoiler ein Elementbi+1 in B wählt kann aus Symmetriegründen
analog, durch Vertauschen der Rollen vonA undB behandelt werden.)

Seid := 2m−(i+1); dann gilt also2d = 2m−i. Sei

κ := Typ
(
2d, ai+1, (A, a1, . . , ai)

)
.

Insbesondere ist#κ

(
(A, a1, . . , ai)

)
> 1. Gemäß(∗)i existiert daher (mindestens) ein

Elementbi+1 in B mit

Typ
(
2d, bi+1, (B, b1, . . , bi)

)
∼= κ.
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Wir zeigen im Folgenden: Wenn Duplicator diesesbi+1 wählt, dann gilt(∗)i+1.
Zum Nachweis von(∗)i+1 seiρ ein beliebigerd-Umgebungstyp. Wir müssen zeigen, dass

#ρ

(
(A, a1, . . , ai, ai+1)

)
= #ρ

(
(B, b1, . . , bi, bi+1)

)
oder

#ρ

(
(A, a1, . . , ai, ai+1)

)
, #ρ

(
(B, b1, . . , bi, bi+1)

)
> (m−(i+1)) · e.

(3.2)

Sei dazuρ′ der d-Umgebungstyp, der ausρ entsteht, indemC(ρ) ersetzt wird durch
C(ρ) \ {(ĉi+1, ai+1)}.

Zwischenbehauptung 1: Es gilt

|
{
a ∈ NA

d (ai+1) : Typ
(
d, a, (A, a1, . . , ai)

)
∼= ρ′

}
|

= |
{
b ∈ NB

d (bi+1) : Typ
(
d, b, (B, b1, . . , bi)

)
∼= ρ′

}
|.

(3.3)

Beweis: Gemäß unserer Wahl vonbi+1 wissen wir, dass

Typ
(
2d, ai+1, (A, a1, . . , ai)

)
∼= Typ

(
2d, bi+1, (B, b1, . . , bi)

)
.

DaNA
d (a) ⊆ NA

2d(ai+1) für jedesa ∈ NA
d (ai+1), und daNB

d (b) ⊆ NB
2d(bi+1) für jedesb ∈

NA
d (bi+1) gilt, folgt daraus insbesondere die Aussage von Zwischenbehauptung 1 (Details:

Übung). �

Um zu beweisen, dass (3.2) gilt, betrachten nun zwei Fälle.

Fall 1: ρ 6= ρ′, d.h.(ĉi+1, ai+1) ∈ C(ρ).

Dann gilt für allea ∈ A mit Typ
(
d, a, (A, a1, . . , ai, ai+1)

)
∼= ρ, dassa ∈ NA

d (ai+1).
Analog dazu gilt auch für alleb ∈ B mit Typ

(
d, b, (B, b1, . . , bi, bi+1)

)
∼= ρ, dass

b ∈ NB
d (bi+1).

Somit gilt offensichtlich

#ρ

(
(A, a1, . . , ai, ai+1)

)
= |{a ∈ NA

d (ai+1) : Typ
(
d, a, (A, a1, . . , ai, ai+1)

)
∼= ρ}|

= |{a ∈ NA
d (ai+1) : Typ

(
d, a, (A, a1, . . , ai)

)
∼= ρ′}|

und

#ρ

(
(B, b1, . . , bi, bi+1)

)
= |{b ∈ NB

d (bi+1) : Typ
(
d, b, (B, b1, . . , bi, bi+1)

)
∼= ρ}|

= |{b ∈ NB
d (bi+1) : Typ

(
d, b, (B, b1, . . , bi)

)
∼= ρ′}|.

Zwischenbehauptung 1 liefert daher#ρ

(
(A, a1, . . , ai, ai+1)

)
= #ρ

(
(B, b1, . . , bi, bi+1)

)
.

Somit ist (3.2) in Fall 1 erfüllt.

Fall 2: ρ = ρ′, d.h.(ĉi+1, ai+1) 6∈ C(ρ).

Dann gilt für allea ∈ A mit Typ
(
d, a, (A, a1, . . , ai, ai+1)

)
∼= ρ, dassa 6∈ NA

d (ai+1).
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Analog dazu gilt auch für alleb ∈ B mit Typ
(
d, b, (B, b1, . . , bi, bi+1)

)
∼= ρ, dass

b 6∈ NB
d (bi+1). Daher gilt offensichtlich

#ρ

(
(A, a1, . . , ai, ai+1)

)
=

#ρ

(
(A, a1, . . , ai)

)
− |{a ∈ NA

d (ai+1) : Typ
(
d, a, (A, a1, . . , ai)

)
∼= ρ}|

und

#ρ

(
(B, b1, . . , bi, bi+1)

)
=

#ρ

(
(B, b1, . . , bi)

)
− |{b ∈ NB

d (bi+1) : Typ
(
d, b, (B, b1, . . , bi)

)
∼= ρ}|.

(3.4)

Wegen d 6 2d = 2m−i lässt sich außerdem aus(∗)i leicht folgern (Details:Übung), dass

(I): #ρ

(
(A, a1, . . , ai)

)
= #ρ

(
(B, b1, . . , bi)

)
oder

(II): #ρ

(
(A, a1, . . , ai)

)
, #ρ

(
(B, b1, . . , bi)

)
> (m−i) · e.

(3.5)

Falls (I) gilt, so folgt mit (3.4) und mit (3.3) (wegenρ′=ρ), dass#ρ

(
(A, a1, . . , ai, ai+1)

)
=

#ρ

(
(B, b1, . . , bi, bi+1)

)
. Falls (II) gilt, so folgt mit (3.4) und mit der Tatsache, dass

gemäß der Voraussetzung (a) von Theorem 3.25|NA
d (ai+1)|, |N

B
d (bi+1)| < e (denn

d 6 2m), dass

#ρ

(
(A, a1, . . , ai, ai+1)

)
, #ρ

(
(B, b1, . . , bi, bi+1)

)
> (m−i) · e − e = (m−(i+1)) · e.

Somit ist (3.2) auch in Fall 2 erfüllt.
Insgesamt sind wir daher fertig mit dem Beweis von Theorem 3.25. �

Eine vereinfachte Variante des Beweises von Theorem 3.25 f¨uhrt zu folgendem Resultat:

3.26 Korollar (vereinfachte Version des Satzes von Hanf). Seiσ eine Signatur, seienA und
B σ-Strukturen und seim ∈ N. Falls #ρ(A) = #ρ(B) für jeden2m-Umgebungstypρ
gilt, so ist A ≡m B.

Beweis: Übung. �

Eine Anwendung des Satzes von Hanf: Die Hanf-Lokaliẗat der Logik erster Stufe

Der Satz von Hanf liefert ein hinreichendes Kriterium, mit dem man leicht zeigen kann,
dass zwei Strukturenm-äquivalent sind. Der Satz von Hanf besagt, dass alleFO-Sätze der
Quantorentiefem in dem Sinne “lokal” sind, dass sie nur über Umgebungen vom Radius
2m “sprechen können”. Im Folgenden wird diese “Lokalität” der Logik erster Stufe etwas
genauer dargestellt.

3.27 Definition (Hanf-Lokalität). Seiσ eine Signatur.
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(a) SeienA, B σ-Strukturen und seir ∈ N. A undB heißenr-bijektiv, kurz:

A ⇆r B,

falls es eine Bijektionf : A→ B gibt, so dass für allea ∈ A gilt:

Typ(r, a,A) ∼= Typ(r, f(a),B)

(b) SeiS eine Klasse vonσ-Strukturen undC ⊆ S.
C heißtHanf-lokal in S, falls es eine Zahlr ∈ N gibt, so dass für alleA,B ∈ S gilt:

Falls A ⇆r B , so
(
A ∈ C ⇐⇒ B ∈ C

)
.

Die folgende einfache Folgerung aus dem Satz von Hanf besagt, dass jedeFO-definierbare
Klasse von Strukturen Hanf-lokal ist.

3.28 Theorem(Hanf-Lokalität vonFO). Seiσ eine Signatur undS eine Klasse vonσ-
Strukturen. Dann gilt f̈ur jedenFO[σ]-Satzϕ: ModS(ϕ) ist Hanf-lokal inS.

Beweis: Seiϕ ein FO[σ]-Satz undC := ModS(ϕ). Seim := qr(ϕ). Wir wählenr := 2m.
Für StrukturenA,B ∈ S mit A ⇆r B müssen wir zeigen, dassA ∈ C ⇐⇒ B ∈ C, d.h.
wir müssen zeigen, dassA |= ϕ ⇐⇒ B |= ϕ.

Wegen A ⇆r B und r = 2m gibt es eine Bijektionf : A → B, so dass für alle
a ∈ A gilt:

Typ(2m, a,A) ∼= Typ(2m, f(a),B).

Da f eineBijektion ist, gilt also für jeden2m-Umgebungstypρ, dass #ρ(A) = #ρ(B).
Aus Korollar 3.26 folgt daher, dassA ≡m B. D.h.A undB erfüllen dieselbenFO[σ]-Sätze
vom Quantorenrangm. Wegenqr(ϕ) = m gilt insbesondere:A |= ϕ ⇐⇒ B |= ϕ. �

3.29 Bemerkung.Indem man zeigt, dass eine KlasseC nicht Hanf-lokalin S ist, kann man
(unter Verwendung von Theorem 3.28) zeigen, dassC nicht FO-definierbarin S ist.
DassC nicht Hanf-lokal inS ist, kann man dadurch zeigen, dass man für jede Zahlr ∈ N
eine StrukturA ∈ C und eine StrukturB ∈ S \C mit A ⇆r B findet.

3.30 Beispiel.Die Verwendung der Hanf-Lokalität vonFO liefert einen alternativen Beweis
von Satz 3.20 (b):Conn ist nichtFO-definierbar inUGraphs.5

Beweis: Gemäß Theorem 3.28 reicht es zu zeigen, dassConn nicht Hanf-Lokal inUGraphs
ist. Wir müssen also für jede Zahlr ∈ N einen zusammenhängenden GraphenA und einen
nicht-zusammenhängenden GraphenB finden, so dassA ⇆r B.
Seir ∈ N beliebig. AlsB wählen wir einen Graph, der aus zwei disjunkten Kreisen aufje

5Zur Erinnerung:UGraphs ist die Klasse aller endlichen ungerichteten Graphen,Conn ist die Klasse aller
zusammenhängenden endlichen ungerichteten Graphen.
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ℓ+1 Knoten besteht, wobeiℓ > 2r ist. Wegenℓ > 2r sieht jeder-Umgebung eines Knotens
b vonB folgendermaßen aus:

r
︷ ︸︸ ︷
•— •— · · ·— •—•— •b —

r
︷ ︸︸ ︷
•— •— · · ·— •—•

Als StrukturA wählen wir einen Kreis, der genausoviele Knoten wieB hat, d.h.A ist ein
Kreis auf2ℓ+2 Knoten. Jeder-Umgebung eines Knotensa von A sieht folgendermaßen
aus:

r
︷ ︸︸ ︷
•— •— · · ·— •—•— •a —

r
︷ ︸︸ ︷
•— •— · · ·— •—• .

Sie ist also isomorph zu jederr-Umgebung eines Knotensb vonB. D.h.: für allea ∈ A und
alle b ∈ B ist Typ(r, a,A) ∼= Typ(r, b,B). Wir können alsoirgendeineBijektion f vonA
nachB wählen (und die gibt es, da|A| = |B|) und haben damit gezeigt, dassA ⇆r B.
WegenA ∈ Conn undB ∈ UGraphs \ Conn haben wir also gezeigt, dassConn nicht
Hanf-lokal inUGraphs ist. �

3.1.5 Der Satz von Fräısśe

Die Charakterisierung derm-Äquivalenz≡m durch Ehrenfeucht-Fraı̈ssé Spiele ist eine gute
Sichtweise, um Beweisideen zu finden, indem man nach einer Gewinnstrategie für Duplica-
tor im m-Runden EF-Spiel sucht. Um Nichtausdrückbarkeits-Beweise exakt aufschreiben
zu können, ist die im Folgenden vorgestellte Charakterisierung von Fraı̈ssé oft sehr nützlich.

3.31 Definition (GewinnpositionenWm(A,B)).
Seiσ eine Signatur,A undB σ-Strukturen undm ∈ N. Die MengeWm(A,B) aller Ge-
winnpositionen f̈ur Duplicator besteht aus allen Abbildungen

p : ~a′, (cA)c∈σ 7→ ~b′, (cB)c∈σ ,

für die ~a′ = a′1, . . , a
′
k ∈ A, ~b′ = b′1, . . , b

′
k ∈ B, k ∈ N, so dass Duplicator das Spiel

Gm(A,~a′,B,~b′) gewinnt.

3.32 Definition (Hin-und-Her-Systeme undm-Isomorphie). Sei σ eine Signatur und sei
m ∈ N. Zwei σ-StrukturenA und B heißenm-isomorph(kurz: A ∼=m B), falls es eine
Folge(Ij)j=0,. . ,m mit den folgenden drei Eigenschaften gibt:

(1) Für jedesj ∈ {0, . . ,m} ist ∅ 6= Ij ⊆ Part(A,B) (d.h. Ij ist eine nicht-leere Menge
partieller Isomorphismen vonA nachB).

(2) “Hin-Eigenschaft”: Für jedesj < m, jedesp ∈ Ij+1 und jedesa ∈ A gibt es ein
q ∈ Ij, so dassq ⊇ p unda ∈ def(q) (d.h. es gibt eine Erweiterungq von p, in deren
Definitionsbereicha liegt).
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(3) “Her-Eigenschaft”: Für jedesj < m, jedesp ∈ Ij+1 und jedesb ∈ B gibt es ein
q ∈ Ij, so dassq ⊇ p undb ∈ bild(q) (d.h. es gibt eine Erweiterungq von p, in deren
Bildbereichb liegt).

Falls (Ij)j6m die Eigenschaften (1), (2) und (3) hat, so nennen wir(Ij)j6m ein Hin-und-
Her-System(der Ordnungm), schreiben(Ij)j6m : A ∼=m B und sagenA und B sind
m-isomorph verm̈oge(Ij)j6m.

Anschaulich bedeuten die Bedingungen (2) und (3) folgendes: In Ij+1 liegen nur sol-
che partiellen Isomorphismenp, die sichj+1-mal erweitern lassen. Die Erweiterungen
pj, pj−1, . . . , p0, die man dabei nacheinander erhält, sind allesamt partielle Isomorphismen,
die in den MengenIj, Ij−1, . . . , I0 liegen.

Das folgende Theorem besagt, dass zwei StrukturenA undB genau dannm-isomorph
sind, wenn Duplicator dasm-Runden EF-Spiel aufA undB gewinnt.

3.33 Theorem. Seiσ eine Signatur.A und B seienσ-Strukturen,k,m ∈ N und ~a′ =
a′1, . . , a

′
k ∈ A und~b′ = b′1, . . , b

′
k ∈ B. Dann sindäquivalent:

(a) Duplicator gewinntGm(A,~a′,B,~b′).

(b)
(
Wj(A,B)

)

j6m
: A ∼=m B und

(
~a′, (cA)c∈σ 7→ ~b′, (cB)c∈σ

)
∈Wm(A,B).

(c) Es gibt(Ij)j6m, so dass(Ij)j6m : A ∼=m B und
(
~a′, (cA)c∈σ 7→ ~b′, (cB)c∈σ

)
∈ Im .

Beweis: “(a)=⇒ (b)”: Gilt gemäß der Definition der GewinnpositionenWj(A,B).

“(b) =⇒ (c)”: Gilt mit (Ij)j6m :=
(
Wj(A,B)

)

j6m
.

“(c) =⇒ (a)”: Gemäß Voraussetzung gibt es(Ij)j6m, so dass(Ij)j6m : A ∼=m B

und
(

~a′, (cA)c∈σ 7→ ~b′, (cB)c∈σ

)

∈ Im. Per Induktion nachi zeigen wir, dass Dupli-

cator (Ij)j6m nutzen kann, um das SpielGm(A,~a′,B,~b′) so zu spielen, dass für jedes
i ∈ {0, . . ,m} gilt:

(∗)i: Sind a1, . . , ai bzw. b1, . . , bi die in den Runden1, . . , i in A bzw.B gewählten
Elemente, so gibt es einen partiellen Isomorphismusp ∈ Im−i, so dassa′1, . . , a

′
k ,

a1, . . , ai ∈ def(p) und

p(a′j) = b′j für alle j ∈ {1, . . , k} und

p(aj) = bj für alle j ∈ {1, . . , i}.

i = 0: (∗)0 gilt, da
(

~a′, (cA)c∈σ 7→ ~b′, (cB)c∈σ

)

∈ Im.

i 7→ i+1: Seip der partielle Isomorphismus ausIm−i, der gemäß der Induktionsannahme
(∗)i existiert.
Wir betrachten zunächst den Fall, dass Spoiler in Rundei+1 ein Elementai+1 ∈ A wählt.
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Gemäß der “Hin-Eigenschaft” gibt es eine Erweiterungq ⊇ p in I(m−i)−1, in deren Defini-
tionsbereichai+1 liegt. Duplicator kann in Rundei+1 daher mitbi+1 := q(ai+1) antworten
und hat damit die Bedingung(∗)i+1 erfüllt.
In dem Fall, dass Spoiler in Rundei+1 ein Elementbi+1 ∈ B wählt, kann Duplicator eine
Erweiterungq ⊇ p in I(m−i)−1 finden, in deren Bildbereichbi+1 liegt. Er kann daher mit
einemai+1 antworten, für dasq(ai+1) = bi+1 gilt, und hat damit(∗)i+1 erfüllt. �

Als direkte Folgerung aus Theorem 3.16 und Theorem 3.33 ergibt sich:

3.34 Korollar. Seim ∈ N, σ eine Signatur undA, B σ-Strukturen. Dann sind̈aquivalent:

(a) Duplicator gewinntGm(A,B).

(b) A ≡m B.

(c) A ∼=m B.

(d) B |= ϕm
A

.

Die Äquivalenz von (b) und (c) ist alsSatz von Fräısśe (1954) bekannt.

3.35 Beispiel.Für jedesℓ ∈ N>1 seiGℓ ein ungerichteter Kreis der Längeℓ, d.h.Gℓ hat
Knotenmenge{1, . . , ℓ} und Kantenmenge

EGℓ := {(i, i+1) : i < ℓ} ∪ {(ℓ, 1)} ∪ {(i+1, i) : i < ℓ} ∪ {(1, ℓ)} .

Für ℓ, k ∈ N seiGℓ,k die disjunkte Vereinigung vonGℓ undGk, d.h.Gℓ,k besteht aus zwei
ungerichteten Kreisen der Längenℓ undk.
Wir zeigen, dass für allem ∈ N gilt:

Sind ℓ, k > 2m, so gilt Gℓ
∼=m Gℓ,k, d.h.

die GraphenGℓ undGℓ,k lassen sich nicht durchFO-Sätze der Quantorentiefe6 m unter-
scheiden lassen.

Beweis: Für einen ungerichteten GraphenG sei DistG(·, ·) die in Definition 3.22 eingeführ-
te Distanzfunktion. Für jedesj ∈ {0, . . ,m} sei Ij die Menge aller partiellen Isomorphis-
menp vonGℓ nachGℓ,k, für die gilt:

• |def(p)| 6 m−j, und

• für allea, a′ ∈ def(p) gilt:
DistGℓ(a, a′) = DistGℓ,k(p(a), p(a′)) oder DistGℓ(a, a′), DistGℓ,k(p(a), p(a′)) > 2j+1.

Im besteht gerade aus der Abbildung “∅”, deren Definitionsbereich leer ist. Per Indukti-
on kann man (ähnlich wie im Beweis von Satz 3.12) nachweisen, dassIj für jedesj ∈
{m,m−1, . . . , 0} die Hin- und die Her-Eigenschaft hat und dassIj 6= ∅.
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass(Ij)j6m : Gℓ

∼=m Gℓ,k . �



106 3 Ehrenfeucht-Fräısśe Spiele

3.2 EF-Spiele für Fragmente der Logik zweiter Stufe

3.2.1 Das EF-Spiel für die existentielle Logik zweiter Stufe

Gemäß Definition 2.6 habenESO-Formelnψ(~x) die Gestalt

∃X1 · · · ∃Xl ϕ(~x,X1, . . ,Xl),

wobeiX1, . . ,Xl Relationsvariablen sind undϕ ∈ FO[σ∪̇{X1, . . . ,Xl}]. Das Ehrenfeucht-
Fraı̈ssé-Spiel wird nun entsprechend dem Formelaufbau auf naheliegende Weise für die
Logik ESOerweitert.

3.36 Definition(EF-Spiel fürESO). Seienl,m ∈ N>1 und seiens1, . . , sl ∈ N>1. Seiσ eine
Signatur undA und B σ-Strukturen. Das((s1, . . , sl),m)-EF-Spiel aufA und B ist wie
folgt definiert.

Phase 1: Spoiler wählt RelationenS1 ⊆ As1 , . . . , Sl ⊆ Asl über dem Universum vonA.
Duplicator antwortet mit RelationenS′

1 ⊆ Bs1, . . . , S′
l ⊆ Bsl über dem Universum

vonB.

Phase 2: Spoiler und Duplicator spielen dasm-Runden EF-Spiel auf den Strukturen
(A, S1, . . . , Sl) und(B, S′

1, . . , S
′
l), d.h. sie spielen das in Abschnitt 3.1.2 eingeführte

Spiel Gm

(
(A, S1, . . , Sl), (B, S

′
1, . . , S

′
l)

)
.

Dieses Spiel charakterisiert die Definierbarkeit durch einenESO-Satz folgendermaßen:

3.37 Satz.Seienl,m ∈ N>1 und seiens1, . . , sl ∈ N>1. Seiσ eine Signatur undA undB

σ-Strukturen. Dann sind̈aquivalent:

(a) Spoiler hat eine Gewinnstrategie im((s1, . . , sl),m)-EF-Spiel aufA undB.

(b) Es gibt einenESO[σ]-Satzψ := ∃X1 · · · ∃Xl ϕ mitϕ ∈ FO, qr(ϕ) 6 m undar(Xi) =
si (für alle i ∈ {1, . . , l}), so dassA |= ψ undB 6|= ψ.

Beweis: “(b) =⇒ (a)”: Seiψ := ∃X1 · · · ∃Xl ϕ ein ESO-Satz mitϕ ∈ FO, qr(ϕ) 6 m
und ar(Xi) = si für 1 6 i 6 l, so dassA |= ψ und B 6|= ψ. Spoiler hat folgende
Gewinnstrategie für das((s1, . . , sl),m)-Runden Spiel aufA und B. Da A |= ψ, existie-
ren RelationenS1 ⊆ As1 , . . . , Sl ⊆ Asl , so dass(A, S1, . . , Sl) |= ϕ. In Phase 1 des
Spiels wählt Spoiler diese Relationen. SeienS′

1 ⊆ Bs1, . . . , S′
l ⊆ Bsl die Relationen,

mit denen Duplicator in Phase 1 antwortet. DaB 6|= ψ, gilt (B, S′
1, . . , S

′
l) 6|= ϕ. We-

gen qr(ϕ) 6 m gilt also (A, S1, . . , Sl) 6≡m (B, S′
1, . . , S

′
l). Gemäß des Sates von Eh-

renfeucht (Theorem 3.16) hat Spoiler somit in Phase 2 eine Gewinnstrategie für das Spiel
Gm

(
(A, S1, . . , Sl), (B, S

′
1, . . , S

′
l)

)
.

“(a) =⇒ (b)”: Nach Voraussetzung hat Spoiler eine Gewinnstrategie im((s1, . . , sl),m)-
EF-Spiel aufA und B. D.h. es gibtS1 ⊆ As1, . . . , Sl ⊆ Asl , so dass für alleS′

1 ⊆
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Bs1, . . . , S′
l ⊆ B

sl gilt: (A, S1, . . , Sl) 6≡m (B, S′
1, . . , S

′
l). Insbesondere gibt es also für je-

de Wahl vonS′
1, . . , S

′
l einenFO[σ∪̇{X1, . . ,Xl}]-SatzϕS′

1,. . ,S′
l

vom Quantorenrang6 m,

so dass(A, S1, . . , Sl) |= ϕS′
1,. . ,S′

l
aber(B, S′

1, . . , S
′
l) 6|= ϕS′

1,. . ,S′
l
. Mit6

ϕ :=
∧ {

ϕS′
1,. . ,S′

l
: S′

1 ⊆ B
s1, . . . , S′

l ⊆ B
sl

}

erhält man eineFO-Formel mit qr(ϕ) 6 m, (A, S1, . . , Sl) |= ϕ aber für keinS′
1 ⊆

Bs1, . . . , S′
l ⊆ Bsl gilt (B, S′

1, . . , S
′
l) |= ϕ. Daraus folgt sofortA |= ∃X1 · · ·Xl ϕ und

B 6|= ∃X1 · · · ∃Xl ϕ. �

Die soeben eingeführten Spiele liefern einen prinzipiellen Ansatz um co-NP und NP zu
trennen, und damit auchPTIME und NP: Aus dem Satz von Fagin folgt, dass ein Problem
genau dann inNP liegt, wenn esESO-definierbar ist. Nehmen wir nun ein co-NP-vollständi-
ges ProblemC (z.B. das Problem“Nicht-3-Färbbarkeit”), so istC ∈ NP genau dann, wenn
co-NP = NP. Es gilt also

co-NP 6= NP

⇐⇒ C 6∈ NP

⇐⇒ C ist nichtESO-definierbar inFin

⇐⇒ für alle l,m ∈ N>1 und alles1, . . . , sl ∈ N>1 gibt esA ∈ C
und B ∈ Fin \ C, so dass Duplicator eine Gewinnstrategie im
((s1, . . . , sl),m)-EF-Spiel aufA undB hat.

Leider ist bis heute dieser Ansatz, genau wie alle anderen Verfahren zum Trennen von co-NP

und NP, gescheitert — unter anderem an der enormen Komplexität des Nachweises von
Gewinnstrategien.

Das in Definition 3.36 eingeführte EF-Spiel fürESOkann selbstverständlich auf nahelie-
gende Weise für die gesamte Logik zweiter Stufe erweitert werden. Das Finden von Ge-
winnstrategien wird dabei natürlich nicht unbedingt einfacher.

3.2.2 Das Ajtai-Fagin-Spiel für monadische existentielle Logik zweiter Stufe

Interessiert man sich für Anwendungen der existentiellenLogik zweiter Stufe in der Kom-
plexitätstheorie, wie sie etwa am Ende des vorherigen Abschnitts angesprochen wurden,
so nimmt das Fragment vonESO, bei dem nur überMengen(also 1-stellige Relationen)
quantifiziert werden darf, eine besondere Rolle ein. Zum einen können vieleNP-vollständi-
ge Probleme, z.B.3-Färbbarkeit oder das aussagenlogische Erfüllbarkeitsproblem (bei ge-
eigneter Repräsentation von aussagenlogischen Formeln durch endliche Strukturen) durch
ESO-Formeln beschrieben werden, die nur über Mengen quantifizieren. Andererseits wird

6Beachte:ϕ ist eineFO-Formel, da es nurendlichviele nicht-äquivalenteFO-Formeln der Quantorentiefem
gibt, siehe Bemerkung 3.18.
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die Analyse von Formeln natürlich tendenziell eher leichter, wenn man über keine Rela-
tionen höherer Stelligkeit quantifizieren darf. In diesemAbschnitt werden daher spezielle
Spiele für diese Klasse von Formeln eingeführt.

3.38 Definition (Mon-Σ1
1 undMon-Π1

1).
Die monadische existenzielle Logik zweiter Stufe(kurz: Mon-Σ1

1; in der Literatur wird die-
se Klasse oft auchmonadicESO, monadicΣ1

1 odermonadicNP genannt) besteht aus allen
SO-Formeln, die von der Form∃X1 · · · ∃Xl ϕ sind, wobeil > 0 ist,X1, . . ,Xl Relations-
variablen der Stelligkeit 1 sind (so genannteMengenvariablenoder auchmonadischebzw.
unäre Relationsvariablen) undϕ eineFO-Formel ist.

Analog dazu besteht diemonadische universelle Logik zweiter Stufe(kurz: Mon-Π1
1) aus

allen SO-Formeln der Form∀X1 · · · ∀Xl ϕ, wobei l > 0 ist,X1, . . ,Xl Mengenvariablen
sind undϕ eineFO-Formel ist.

3.39 Bemerkung.Man sieht leicht, dass die Ausdrucksstärke der monadischen existentiel-
len Logik zweiter Stufe echt größer ist als die der Logik erster Stufe (kurz:FO < Mon-Σ1

1

aufFin). Beispielsweise lässt sich leicht einMon-Σ1
1-Satzψ der Form∃X ϕ finden, der von

genau denjenigen endlichen linearen Ordnungen erfüllt wird, deren Universum aus einerge-
radenAnzahl von Elementen besteht (Details:Übung). D.h.:Even< ist Mon-Σ1

1-definierbar
in S<. Von Satz 3.20 wissen wir schon, dassEven< nicht FO-definierbar inS< ist.

Das folgende Spiel wurde im Jahr 1988 von Ajtai und Fagin eingeführt um dieMon-Σ1
1-

Definierbarkeit zu charakterisieren.

3.40 Definition (Ajtai-Fagin-Spiel). Seiσ eine Signatur,S eine Klasse vonσ-Strukturen
und seiC ⊆ S. Seienl,m ∈ N>1. Das(l,m)-Ajtai-Fagin-Spiel f̈ur C auf S wird wie folgt
gespielt.

Phase 1: Duplicator wählt eine StrukturA ∈ C.
Danach wählt Spoilerl Mengen S1 ⊆ A, . . . , Sl ⊆ A.

Phase 2: Duplicator wählt eine StrukturB ∈ S \ C und l MengenS′
1 ⊆ B, . . . ,S′

l ⊆ B.

Phase 3: Spoiler und Duplicator spielen dasm-Runden EF-Spiel auf(A, S1, . . , Sl) und
(B, S′

1, . . , S
′
l), d.h. sie spielen das SpielGm

(
(A, S1, . . , Sl), (B, S

′
1, . . , S

′
l)

)
.

3.41 Satz.Seiσ eine Signatur, seiS eine Klasse vonσ-Strukturen und seiC ⊆ S. Dann
sindäquivalent:

(a) C ist Mon-Σ1
1-definierbar inS.

(b) Es gibtl,m ∈ N>1, so dass Spoiler eine Gewinnstrategie im(l,m)-Ajtai-Fagin-Spiel
für C aufS hat.
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Beweis: “(a) =⇒ (b)”: Sei ψ := ∃X1 · · · ∃Xl ϕ ein Mon-Σ1
1-Satz so dassC =

ModS(ψ), l > 0 und ϕ ∈ FO. Seim := qr(ϕ). Spoiler hat folgende Gewinnstrategie
im (l,m)-Ajtai-Fagin-Spiel fürC auf S:

SeiA ∈ C die von Duplicator in Phase 1 gewählte Struktur. WegenA ∈ C = ModS(ψ)
gibt es MengenS1 ⊆ A, . . . ,Sl ⊆ A so dass(A, S1, . . , Sl) |= ϕ. In Phase 1 wählt Spoiler
diese MengenS1, . . , Sl.

SeiB ∈ S\C undS′
1 ⊆ B, . . . ,S′

l ⊆ B die Wahl von Duplicator in Phase 2. WegenB ∈
S \ C undC = ModS(ψ) wissen wir, dassB 6|= ∃X1 · · · ∃Xl ϕ, also(B, S′

1, . . , S
′
l) 6|= ϕ.

Wegenqr(ϕ) = m folgt damit: (A, S1, . . , Sl) 6≡m (B, S′
1, . . , S

′
l). Somit hat Spoiler

eine Gewinnstrategie imm-Runden EF-Spiel auf(A, S1, . . , Sl) und(B, S′
1, . . , S

′
l). Insge-

samt haben wir also eine Gewinnstrategie für Spoiler im(l,m)-Ajtai-Fagin-Spiel fürC auf
S konstruiert.

“(b) =⇒ (a)”: Nach Voraussetzung gibt esl,m > 1 so dass Spoiler eine Gewinnstrategie
im (l,m)-Ajtai-Fagin-Spiel fürC auf S hat. Das heißt, für jedesA ∈ C gibt es Mengen
~S = S1, . . , Sl ⊆ A so dass für alleB ∈ S \ C und alle~S′ = S′

1, . . , S
′
l ⊆ B gilt:

(A, S1, . . , Sl) 6≡m (B, S′
1, . . , S

′
l).

Insbesondere gibt es also für jede Wahl von~S′ = S′
1, . . , S

′
l ⊆ B einenFO[σ∪{X1, . . ,Xl}]-

Satzϕ
A;B,~S′ vom Quantorenrang6 m, so dass

(A, ~S) |= ϕ
A;B,~S′ und (B, ~S′) 6|= ϕ

A;B,~S′ .

Setze7

ϕA :=
∧
{ ϕ

A;B,~S′ : B ∈ S \ C, ~S′ = S′
1, . . , S

′
l ⊆ B },

ϕ :=
∨
{ ϕA : A ∈ C }, und

ψ := ∃X1 · · · ∃Xl ϕ.

Diese Formelψ ist ein Mon-Σ1
1-Satz, so dass für alleA ∈ C gilt: A |= ψ, und für alle

B ∈ S \ C gilt: B 6|= ψ. �

In Satz 3.20 haben wir bereits gesehen dassGraph-Zusammenhangnicht in der Logik
FO definiert werden kann. Unter Verwendung des Ajtai-Fagin-Spiels können wir nun das
analoge Resultat auch für die (stärkere) LogikMon-Σ1

1 zeigen:

3.42 Theorem(Fagin, 1975). Conn ist nicht Mon-Σ1
1-definierbar inUGraphs.8

Beweis: Gemäß Satz 3.41 genügt es, für jede Wahl vonl,m ∈ N>1 zu zeigen, dass Dupli-
cator eine Gewinnstrategie im(l,m)-Ajtai-Fagin-Spiel fürConn auf UGraphs hat. Seien

7Beachte:ϕA undϕ sindFO-Formeln, da es nurendlichviele nicht-äquivalenteFO-Formeln der Quantoren-
tiefem gibt, siehe Bemerkung 3.18.

8Zur Erinnerung:UGraphs ist die Klasse aller endlichen ungerichteten Graphen, undConn ist die Klasse
aller zusammenhängenden endlichen ungerichteten Graphen.



110 3 Ehrenfeucht-Fräısśe Spiele

also l,m ∈ N>1. Duplicator spielt das(l,m)-Ajtai-Fagin-Spiel fürConn auf UGraphs
gemäß folgender Strategie:

Phase 1: Duplicator wählt alsA = (A,EA) ∈ Conn einen ungerichteten Kreis aufn
Knoten, fürn hinreichend groß. “Hinreichend groß” heißt hier, dassn so groß sein soll,
dass nach Spoilers Wahl der Mengen~S = S1, . . , Sl ⊆ A für die resultierende Struktur
Â := (A, ~S) gilt: Es gibt zwei Knotenv undw in A, deren gerichtete2m-Umgebungen

disjunkt und isomorph sind, d.h. DistÂ(v,w) > 2 · 2m + 1 und Typ
(
2m, v, Â�

)
∼=

Typ
(
2m, w, Â�

)
, wobeiÂ� die gerichteteVariante vonÂ bezeichnet, in der die Kanten im

Uhrzeigersinn ausgerichtet sind. Zur genauen Wahl vonn schauen wir uns die möglichen
2m-Umgebungstypen in̂A� an. Ist |A| = n > 2 · 2m + 1, so gilt für jeden Knotenv in
Â�: Die 2m-Umgebung vonv ist ein gerichteter Pfad auf2 · 2m + 1 Knoten, undv ist der
Knoten in der Mitte dieses Pfads. Durch die unären Relationen ~S = S1, . . , Sl ist außerdem
jeder dieser2 · 2m + 1 Knoten mit einer von2l möglichen “Farben” markiert (nämlich der
Teilmenge von{1, . . , l}, die aus allenj besteht, so dass der Knoten zur MengeSj gehört).
Somit gibt es höchstensI := (2l)2·2

m+1 mögliche2m-Umgebungstypen. Wir setzen nun

n := (I+1) · (2 · 2m + 1)

und lassen Duplicator in Phase 1 einen ungerichteten KreisA aufn Knoten wählen. Seien
~S := S1, . . , Sl ⊆ A die von Spoiler in Phase 1 gewählten Mengen, seiÂ := (A, ~S), und
seiÂ� diegerichteteVariante vonÂ, in der die Kanten im Uhrzeigersinn ausgerichtet sind.

Phase 2: Gemäß unserer Wahl vonn wissen wir, dass es zwei Knotenv,w ∈ A geben

muss, so dass DistÂ(v,w) > 2 · 2m + 1 und Typ
(
2m, v, Â�

)
∼= Typ

(
2m, w, Â�

)
.

Seienv−, v+, w−, w+ diejenigen vier Knoten inA, für die gilt

(v−, v) ∈ EA, (v, v+) ∈ EA, (w−, w) ∈ EA, (w,w+) ∈ EA

(und zwar so angeordnet, dass man beim Durchlaufen des KreisesA im Uhrzeigersinn diese
Knoten in der Reihenfolgev−, v, v+, . . . , w−, w,w+ betritt).

In Phase 2 lassen wir Duplicator alsB ∈ UGraphs \Conn den GraphenB = (B,EB)
wählen, dessen KnotenmengeB := A ist, und dessen Kantenmenge aus der Kantenmenge
EA entsteht, indem man die Kanten zwischenv undv+ sowie die Kanten zwischenw und
w+ löscht und stattdessen neue Kanten zwischenv und w+ sowie zwischenw und v+

einfügt. Der so konstruierte Graph besteht offensichtlich aus zwei disjunkten Kreisen.
Des Weiteren wählt Duplicator die MengenS′

1 := S1, . . . ,S′
l := Sl. Man sieht leicht,

dass für~S′ := S′
1, . . , S

′
l in der zugehörigen Struktur̂B := (B, ~S′)

für jeden Knotenu ∈ B = A gilt: Typ(2m, u, B̂) ∼= Typ(2m, u, Â). (3.6)

Phase 3: Wir müssen zeigen, dass Duplicator eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-
Spiel auf den Strukturen̂A undB̂ hat. Dazu können wir den Satz von Hanf (Korollar 3.26)
anwenden, denn aus (3.6) folgt, dass für jeden2m-Umgebungstypρ gilt: #ρ(Â) = #ρ(B̂).
Korollar 3.26 liefert daher, dasŝA ≡m B̂. D.h. Duplicator gewinnt dasm-Runden EF-Spiel
auf Â und B̂. Insgesamt haben wir damit eine Gewinnstrategie für Duplicator im(l,m)-
Ajtai-Fagin-Spiel fürConn auf UGraphs konstruiert. �
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Das obige Theorem besagt, dass Graph-Zusammenhang nicht inMon-Σ1
1 definierbar ist.

In der monadischenuniversellenLogik zweiter StufeMon-Π1
1 kann Graph-Zusammenhang

allerdings leicht definiert werden (siehe Beispiel 2.5 (b)).
Des Weiteren ist Graph-Zusammenhang ein Problem, das zur KlasseNP gehört (es gehört

sogar zur KlassePTIME) und kann daher nach dem Satz von Fagin (Theorem 2.8) auch durch
eineESO-Formel beschrieben werden. Zusammen mit Bemerkung 3.39 erhalten wir also:

FO < Mon-Σ1
1 < ESO auf Fin.

Abschließend sei noch angemerkt, dass sich natürlich leicht eine Variante des Ajtai-Fagin
Spiels finden lässt, die an Stelle derMon-Σ1

1-Definierbarkeit allgemeinESO-Definierbarkeit
charakterisiert: an Stelle einer gegebenen Zahll (die angibt, wie viele 1-stellige Relationen
in den Phasen 1 und 2 gewählt werden) brauchen wir dazu nur eine Liste(s1, . . , sl) von
Zahlen zu betrachten, die angibt, dass in den Phasen 1 und 2 des Spiels Relationen der
Stelligkeitens1, . . , sl gewählt werden.

3.3 Pebble-Spiele und infiniẗare Logiken

In diesem Abschnitt werden wir sogenannteinfinitäre Logiken behandeln, d.h. Logiken,
deren Formeln unendliche Länge haben können. Solche Logiken werden vor allem im Be-
reich der unendlichen Modelltheorie untersucht. Für die endliche Modelltheorie, mit der
wir uns hier beschäftigen, werden sie sich in ihrer allgemeinen Form als zu ausdrucksstark
herausstellen. Schränkt man hingegen die Anzahl der erlaubten Variablen ein, so erhält man
schwächere Logiken, die für die endliche Modelltheorie wichtige Erkenntnisse liefern.

3.3.1 Die infinitäre Logik L∞ω

3.43 Definition. Seiσ eine Signatur.
Die FormelmengeL∞ω[σ] ist induktiv wie folgt definiert.

• L∞ω[σ] enthält alle atomarenσ-Formeln.

• Ist ϕ eineL∞ω[σ]-Formel, so ist auch¬ϕ eineL∞ω[σ]-Formel.

• Istϕ eineL∞ω[σ]-Formel und istx eine Variable erster Stufe, so sind auch∃xϕ und
∀xϕ Formeln inL∞ω[σ].

• Ist Ψ eineMengevon L∞ω[σ]-Formeln, so sind auch
∨

Ψ und
∧

Ψ Formeln in
L∞ω[σ]. (Beachte:Hierbei darfΨ auch unendlich sein.)

Die Semantik der LogikL∞ω ist die naheliegende Erweiterung der Semantik fürFO. Hier-
bei wird

∨
Ψ als Disjunktion über alle Formeln inΨ und entsprechend

∧
Ψ als Konjunktion

über alle Formeln inΨ interpretiert. Das heißt (für eine SatzmengeΨ), dassA |=
∨

Ψ ge-
nau dann gilt, wenn es (mindestens) einen Satzψ ∈ Ψ gibt mit A |= ψ. Analog dazu gilt
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A |=
∧

Ψ genau dann, wenn für jeden Satzψ ∈ Ψ gilt A |= ψ.
Offensichtlich istL∞ω eine Erweiterung der Logik erster Stufe. Wir schauen uns zunächst
einige Beispiele fürL∞ω-Formeln an:

3.44 Beispiel.Für jedesn ∈ N>1 seiϕn derFO-Satz

ϕn := ∃x1 · · · ∃xn

( ∧

16i<j6n

¬xi=xj ∧ ∀y
n∨

i=1

xi=y
)

,

der besagt, dass es genaun Elemente in den Modellen vonϕn gibt. Nun gilt folgendes:

(1) Für jede Signaturσ ist ψ :=
∨
{ϕn : n ∈ N} eineL∞ω[σ]-Formel, die die Klasse aller

endlichenσ-Strukturen definiert, das heißt:ModAll(ψ) = Fin.

(2) Analog definiert derL∞ω[σ]-Satz ψEven :=
∨
{ϕn : n ∈ N undn gerade} die Klasse

aller endlichen Strukturen gerader Kardinalität, das heißt ModAll(ψEven) = Even,
wobei Even die Klasse aller endlichenσ-StrukturenA bezeichnet, deren Universum
aus einer geraden Anzahl von Elementen besteht.

Wir wissen bereits, dass die Klasse aller endlichen Strukturen gerader Kardinalität nicht
in FO definierbar ist. Die LogikL∞ω ist also echt ausdruckstärker alsFO, was angesichts der
sehr allgemeinen Definition auch nicht verwundern dürfte.

Wie anfangs erwähnt, spielt die LogikL∞ω in der unendlichen Modelltheorie eine wich-
tige Rolle. Das nächste Beispiel zeigt jedoch, dass sie für die endlicheModelltheorie schon
zu ausdrucksstark ist, weil einfachjedeKlasse endlicher Strukturen durch eineL∞ω-Formel
beschrieben werden kann.

3.45 Beispiel.Seiσ eine Signatur undC eine beliebige unter Isomorphie abgeschlossene
Klasse endlicherσ-Strukturen.C wird definiert durch denL∞ω[σ]-SatzϕC :=

∨
{ϕA : A ∈

C}, wobeiϕA die FO-Formel aus Proposition 3.2 ist, die die StrukturA bis auf Isomorphie
beschreibt. Das heißt:ModAll(ϕC) = C.

Wie das Beispiel zeigt, ist also jede Klasse endlicher Strukturen inL∞ω definierbar. Wir
werden daher geeignete Einschränkungen der Logik definieren müssen, um für die endliche
Modelltheorie interessante Aussagen treffen zu können.

3.3.2 Dask-Variablen Fragment von FO und L∞ω

3.46 Definition (FOk). Seiσ eine Signatur und seik ∈ N. Die KlasseFOk[σ] besteht aus
allenFO[σ]-Formeln, in denen höchstensk verschiedene Variablen erster Stufe vorkommen.

3.47 Beispiel.Für jedesℓ ∈ N gibt es eineFO2[<]-Formelψℓ(x), so dass für jede endliche
linear geordnete StrukturA := (A,<A) und jedesa ∈ A gilt: A |= ψℓ[a] ⇐⇒ a ist das
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ℓ-te Element bezüglich der Ordnung<A ist, d.h.ℓ = rg<A (a). Die Formelψℓ definieren
wir induktiv durch

ψ0(x) := ∀y ¬y<x

ψℓ+1(x) := ∀y
(

y<x↔
ℓ∨

i=0

∃x
(
x=y ∧ ψi(x)

) )

.

Die Konstruktion ∃x
(
x=y ∧ ψi(x)

)
wird benutzt, daψℓ die Variablex und nichty als

freie Variable enthält.
Die Formelψℓ+1(x) besagt, dass alle Elementey < x höchstens den Rangℓ in der

Ordnung haben können. Also kannx höchstens den Rangℓ+1 haben. Andererseits kannx
keinen Rang6 ℓ haben, da andernfalls füry = x die rechte Seite der Biimplikation erfüllt
wäre, die linke aber nicht.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass man mit Substitutionen im Zusammenhang
mit k-Variablen Logiken vorsichtig sein muss. Substituiert maneinfachx durchy in ψi(x),
so würde, gemäß der Definition von Substitutionen, zunächst die gebunden vorkommende
Variabley umbenannt, d.h. durch ein neues Variablensymbol ersetzt, und danach dann je-
des frei vorkommendex durchy ersetzt. Hierbei ist aber nicht von vorneherein klar, dass
damit nicht mehr als insgesamt zwei Variablen benutzt werden. Daher werden wir im Fol-
genden Substitutionen im Bezug aufk-Variablen Logiken vermeiden und lieber explizite
Variablenumbenennungen verwenden.

Wir definieren nun das entsprechendek-Variablen Fragment der infinitären LogikL∞ω.

3.48 Definition (Lk∞ω). Seiσ eine Signatur und seik ∈ N. Die FormelklasseLk∞ω[σ] ist
definiert als die Klasse allerL∞ω[σ]-Formeln, die höchstensk verschiedene Variablen erster
Stufe enthalten. Des Weiteren seiLω∞ω[σ] :=

⋃

k∈N
Lk∞ω[σ].

Lω∞ω ist also die Klasse allerL∞ω-Formeln, in denen nur endlich viele Variablen benutzt
werden. Als Ausblick auf Kapitel 5 sei erwähnt, dass sich die bisher behandelten Fixpunkt-
logikenLFP, IFP,PFPsämtlich inLω∞ω einbetten lassen, es gilt alsoPFP6 Lω∞ω. Insbesondere
übertragen sich also Nicht-Definierbarkeits-Resultate für Lω∞ω auch auf die Fixpunktlogi-
ken.

3.49 Beispiel.Für jede MengeJ ⊆ N>1 gibt es einenL3
∞ω[<]-SatzϕJ , so dass

ModAll(ϕJ ) = { A = (A,<A) : <A ist eine lineare Ordnung aufA und |A| ∈ J }.

Der SatzϕJ ist folgendermaßen konstruiert: SeiψOrd ∈ FO3[<] ein Satz, der besagt, dass
< eine lineare Ordnung ist. Außerdem seiψℓ(x), für jedesℓ ∈ N, der FO2[<]-Satz aus
Beispiel 3.47. Dann istψJ definiert als

ψJ := ψOrd ∧
∨

{ ∃xψℓ−1(x) ∧ ¬∃xψℓ(x) : ℓ ∈ J }.
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Wie dieses Beispiel zeigt, gibt es Strukturklassen, die schon in der 3-Variablen-Logik
L3

∞ω definiert werden können, die aber nicht inFO definierbar sind (mit beliebig vielen
Variablen). Wie der nächste Satz allerdings zeigt, können zweiendlicheStrukturen, die in
Lk∞ω unterschieden werden können, auch schon inFOk unterschieden werden.

3.50 Definition. Sei k ∈ N>1, σ eine Signatur undA,B σ-Strukturen. Wir schreiben
A ≡FOk B (bzw.A ≡Lk

∞ω

B), falls A undB dieselbenFOk[σ]-Sätze (bzw.Lk∞ω[σ]-Sätze)
erfüllen.

3.51 Satz.Für alle endlichenσ-StrukturenA undB gilt: A ≡FOk B ⇐⇒ A ≡Lk

∞ω

B.

Beweis: “⇐=”: klar, daFOk ⊆ Lk∞ω.
“=⇒”: Per Induktion nach dem Aufbau vonLk∞ω. zeigen wir, dass es zu jederLk∞ω[σ]-
Formelϕ(~x) eineFOk[σ]-Formelϕ̃(~x) gibt, so dass für alle~a ∈ A,~b ∈ B gilt:

A |= ϕ[~a] ⇐⇒ A |= ϕ̃[~a] und B |= ϕ[~b] ⇐⇒ B |= ϕ̃[~b]. (3.7)

Der einzige nicht-triviale Fall ist, dassϕ von der Form
∨

Ψ oder
∧

Ψ ist, wobeiΨ eine
Menge vonLk∞ω-Formeln ist. Wir betrachten hier den Fall

∨
Ψ, der andere ist dann analog.

Sei alsoΨ eine Menge vonLk∞ω-Formeln undϕ :=
∨

Ψ. Für jedes~a ∈ A mit A |= ϕ[~a]
wähle eine Formelψ~a ∈ Ψ, so dassA |= ψ[~a]. Analog wähle für jedes~b ∈ B mit B |= ϕ[~b]
eine Formelψ~b

∈ Ψ, so dassB |= ψ~b
[~b]. Nun definieren wir

ΨA,B :=
{
ψ~a : ~a ∈ A undA |= ϕ[~a]

}
∪

{
ψ~b

: ~b ∈ B undB |= ϕ[~b]
}

.

Nach Konstruktion istΨA,B eine endlicheTeilmenge vonΨ. Weiterhin gilt für alle~a ∈
A,~b ∈ B:

A |=
∨

ΨA,B [~a] ⇐⇒ A |=
∨

Ψ [~a] ⇐⇒ A |= ϕ[~a]

sowie
B |=

∨

ΨA,B [~b] ⇐⇒ B |=
∨

Ψ [~b] ⇐⇒ B |= ϕ[~b] .

Gemäß Induktionsvoraussetzung ist jede Formelψ ∈ ΨA,B äquivalent zu einer Formel in
FOk. Also ist auch

∨
ΨA,B äquivalent zu einer Formel̃ϕ in FOk. Es gilt also für alle~a ∈ A

und~b ∈ B: A |= ϕ[~a] ⇐⇒ A |= ϕ̃[~a] und B |= ϕ[~b] ⇐⇒ B |= ϕ̃[~b]. Somit ist
(3.7) gezeigt. Aus (3.7) folgt insbesondere folgendes: Falls es einenLk∞ω-Satzϕ gibt, der
zwischenA und B unterscheidet, so gibt es auch einenFOk-Satz, der zwischenA und B

unterscheidet. Dies schließt den Beweis von “=⇒” ab. �

3.3.3 Pebble-Spiele

Ziel dieses Abschnitts ist es, Ehrenfeucht-Fraı̈ssé-Spiele für die LogikenFOk undLk∞ω ein-
zuführen. Dazu zunächst ein paar Notationen.

Der Einfachheit halber werden wir in diesem Abschnitt nur Signaturen betrachten, die
keine Konstantensymboleenthalten. Solche Signaturen nennen wirrelationale Signaturen.
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3.52 Notation. Seiσ eine relationale Signatur,k ∈ N>1 undA,B σ-Strukturen.

• Wir vereinbaren, dass das Symbol “∗” in keinem Universum einer Struktur vorkommt.

• Für ~a := a1, . . , ak ∈ (A∪̇{∗})k definieren wir denTrägerTr(~a) von~a als

Tr(~a) := {i : ai 6= ∗}.

• Für i ∈ {1, . . , k}, a ∈ A und~a := a1 . . . ak ∈ (A ∪ {∗})k setzen wir

~aa
i

:= a1, . . , ai−1, a, ai+1, . . , ak .

Das heißt, wir ersetzen diei-te Stelle von~a durcha.

• Für ~a = a1, . . , ak ∈ (A ∪ {∗})k schreiben wir ~a|Tr(~a) um das Tupel überA zu
bezeichnen, das aus~a durch Löschen der “∗”-Symbole entsteht.

• Für~a und~bmit Tr(~a) = Tr(~b) schreiben wir(~a 7→ ~b)|Tr(~a) um die Abbildung
(
~a|Tr(~a) 7→

~b
|Tr(~b)

)
zu bezeichnen.

3.53 Definition (k-partieller Isomorphismus). Sei σ eine relationale Signatur,k ∈ N>1,
A,B seienσ-Strukturen, und seien~a ∈ (A ∪ {∗})k und~b ∈ (B ∪ {∗})k . Die Abbildung
(~a 7→ ~b) heißtk-partieller Isomorphismus vonA nachB, falls

(1) Tr(~a) = Tr(~b) und

(2) (~a 7→ ~b)|Tr(~a) ist ein partieller Isomorphismus vonA nachB.

Partk(A,B) bezeichnet die Menge allerk-partiellen Isomorphismen vonA nachB.

Man beachte, dass der Definitionsbereich jedesk-partiellen Isomorphismus höchstensk
Elemente enthält.

Wir sind nun bereit, die Ehrenfeucht-Fraı̈ssé-Spiele für die LogikenFOk und Lk∞ω ein-
zuführen.

3.54 Definition(Pebble-Spiele). Seiσ eine relationale Signatur und seienA, B σ-Strukturen.
Seienk ∈ N>1, ~a ∈ (A∪̇{∗})k und~b ∈ (B∪̇{∗})k mit Tr(~a) = Tr(~b).

Das k-Pebble-SpielGk
∞(A,~a,B,~b) wird zwischen zwei Spielern, Spoiler und Dupli-

cator, gespielt. Den Spielern stehen insgesamt2·k Spielsteineα1, . . . , αk, β1, . . . , βk zur
Verfügung, die auf Elemente der Strukturen gelegt werden können. Zu Beginn des Spiels
liegt für jedesi ∈ Tr(~a) der Steinαi auf dem Elementai undβi auf bi. Die übrigen Steine
liegen “nebem dem Spielbrett”.

Eine Partie des Spiels besteht aus einer unbegrenzten Anzahl von Runden. In jeder Runde
wählt Spoiler zunächst ein beliebigesi ∈ {1, . . , k} und nimmt entweder den Steinαi

und legt ihn auf ein beliebiges Element inA, oder er nimmt Steinβi und legt ihn auf ein
beliebiges Element inB. Duplicator antwortet, indem er den entsprechenden Stein (alsoβi

oderαi) auf ein beliebiges Element in der anderen Struktur legt. D.h., Duplicator legt Stein
βi auf ein Element inB, falls Spoiler den Steinαi gelegt hat; bzw. Duplicator legt Steinαi

auf ein Element inA, falls Spoiler den Steinβi gelegt hat. Beachte:
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• Steine, die bereits auf dem Spielfeld liegen, dürfen wiederverwendet werden.

• Es dürfen durchaus mehrere Steine auf demselben Element liegen.

Am Ende jeder Runde wird entschieden, ob Spoiler gewonnen hat (und das Spiel beendet
ist) oder ob weitergespielt wird. Dazu seien~a = a1, . . , ak ∈ (A ∪ {∗})k die am Ende
der Runde durch die Steineα1, . . , αk in A markierten Elemente (mitaj = ∗ falls der
Steinαj noch “neben dem Spielbrett” liegt), und~b = b1, . . , bk ∈ (B ∪ {∗})k seien die
entsprechenden durch die Steineβ1, . . , βk in B markierten Elemente. Ist die Abbildung
(~a 7→ ~b) keink-partieller Isomorphismus, so endet das Spiel nach dieser Runde undSpoiler
gewinnt. Andernfalls wird das Spiel mit einer weiteren Runde fortgesetzt.

Duplicator gewinnt, wenn unendlich lange gespielt wird, also nach jeder Runde die Ab-
bildung(~a 7→ ~b) eink-partieller Isomorphismus vonA nachB ist.

Bemerkung:

• Ist ~a = ~b = ~∗ = ∗, . . , ∗, so schreiben wirGk
∞(A,B) an Stelle vonGk

∞(A,~∗,B,~∗).

• Strategien und Gewinnstrategien imk-Pebble-Spiel sind analog zum herkömmlichen
Ehrenfeucht-Fraı̈ssé-Spiel definiert und werden daher hier nicht mehr formal eingeführt.

• Sind die StrukturenA und B endlich, so gibt es nur eine endliche Zahl verschiedener
Spielpositionen(~a,~b) ∈ (A ∪ {∗})k × (B ∪ {∗})k . In diesem Fall steht also schon nach
einerendlichenZahl von Zügen fest, wer das Spiel gewinnen kann.

3.55 Beispiele. (a) Seiσ := ∅ undA,B σ-Strukturen mit|A|, |B| > k. Dann hatDupli-
cator eine Gewinnstrategie inGk

∞(A,B), indem er immer wenn Spoiler zwei Steine
auf dasselbe Element legt ebenso zieht und ansonsten immer ein neues Element mit
einem Stein belegt. Da es nicht mehr Steine als Elemente in den Strukturen gibt, kann
er dies immer sicherstellen.

(b) Ist σ = ∅ und A,B sindσ-Strukturen mit|A| < k und |B| 6= |A|, so hatSpoiler
eine Gewinnstrategie inGk

∞(A,B).

(c) Seien jetztA,B endliche, linear geordnete{<}-Strukturen. Dann hat Duplicator ge-
nau dann eine Gewinnstrategie im SpielG2

∞(A,B), wenn|A| = |B|. Dies kann man
folgendermaßen sehen:

Gilt |A| = |B| so sindA und B zwei endliche lineare Ordnungen gleicher Kardi-
nalität und somit isomorph. Folglich hat Duplicator eine Gewinnstratgie, indem er
immer zu Spoilers Wahl isomorphe Elemente wählt.

Gilt |A| 6= |B| und o.B.d.A|A| > |B|, so hat Spoiler eine Gewinnstratgie inG2
∞(A,B),

indem er in jeder Runder > 1 den Steinα1+(r−1 mod2) auf das Element mit Rang
r − 1 in A legt.
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In den ersten beiden Runden legt Spoiler also seine beiden Spielsteineα1, α2 auf die
beiden kleinsten Elemente inA. In den folgenden Runden nimmt er jeweils den Stein
auf dem kleineren Element und plaziert ihn auf das kleinste noch nicht im Spiel ver-
wendete Element. Nach jeder Runder liegen also die Steineα1, α2 auf den Elemeten
mit Rangr−2 undr−1. Auf diese Weise werden im Verlauf des Spiels alle Elemente
vonA in ihrer Reihenfolge gemäß der Ordnung durchlaufen.

Duplicator muss nun ebenfalls in jedem Zug den Stein auf dem kleineren der beiden
Elemente inB auf ein größeres legen, denn ansonsten wäre die Abbildungα1, α2 7→
β1, β2 kein k-partieller Isomorphismus und Duplicator hätte verloren. Da aber|B| <
|A| ist, kann Duplicator dies nach spätestens|B| Runden nicht mehr gewährleisten
und verliert daher das Spiel.

Analog zum Satz von Ehrenfeucht und Fraı̈ssé werden wir nunden Zusammenhang zwi-
schen Pebble-Spielen und der LogikLω

∞ω herstellen. Dazu benötigen wir zunächst eine
geeignete Variante von Hin-und-Her-Systemen (vgl. Definition 3.32).

3.56 Definition. Seiσ eine relationale Signatur undk ∈ N>1. Zweiσ-StrukturenA undB

heißenk-partiell isomorph(kurz: A ∼=k
part B), falls es einenicht-leereMengeI k-partieller

Isomorphismen gibt, die die folgenden Eigenschaften erfüllt:

k-Hin-Eigenschaft: Für alle(~a 7→ ~b) ∈ I, alle i ∈ {1, . . . , k} und allea ∈ A gibt es ein
b ∈ B, so dass(~aa

i 7→
~b b

i ) ∈ I.

k-Her-Eigenschaft: Für alle(~a 7→ ~b) ∈ I, alle i ∈ {1, . . . , k} und alleb ∈ B gibt es ein
a ∈ A, so dass(~aa

i 7→
~b b

i ) ∈ I.

Ein System mit diesen Eigenschaften nennen wirk-Hin-und-Her-System. Wir schreiben
I : A ∼=k

part B um anzudeuten, dassI eink-Hin-und-Her-System zwischenA undB ist.

3.57 Bemerkung.Die Menge

W k
∞(A,B) :=

{

(~a 7→ ~b) ∈ Partk(A,B) :
Duplicator hat eine Gewinnstrategie im
k-Pebble-SpielGk

∞(A,~a,B,~b)

}

hat diek-Hin-und-Her-Eigenschaft, ist aber möglicherweise leer.

3.58 Theorem. Seiσ eine relationale Signatur,k ∈ N>1, A,B σ-Strukturen,~a ∈ (A ∪
{∗})k,~b ∈ (B ∪ {∗})k mit Tr(~a) = Tr(~b). Dann sind folgende Aussagenäquivalent:

(a) Duplicator hat eine Gewinnstrategie imk-Pebble-SpielGk
∞(A,~a,B,~b).

(b) (~a 7→ ~b) ∈W k
∞(A,B) und W k

∞ : A ∼=k
part B.

(c) Es gibt eink-Hin-und-Her-SystemI : A ∼=k
part B mit (~a 7→ ~b) ∈ I.

(d) ~a in A und~b in B erfüllen dieselbenLk∞ω[σ]-Formeln.



118 3 Ehrenfeucht-Fräısśe Spiele

Beweis: “(a) =⇒ (b)” folgt direkt aus Definition 3.56 und Bemerkung 3.57.
“(b) =⇒ (c)” ist trivial.
“(c) =⇒ (d)” folgt leicht per Induktion nach dem Aufbau vonLk∞ω (Details:Übung).
“(d) =⇒ (a)”: Wir zeigen, dass Duplicator eine Strategie im SpielGk

∞(A,~a,B,~b) hat, so
dass nach jeder Runder des Spiels die folgende Invariante erhalten bleibt:

(∗): Sind~a und~b die am Ende der Runde mit den Steinenα1, . . , αk und
β1, . . , βk in A bzw.B belegten Elemente (incl.∗), so erfüllt~a dieselben
Lk∞ω[σ]-Formeln inA wie~b in B.

Offensichtlich gilt nach jedem Zug, bei dem die Invariante(∗) erhalten bleibt, dass(~a 7→
~b) ∈ Partk(A,B). Um zu zeigen, dass Duplicator eine Gewinnstrategie inGk

∞(A,~a,B,~b)
hat, genügt es also, zu zeigen, dass Duplicator so spielen kann, dass stets die Invariante(∗)
erfüllt ist.

Nach Voraussetzung wissen wir, dass (d) gilt, und dass daherdie Invariante(∗) zu Beginn
des Spiels erfüllt ist. Für den Induktionsschritt gelte nun die Invariante(∗) nach derr-ten
Runde (fürr ∈ N). Wir müssen zeigen, dass Duplicator dier+1-te Runde so spielen kann,
dass(∗) auch nach derr+1-ten Runde erfüllt ist. Dazu betrachten wir den Fall, dass Spoiler
in derr+1-ten Runde den Spielsteinαi (für ein i ∈ {1, . . , k}) auf ein Elementa ∈ A legt
(der Fall, dass Spoiler inB zieht, kann analog behandelt werden). Sei nun

Ψ :=
{

ψ ∈ Lk∞ω :
(
A,~aa

i

)
|= ψ

}

.

Für diese FormelmengeΨ gilt offensichtlich, dass
(
A,~a

)
|= ∃xi

∧
Ψ .

Wegen(∗) gilt daher auch
(
B,~b

)
|= ∃xi

∧
Ψ .

Also existiert einb ∈ B, so dass für alleψ ∈ Ψ gilt: (B,~b b
i
) |= ψ. Duplicator antwortet in

Runder+1 nun, indem er den Spielsteinβi auf diesesb legt. Dann gilt

(A,~aa
i ) |=

∧
Ψ und (B,~b b

i ) |=
∧

Ψ.

Außerdem gilt natürlich für jedeLk∞ω-Formelχ, dass entwederχ ∈ Ψ oder¬χ ∈ Ψ. Daher
gilt für alle χ ∈ Lk∞ω, dass (A,~aa

i ) |= χ ⇐⇒ (B,~b b
i ) |= χ. Somit ist die Invariante(∗)

nach Runder+1 erfüllt. �

Folgendes Korollar folgt nun sofort aus Theorem 3.58 und Satz 3.51.

3.59 Korollar. Seiσ eine relationale Signatur,k ∈ N>1 undA, B σ-Strukturen. Dann sind
folgende Aussagen̈aquivalent:

(a) Duplicator hat eine Gewinnstrategie imk-Pebble-SpielGk
∞(A,B).

(b) W k
∞(A,B) : A ∼=k

part B.

(c) A ∼=k
part B.
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(d) A ≡Lk

∞ω

B.

SindA undB endlich, ist folgende Aussage auch nochäquivalent zu den vorherigen:

(e) A ≡FOk B.

3.60 Korollar. Seiσ eine relationale Signatur,S eine Klasse vonσ-strukturen,C ⊆ S.
Falls die folgende Bedingung(∗) erfüllt ist, so istC nichtLω∞ω-definierbar inS.

(∗): Für jedesk ∈ N>1 gibt esA ∈ C undB ∈ S \C, so dass
Duplicator eine Gewinnstrategie imk-Pebble-SpielGk

∞(A,B) hat.

Beweis: Es sei(∗) erfüllt. Angenommen,C ist Lω∞ω-definierbar inC, etwa durch den
Lk∞ω[σ]-Satzϕ, für eink ∈ N. Es gilt alsoC = ModS(ϕ). Nach Voraussetzung gilt(∗), d.h.
es gibt es StrukturenA ∈ C undB ∈ S \C, so dassA ≡Lk

∞ω

B (wegen Korollar 3.59). Da
A ∈ C = ModS(ϕ) ist, gilt A |= ϕ und somit, wegenA ≡Lk

∞ω

B, auchB |= ϕ. Dies ist
aber ein Widerspruch zuB ∈ S \ C. �

3.61 Beispiel.Die Klasse

Even :=
{

A : A ist eine endliche∅-Struktur mit|A| gerade
}

ist nichtLω∞ω-definierbar in der Klasse aller endlichen Strukturen, denn:
Wie in Beispiel 3.55 gezeigt, hat Duplicator eine Gewinnstrategie im SpielGk

∞(A,B),
wenn |A|, |B| > k. Die Behauptung folgt jetzt sofort aus Korollar 3.60, indemman für
jedesk ∈ N>1 zwei StrukturenA undB mit |A|, |B| > k und |A| gerade und|B| ungerade
betrachtet.

Ein etwas komplexeres Beispiel liefert das folgende Theorem.

3.62 Theorem(de Rougemont, 1987). Die Klasse

Hamilton :=

{

G :
G ist ein endlicher gerichteter Graph, der einen
Hamiltonpfad besitzt

}

ist nicht Lω∞ω-definierbar in der KlasseSConn aller endlichen gerichteten stark zusam-
menḧangenden Graphen.

Zur Erinnerung: Ein Hamiltonpfad in einem Graph ist ein Pfad, der jeden Knoten des
Graphen genau einmal besucht. Ein gerichteter Graph heißtstark zusammenhängend, falls
jeder Knoten von jedem anderen Knoten aus errreichbar ist.

Beweis: Nach Korollar 3.60 reicht es, für jedesk endliche gerichtete stark zusammenhängen-
de GraphenA und B zu finden, so dassA aber nichtB einen Hamiltonpfad besitzt und
Duplicator eine Gewinnstrategie imk-Pebble-SpielGk

∞(A,B) hat.
Fürm,n ∈ N>1 definieren wir den GraphHm,n := (Vm,n, Em,n) mit Knotenmenge

Vm,n := { v1, . . . , vm, w1, . . . , wn }
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und Kantenmenge

Em,n := { (wi, wi+1) : 1 6 i < n } ∪ { (wn, w1) } ∪

{ (vi, wj), (wj , vi) : 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n }.

Der GraphHm,n besteht also aus einem gerichteten Kreis der Längen auf den Knoten
w1, . . . wn sowie ausm weiteren Knotenv1, . . . , vm, von denen jeder einzelne mit jedem
wj durch eine ungerichtete Kante verbunden sind. Zwischen denKnotenv1, . . . , vm gibt es
jedoch keine direkten Kanten.

Behauptung 1: Hm,n hat genau dann einen Hamiltonpfad, wennn > m− 1.
Beweis: “⇐=”: Sei n > m− 1. Dann ist

p := v1, w1, v2, w2, . . . , vm−1, wm−1, vm, wm, wm+1, . . . , wn

ein Hamiltonpfad inHm,n.
“=⇒”: Sei

p := u1, u2, . . . , um+n

ein Hamiltonpfad inHm,n. Sei 1 6 i1 < i2 < · · · < im 6 n+m, so dass{ui1 , . . . , uim} =
{v1, . . . , vm}. Gemäß der Definition vonEm,n gibt es keine Kanten zwischen Knoten aus
{v1, . . . , vm}. Somit muss für allej ∈ {1, . . . ,m − 1} gelten: Auf dem Pfadp liegt zwi-
schenuij unduij+1 mindestens ein Knotenuij+1 ∈ {w1, . . . , wn}. Insbesondere ist daher
n > m− 1. Damit ist Behauptung 1 bewiesen. �

Aus Behauptung 1 folgt fürk ∈ N>1, dassA := Hk+1,k einen Hamiltonpfad besitzt,
B := Hk+2,k jedoch nicht.

Behauptung 2: Für jedesk ∈ N>1 gilt: Duplicator hat eine Gewinnstrategie im Spiel
Gk
∞(Hk+1,k,Hk+2,k).

Beweis: SetzeA := Hk+1,k, B := Hk+2,k. SeienA := {v1, . . . , vk+1, w1, . . . , wk} und
B := {v′1, . . . , v

′
k+2, w

′
1, . . . , w

′
k} die Knotenmengen vonA undB. Gemäß Korollar 3.59

reicht es zu zeigen, dassA ∼=k
part B. Dazu betrachte folgende MengeI:

I :=
{

(~a 7→ ~b) : ~a = a1, . . , ak ∈ (A∪̇{∗})k, ~b = b1, . . , bk ∈ (B∪̇{∗})k , so dass

für alle i ∈ {1, . . . , k} gilt:

(1) ai = ∗ ⇐⇒ bi = ∗

(2) ai ∈ {v1, . . . , vk+1} ⇐⇒ bi ∈ {v
′
1, . . . , v

′
k+2}

(3) falls ai = wj für ein j ∈ {1, . . . , k}, sobi = w′
j

(4) für alle i′ ∈ {1, . . . , k} gilt: ai = ai′ ⇐⇒ bi = bi′
}

.

Da (~∗ 7→ ~∗) ∈ I, ist offensichtlichI 6= ∅.
Weiterhin istI ⊆ Partk(A,B) (beachte dazu: jedesvi ist mit jedemwj in A verbunden, und
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jedesv′i ist mit jedemw′
j in B verbunden).

Schließlich kann man leicht nachweisen, dassI die Hin- und Her-Eigenschaft besitzt (De-
tails: Übung).
Somit gilt alsoI : A ∼=k

part B. Nach Korollar 3.59 hat also Duplicator eine Gewinnstrategie
in Gk

∞(A,B). Damit ist Behauptung 2 bewiesen. �

Insgesamt haben wir nun für jedesk ∈ N>1 Graphen A := Hk+1,k ∈ Hamilton und
B := Hk+2,k ∈ SConn \ Hamilton gefunden, so dass Duplicator dask-Pebble-Spiel
Gk
∞(A,B) gewinnt. Dies schließt den Beweis von Theorem 3.62 ab. �

3.4 Interpretationen und Logische Reduktionen

3.63 Definition. Seiσ eine Signatur. Mitσ-STRUKTUREN bezeichnen wir die Klasse aller
σ-Strukturen.

Ziel dieses Abschnitts ist, die Methode derlogischen Reduktionenund Interpretatio-
nen, die in Bemerkung 3.21 bereits skizziert wurde, zu präzisieren. Wir wollen nun al-
so einen Begriff für “logische Reduktionen” entwickeln, der analog ist zum Begriff der
Polynomialzeit-Reduktionen.

Statt ProblemenA ⊆ Σ∗
1, B ⊆ Σ∗

2 und einer Polynomialzeit-berechenbaren Reduktion
f : Σ∗

1 → Σ∗
2 mit w ∈ A ⇐⇒ f(w) ∈ B geht es nun darum, eine KlasseC von

τ -Strukturen, eine KlasseD von σ-Strukturen und eine “logisch definierbare” Reduktion
I : τ -STRUKTUREN → σ-STRUKTUREN zu betrachten, so dass für alleτ -StrukturenA gilt:
A ∈ C ⇐⇒ I(A) ∈ D. Analog zur Eigenschaft von Polynomialzeit-Reduktionen

“Falls f : A 6p B undA 6∈ PTIME, so auchB 6∈ PTIME.”

soll für logische Reduktionen gelten:

“Falls I : C 6 D undC nichtFO-definierbar, so ist auchD nichtFO-definierbar.”

Solche logischen Reduktionen werden durch den folgenden Begriff realisiert:

3.64 Definition (Interpretation vonσ in τ ). SeiL eine Logik,σ und τ Signaturen,σ =
{R1, . . , Rm}, wobeiRi einri-stelliges Relationssymbol sei (für1 6 i 6 m).9 Seik ∈ N>1.

(a) Eine (einfache,k-dimensionale)L -InterpretationI vonσ in τ ist eine Sequenz
(
ϕUniv(~x), ϕR1(~x1, . . , ~xr1), . . . , ϕRm(~x1, . . , ~xrm)

)

von L [τ ]-Formeln, wobei~x, ~x1, . . , ~xri jeweils Tupel ausk verschiedenen Variablen
erster Stufe sind (d.h.~x = x1, . . , xk und~xj = xj,1, . . , xj,k).

9Wir erlauben der Einfachheit halber inσ keine Konstantensymbole; der Begriff der Interpretation kann aber
leicht modifiziert werden für Signaturenσ, die auch Konstantensymbole enthalten, indem man jedes Kon-
stantensymbolc wie ein 1-stelliges RelationssymbolC behandelt.
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(b) Eine InterpretationI vonσ in τ definiert eine Abbildung

I : τ -STRUKTUREN → σ-STRUKTUREN,

die jederτ -StrukturA die folgendermaßen definierteσ-StrukturI(A) zuordnet:

• DasUniversumU von I(A) ist die Menge

U := ϕUniv(A) = {~a ∈ Ak : A |= ϕUniv[~a]}.

• Für jedesRi ∈ σ istRI(A)
i die ri-stellige Relation

R
I(A)
i := ϕRi(A) ∩ U ri = {(~a1, . . ,~ari) ∈ U

ri : A |= ϕRi [~a1, . . ,~ari ]}.

(c) SeiA eineτ -Struktur,B eineσ-Struktur undI eine Interpretation vonσ in τ . Wir sagen
I interpretiertB in A, falls B ∼= I(A) (d.h.B ist isomorph zuI(A)).

3.65 Beispiele.
Seiτ := {<} die Signatur für lineare Ordnungen undS die Klasse aller endlichen linearen
OrdnungenA = (A,<A).

(a) Seiσ1 := {E,S, T} die Signatur, die aus einem 2-stelligen RelationssymbolE und
zwei 1-stelligen RelationssybolenS undT besteht.
Wir definieren eineFO-InterpretationI1 von σ1 in τ , die jeder endlichen linearen Ord-
nungA = (A,<A) eineσ-StrukuturI1(A) = G = (V,EG, SG, TG) zuordnet, so dass
gilt:

|A| ist ungerade ⇐⇒ im GraphenG gibt es einen Pfad von einem
Knoten inSG zu einem Knoten inTG.

Idee: IstA = {0, . . , n}, soV := A, inEG gibt es eine Kante von Knoteni zu Knoten
i+2 (für alle i 6 n−2), SG besteht aus dem kleinsten Element inA undTG aus dem
größten Element inA.

Formal ist dieFO-InterpretationI1 vonσ1 in τ folgendermaßen definiert:

I1 =
(
ϕUniv(x), ϕE(x, y), ϕS(x), ϕT (x)

)

mit

ϕUniv(x) := x=x

ϕE(x, y) := ∃z
(

x < z ∧ z < y ∧ ∀u
(
(x < u ∧ u < y)→ u = z

) )

ϕS(x) := ¬∃y y < x

ϕT (x) := ¬∃y x < y.
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(b) Seiσ2 := {E} die Signatur für Graphen. Wir definieren eineFO-InterpretationI2 von
σ2 in τ , die jeder endlichen linearen OrdnungA = (A,<A) einen ungerichteten10

GraphenI2(A) = G = (V,EG) zuordnet, so dass gilt

|A| ist gerade ⇐⇒ G ist zusammenhängend.

Idee: Ist A = {0, . . , n}, so istV := A und inG gibt es eine Kante zwischen den
Knoten

(1) i undi+2, für alle i 6 n−2,

(2) n und0,

(3) n−1 und1.

Dann gilt: Istn gerade (also|A| ungerade), so zerfälltG in zwei disjunkte KreiseC1 =
{0, 2, 4, . . , n} undC2 = {1, 3, 5, . . , n−1}. Istn ungerade (also|A| gerade), so besteht
G aus einem KreisC = {0, 2, 4, . . , n−1, 1, 3, 5, . . , n}.

Formal ist dieFO-InterpretationI2 vonσ2 in τ folgendermaßen definiert:

I2 =
(
ψUniv(x), ψE(x, y)

)

mit

ψUniv(x) := x = x

ψE(x, y) := ϕE(x, y) ∨ ϕE(y, x) (1)

∨
(
(“x=min” ∧ “y=max”) ∨ (“y=min” ∧ “x=max”)

)
(2)

∨
(
(“x=min+1” ∧ “y=max−1” ) ∨ (“y=min+1” ∧ “x=max−1” )

)
(3)

Dabei istϕE(x, y) die Formel aus (a) und

“x=min” := ¬∃z z < x ,

“y=max” := ¬∃z y < z ,

“x=min+1” := ∃x′
(
x′ < x ∧ ∀z (z < x→ z = x′)

)
,

“y=max−1” := ∃y′
(
y < y′ ∧ ∀z (y < z → z = y′)

)
.

3.66 Definition (L -Reduktion). SeiL eine Logik und seik ∈ N>1. Seienσ undτ Signa-
turen mitσ = {R1, . . , Rm}. SeiS1 eine Klasse vonτ -Strukturen undS2 eine Klasse von
σ-Strukturen und seiC ⊆ S1 undD ⊆ S2.
Eine (einfache,k-dimensionale)L -Reduktion vonC ⊆ S1 auf D ⊆ S2 ist eine (einfache,
k-dimensionale)L -InterpretationI vonσ in τ , so dass für alleA ∈ S1 gilt:

10Ein GraphG = (V,E) heißtungerichtet, falls für allev, w ∈ V gilt: (v, v) 6∈ E und falls(v, w) ∈ E, so
auch(w, v) ∈ E.
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(1.) I(A) ∈ S2 und

(2.) A ∈ C ⇐⇒ I(A) ∈ D.

3.67 Beispiel.Die InterpretationI2 aus Beispiel 3.65 (b) liefert eine 1-dimensionaleFO-
Reduktion vonEven< ⊆ S< auf Conn ⊆ UGraphs, wobei

Even< die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen gerader Länge,

S< die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen,

Conn die Klasse aller endlichen ungerichteten zusammenhängenden Graphen,

UGraphs die Klasse aller endlichen ungerichteten Graphen ist.

Im Folgenden wird nun der Zusammenhang zwischenL -Reduktionen (bzw.L -Interpretationen)
und derL -Definierbarkeit von Problemen hergestellt.

3.68 Definition. Seik ∈ N>1, σ undτ Signaturen mitσ = {R1, . . , Rm} undL eine der
LogikenFO, SO, LFP, IFP, PFP, TC, DTC. Einek-dimensionaleL -Interpretation

I =
(
ϕUniv(~x), ϕR1(~x1, . . , ~xr1), . . . , ϕRm(~x1, . . , ~xrm)

)

vonσ in τ definiert eine Abbildung

· I : L [σ] → L [τ ] ,

die jederL [σ]-Formelψ die folgendermaßen per Induktion nach dem Formelaufbau defi-
nierteL [τ ]-FormelψI zuordnet:

(A1) Ist ψ von der FormRi(y1, . . , yri) für Ri ∈ σ, so ψI := ϕRi(~y1, . . , ~yri), wobei
~yj = yj,1, . . , yj,k, für allej ∈ {1, . . , ri}.

(A2) Istψ von der Formy = z für y, z ∈ Var1, so ψI :=
∧k

j=1(yj = zj).

(A3) Ist ψ von der FormX(y1, . . , yr), für einer-stellige RelationsvariableX ∈ Var2,
so ψI := X̂(~y1, . . , ~yr), wobei X̂ eine(r·k)-stellige Relationsvariable und~yj :=
yj,1, . . , yj,k, für allej ∈ {1, . . , r}.

(BC) Istψ von der Form¬ψ1 bzw. von der Form(ψ1 ∗ ψ2) mit ∗ ∈ {∧,∨,→,↔}, so ist
ψI := ¬ψI

1 bzw. von der Form(ψI
1 ∗ ψ

I
2).

(Q1) Istψ von der Form∃y ψ1 für eine Variabley ∈ Var1, so ist

ψI := ∃y1 · · · ∃yk

(
ϕUniv(y1, . . , yk) ∧ ψI

1

)
.

Istψ von der Form∀y ψ1, so ist

ψI := ∀y1 · · · ∀yk

(
ϕUniv(y1, . . , yk) → ψI

1

)
.
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(Q2) Istψ von der Form∃X ψ1 bzw. ∀X ψ1 für einer-stellige RelationsvariableX, so
ist, für eine(r·k)-stellige RelationsvariablêX,

ψI := ∃X̂
(

∀~z1 · · · ∀~zr
(
X̂(~z1, . . , ~zr)→

k∧

j=1

ϕUniv(~zj)
)
∧ ψI

1

)

bzw.

ψI := ∀X̂
(

∀~z1 · · · ∀~zr
(
X̂(~z1, . . , ~zr)→

k∧

j=1

ϕUniv(~zj)
)
→ ψI

1

)

.

(FP) Istψ von der Form[fpR,x1,. . ,xr ψ1(R,x1, . . , xr)](t1, . . , tr), für fp ∈ {lfp, ifp,pfp}
und einer-stellige RelationsvariableR, so

ψI :=
[

fp
R̂,~x1,. . ,~xr

ψI
1(R̂, ~x1, . . , ~xr) ∧

r∧

j=1

ϕUniv(~xj)
]

(~t1, . . ,~tr) ,

wobeiR̂ eine(r·k)-stellige Relationsvariable ist.

((D)TC) Ist ψ von der Form [(d)tcx1,. . ,xr,y1,. . ,yr
ψ1](s1, . . , sr , t1, . . , tr), für (d)tc ∈

{tc,dtc} undr > 1, so

ψI :=
[

(d)tc~x1,. . ,~xr,~y1,. . ,~yr
ψI

1 ∧
r∧

j=1

ϕUniv(~xj)∧
r∧

j=1

ϕUniv(~yj)
]

(~s1, . . , ~sr,~t1, . . ,~tr) .

Obige Definition ist gerade so gewählt, dass gilt:

3.69 Lemma. SeiL eine der LogikenFO, SO, LFP, IFP, PFP, TC, DTC. Seienσ undτ Signa-
turen mitσ = {R1, . . , Rm}, und seiI eineL -Interpretation vonσ in τ . Dann gilt f̈ur jede
τ -StrukturA und jedenL [σ]-Satzψ:

A |= ψI ⇐⇒ I(A) |= ψ .

Beweis: Übung. �

3.70 Korollar (Reduktionslemma). SeiL eine der LogikenFO, SO, LFP, IFP, PFP, TC, DTC.
Seienσ undτ Signaturen mitσ = {R1, . . , Rm}. SeiS1 eine Klasse vonτ -Strukturen,S2

eine Klasse vonσ-Strukturen und seiI eineL -Reduktion vonC ⊆ S1 auf D ⊆ S2. Dann
gilt:

(a) Falls D L -definierbar inS2, dann ist auchC L -definierbar inS1.

(b) Falls C nichtL -definierbar inS1, dann ist auchD nichtL -definierbar inS2.
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Beweis: (b) ist nur eine andere (äquivalente) Formulierung der Aussage von (a). Zum Be-
weis von (a) seiψ ein L [σ]-Satz, derD in S2 definiert, d.h. es gilt für alleσ-Strukturen
B ∈ S2:

(∗) B ∈ D ⇐⇒ B |= ψ.

DaI eineL -Reduktion vonC ⊆ S1 aufD ⊆ S2 ist, gilt für alleτ -StrukturenA ∈ S1, dass
I(A) ∈ S2 und

A ∈ C ⇐⇒ I(A) ∈ D
(∗)
⇐⇒ I(A) |= ψ

Lemma 3.69
⇐⇒ A |= ψI .

DerL [τ ]-SatzψI ist also eineL -Definition vonC in S1. �

Hat man gezeigt, dass ein ProblemC ⊆ S1 nicht L -definierbar ist, so kann man unter
Verwendung von Korollar 3.70 durch Angabe einerL -Reduktion vonC ⊆ S1 auf D ⊆ S2

nachweisen, dass auch das ProblemD ⊆ S2 nicht L -definierbar ist.

3.71 Beispiel.Aus Beispiel 3.67 und Korollar 3.70 folgt:
FallsEven< nicht FO-definierbar inS<, so ist auchConn nichtFO-definierbar inUGraphs.
D.h.: Falls man in der Logik erster Stufe nicht beschreiben kann, dass die Länge einer li-
nearen Ordnunggeradeist, dann kann man auch nicht beschreiben, dass ein Graphzusam-
menḧangendist.

Abschließend zeigen wir, wie manjedeσ-Struktur (für jede beliebige Signaturσ) durch
einenGraphen(also eine{E}-Struktur) interpretieren kann. Dies kann man dann u.a. dazu
benutzen, um zu folgern, dass der Satz von Trakhtenbrot (siehe Theorem 1.62 und Bemer-
kung 1.63) tatsächlich auch für die Signatur{E} gilt, die aus nur einem Relationssymbol
der Stelligkeit 2 besteht.

3.72 Satz.Seiσ = {R1, . . , Rm} eine beliebige relationale Signatur und seiτ := {E}
die Signatur, die aus einem 2-stelligen RelationssymbolE besteht. Dann gibt es eineFO-
InterpretationI von{E} in σ und eineFO-InterpretationJ vonσ in {E}, so dass f̈ur alle
σ-StrukturenA mit |A| > 2 gilt:

I(A) ist ein ungerichteter Graph und J
(
I(A)

)
∼= A.

Beweis: Vorbemerkung:In den folgenden Abbildungen zeichnen wir

x y

um anzudeuten, dassx undy zwei verschiedene Knoten eines GraphenG sind und(x, y) ∈
EG und(y, x) ∈ EG. Für eine Zahli > 3 heißt ein Knotenx vonG i-etikettiert, falls es in
G einen induzierten Teilgraphen der Form
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Abbildung 3.1: Dasi-Etikett eines Knotensx

gibt (die Skizze bedeutet dabei, dass sämtliche Knoten verschieden sind, zwischen ihnen
nur die eingezeichneten Kanten verlaufen und es von den Knoteny0, . . , yi, z keine Kante
zu irgendwelchen anderen Knoten des Graphen gibt).

Schritt 1: Wir zeigen zunächst, wie man jedeσ-StrukturA durch einen ungerichteten Gra-
phenG := I(A) repräsentieren kann.
Seienr1, . . , rm ∈ N>1 die Stelligkeiten der RelationssymboleR1, . . , Rm ausσ. Der zu
einerσ-StrukturA gehörige GraphG := I(A) ist folgendermaßen aufgebaut: Für jedes
Elementa ∈ A gibt es inG einen 5-etikettierten Knotenva (d.h. für jedes einzelne Element
a in A gibt es 8 Knoten inG, nämlich einen füra selbst und 7 weitere für das zugehörige
5-Etikett).
Außerdem gibt es für jedesj ∈ {1, . . ,m} und jedesrj-Tupel~a = (a1, . . , arj ) ∈ R

A
j einen

5+j-etikettierten Knotenvj,~a, von dem aus es zusätzlich für jede Positioni im rj-Tupel
(also für jedesi ∈ {1, . . , rj}) einen Pfad der Längei+1 von vj,~a zu vai gibt. D.h. es gibt
zusätzliche Knotenwj,~a,i,1, wj,~a,i,2, . . . , wj,~a,i,i, so dass

vj,~a — wj,~a,i,1 — wj,~a,i,2 — · · · — wj,~a,i,i — vai (∗)

einen Pfad inG bildet und die Knotenwj,~a,k,1, wj,~a,k,2, . . . , wj,~a,k,k mit keinem anderen
Knoten ausG verbunden sind.
Damit sind die Knoten und Kanten des GraphenG = I(A) vollständig beschrieben.

Schritt 2: Wir teilen nun die Knoten vonG := I(A) in verschiedeneTypenein, die man
jeweils durch eineFO[E]-Formel beschreiben kann.
Dazu definieren wir dieFO[E]-Formel

ρE(x, y) := E(x, y) ∧ E(y, x) ∧ ¬x=y

und

ρ¬E(x, y) := ¬E(x, y) ∧ ¬E(y, x) ∧ ¬x=y .

Für jedesi > 3 seiEtiketti(x, y0, . . , yi, z) die folgendeFO[E]-Formel, die besagt, dass die
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Knotenx, y0, . . , yi, z ein i-Etikett für Knotenx bilden.

Etiketti(x, y0, . . , yi, z) :=

ρE(x, y0) ∧ ρE(y0, y1) ∧
i−1∧

j=1

ρE(yj , yj+1) ∧ ρE(yi, y1) ∧ ρE(yi, z) ∧

(

ρ¬E(x, z) ∧
i∧

j=1

ρ¬E(x, yj)
)

∧
i−1∧

j′=0

(

ρ¬E(yj′, z) ∧
i∧

j=j′+2

ρ¬E(yj′ , yj)
)

∧

∀u∀v
((
u = z ∨

i∨

j=0

u = yj

)
∧

(
v 6= x ∧ v 6= z ∧

i∧

j=0

v 6= yj

))

→
(

¬E(u, v) ∧ ¬E(v, u)
)

.

Wir sagen, dass ein Knotenv vom Typ(i, x) ist, falls er der Knotenx einesi-Etiketts ist.
Analog heißt ein Kontenv vom Typ(i, yj) (bzw. (i, z)), falls er der Knotenyj (bzw. der
Knotenz) einesi-Etiketts ist. Unter Verwendung der FormelEtiketti(x, y0, . . , yi, z) findet
man für jedesi > 3 und jedesu ∈ {x, y0, . . , yi, z} leicht eineFO[E]-Formel

α(i,u)(v),

die besagt, dass Kontenv vom Typ(i, u) ist.

Knoten, die auf Pfaden aus(∗) liegen, folgende Typen zu: Ein Knotenv heißt vom Typ
(j, i, k), falls er derk-te Knoten in einem Pfad der Längei+1 ist, der von einem(5+j)-
etikettierten Knoten zu einem5-etikettierten Knoten verläuft (d.h. falls er der Knotenwj,~a,i,k

in einem Pfad(∗) ist). Analog zu den Formelnα(i,u)(v) kann man leicht für alle Zahlen
i, j, k eineFO[E]-Formel

α(j,i,k)(v)

konstruieren, die besagt, dass Knotenv vom Typ(j, i, k) ist.

Jeder Knoten vonG ist von genau einem der folgenden Typen:

• (i, u), für ein i ∈ {5, . . , 5+m} und einu ∈ {x, y0, . . , yi, z},

• (j, i, k), für einj ∈ {1, . . ,m}, i ∈ {1, . . , rj}, k ∈ {1, . . , i}.

Schritt 3: Die (1-dimensionale) Interpretation

J :=
(

ψUniv(v),
(
ψRj (v1, . . , vrj )

)

j=1,. . ,m

)

vonσ in {E} ist folgendermaßen definiert:

ψUniv(v) := α(5,x)(v)

ψRj (v1, . . , vrj ) := ∃u
(

α(5+j,x)(u) ∧

rj∧

i=1

“es gibt einen Pfad der
Längei+1 vonu nachvi”

)

J ist so definiert, dass für alleσ-StrukturenA gilt:
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(∗∗) Ist G := I(A), so ist J(G) ∼= A.

Schritt 4: Wir zeigen nun noch, dass die AbbildungI durch eineFO[σ]-Interpretation

I :=
(

ϕUniv(~v), ϕE(~v, ~w)
)

realisiert werden kann.

Sei dazur := max{r1, . . , rm} die maximale Stelligkeit eines Relationssymbols inσ und
sei p ∈ N die Anzahl der am Ende von Schritt 2 genannten möglichen Typen (i, u) und
(j, i, k), und seit1, . . , tp eine Auflistung all dieser Typen.
Jeder Knotenv vonG = I(A) kann durch ein(r + p+ 1)-Tupel

(~a,~b, c) ∈ Ar+p+1

wie folgt repräsentiert werden:~a = a1, . . , ar gibt das Elementa1 ∈ A oder das Tu-
pel (a1, . . , arj ) ∈ RA

j an, für das der Knotenv geschaffen wurde. Die Sequenz~b, c =
b1, . . , bp, c gibt wie folgt an, von welchem Typ der Knotenv ist:

v ist vom Typtj ⇐⇒ c = bj (undc 6= bi für alle i 6= j)

(genau dafür brauchen wir die Voraussetzung, dass|A| > 2 ist). Man beachte, dass es bei
dieser Repräsentation für jeden KnotenvmehrereTupel(~a,~b, c) geben kann, diev repräsen-
tieren. Es ist nicht schwierig (aber einigermaßen aufwendig), FO[σ]-FormelnϕUniv(~x) und
ϕE(~x, ~y) anzugeben, die besagen, dass~x ein Repräsentant eines Knotens vonG := I(A)
ist bzw. dass~x und ~y Repräsentanten von Knoten sind, zwischen denen inG eine Kante
verläuft. Insgesamt erhalten wir dadurch eine(r+p+1)-dimensionale InterpretationI von
{E} in σ, so dass für alleσ-StrukturenA gilt: A ∼= J

(
I(A)

)
. �
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4 Der Satz von Gaifman

In diesem Kapitel werden wir den Satz von Gaifman beweisen, der ein tieferes Verständ-
nis dafür liefert, welche Aussagen durch Formeln der Logikerster Stufe getroffen werden
können. In gewisser Weise besagt der Satz von Gaifman, dassdie Logik erster Stufe nur
“lokale” Eigenschaften von Strukturen definieren kann.

Der Einfachheit halber werden wir in diesem Kapitel nurrelationale Signaturenbetrach-
ten, d.h. Signaturen, die ausschließlich aus Relationssymbolen bestehen.

4.1 Formulierung und Beweis des Satzes von Gaifman

Bevor wir die exakte Formulierung des Satzes von Gaifman angeben können, benötigen wir
zunächst noch einige Notationen und Begriffe.

Zur Erinnerung: In Definition 3.22 wurden bereits derGaifman-GraphG(A) einer Struktur
A eingeführt sowie dieDistanzfunktionDistA(a, b), die die Distanz zwischen zwei Knoten
a undb im Gaifman-GraphG(A) bezeichnet.

Außerdem wurden dier-Umgebung(oderr-Nachbarschaft)

NA
r (a) := {b ∈ A : DistA(a, b) 6 r}

sowie die durch dier-Nachbarschaft induzierte Substruktur

NA
r (a) :=

(

NA
r (a),

(
RA ∩NA

r (a)ar(R)
)

R∈σ

)

eingeführt. Wir verallgemeinern diese Begriffe nun auf die naheliegende Weise auch für
Tupel~a = a1, . . , ak.

4.1 Definition.
Seiσ eine relationale Signatur,A eineσ-Struktur,k ∈ N>1, ~a = a1, . . , ak ∈ A undr ∈ N.

(a) Für jedesb ∈ A ist DistA(~a, b) := min{DistA(ai, b) : 1 6 i 6 k}.

(b) NA
r (~a) :=

⋃k
i=1N

A
r (ai) = {b ∈ A : DistA(~a, b) 6 r}.

(c) NA
r (~a) :=

(

NA
r (~a),

(
RA ∩NA

r (~a)ar(R)
)

R∈σ

)

.

Für jede Zahlr kann man leicht eineFO-Formel finden, die ausdrückt, dass die Distanz
zwischen zwei Knoten höchstensr ist:

131
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4.2 Lemma. Seiσ eine relationale Signatur und seir ∈ N. Dann gibt es eineFO[σ]-Formel
dist6r(x, y) so dass f̈ur alle σ-StrukturenA und allea, b ∈ A gilt:

A |= dist6r[a, b] ⇐⇒ DistA(a, b) 6 r.

Analog gibt es f̈ur jede Zahlk und das Variablentupel~x = x1, . . , xk eineFO[σ]-Formel
dist6r(~x, y) so dass f̈ur alle σ-StrukturenA, alle ~a = a1, . . , ak ∈ A und alleb ∈ A gilt:
A |= dist6r[~a, b] ⇐⇒ DistA(~a, b) 6 r.

Beweis: Per Induktion nachr.
Für den Induktionsanfang setzen wirdist60(x, y) := (x = y) und

dist61(x, y) := x = y ∨

∨

R∈σ

∃u1 · · · ∃uar(R)

(

R(u1, . . , uar(R)) ∧
∨

16i,j6ar(R)

(
ui = x ∧ uj = y

) ) )

.

Für den Induktionsschritt vonr nachr+1 setzen wir

dist6r+1(x, y) := dist6r(x, y) ∨ ∃z
(

dist6r(x, z) ∧ dist61(z, y)
)

.

Für ~x = x1, . . , xk setzen wir schließlichdist6r(~x, y) :=

k∨

i=1

dist6r(xi, y). �

Zur besseren Lesbarkeit von Formeln schreiben wir im Folgenden oft

dist(~x, y) 6 r bzw. dist(~x, y) > r

and Stelle vondist6r(~x, y) bzw. ¬dist6r(~x, y).
Als nächstes führen wir einige Begriffe zurLokalität von Formeln ein. Informell gespro-

chen ist eine Formelϕ(~x) genau dann lokal, wenn sie nur über einer-Nachbarschaft von~x
“spricht”.

4.3 Definition (lokale Formeln).
Seiσ eine relationale Signatur und seiψ(~x) eineFO[σ]-Formel mitfrei(ψ) = {~x} 6= ∅.

(a) Seir ∈ N. Die Formelψ heißt r-lokal um~x, falls für alleσ-StrukturenA und alle
~a ∈ A gilt: A |= ψ[~a] ⇐⇒ NA

r (~a) |= ψ[~a].

(b) Die Formelψ heißt lokal um~x, falls es eine Zahlr ∈ N gibt, so dassψ r-lokal um~x
ist.

4.4 Beispiel.
Für jedesr ∈ N ist die Formeldist(x, y) > 2·r aus Lemma 4.2r-lokal umx, y.
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Man sieht leicht, dass eine Formel, dier-lokal um~x ist, auchr′-lokal um~x ist, für jedes
r′ > r.

Eine Möglichkeit,r-Lokalität zu erzwingen, besteht natürlich darin, explizit sämtliche
Quantoren einer Formel auf dier-Nachbarschaft von~x einzuschränken. Dies wird in der
folgenden Definition formalisiert.

4.5 Definition (r-Relativierung). Seiσ eine relationale Signatur, seiψ(~x) eineFO[σ]-Formel
mit ∅ 6= {~x} = frei(ψ), und seir ∈ N. Die r-Relativierung vonψ um~x ist die Formel

ψNr(~x)(~x),

die ausψ(~x) entsteht, indem zunächst alle gebundenen Variablen so umbenannt werden,
dass sie verschieden von~x sind und danach jede Teilformel der Form

• ∃z ϕ durch ∃z
(
dist(~x, z) 6 r ∧ ϕ

)

• ∀z ϕ durch ∀z
(
dist(~x, z) 6 r → ϕ

)

ersetzt wird.

Offensichtlich gilt:

4.6 Lemma (“r-Relativierungen sindr-lokal”). Seiσ eine relationale Signatur, seiψ(~x)
eineFO[σ]-Formel mit frei(ψ) = {~x} 6= ∅, und seir ∈ N. Dann gilt: Dier-Relativierung
ψNr(~x)(~x) ist r-lokal um~x, und es gilt f̈ur alle σ-StrukturenA und alle~a ∈ A, dass

A |= ψNr(~x)[~a] ⇐⇒ NA
r (~a) |= ψNr(~x)[~a] ⇐⇒ NA

r (~a) |= ψ[~a].

Die obige Definition 4.3 vonlokalen Formelndreht sich nur um Formeln, die freie Varia-
blen besitzen. Als nächstes führen wir auch einen Lokalitäts-Begriff fürSätzeein, d.h. für
Formeln, die keine freien Variablen besitzen.

4.7 Definition (basis-lokale Sätze). Seiσ eine relationale Signatur und seienℓ, r ∈ N. Ein
FO[σ]-Satzχ heißtbasis-lokal(mit Parameternℓ, r), fallsχ von der Form

∃x1 · · · ∃xℓ

( ( ∧

16i<j6ℓ

dist(xi, xj) > 2·r
)

∧
( ℓ∧

i=1

ψ(xi)
) )

ist, wobeiψ(x) eineFO[σ]-Formel ist, dier-lokal umx ist.

Ein basis-lokaler Satzχ besagt also, dass es mindestensℓ Elementex1, . . , xℓ gibt, deren
r-Nachbarschaften paarweise disjunkt sind und sämtlich die Formelψ erfüllen.

4.8 Definition (Gaifman-Normalform). Seiσ eine relationale Signatur.
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(a) EinFO[σ]-Satzϕ ist in Gaifman-Normalform, fallsϕ eine Boolesche Kombination1 von
basis-lokalenFO[σ]-Sätzen ist.

(b) Eine FO[σ]-Formelϕ(~x) mit frei(ϕ) = {~x} 6= ∅ ist in Gaifman-Normalform, falls
ϕ(~x) eine Boolesche Kombination von basis-lokalenFO[σ]-Sätzen ist und vonFO[σ]-
Formeln, die lokal um~x sind.

Wir können nun den Satz von Gaifman angeben und beweisen:

4.9 Theorem(Satz von Gaifman, 1981). Seiσ eine relationale Signatur.
JedeFO[σ]-Formel istäquivalent2 zu einerFO[σ]-Formel in Gaifman-Normalform.

Außerdem gibt es einen Algorithmus, der bei Eingabe einerFO[σ]-Formel eineäquivalente
FO[σ]-Formel in Gaifman-Normalform berechnet.

Beweis: Wir geben hier den Originalbeweis von Gaifman an, der per Induktion nach dem
Aufbau vonFO[σ]-Formeln vorgeht.

Induktionsanfang:ϕ ist eine atomareσ-Formel, d.h. von der Formx1 = x2 oder von der
FormR(x1, . . , xk) mit k := ar(R).
Offensichtlich istϕ dann 0-lokal um~x und daher insbesondere in Gaifman-Normalform.

Induktionsschritt:

Fall 1: ϕ ist von der Form¬ϕ′.
Gemäß Induktionsannahme istϕ′ äquivalent zu einer Formel̃ϕ′ in Gaifman-Normalform.
Offensichtlich ist dann¬ϕ̃′ eine zuϕ äquivalente Formel in Gaifman-Normalform.

Fall 2: ϕ ist von der Form(ϕ1 ∗ ϕ2) für ein∗ ∈ {∧,∨,→,↔}.
Analog zu Fall 1.

Fall 3: ϕ ist von der Form∀y ϕ′.
Dann istϕ äquivalent zur Formel¬∃y ¬ϕ′. Daher kann Fall 3 durch eine Kombination von
Fall 1 und dem folgenden Fall 4 gelöst werden.

Fall 4: ϕ ist von der Form∃y ϕ′.
Gemäß Induktionsannahme istϕ′ äquivalent zu einer Formel̃ϕ′ in Gaifman-Normalform.
Gemäß Definition 4.8 ist̃ϕ′ eine Boolesche Kombination von basis-lokalen Sätzen und von
Formeln, die lokal um~x, y sind, wobei~x, y die freien Variablen inϕ′ bezeichnen.

O.B.d.A. ist diese Boolesche Kombination indisjunktiver Normalform, so dass̃ϕ′ von
der Form

∨

i∈I

(

χi ∧ ψi(~x, y)
)

1Ist M eine Formelmenge, so ist die Menge BC(M) aller Booleschen Kombinationenvon Formeln ausM
die kleinste Menge mitM ⊆ BC(M), für die gilt: Istϕ ∈ BC(M), so ist auch¬ϕ ∈ BC(M); und sind
ϕ1, ϕ2 ∈ BC(M) und ist∗ eins der Symbole∧,∨,→,↔, so ist auch(ϕ1 ∗ ϕ2) ∈ BC(M).

2auf der Klasse allerσ-Strukturen
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ist, wobeiI eine geeignete endliche Indexmenge und, für jedesi ∈ I, χi eine Boolesche
Kombination von basis-lokalen Sätzen, undψi(~x, y) eine lokale Formel um~x, y ist (beachte
dazu: Boolesche Kombinationen von lokalen Formeln sind selbst wieder lokal).

Wir werden im Folgenden oft das Symbol≡ benutzen, um auszudrücken, dass zwei For-
meln äquivalent (über der Klasse allerσ-Strukturen) sind.

Insbesondere gilt für die Formelϕ := ∃y ϕ′, dass

ϕ ≡ ∃y
∨

i∈I

(

χi ∧ ψi(~x, y)
)

≡
∨

i∈I

∃y
(

χi ∧ ψi(~x, y)
)

≡
∨

i∈I

(

χi ∧ ∃y ψi(~x, y)
)

(die letzteÄquivalenz gilt, daχi ein Satzist und daher insbesonderey 6∈ frei(χi) ist).
Zum Abschluss von Fall 4 genügt es daher, im Folgenden zu zeigen, dass für jedesi ∈ I

die Formel ∃y ψi(~x, y) äquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalform ist. Seialso
i ∈ I beliebig. Wir schreiben im Folgenden kurzψ(~x, y), um die Formelψi(~x, y) zu be-
zeichnen. Wir wissen bereits, dassψ(~x, y) lokal um~x, y ist, d.h. es gibt eine Zahlr ∈ N, so
dassψ(~x, y) r-lokal um~x, y ist.

Falls ~x das leere Tupel ist, so istψ(~x, y) einfach die Formelψ(y), die r-lokal um y
ist. Gemäß Definition 4.7 ist die Formel∃y ψ(y) daher ein basis-lokaler Satz und damit
insbesondere in Gaifman-Normalform.

Falls~x ein nicht-leeresTupel ist, so gilt offensichtlicherweise:∃y ψ(~x, y) ≡

∃y
(

dist(~x, y) 6 2r+1 ∧ ψ(~x, y)
)

︸ ︷︷ ︸

=: ϑ1(~x)

∨ ∃y
(

dist(~x, y) > 2r+1 ∧ ψ(~x, y)
)

︸ ︷︷ ︸

=: ϑ2(~x)

.

Zum Abschluss von Fall 4 genügt es daher, im Folgenden zu zeigen, dass jede der beiden
Formelnϑ1(~x) undϑ2(~x) äquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalform ist.

Wir betrachten zun̈achst die Formelϑ1(~x) und zeigen, dassϑ1(~x) lokal um~x ist:
Sei dazuA eine beliebigeσ-Struktur und sei~a ∈ A eine Belegung für~x. Da die Formel
ψ(~x, y) r-lokal um~x, y ist, wissen wir, dass folgendes gilt:

A |= ϑ1[~a] ⇐⇒ es gibt einb ∈ NA
2r+1(~a), so dassNA

r (~a, b) |= ψ[~a, b].

Ferner wissen wir, dassNA
r (~a, b) = NA

r (~a) ∪NA
r (b).

Für b ∈ NA
2r+1(~a) ist außerdemNA

r (b) ⊆ NA
3r+1(~a), und daher istNA

r (~a, b) ⊆ NA
3r+1(~a).

Daraus folgt unmittelbar, dass die Formelϑ1(~x) (3r+1)-lokal um~x ist. Insbesondere ist
ϑ1(~x) also in Gaifman-Normalform.

Wir betrachten nun die Formelϑ2(~x):
Sei dazu wiederA eine beliebigeσ-Struktur und sei~a ∈ A eine Belegung für~x. Für jedes
b ∈ A mit DistA(~a, b) > 2r+1 gilt insbesondere:
NA

r (~a)∩NA
r (b) = ∅ und für alleu ∈ NA

r (~a) undv ∈ NA
r (b) ist DistA(u, v) > 1. Daher

ist die StrukturNA
r (~a, b) die disjunkte Vereinigung der StrukturenNA

r (~a) undNA
r (b), kurz:

NA
r (~a, b) = NA

r (~a) ⊔ NA
r (b).
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Daψ(~x, y) r-lokal um~x, y ist, hängt die Gültigkeit vonψ[~a, b] in A nur von NA
r (~a) ⊔

NA
r (b) ab.
Eingeschränkt aufσ-StrukturenA mit Belegungen~a und b so dass DistA(~a, b) > 2r+1

ist, ist daher die Formelψ(~x, y) äquivalent zu einer Booleschen Kombination von

(i) Formeln, dier-lokal um~x sind, und

(ii) Formeln, dier-lokal umy sind.

O.B.d.A. ist diese Boolesche Kombination indisjunktiver Normalform, so dassϑ2(~x) äqui-
valent (auf der Klasse allerσ-Strukturen) ist zu einer Formel der Form

∃y
(

dist(~x, y) > 2r+1 ∧
∨

j∈J

(
γj(~x) ∧ δj(y)

))

, (4.1)

wobei J eine geeignete endliche Indexmenge und, für jedesj ∈ J , γj(~x) eine r-lokale
Formel um~x undδj(y) einer-lokale Formel umy ist.

Offensichtlich ist die Formel aus (4.1) äquivalent zu
∨

j∈J

∃y
(

dist(~x, y) > 2r+1 ∧ γj(~x) ∧ δj(y)
)

. (4.2)

Da die Variabley nicht frei in der Formelγj(~x) vorkommt, ist die Formel aus (4.2) wieder-
um äquivalent zu

∨

j∈J

(

γj(~x) ∧ ∃y
(

dist(~x, y) > 2r+1 ∧ δj(y)
) )

.

Wir wissen bereits, dass jede der Formelnγj(~x) lokal um ~x und damit insbesondere in
Gaifman-Normalform ist. Zum Nachweis, dass die Formelϑ2(~x) äquivalent zu einer Formel
in Gaifman-Normalform ist, genügt es daher, im Folgenden zu zeigen, dass für jedesj ∈ J
die Formel ∃y

(
dist(~x, y) > 2r+1 ∧ δj(y)

)
äquivalent zu einer Formel in Gaifman-

Normalform ist. Sei alsoj ∈ J beliebig. Wir schreiben im Folgenden kurzδ(y), um die
Formelδj(y) zu bezeichnen, und wir setzen

µ(~x) := ∃y
(

dist(~x, y) > 2r+1 ∧ δ(y)
)
.

Wir wissen bereits, dassδ(y) r-lokal umy ist.
Um zeigen zu können, dassµ(~x) äquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalform

ist, werden wir nun zunächst Formeln konstruieren, die “z¨ahlen”, wie viele paarweise weit
voneinander entfernte Elemente es gibt, derenr-Nachbarschaften die Formelδ(y) erfüllen.

Sei dazuk > 1 die Länge des Tupels~x, d.h.~x = x1, . . , xk . Für jedesℓ ∈ {1, . . , k+1}
seiχℓ der basis-lokale Satz

χℓ := ∃z1 · · · ∃zℓ
( ( ∧

16i<j6ℓ

dist(zi, zj) > 2·(2r+1)
)

∧
( ℓ∧

i=1

δ(zi)
)

︸ ︷︷ ︸

=: αℓ(z1, . . , zℓ)

)

, (4.3)
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der besagt, dass es mindestensℓ paarweise weit voneinander entfernte Elemente gibt, deren
r-Umgebungen allesamt die Formelδ erfüllen.
Offensichtlich ist ∃y δ(y) äquivalent zuχ1 und auch äquivalent zu

(χ1 ∧ ¬χ2) ∨ (χ2 ∧ ¬χ3) ∨ · · · ∨ (χk ∧ ¬χk+1) ∨ χk+1 .

Daher gilt auch: µ(~x) ≡
(
µ(~x) ∧ ∃y δ(y)

)
≡

(µ(~x)∧χ1∧¬χ2) ∨ (µ(~x)∧χ2∧¬χ3) ∨ · · · ∨ (µ(~x)∧χk ∧¬χk+1) ∨ (µ(~x)∧χk+1) .

Zum Abschluss des Beweises von Theorem 4.9 genügt es daher,im Folgenden zu zeigen,
dass die Formel(µ(~x) ∧ χk+1) sowie die Formel(µ(~x) ∧ χℓ ∧ ¬χℓ+1), für jedesℓ ∈
{1, . . , k}, äquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalform ist.

Wir betrachten zun̈achst die Formel(µ(~x) ∧ χk+1) und zeigen, dass diese Formeläqui-
valent ist zur Formelχk+1.
Sei dazuA eine beliebigeσ-Struktur und sei~a = a1, . . , ak ∈ A eine Belegung für
~x = x1, . . , xk. Falls A |= (µ[~a] ∧ χk+1), so gilt natürlich insbesondere auchA |= χk+1.

Umgekehrt, fallsA |= χk+1, so gibt es (mindestens)k+1 Elementec1, . . , ck+1 in A,
die paarweise Abstand> 2·(2r+1) voneinander haben, so dassNA

r (ci) |= δ[ci] für alle
i ∈ {1, . . , k+1}.
Da das Tupel~a = a1, . . , ak aus höchstensk verschiedenen Elementen besteht, muss es
ein i ∈ {1, . . , k+1} geben, so dass DistA(~a, ci) > 2r+1 ist, denn: Angenommen nicht,
dann gibt es einj ∈ {1, . . , k} und zwei Indicesi, i′ mit 1 6 i < i′ 6 k+1, so dass
DistA(aj , ci) 6 2r+1 und DistA(aj , ci′) 6 2r+1. Dann ist aber DistA(ci, ci′) 6 2·(2r+1),
was im Widerspruch zur Wahl der Elementec1, . . , ck+1 steht.
Somit gibt es eini ∈ {1, . . , k+1}, so dass DistA(~a, ci) > 2r+1. Diesesci bezeugt, dassA
die Formelµ[~a] erfüllt. Somit gilt A |= (µ[~a] ∧ χk+1).

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass(µ(~x)∧χk+1) äquivalent zum basis-lokalen Satz
χk+1 ist, der insbesondere in Gaifman-Normalform ist.

Wir betrachten nun die Formel(µ(~x) ∧ χℓ ∧ ¬χℓ+1) für ein ℓ ∈ {1, . . , k}.
Sei dazuαℓ(z1, . . , zℓ) die Formel aus (4.3), und sei

κℓ(~x) := ∃z1 · · · ∃zℓ
((

ℓ∧

i=1

dist(~x, zi) 6 2r+1
)
∧ αℓ(z1, . . , zℓ)

)

eine Formel, die besagt, dass es in der2r+1-Nachbarschaft von~xmindestensℓ verschiede-
ne Elemente vom paarweisen Abstand> 2·(2r+1) gibt, derenr-Nachbarschaften allesamt
die Formelδ erfüllen. Man sieht leicht, dass die Formel

κℓ(~x) 2·(2r+1)-lokal um~x ist

(beachte dazu: die Teilformeldist(zi, zj) > 2·(2r+1) in αℓ(z1, . . , zℓ) ist laut Beispiel 4.4
(2r+1)-lokal umzi, zj).
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Außerdem ist natürlich die Formel(µ(~x) ∧ χℓ ∧ ¬χℓ+1) äquivalent zur Formel
(

κℓ(~x) ∧ µ(~x) ∧ χℓ ∧ ¬χℓ+1

)

︸ ︷︷ ︸

=: (I)

∨
(

¬κℓ(~x) ∧ µ(~x) ∧ χℓ ∧ ¬χℓ+1

)

︸ ︷︷ ︸

=: (II)

Wir schauen uns zunächst die Formel (II) an und zeigen, dassdiese äquivalent zu einer
Formel in Gaifman-Normalform ist:
χℓ ∧ ¬κℓ(~x) impliziert natürlich, dass es mindestens ein Element außerhalb der2r+1-

Umgebung von~x geben muss, dessenr-Nachbarschaft die Formelδ erfüllt. Somit impliziert
χℓ∧¬κℓ(~x), dass auchµ(~x) gilt. Daher ist die Formel (II) äquivalent zur Formel(¬κℓ(~x)∧
χℓ ∧ ¬χℓ+1), die offensichtlich in Gaifman-Normalform ist.

Wir zeigen nun noch, dass auch die Formel (I) äquivalent zu einer Formel in Gaifman-
Normalform ist:
κℓ(~x) ∧ ¬χℓ+1 impliziert, dass esℓ verschiedene Elementez1, . . , zℓ in der 2r+1-

Nachbarschaft von~x gibt, die paarweisen Abstand> 2·(2r+1) voneinander haben, deren
r-Nachbarschaften allesamt die Formelδ erfüllen, und für die gilt:JedesElementu, des-
senr-Umgebung die Formelδ erfüllt, hat Abstand6 2·(2r+1) zu mindestens einem der
z1, . . , zℓ (denn sonst würdeχℓ+1 an Stelle von¬χℓ+1 gelten).

Dies wiederum bedeutet aber, dassjedesElementu, dessenr-Umgebung die Formelδ
erfüllt, in der3·(2r+1)-Nachbarschaft von~x liegt.

Somit impliziert κℓ(~x) ∧ ¬χℓ+1, dassµ(~x) äquivalent ist zur Formel

µ̃(~x) := ∃y
(

dist(~x, y) 6 3·(2r+1) ∧ dist(~x, y) > 2r+1 ∧ δ(y)
)

.

Daher ist die Formel (I) äquivalent zu
(

κℓ(~x) ∧ µ̃(~x) ∧ χℓ ∧ ¬χℓ+1

)

,

und diese Formel ist in Gaifman-Normalform, da die Formelµ̃(~x) (3·(2r+1) + r)-lokal
um~x, also(7r+3)-lokal um~x ist.

Damit ist nun (endlich) Fall 4 des Beweises von Theorem 4.9 abgeschlossen. Insgesamt
haben wir per Induktion nach dem Aufbau vonFO[σ]-Formeln gezeigt, dass jedeFO[σ]-
Formel äquivalent zu einer Formel in Gaifman-Normalform ist.

Außerdem führt der obige Beweis unmittelbar zu einem Algorithmus, der bei Einga-
be einer Formelϕ eine zuϕ äquivalente Formel in Gaifman-Normalform berechnet. Dies
schließt den Beweis von Theorem 4.9 ab. �

Ein alternativer, etwas kürzerer Beweis, der nicht per Induktion nach dem Formelaufbau
sondern durch Verwendung von EF-Spielen bzw. Hin-und-Her-Systemen vorgeht, wird in
Gaifmans Originalarbeit skizziert und im Buch von Ebbinghaus und Flum ausführlich dar-
gestellt. Dieser “modelltheoretische” Beweis liefert allerdings nicht unmittelbar einen Al-
gorithmus, der bei Eingabe einer Formel eine äquivalente Formel in Gaifman-Normalform
berechnet.
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4.2 Anwendungen des Satzes von Gaifman

Der Satz von Gaifman (Theorem 4.9) zeigt, dass Formeln der Logik erster Stufe nur sehr
eingeschränkte Ausdrucksstärke besitzen.Ähnlich wie der Satz von Hanf (3.25) führt der
Satz von Gaifman zu einemLokalitätsbegriff, mit dessen Hilfe man zeigen kann, dass vie-
le Eigenschaften nichtFO-definierbar sind. Der Satz von Gaifman führt daher unmittel-
bar zu Nicht-Ausdrückbarkeits-Resultaten für die Logikerster Stufe; diese werden in Ab-
schnitt 4.2.1 vorgestellt.

Der Satz von Gaifman ist aber nicht nur für Nicht-Ausdrückbarkeits-Resultate nützlich,
sondern auch für so genanntealgorithmische Meta-Theoreme, die besagen, dass Formeln
der Logik erster Stufe auf bestimmten Klassen von Strukturen sehr effizient ausgewertet
werden können. Auf solche Resultate werden wir kurz in Abschnitt 4.2.2 eingehen.

4.2.1 Die Gaifman-Lokalität der Logik erster Stufe

Bisher haben wir uns meistens mit der Frage beschäftigt, welche Klassen von Strukturen
durchSätzeder Logik erster Stufe (oder einer geeigneten anderen Logik) definiert werden
können. In Verbindung mit den in Kapitel 0.1 skizzierten Anwendungen von Logiken als
Datenbank-Anfragesprachenist es jedoch oft auch interessant, Formeln zu untersuchen die
freie Variablen besitzen. Der Begriff “Anfrage” lässt sich dabei folgendermaßen formalisie-
ren.

4.10 Definition (Anfrage). Seiσ eine relationale Signatur und seik ∈ N>1.

(a) Einek-stellige Anfrageist eine AbbildungQ, die jeder endlichenσ-Struktur A eine
k-stellige RelationQ(A) ⊆ Ak zuordnet.

(b) Einek-stellige AnfrageQ heißt FO-definierbar, falls es eineFO[σ]-Formelϕ(~x) mit
freien Variablen~x = x1, . . , xk gibt, so dass für alle endlichenσ-StrukturenA gilt:

Q(A) = {~a ∈ Ak : A |= ϕ[~a]}.

4.11 Beispiel.Seiσ := {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen RelationssymbolE be-
steht. Die 1-stellige AnfrageIsolierte-Punkte, die jedem GraphenG = (V,E) die Menge

Isolierte-Punkte(G) := { v ∈ V | es gibt inG keine Kante von oder zuv }

ist FO-definierbar durch die Formelϕ(x) := ¬∃y
(
E(x, y) ∨E(y, x)

)
.

Nun stellt sich natürlich die Frage,welcheAnfragenFO-definierbar sind.
In Definition 3.27 haben wir bereits den Begriff derHanf-Lokaliẗat (als Eigenschaft

von Strukturklassen) kennengelernt. Ein etwas anderer Lokalitätsbegriff, der sich nicht auf
Strukturklassen, sondern auf Anfragen bezieht, ist die folgendeGaifman-Lokaliẗat.
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4.12 Definition (Gaifman-Lokalität). Seiσ eine relationale Signatur und seik ∈ N>1. Eine
k-stellige AnfrageQ heißtGaifman-lokal, falls es einr ∈ N gibt, so dass für alle endlichen
σ-StrukturenA und alle~a ∈ Ak und~b ∈ Ak gilt:

Falls
(
NA

r (~a),~a
)
∼=

(
NA

r (~b),~b
)

, so
(

~a ∈ Q(A) ⇐⇒ ~b ∈ Q(A)
)

.

Aus dem Satz von Gaifman folgt unmittelbar, dass die Logik erster Stufe nur Gaifman-
lokale Anfragen definieren kann:

4.13 Theorem(Gaifman-Lokalität vonFO). Für jede relationale Signaturσ gilt:
Alle FO[σ]-definierbaren Anfragen sind Gaifman-lokal.

Beweis: Seik ∈ N, sei~x = x1, . . , xk, seiϕ(~x) eineFO[σ]-Formel, und seiQ die vonϕ(~x)
definiertek-stellige Anfrage.

Gemäß dem Satz von Gaifman (Theorem 4.9) istϕ(~x) äquivalent zu einer Formelϕ′(~x)
in Gaifman-Normalform. D.h.,ϕ′(~x) ist eine Boolesche Kombination von basis-lokalen
Sätzenχ1, . . , χs und lokalen Formelnψ1(~x), . . , ψt(~x), für geeignetes, t ∈ N.

Seir ∈ N so dass jede der Formelnψi(~x) r-lokal um~x ist.
Betrachte nun eine beliebigeσ-StrukturA. Seien~a ∈ Ak und~b ∈ Ak so dass

(
NA

r (~a),~a
)
∼=

(
NA

r (~b),~b
)
. Wir müssen zeigen, dassA |= ϕ′[~a] ⇐⇒ A |= ϕ′[~b]. Offensichtlich genügt

es, dafür folgendes zu zeigen:

(1) für allei ∈ {1, . . , s} gilt: A |= χi[~a] ⇐⇒ A |= χi[~b], und

(2) für allei ∈ {1, . . , t} gilt: A |= ψi[~a] ⇐⇒ A |= ψi[~b].

Punkt (1) gilt, weilχi ein Satzist und daher nicht von~a oder~b abhängt.
Punkt (2) gilt, weilψi r-lokal um~x ist und daher nur von derr-Nachbarschaft um~a bzw.
~b abhängt — und die Tupel~a und~b wurden gerade so gewählt, dass ihrer-Nachbarschaften
isomorph sind. �

4.14 Bemerkung. Indem man zeigt, dass eine AnfrageQ nicht Gaifman-lokalist, kann
man (unter Verwendung von Theorem 4.13) zeigen, dass die Anfrage nichtFO-definierbar
ist.

4.15 Beispiel.Die Erreichbarkeits-AnfrageE∗, die jedem endlichen GraphenG = (V,E)
die Relation

E∗(G) := { (v,w) ∈ V × V | es gibt inG einen Weg vonv nachw }

ist nicht Gaifman-lokal und daher laut Theorem 4.13 auch nicht FO-definierbar.

Beweis: Sei r eine beliebige natürliche Zahl. SeiG der Graph, der aus zwei disjunkten
gerichteten KreisenC und C ′ auf je 4r+4 Knoten besteht. Ferner seienv und w zwei
Knoten aufC vom Abstand DistG(v,w) > 2r, und seiw′ ein beliebiger Knoten aufC ′.
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Offensichtlich ist dann
(
NG

r (v,w), v, w
)

die disjunkte Vereinigung von zwei gerich-
teten Pfaden der Länge2r+1, so dassv undw die Mittelpunkte der beiden Pfade sind.
Außerdem ist auch

(
NG

r (v,w′), v, w′
)

die disjunkte Vereinigung von zwei gerichteten
Pfaden der Länge2r+1, wobeiv undw′ die Mittelpunkte der beiden Pfade sind.
Somit gilt also

(
NG

r (v,w), v, w
)
∼=

(
NG

r (v,w′), v, w′
)
.

Andererseits gilt aber:(v,w) ∈ E∗(G) und (v,w′) 6∈ E∗(G) .
Somit ist die Erreichbarkeits-AnfrageE∗ nicht Gaifman-lokal. �

4.2.2 Effiziente Auswertung vonFO auf bestimmten Klassen von Strukturen

Aus den vorherigen Kapiteln wissen wir bereits, dass die kombinierte Komplexität des Aus-
wertungsproblems fürFO

AUSWERTUNGSPROBLEM F̈UR FO AUF Fin

Eingabe: eine endliche StrukturA und einFO-Satzϕ

Frage: Gilt A |= ϕ ?

PSPACE-vollständig ist (Satz 2.51) und dass es einen Algorithmusgibt, der das Problem
in Zeit O(k·nk) löst, wobein die Größe (einer geeigneten Kodierung) der eingegebenen
StrukturA und k die Größe der eingegebenen Formelϕ bezeichnet (der im Beweis von
Lemma 1.59 skizzierte Algorithmus hält diese Zeitschranke ein). Auf der Klasse aller end-
lichen Strukturen ist das Auswertungsproblem fürFO also i.A. schwierig.

Wenn man allerdings an Stelle der ganzen KlasseFin nur bestimmteendliche Strukturen
als Eingabe zulässt, kann das Auswertungsproblem fürFO — unter Verwendung z.B. des
Satzes von Gaifman — deutlich effizienter gelöst werden. Eine Art von Beispielen sind
Klassen von Graphen von beschränktem Grad, die folgendermaßen definiert sind:

4.16 Definition (Klassen von Graphen von beschränktem Grad).

(a) SeiG ein Graph. DerGrad eines Knotensv vonG ist die Anzahl aller Kanten, diev als
Ausgangspunkt oder Endpunkt haben.
DerGrad vonG ist der maximale Grad eines Knotens vonG.

(b) SeiC eine Klasse von Graphen und seid ∈ N.
C ist eineKlasse von Graphen vom Grad6 d, falls jeder GraphG ∈ C Grad6 d hat.

(c) C ist eineKlasse von Graphen von beschränktem Grad, falls es eine Zahld ∈ N gibt,
so dassC eine Klasse von Graphen vom Grad6 d ist.

4.17 Theorem(Seese, 1996).
Für jedesd ∈ N gibt es eine berechenbare Funktionfd : N→ N, so dass das
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AUSWERTUNGSPROBLEM F̈UR FO AUF DER

KLASSE ALLER ENDLICHEN GRAPHEN VOM GRAD 6 d

Eingabe: ein endlicher GraphG vom Grad6 d und einFO[E]-Satzϕ

Frage: Gilt G |= ϕ ?

in Zeit fd(k) · n gel̈ost werden kann, wobeik die Größe der Formelϕ undn die Größe
(einer geeigneten Kodierung) des GraphenG bezeichnet.

Das heißt, f̈ur jeden festenFO-Satzϕ ist das Problem, zu gegebenem GraphenG vom
Grad6 d zu entscheiden, obG |= ϕ, in Linearzeit l̈osbar.

Beweis: Seeses Originalbeweis argumentiert unter Verwendung des Satzes von Hanf. Wir
werden hier im Folgenden einen auf dem Satz von Gaifman basierenden Beweis geben,
der (im Gegensatz zu dem Hanf-basierten Ansatz) den Vorteilhat, dass er auch auf andere
Klassen von Strukturen übertragen werden kann (siehe das folgende Theorem 4.18).

Sei d ∈ N fest, seiϕ der gegebeneFO[E]-Satz, und seiG = (V G, EG) der gegebene
Graph vom Grad6 d. Wir schreibenn um die Größe (der Kodierung) vonG zu bezeichnen.

Zunächst nutzen wir den Algorithmus aus Theorem 4.9, umϕ in einen äquivalenten Satz
ϕ′ in Gaifman-Normalformzu übersetzen. Dann testen wir nacheinander für jeden einzelnen
basis-lokalen Satzχ, der in ϕ′ vorkommt, obG |= χ. Am Ende können wir dann die
Resultate für die einzelnen basis-lokalen Sätzeχ einfach kombinieren, um zu ermitteln, ob
G |= ϕ′.

Sei im Folgendenχ ein basis-lokaler Satz der Form

∃x1 · · · ∃xℓ

( ( ∧

16i<j6ℓ

dist(xi, xj) > 2·r
)

∧
( ℓ∧

i=1

ψ(xi)
) )

,

wobeiℓ, r ∈ N undψ(x) r-lokal umx ist. Natürlich giltG |= χ genau dann, wenn es min-
destensℓ Knoten vom paarweisen Abstand> 2r in G gibt, so dass dier-Nachbarschaften
dieserℓ Knoten allesamt dier-lokale Formelψ erfüllen. Um zu entscheiden, obG |= χ,
gehen wir in 2 Schritten vor:

Schritt 1: Bestimme für jeden Knotenv ∈ V G, obNG
r (v) |= ψ[v], und markiere diejeni-

gen Knotenv, für dieNG
r (v) |= ψ[v] gilt, als rot.

Schritt 2: Entscheide, ob es inG ℓ rote Knoten vom paarweisen Abstand> 2r gibt.

Zum Lösen von Schritt 1 beachte, dass für jeden Knotenv in einem GraphenG vom Grad
6 d gilt:

|NG
r (v)| 6 1 + d+ d2 + · · ·+ dr 6 dr+1 ,
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d.h. die Größe vonNG
r (v) hängt nicht von der Größe vonG ab, sondern nur von den Zahlen

d undr. Schritt 1 kann daher folgendermaßen gelöst werden:

Algorithmus 1:

1: for v ∈ V G do
2: berechneNG

r (v)

3: teste, obNG
r (v) |= ψ[v]

4: if NG
r (v) |= ψ[v] then markierev rot

5: endfor

Jede der Zeilen 2–4 wird|V G|-mal durchlaufen. Für jeden einzelnen Durchlauf durch Zei-

le 2 wird Zeit 6 f
(1)
d (r) gebraucht (für eine geeignete Funktionf (1)

d : N → N), da

|NG
r (v)| 6 dr+1 ist. Für jeden einzelnen Durchlauf durch Zeile 3 wird Zeit6 f

(2)
d (r, ||ψ||)

gebraucht (für eine geeignete Funktionf (2)
d : N × N → N), da |NG

r (v)| 6 dr+1 ist. Für
jeden einzelnen Durchlauf durch Zeile 4 wird ZeitO(1) gebraucht.

Insgesamt benötigt Algorithmus 1 also bei Eingabe eines GraphenG vom Grad6 d und
einerr-lokalen Formelψ(x) also Zeit6 f

(3)
d (r, ||ψ||) · n, wobeif (3)

d : N × N → N eine
geeignete Funktion ist.

Zum Lösen von Schritt 2 müssen wir nun nochℓ rote Knoten vom paarweisen Abstand
> 2r finden. Dies wird durch den folgenden Algorithmus gewährleistet:

Algorithmus 2:

1: initialisiereR als die Menge allerrotenKnoten inV G

2: initialisiereX := ∅
%X ist die bisher gefundene Menge roter Knoten vom Abstand> 2r

3: while R 6= ∅ do
4: wähle ein beliebigesv ∈ R

5: R := R \NG
2r(v)

6: X := X ∪ {v}

7: endwhile
8: if |X| > ℓ then akzeptiereG

9: else

10: NG
4r(X) :=

⋃

x∈X

NG
4r(x)

11: nutze einen naiven Algorithmus zum Testen, ob es inNG
4r(X)

ℓ rote Knoten vom paarweisen Abstand> 2r gibt.
12: endif

Dieser Algorithmus verwendet zunächst eine Greedy-Strategie, um aus denrotenKnoten in
G eine MengeX von roten Knoten mit paarweisem Abstand> 2r auszuwählen. Dazu wird
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in der Schleife in Zeilen 3–7 jeweils ein beliebiger Knotenv ausR ausgewählt und danach
werden alle Knoten mit Abstand6 2r von v ausR gelöscht.

Wurde auf diese Weise eine MengeX mit (mindestens)ℓ roten Knoten vom paarweisen
Abstand> 2r gefunden, so können wir anhalten undG akzeptieren.

Enthält die MengeX jedoch weniger alsℓ Knoten, so können wir daraus noch nicht
schließen, dass wirG verwerfen können, denn wir könnten ja in der Schleife die Knoten
v für X einfach ungeschickt ausgewählt haben. Was wir jedoch auf jeden Fall wissen ist,
dassjeder rote Knoten vonG in der2r-Nachbarschaft eines Elements ausX liegt. Daraus
folgt auch, dass die2r-Nachbarschaft jedesroten Knotens in der4r-Nachbarschaft eines
Elements ausX, also in der in Zeile 10 definierten MengeNG

4r(X) liegt. Da |X| 6 ℓ−1
ist und daG ein Graph vom Grad6 d ist, wissen wir, dass

|NG
4r(X)| 6 (ℓ−1) · d4r+1.

Daher hängt die Zeit, die für Zeile 11 des Algorithmus ben¨otigt wird, also nicht von der
Größe vonG sondern nur von einer Zahlf (4)

d (ℓ, r) ab (für eine geeignete Funktionf (4)
d :

N× N→ N).
Insgesamt löst Algorithmus 2 damit die in Schritt 2 gestellte Aufgabe und benötigt dabei

für die Zeilen 1–7 eine Laufzeit6 f
(5)
d (r) · n. Für die Zeilen 8–12 wird eine Laufzeit

benötigt, die nur vond, ℓ undr, nicht aber von der Größe vonG abhängt.
Insgesamt liefert die Hintereinander-Ausführung der Algorithmen 1 und 2 einen Algo-

rithmus, der bei Eingabe eines basis-lokalen Satzesχ der Größek und eines GraphenG
vom Grad6 d in Zeit fd(k) · n testet, obG |= χ (wobei fd : N → N eine geeignete
Funktion ist). �

Ein weiteres Beispiel für eine Klasse von Strukturen, auf der das Auswertungsproblem
für FO in Linearzeit Datenkomplexität gelöst werden kann, ist:

4.18 Theorem(Frick, Grohe, 2001). Es gibt eine berechenbare Funktionf , so dass das

AUSWERTUNGSPROBLEM F̈UR FO AUF PLANAREN GRAPHEN

Eingabe: ein planarer GraphG und einFO-Satzϕ

Frage: Gilt G |= ϕ ?

in Zeit f(k) · n gel̈ost werden kann, wobeik die Größe der Formelϕ undn die Größe
(einer geeigneten Kodierung) des GraphenG bezeichnet.

Das heißt, f̈ur jeden festenFO-Satzϕ ist das Problem, zu gegebenem planaren Graphen
G zu entscheiden, obG |= ϕ, in Linearzeit l̈osbar.

Der Beweis von Theorem 4.18 basiert auf (a) dem Satz von Gaifman und (b) dem Kon-
zept einerBaumzerlegungeines Graphen, das in dieser Vorlesung allerdings nicht genauer
betrachtet wird. Wir werden hier daher keinen Beweis von Theorem 4.18 angeben.

Um die Aussage von Theorem 4.18 und Theorem 4.17 zu verdeutlichen, betrachten wir
kurz ein konkretes Beispiel. Für jede feste Zahlk ∈ N kann das Problem
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k-INDEPENDENT-SET

Eingabe: ein GraphG

Frage: Gibt es inG eine unabhängige Menge der Größek, d.h. eine
Menge vonk Knoten, zwischen denen es keine Kanten gibt?

durch einen Algorithmus gelöst werden, der ZeitΘ(nk) benötigt (der Algorithmus testet
einfach jedek-elementige Knotenmenge darauf, ob sie unabhängig ist). Andererseits ist
zunächst völlig unklar, ob es einen Algorithmus geben kann, der das Problem in Linearzeit,
also in ZeitO(n) löst. Da dask-INDEPENDENT-SET Problem jedoch durch denFO-Satz

ϕ := ∃x1 · · · ∃xk

∧

16i<j6k

(

¬xi=xj ∧ ¬E(xi, xj) ∧ ¬E(xj, xi)
)

definiert wird (in dem Sinn, dass für jeden GraphenG gilt: G |= ϕ ⇐⇒ G besitzt
eine unabhängige Menge der Größek), folgt aus Theorem 4.18 und Theorem 4.17, dass es
Algorithmen gibt, die dask-INDEPENDENT-SET Problem in ZeitO(n) lösen, wenn man als
Eingabe-Graphen ausschließlichplanare Graphen oder Graphen vonbeschr̈anktem Grad
zulässt.

4.3 Untere Schranken für Formeln in Gaifman-Normalform

Insbesondere angesichts der in Abschnitt 4.2.2 dargestellten algorithmischen Anwendungen
des Satzes von Gaifman ist es natürlich interessant zu wissen, wie effizient die laut Satz von
Gaifman mögliche Umformung einerFO-Formel in eine äquivalente Formel in Gaifman-
Normalform durchgeführt werden kann. Eine Analyse des Algorithmus, der sich aus dem
Beweis von Theorem 4.9 ergibt, zeigt, dass die Laufzeit dieses Algorithmus verheerend ist,
da sich die Laufzeit mit jedem Quantor, der in der Formel vorkommt, um mindestens eine
Zweierpotenz erhöht. Für eine Formel mitk ineinander geschachtelten Quantoren ist die
Laufzeit also größer als

Turm(k) := 222·
··
2 }

k
.

4.19 Definition. Die Funktion Turm : N → N ist induktiv definiert durchTurm(0) := 1
undTurm(k+1) := 2Turm(k).

Die Tatsache, dass der eine Algorithmus zur Tranformation in Gaifman-Normalform,
den wir bisher kennengelernt haben, eine verheerende Laufzeit besitzt, heißt natürlich noch
nicht, dass die Tranformation prinzipiell nicht effizienter bewerkstelligt werden kann. Ziel
dieses Abschnitts ist nun, zu zeigen, dass es in der Tat keinen wesentlich effizienteren Algo-
rithmus geben kann, allein schon deshalb, weil esFO-Sätze gibt, deren kürzeste äquivalente
Sätze in Gaifman-Normalformextremlang sind. Dies wird durch das folgende Theorem
präzisiert.
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4.20 Theorem (Dawar, Grohe, Kreutzer, Schweikardt, 2007). Für jedesh ∈ N>1 gibt
es einenFO[E]-Satzϕh der GrößeO(h4), so dass jeder zuϕh äquivalenteFO[E]-Satz in
Gaifman-Normalform mindestens die Größe Turm(h) hat.

Bevor wir den Beweis von Theorem 4.20 angeben können, müssen wir zunächst ein paar
für den Beweis nützliche Werkzeuge einführen.

4.21 Definition(Baum-Kodierung natürlicher Zahlen). Für natürliche Zahleni, n schreiben
wir bit(i, n), um dasi-te Bit der Bin̈ardarstellung vonn zu bezeichnen. D.h., bit(i, n) = 0
falls

⌊
n
2i

⌋
gerade ist, und bit(i, n) = 1 falls

⌊
n
2i

⌋
ungerade ist. Induktiv definieren wir für

jede natürliche Zahln einen BaumB(n) wie folgt:

• B(0) ist der Baum, der aus genau einem Knoten besteht.

• Für n > 1 ist B(n) der Baum, der durch Erzeugen eines neuen Wurzelknotens ent-
steht, an den die BäumeB(i) angehängt werden, für allei mit bit(i, n) = 1.

B(0)
b

B(1)
b

b

B(2)
b

b

b

B(3)
b

b

b

b

B(4)
b

b

b

b

B(5)
b

b

b

b

b

B(6)
b

b

b

b

b

b

B(7)
b

b

b

b

b

b

b

B(8)
b

b

b

b

b

B(9)
b

b b

b

b

b

B(10)
b

b b

bb

b

b

Abbildung 4.1: Die BäumeB(0) bisB(10)

Für einen BaumB bezeichneHöhe(B) die Länge des längsten gerichteten Pfades inB.
Man sieht leicht (Details:̈Ubung), dass folgendes gilt:

für alleh, n ∈ N ist Höhe(B(n)) 6 h ⇐⇒ n < Turm(h) . (4.4)

Das nächste Lemma zeigt, dass Baum-Kodierungen natürlicher Zahlen durch relativ kurze
Formeln der Logik erster Stufe verglichen werden können. In diesem Lemma und den fol-
genden Lemmas benutzen wir folgende Notation: IstA = (A,EA) ein gerichteter Graph
und ist a ∈ A ein Knoten inA, so bezeichnetAa die Menge aller Knoten, die vona
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b

b

b

b b

bb

b

b

Abbildung 4.2: Der BaumB(2210
)

aus durch einen gerichteten Pfad inA erreichbar sind (insbesondere gehörta zur Men-
geAa). Aa bezeichnet den induzierten Subgraph vonA mit KnotenmengeAa, d.h.Aa =
(Aa, E

A ∩A2
a).

4.22 Lemma. Für jedesh ∈ N gibt es eineFO[E]-Formel eqh(x, y) der LängeO(h),
so dass f̈ur alle StrukturenA = (A,EA) und alle Knotena, b ∈ A gilt: Falls es Zahlen
m,n < Turm(h) gibt, so dass die StrukturenAa andAb isomorph zuB(m) undB(n) sind,
so gilt: A |= eqh[a, b] ⇐⇒ m = n .

Beweis: Wir definieren die Formelneqh(x, y) per Induktion nachh.
WegenTurm(0) = 1 gilt: m,n < Turm(0) ⇐⇒ m = n = 0. Daher kann alseq0(x, y)
einfach eine Formel gewählt werden, dieimmererfüllt ist, z.B. eq0(x, y) := ∀z z=z .

Für den Induktionsschritt seih > 1. Wir nehmen an, dass die Formeleqh−1(x, y) bereits
konstruiert ist. Umeqh(x, y) zu konstruieren, seienA = (A,EA) unda, b ∈ A gegeben, so
dass es Zahlenm,n < Turm(h) gibt, mit Aa

∼= B(m) undAb
∼= B(n). Insbesondere sind

dann die Teilbäume, deren Wurzeln die Kinder vona sind, isomorph zuB(m1), . . . ,B(mk),
wobeim1, . . ,mk geeignete paarweise verschiedene Zahlen< Turm(h−1) sind. Analog
sind die Teilbäume, deren Wurzeln die Kinder vonb sind, isomorph zuB(n1), . . . ,B(nℓ),
wobein1, . . , nℓ geeignete paarweise verschiedene Zahlen< Turm(h−1) sind.

Die Formeleqh(x, y) muss ausdrücken, dass{m1, . . ,mk} = {n1, . . , nℓ}, d.h., dass es
für jedesmi einnj mit mi = nj gibt und umgekehrt. Als ersten Ansatz wählen wir dazu

eq′h(x, y) := ∀x′
(

E(x, x′)→ ∃y′
(
E(y, y′) ∧ eqh−1(x

′, y′)
))

∧

∀y′′
(

E(y, y′′)→ ∃x′′
(
E(x, x′′) ∧ eqh−1(x

′′, y′′)
))

.

Diese Formel drückt das Gewünschte aus. Da ineq′h die Formeleqh−1 zweimal vorkommt,
ist die Formeleq′h jedoch deutlich zu lang (denn wenn wireq′h auf diese Weise per Induk-
tion nachh definieren, so erhalten wir Formeln, deren Länge exponentiell in h ist). Dieses
exponentielle Wachstum der Formelneqh können wir aber durch den folgenden Trick ver-
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hindern: Offensichtlich ist die Formeleq′h(x, y) äquivalent zur Formel
((
∃x′ E(x, x′)

)
↔

(
∃y′ E(y, y′)

))

∧

∀x′
(

E(x, x′)→ ∃y′
(
E(y, y′) ∧ ∀y′′

(

E(y, y′′)→ ∃x′′
(
E(x, x′′) ∧

(

eqh−1(x
′, y′) ∧ eqh−1(x

′′, y′′)
) )) ))

.

Außerdem ist natürlich die Formel
(

eqh−1(x
′, y′)∧eqh−1(x

′′, y′′)
)

äquivalent zur Formel

∀u ∀v
((

(u = x′ ∧ v = y′) ∨ (u = x′′ ∧ v = y′′)
)
→ eqh−1(u, v)

)

.

Insgesamt wählen wir dahereqh(x, y) :=
((
∃x′ E(x, x′)

)
↔

(
∃y′ E(y, y′)

))

∧

∀x′
(

E(x, x′)→ ∃y′
(
E(y, y′) ∧ ∀y′′

(

E(y, y′′)→ ∃x′′
(
E(x, x′′) ∧

∀u ∀v
((

(u = x′ ∧ v = y′) ∨ (u = x′′ ∧ v = y′′)
)
→ eqh−1(u, v)

) )) ))

und erhalten damit eine Formel, die das Gewünschte ausdrückt. Da außderdem ineqh die
Formeleqh−1 nur einmal vorkommt, erhält man per Induktion nachh, dass||eqh|| = O(h).

�

Unter Nutzung dieses Lemmas kann man leicht die beiden folgenden Lemmas beweisen,
die Formeln bereitstellen, deren Länge polynomiell inh ist, und die Baum-Kodierungen
identifizieren bzw. Arithmetik auf Baum-Kodierungen von Zahlen bis zur GrößeTurm(h)
definieren können.

4.23 Lemma. Für jedesh ∈ N gibt es eineFO[E]-Formel encodingh(x) der LängeO(h2),
so dass f̈ur alle StrukturenA = (A,EA) und allea ∈ A gilt: A |= encodingh[a] ⇐⇒
es gibt eini ∈ {0, . . ,Turm(h)−1} so dassAa isomorph zuB(i) ist.

Beweis: WegenTurm(0) = 1 muss die Formelencoding0 ausdrücken, dassAa isomorph
zum BaumB(0) ist, der aus genau einem Knoten besteht. Daher können wirencoding0(x) :=
¬∃y E(x, y) setzen.

Fürh > 1 wählen wir encodingh(x) :=

∀y
(

E(x, y)→ encodingh−1(y)
)

∧

∀y ∀y′
((
E(x, y) ∧ E(x, y′) ∧ ¬y=y′

)
→ ¬eqh−1(y, y

′)
)

.

Man sieht leicht, dass die Formelencodingh das Gewünschte ausdrückt. Hinsichtlich der
Länge der Formelencodingh gibt es außerdem einc > 0, so dass

||encodingh|| 6 ||encodingh−1||+ ||eqh−1||+ c
6 ||encodingh−2||+ ||eqh−2||+ ||eqh−1||+ 2·c
6 · · ·

6 ||encoding0||+
∑h−1

h′=0 ||eqh′ ||+ c·h = O(h2)
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(beachte dazu, dass laut Lemma 4.22 gilt:||eqh′ || = O(h′)). �

4.24 Lemma.Für jedesh ∈ N gibt esFO[E]-Formeln bith(x, y) der LängeO(h), lessh(x, y)
der LängeO(h2), min(x) konstanter L̈ange (die nicht vonh abḧangt), succh(x, y) der
LängeO(h3) und maxh(x) der LängeO(h4), so dass f̈ur alle StrukturenA = (A,EA) und
alle a, b ∈ A gilt: Falls es Zahlenm,n < Turm(h) gibt, so dass die StrukturenAa undAb

isomorph zuB(m) undB(n) sind, dann gilt:

(a) A |= bith[a, b] ⇐⇒ bit(m,n) = 1 .

(b) A |= lessh[a, b] ⇐⇒ m < n .

(c) A |= min[a] ⇐⇒ Aa ist isomorph zuB(0) .

(d) A |= succh[a, b] ⇐⇒ m+ 1 = n .

(e) A |= maxh[a] ⇐⇒ Aa ist isomorph zuB(Turm(h)−1) .

Beweis: (a): Setzebith(x, y) := ∃y′
(
E(y, y′) ∧ eqh(y′, x)

)
.

(b): Wir definieren die Formelnlessh(x, y) per Induktion nachh.
WegenTurm(0) = 1 gilt: m,n < Turm(0) ⇐⇒ m = n = 0. Daher kann alsless0(x, y)
einfach eine Formel gewählt werden, dienie erfüllt wird, z.B. less0(x, y) := ∃x ¬x=x .
Fürh > 1 wählen wir lessh(x, y) :=

∃y′
(

E(y, y′) ∧

∀x′
(
E(x, x′)→ ¬eqh−1(x

′, y′)
)
∧

∀x′′
(
(E(x, x′′) ∧ lessh−1(y

′, x′′))→ ∃y′′(E(y, y′′) ∧ eqh−1(y
′′, x′′)

) )

.

Anhand von Definition 4.21 sieht man leicht, dass die Formellessh ausdrückt, dass es eine
Zahl i gibt (die der Variableny′ in lessh entspricht), so dass bit(i, n) = 1, bit(i,m) = 0,
und für jede Zahlj (die der Variablenx′′ in lessh entspricht) mitj > i und bit(j,m) = 1
gilt, dass bit(j, n) = 1. Daher drückt die Formellessh aus, dassm < n ist. Außerdem folgt
auf die gleiche Art wie im Beweis von Lemma 4.23, dass||lessh|| = O(h2).

(c): Da B(0) aus genau einem Knoten besteht, können wirmin(x) := ¬∃y E(x, y)
wählen.

(d): Wir definierensucch per Induktion nachh und nutzen dabei die Formelneqh−1 und
lessh−1. Fürh = 0 kann alssucc0 natürlich eine Formel gewählt werden, dienie erfüllt ist.

Für h > 1 drücken die ersten drei Zeilen der folgenden Formelsucch aus, dass es eine
Zahl i gibt (die der Variableny′ entspricht), so dassi die kleinste Zahl mit bit(i, n) = 1 ist,
und dass für diese Zahli gilt bit(i,m) = 0. Die Zeilen 4 und 5 drücken aus, dass für jedes
j > i gilt: Falls bit(j, n) = 1, so auch bit(j,m) = 1, und umgekehrt, falls bit(j,m) = 1,
so auch bit(j, n) = 1. Die letzten beiden Zeilen drücken folgendes aus: Fallsi 6= 0, so ist
bit(0,m) = 1 und für jedesj < i mit bit(j,m) = 1 ist

(
j+1 = i oder bit(j+1,m) = 1

)
.
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Insgesamt drückt die Formelsucch also aus, dassm+ 1 = n ist.

succh(x, y) := ∃y′
(

E(y, y′) ∧ ∀y′′
(

(E(y, y′′) ∧ ¬y′′=y′)→ lessh−1(y
′, y′′)

)

∧

∀x′
(

E(x, x′)→ ¬eqh−1(x
′, y′)

)

∧

∀y′′
((
E(y, y′′) ∧ lessh−1(y

′, y′′)
)
→ ∃x′′

(
E(x, x′′) ∧ eqh−1(x

′′, y′′)
))

∧

∀x′′
((
E(x, x′′) ∧ lessh−1(y

′, x′′)
)
→ ∃y′′

(
E(y, y′′) ∧ eqh−1(y

′′, x′′)
))

∧

¬min(y′)→
(

∃x′
(
E(x, x′) ∧min(x′)

)
∧

∀x′
((
E(x, x′) ∧ lessh−1(x

′, y′)
)
→

(
∃z(succh−1(x

′, z) ∧ (z=y′ ∨ E(x, z))
)))

.

Wegen||lessh−1|| = O((h−1)2) und ||eqh−1|| = O(h−1), folgt (auf ähnliche Weise wie
im Beweis von Lemma 4.23), dass||succh|| = O(

∑

h′6h h
′2) = O(h3).

(e): WegenTurm(0) = 1, muss die Formelmax0 ausdrücken, dassAa isomorph zu
B(0) ist, d.h. aus genau einem Knoten besteht. Wir können dahermax0(x) := ¬∃y E(x, y)
wählen. Fürh > 1 wählen wir

maxh(x) := encodingh(x) ∧ max′h(x) ,

wobei die Formelmax′h(x) folgendermaßen per Induktion nachh definiert ist: Fürh = 0
setzemax′0(x) := max0(x) := ¬∃y E(x, y). Für h > 1 beachte, dassTurm(h)−1 =
2Turm(h−1)−1. Daher besteht der BaumB′ := B(Turm(h)−1) aus einem Wurzelknoten,
an den für jedesi mit 0 6 i < Turm(h−1) ein Kind ti angehängt ist, so dassB′ti isomorph
zuB(i) ist. Wir wählen

max′h(x) := ∃y
(
E(x, y) ∧min(y)

)
∧

∀y
(

E(x, y) →
(

max′h−1(y) ∨ ∃z
(
E(x, z) ∧ succh−1(y, z)

) ) )

.

Man sieht leicht, dass die Formelmaxh(x) das Gewünschte ausdrückt. Außerdem erhalten
wir (auf ähnliche Art wie im Beweis von Lemma 4.23) wegen||succh−1|| = O((h−1)3)
und||eqh−1|| = O(h−1), dass||max′h|| = O(

∑

h′6h h
′3) = O(h4). Somit folgt||maxh|| =

O(h4). Insgesamt ist der Beweis von Lemma 4.24 damit beendet. �

Wir haben nun alle Werkzeuge bereitgestellt, die zum Beweisvon Theorem 4.20 nötig
sind.

Beweis von Theorem 4.20:
Wir nutzen die Baum-Kodierung natürlicher Zahlen, die in Definition 4.21 eingeführt wur-
de. Fürh > 1 sei

Wh :=
⊔

06j<Turm(h)

B(j)
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der Wald, der aus der disjunkten Vereinigung der BäumeB(j) für allej ∈ {0, . . ,Turm(h)−1}
besteht. Außerdem sei für jedesi ∈ {0, . . ,Turm(h)−1}

W−i
h :=

⊔

06j<Turm(h)
so dassj 6=i

B(j)

der Wald, der aus der disjunkten Vereinigung der BäumeB(j) für alle j mit j 6= i und
j ∈ {0, . . ,Turm(h)−1} besteht.

Nun seiroot(x) eineFO[E]-Formel, die ausdrückt, dass der Knotenx den Ein-Grad0 hat,
d.h. root(x) := ¬∃y E(y, x) .
Unter Verwendung der Formeln aus Lemma 4.24 wählen wir denFO[E]-Satzϕh wie folgt:

ϕh := ∃x
(
root(x) ∧min(x)

)
∧

∀y
((

root(y) ∧ ¬maxh(y)
)
→ ∃z

(
root(z) ∧ succh(y, z)

))

.

Gemäß Lemma 4.24 wissen wir, dass||ϕh|| = O(h4), und dass

Wh |= ϕh und, für allei < Turm(h), W−i
h 6|= ϕh . (4.5)

Sei nunϕ′ ein zuϕh äquivalenterFO[E]-Satz inGaifman-Normalform. Aus (4.5) folgt,
dass

Wh |= ϕ′ und, für allei < Turm(h), W−i
h 6|= ϕ′ . (4.6)

Unser Ziel ist, zu zeigen, dassH := ||ϕ′|| > Turm(h). Wir führen einen Beweis durch
Widerspruch und nehmen im Folgenden an, dassH < Turm(h).

Daϕ′ in Gaifman-Normalform ist, istϕ′ eine Boolesche Kombination basis-lokaler Sätze
χ1, . . , χK , wobei jedesχk (für k ∈ {1, . . ,K}) von der Form

χk := ∃x1 · · · ∃xℓk

( ( ∧

16i<j6ℓk

dist(xi, xj) > 2rk

)

∧
( ℓk∧

i=1

ψk(xi)
) )

ist mit ℓk, rk ∈ N>1 undψk(x) rk-lokal umx. Insbesondere gilt

ℓ1 + · · ·+ ℓK 6 ||ϕ′|| =: H . (4.7)

Wir können o.B.d.A. annehmen, dass es eine ZahlK̃ mit 0 6 K̃ 6 K gibt, so dass

für jedesk 6 K̃, Wh |= χk , und für jedesk > K̃, Wh 6|= χk . (4.8)

Für jedesk 6 K̃ wissen wir, dassWh |= χk, d.h. es gibt Knotent(k)
1 , . . . , t

(k)
ℓk

in Wh, so
dass die Formel

( ∧

16i<j6ℓk

dist(xi, xj) > 2rk

)

∧
( ℓk∧

i=1

ψk(xi)
)

(4.9)
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inWh erfüllt ist, wenn jede Variablexi mit dem Knotent(k)
i interpretiert wird. Die Menge

{ t
(k)
i : k 6 K̃ undi 6 ℓk } besteht aus höchstensℓ1 + · · ·+ ℓK̃ 6 H verschiedenen Kno-

ten (siehe (4.7)). Da wir annehmen, dassH < Turm(h), und daWh ausTurm(h) disjunkten
Bäumen besteht, muss es mindestens eine disjunkte KomponenteB vonWh geben, in der
keiner der Knoten aus{ t(k)

i : k 6 K̃ undi 6 ℓk } liegt. Seij ∈ {0, . . ,Turm(h)−1} so
dassB = B(j).

Natürlich enthält nun der WaldW−j
h , der ausWh durch Löschen der disjunkten Kompo-

nenteB(j) entsteht, immer noch sämtliche Knoten aus{ t(k)
i : k 6 K̃ undi 6 ℓk }.

Hinsichtlich (4.9) beachte, dass jede Formelψk(xi) rk-lokal um xi ist. Wenn die Va-

riablenxi mit den Knotent(k)
i interpretiert werden, kann die Formel daher nur über die

rk-Nachbarschaft vont(k)
i “sprechen”; und dieserk-Nachbarschaft ist inW−j

h identisch zur
rk-Nachbarschaft inWh. Aus (4.9) erhalten wir daher, dassW−j

h |= χk, für jedesk 6 K̃.
Betrachten wir nun die Formelnχk mit k > K̃. Aus (4.8) wissen wir, dassWh 6|= χk,

d.h.,Wh |= ¬χk, wobei die Formel¬χk von der folgenden Form ist:

¬∃x1 · · · ∃xℓk

( ( ∧

16i<j6ℓk

dist(xi, xj) > 2rk

)

∧
( ℓk∧

i=1

ψk(xi)
) )

.

Daψk(xi) rk-lokal umxi ist, und daW−j
h ausWh durch Löschen einer disjunkten Kom-

ponente entsteht, gilt auchW−j
h |= ¬χk. Insgesamt haben wir nun folgendes gezeigt:

für jedesk 6 K̃, W−j
h |= χk , und für jedesk > K̃, W−j

h 6|= χk . (4.10)

(4.10) und (4.8) besagen, dassW−j
h genau dieselben basis-lokalen Sätze aus{χ1, . . . , χK}

erfüllt wieWh. Daϕ′ eine Boolesche Kombination der Sätzeχ1, . . , χK ist, erhalten wir
daher, dassW−j

h |= ϕ′ ⇐⇒ Wh |= ϕ′ . Dies widerspricht jedoch (4.6). Insgesamt ist
damit der Beweis von Theorem 4.20 beendet.
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5 Fixpunktlogiken

In Kapitel 2.2 haben wir verschiedene Erweiterungen der Logik erster Stufe um Fixpunkt-
Konstrukte kennengelernt, insbesondere die LogikenLFP, IFP undPFP. Standen dort vor al-
lem die Anwendung dieser Logiken zur Beschreibung von Komplexitätsklassen im Vorder-
grund, so werden wir in diesem Kapitel genauer auf die Eigenschaften von Fixpunktlogiken
an sich eingehen.

Anschließend an Abschnitt 3.3 werden wir zunächst zeigen,dass sich alle bisher behan-
delten Fixpunktlogiken in die LogikLω∞ω einbetten lassen. Anschließend werden wir auf
eine syntaktische Variante solcher Logiken eingehen, die das Aufschreiben von Formeln
stark vereinfacht und modularisiert.

5.1 Fixpunktlogiken und L
ω
∞ω

Zur Erinnerung: In Definition 1.11 hatten wir bereits festgelegt, dass

• Fin die Klasse aller endlichen Strukturen bezeichnet (über beliebigen Signaturen),

• FinOrd die Klasse aller endlichen linear geordneten Strukturen bezeichnet (über be-
liebigen Signaturen, die ein 2-stelliges Relationssymbol< enthalten, das stets durch
eine lineare Ordnung auf dem Universum der jeweiligen Struktur interpretiert wird).

5.1 Definition. (a) Für LogikenL und L ′ und eine KlasseC von Strukturen schreiben
wir “ L 6 L ′ auf C” , falls es für jede Formelϕ ∈ L eine Formelϕ′ ∈ L ′ gibt,
die zuϕ auf C äquivalent ist, d.h.frei(ϕ′) = frei(ϕ) und für alleA ∈ C und alle
Interpretationen~a ∈ A der freien Variablen vonϕ gilt: A |= ϕ[~a] ⇐⇒ A |= ϕ′[~a].

(b) Entsprechend schreiben wir“ L = L ′ auf C” , falls L 6 L ′ undL ′ 6 L aufC.
Analog schreiben wir“ L < L ′ auf C” , falls L 6 L ′ auf C undL ′ 66 L auf C.

(c) IstK eine Komplexitätsklasse, so schreiben wir“ L = K aufC” , fallsL die Klasse
K auf C beschreibt(im Sinne von Definition 2.1).

(d) Entsprechend schreiben wir“ L 6 K auf C” , falls die Datenkomplexität des Aus-
wertungsproblems fürL auf C in K liegt (im Sinne von Definition 2.1 (a)).
Analog schreiben wir“ K 6 L auf C” , falls jedes Problem inK durch einen Satz
in L beschrieben werden kann (im Sinne von Definition 2.1 (b)).

5.2 Satz.Es gilt: LFP 6 IFP 6 PFP< Lω∞ω auf Fin.
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Beweis: LFP 6 IFP 6 PFPauf Fin wurde schon in Kapitel 2.2 (Proposition 2.37 und 2.45)
gezeigt.

Wir zeigen als nächstes, dassLω∞ω 66 PFP. Sei dazuJ ⊆ N eine unentscheidbare Menge,
z.B. die Menge der Gödel-Nummern aller Turing-Maschinen,die bei leerer Eingabe halten.
SeiϕJ der in Beispiel 3.49 konstruierteL3

∞ω-Satz, der genau die StrukturenA := (A,<A)
als Modelle hat, für die|A| ∈ J und<A eine lineare Ordnung aufA ist. Da J unent-
scheidbar ist, ist auchModFin(ϕ) unentscheidbar. Andererseits ist jede inPFPdefinierbare
Klasse von Strukturen entscheidbar (und kann laut Lemma 2.44 sogar inPSPACEentschieden
werden). Folglich kann es keinen zumL3

∞ω-SatzϕJ äquivalentenPFP-Satz geben.
Es bleibt zu zeigen, dassPFP6 Lω∞ω auf Fin, d.h. dass jedePFP-Formelϕ auf Fin äqui-

valent ist zu einerLω∞ω-Formelϕ̂. Der Beweis folgt per Induktion über den Formelaufbau.
Der einzige interessante Fall ist, wennϕ die Form

[pfpR,~x ψ](~t)

hat. Dabei seir := ar(R), ~x = x1, . . , xr und~t = t1, . . , tr.
Gemäß Induktionsannahme istψ äquivalent zu einerLω∞ω-Formel ψ̂. WegenLω∞ω =

⋃

k∈N
Lk∞ω gibt es eink ∈ N so dassψ̂ ∈ Lk∞ω. Insbesondere kommen in̂ψ nur k ver-

schiedene Variablen erster Stufe vor, undfrei(ψ̂) = frei(ψ) ⊇ {x1, . . , xr}.
Seien~y := y1, . . , yr neue Variablen erster Stufe, dienicht in ψ̂ vorkommen. Wir defi-

nieren induktiv für jedesα ∈ N eineLk+r∞ω -Formelψ̂α(~x), die dieα-te Stufe der partiellen
Fixpunktinduktion über̂ψ definiert:

• ψ̂0(~x) := ¬x1=x1 (d.h.ψ̂0 ist eine Formel, dienie erfüllt ist)

• ψ̂α+1(~x) entsteht auŝψ(~x), indem jedes Vorkommen eines Atoms der FormR(~u),
für ein Tupel~u = u1, . . , ur von Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbolen
ausσ durch die (zur Formel̂ψα(~u) äquivalenten) Formel

∃y1 · · · ∃yr

( r∧

i=1

yi=ui ∧ ∃x1 · · · ∃xr

( (
r∧

i=1

xi=yi

)
∧ ψ̂α(~x)

) )

ersetzt wird.1

Hierbei ist die Verwendung der neuen Variableny1, . . , yr nötig, da die Variablen
x1, . . , xr als Terme in~u vorkommen könnten.

Per Induktion nachα zeigt man leicht, dass für jede StrukturA und alle~a ∈ Ar gilt:

~a ∈ Rα ⇐⇒ A |= ψ̂α[~a] ,

1Zur Erinnerung: In Kapitel 3.3 hatten wir vereinbart,Substitutionenin Bezug aufk-Variablen Logiken zu
vermeiden und lieber explizite Variablenumbenennungen zuverwenden.
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wobeiRα dieα-te Stufe der partiellen Fixpunktinduktion überψ in A bezeichnet. Daher ist
die Formelϕ := [pfpR,~x ψ](~t) äquivalent zurLk+r∞ω -Formel

ϕ̂ :=
∨

α∈N

(

ψ̂α(~t) ∧ ∀~x
(
ψ̂α(~x)↔ ψ̂α+1(~x)

) )

.

Hierbei stehtψ̂α(~t) wiederum für ∃~y
( r∧

i=1

yi=ti ∧ ∃~x
(

r∧

i=1

xi=yi ∧ ψ̂α(~x)
))

. �

Aus Satz 5.2, Beispiel 3.61 und Theorem 3.62 folgt sofort:

5.3 Korollar. (a) Die KlasseEven ist nichtPFP-definierbar inFin.

(b) Die KlasseHamilton ist nichtPFP-definierbar inFin.

Da man selbstverständlich die KlasseEven in Polynomialzeit entscheiden kann, folgt
daraus wiederum:

5.4 Korollar. Es gilt

(a) PFP< PSPACE auf Fin (zum Vergleich beachte:PFP= PSPACEauf FinOrd)

(b) LFP 6 IFP< PTIME auf Fin (zum Vergleich beachte:LFP = IFP = PTIME auf FinOrd)

(c) PTIME 66 PFP auf Fin

(d) Falls PTIME 6= PSPACE, so gilt PFP 66 PTIME auf Fin.
PTIME undPFPliegen vermutlich also schief zueinander.

Beweis: Übung. �

In den folgenden Abschnitten wird die Ausdrucksstärke derverschiedenen Fixpunktlogi-
ken genauer untersucht.

5.2 Simultane Fixpunkte

5.5 Definition. Sei m ∈ N>1 und seienA1, . . , Am Mengen. Ferner sei für jedesi ∈
{1, . . ,m} eine Abbildung

Fi : Pot(A1)× · · · × Pot(Am) → Pot(Ai)

gegeben.

(a) Diesimultane Abbildung̈uberF1, . . , Fm, kurz: ~F := (F1, . . , Fm), ist definiert als

~F : Pot(A1)× · · · × Pot(Am) → Pot(A1)× · · · × Pot(Am)

~R := (R1, . . . , Rm) 7→
(
F1(~R), . . . , Fm(~R)

)
.
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(b) ~F heißtmonoton, wenn für alle~R = (R1, . . , Rm) und ~Q = (Q1, . . , Qm) im Definiti-
onsbereich von~F gilt: Ist ~R ⊆ ~Q, so auch~F (~R) ⊆ ~F ( ~Q).
Hierbei bedeutet “~R ⊆ ~Q”, dassRi ⊆ Qi für alle i ∈ {1, . . ,m}.

(c) ~F heißtinflationär, wenn für alle~R = (R1, . . , Rm) im Definitionsbereich von~F gilt:
~R ⊆ ~F (~R).

5.6 Lemma. Seim ∈ N>1 und seienA1, . . , Am Mengen. Ferner sei für jedesi ∈ {1, . . ,m}
eine Abbildung

Fi : Pot(A1)× · · · × Pot(Am) → Pot(Ai)

gegeben, die komponentenweise monoton ist, d.h. es gilt für alleR1 ⊆ A1, . . . , Rm ⊆ Am,
für alle j ∈ {1, . . ,m} und alleR′

j ⊆ Aj mitRj ⊆ R
′
j, dass

Fi(R1, . . , Rj−1, Rj , Rj+1, . . , Rm) ⊆ Fi(R1, . . , Rj−1, R
′
j, Rj+1, . . , Rm) .

Dann ist die simultane Abbildung~F := (F1, . . , Fm) monoton.

Beweis: Übung. �

Analog zu dem Vorgehen in Kapitel 2.2 können wir nunInduktionsstufenvon simultanen
Abbildungen bilden: Sind wie zuvor AbbildungenF1, . . . , Fm mit

Fi : Pot(A1)× · · · × Pot(Am) → Pot(Ai)

gegeben, so definieren wir induktiv für jedesα ∈ N ein Tupel ~Rα = (Rα
1 , . . , R

α
m) von

Mengen durch

• ~R0 := (∅, . . . ,∅)

• ~Rα+1 := ~F (~Rα).

Das Tupel~Rα heißtα-te Induktionsstufe(oder auch:α-te Stufe) von~F = (F1, . . , Fm).
Ist ~F monotonund sind die MengenA1, . . , Am endlich, so existiert einα ∈ N mit

~Rα = ~Rα+1 =: ~R∞.

Analog zum Satz von Knaster und Tarski (Satz 2.15) zeigt man leicht, dass fürmontone
Abbildungen~F der

kleinste simultane Fixpunkts-lfp(~F )

immer existiert, und dass gilt:s-lfp(~F ) = ~R∞.
Die i-te Komponente des simultanen kleinsten Fixpunkts von~F bezeichnen wir im Fol-

genden mits-lfp(~F )i bzw. mitR∞
i .
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5.7 Definition (simultane Abbildungen, die durch Logik-Formeln definiertwerden). Sei
σ eine Signatur, seim ∈ N>1, und seienR1, . . , Rm Relationsvariablen der Stelligkeiten
r1, . . , rm. Für jedesi ∈ {1, . . ,m} sei eine Formelϕi(~xi, R1, . . , Rm) über der Signaturσ
gegeben, wobei~xi ein Tupel ausri verschiedenen Variablen erster Stufe ist.
Auf einer endlichenσ-StrukturA definiertϕi eine Abbildung

Fϕi,A : Pot(Ar1)× · · · × Pot(Arm) → Pot(Ari)

(R1, . . , Rm) 7→
{
~a ∈ Ari : (A, R1, . . , Rm) |= ϕi[~a]

}
.

Die von ~ϕ := (ϕ1, . . . , ϕm) in A definierte simultane Abbildung ist

~F~ϕ,A :=
(
Fϕ1,A, . . . , Fϕm,A

)
.

Sind alleϕi positiv in den VariablenR1, . . , Rm, so folgt mit Lemma 5.6 leicht, dass auf
jeder endlichen StrukturA die simultane Abbildung~F~ϕ,A monotonist, und dass somit der
simultane Fixpunkts-lfp(~F~ϕ,A) existiert, den wir oft auch mits-lfp(~ϕ)A bezeichnen.

5.8 Beispiel. In diesem Beispiel soll eine simultane Fixpunktinduktion verwendet werden,
um in gerichteten Graphen Pfade gerader bzw. ungerader Länge zu definieren. Die Idee
ist, eine simultane Induktion über zweistellige Variablen R1 undR2 zu führen, so dass im
simultanen kleinsten Fixpunkt gilt: inR1 kommen alle Paare(a, b) vor, zwischen denen
ein Pfad ungerader Länge existiert, und entsprechend kommen inR2 alle Paare(a, b) vor,
zwischen denen ein Pfad gerader Länge existiert. Sei dazu

ϕ1(x, y,R1, R2) := E(x, y) ∨ ∃z
(
E(x, z) ∧R2(z, y)

)

ϕ2(x, y,R1, R2) := x = y ∨ ∃z
(
E(x, z) ∧R1(z, y)

)
.

In einem GraphenG := (V,E) definiert ~ϕ := (ϕ1, ϕ2) die Abbildung~F~ϕ,G = (Fϕ1,G, Fϕ2,G),
wobei für jedesi ∈ {1, 2} und alleR1, R2 ⊆ V

2 gilt:

Fϕi,G(R1, R2) :=
{

(u, v) ∈ V 2 : (G,R1, R2) |= ϕi[u, v]
}
.

Die ersten Induktionsstufen der dadurch ausgelösten Fixpunktinduktion lauten

R0
1 :=∅ R0

2 :=∅

R1
1 :=

{

(u, v) :
es gibt Pfad der Länge1
vonu nachv

}

R1
2 :={ (u, u) : u ∈ V }

R2
1 :=R1

1 R2
2 :=

{

(u, v) :
es gibt Pfad der Länge
0 oder2 vonu nachv

}

R3
1 :=

{

(u, v) :
es gibt Pfad der Länge
1 oder3 vonu nachv

}

R3
2 :=R2

2

...
...
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Insgesamt gilt also

s-lfp(~F~ϕ,G)1 =
{

(u, v) : es gibt einen Pfad ungerader Länge vonu nachv
}

s-lfp(~F~ϕ,G)2 =
{

(u, v) : es gibt einen Pfad gerader Länge vonu nachv
}
.

5.9 Notation. Für Formelnϕ1(~x1, R1, . . , Rm), . . . , ϕm(~xm, R1, . . , Rm) schreiben wir

S :=







R1(~x1) ← ϕ1(~x1, R1, . . . , Rm)
...

Rm(~xm) ← ϕm(~xm, R1, . . . , Rm)

und nennenS ein “System von Formeln”.
Ist A eine endliche Struktur, so schreiben wir ofts-lfp(S)A um s-lfp(ϕ1, . . , ϕm)A (d.h.

s-lfp(~F~ϕ,A)) zu bezeichnen. Füri ∈ {1, . . ,m} bezeichnets-lfp(S)Ai die i-te Komponente
von s-lfp(S)A.

5.10 Definition (Simultane kleinste FixpunktlogikS-LFP). Seiσ eine Signatur.
Die FormelmengeS-LFP[σ] ist induktiv durch die Regeln (A1), (A2), (A3), (BC) und (Q1)
der Logik erster Stufe sowie die folgende Regel (S-LFP) definiert:

(S-LFP): Ist m ∈ N>1, sindR1, . . , Rm Relationsvariablen der Stelligkeitenr1, . . , rm ∈
N>1, sindϕ1, . . , ϕm S-LFP[σ]-Formeln, von denen jede positiv in den Relations-
variablenR1, . . , Rm ist, und ist für allei ∈ {1, . . ,m} ~xi ein Tupel, das ausri
verschiedenen Variablen erster Stufe besteht, so ist für jedesi ∈ {1, . . ,m}

[lfp Ri : S](~t)

eine S-LFP[σ]-Formel, wobei~t ein ri-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder
Konstantensymbolen ausσ ist und

S :=







R1(~x1) ← ϕ1(~x1, R1, . . . , Rm)
...

Rm(~xm) ← ϕm(~xm, R1, . . . , Rm) .

Die Semantik der LogikS-LFP ist analog zur Semantik der Logik erster Stufe definiert,
wobei für eine Formelψ := [lfp Ri : S](~t) und eine endliche(σ∪̇frei(ψ))-StrukturA gilt:

A |= [lfp Ri : S](~t) :⇐⇒ ~t A ∈ s-lfp(S)Ai .

5.11 Beispiel.Seienϕ1, ϕ2 die Formeln aus Beispiel 5.8 und sei

S :=

{

R1(x, y) ← ϕ1(x, y,R1, R2)

R2(x, y) ← ϕ2(x, y,R1, R2) .

Dann gilt für jeden GraphenG := (V,E) und alle Knotenu, v ∈ V :

G |=
(
[lfp R1 : S](x, y)

)
[u, v] ⇐⇒ in G gibt es einen Pfad

ungeraderLänge vonu nachv.
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Das Verwenden simultaner Fixpunkte erlaubt es oft, Formelnsehr viel übersichtlicher
und modularer zu schreiben, als es die herkömmliche kleinste Fixpunktlogik erlaubt. Es
stellt sich hierbei natürlich die Frage, obsimultaneFixpunkte die Ausdrucksstärke der re-
sultierenden Logik erhöhen. Wie wir als nächstes zeigen werden, ist dies nicht der Fall.
Dazu zeigen wir zunächst ein allgemeines Lemma, das in der Literatur bisweilen auch als
dasBekíc-Prinzip bezeichnet wird.

5.12 Lemma (Auflösen simultaner kleinster Fixpunkte). SeienA1, A2 endliche Mengen
undF1 : Pot(A1) × Pot(A2) → Pot(A1) sowieF2 : Pot(A1) × Pot(A2) → Pot(A2)
monotone Abbildungen.

Für jede MengeR1 ⊆ A1 definieren wir eine AbbildungFR1
2 durch

FR1
2 : Pot(A2) → Pot(A2)

R2 7→ F2(R1, R2) .

FR1
2 entsteht also ausF2, indem die erste Komponente aufR1 fixiert wird. Sei fernerG1

die Abbildung
G1 : Pot(A1) → Pot(A1)

R1 7→ F1

(
R1, lfp(FR1

2 )
)
.

Dann gilt: s-lfp(F1, F2)1 = lfp(G1).

Beweis: SeiS∞
1 := lfp(G1) und (R∞

1 , R
∞
2 ) := s-lfp(F1, F2). Wir müssen zeigen, dass

R∞
1 = S∞

1 .
Wir zeigen zun̈achst, dassR∞

1 ⊆ S
∞
1 :

Sei dazu für jedesα ∈ N (Rα
1 , R

α
2 ) die α-te Stufe der simultanen Fixpunktinduktion für

~F = (F1, F2). Per Induktion nachα zeigen wir, dass für jedesα ∈ N gilt: Rα
1 ⊆ S∞

1 und

Rα
2 ⊆ lfp(F

S∞
1

2 ). Daraus folgt dann insbesondere, dassR∞
1 ⊆ S

∞
1 .

Der Induktionsanfang fürα = 0 gilt trivialerweise, daR0
1 = R0

2 = ∅. Für den Indukti-
onsschritt vonα nachα+1 gilt:

Rα+1
1

def
= F1(R

α
1 , R

α
2 )

⊆ F1

(
S∞

1 , lfp(F
S∞

1
2 )

)
nach Ind.ann. und wg. Monotonie vonF1

def
= G1(S

∞
1 )

= S∞
1 daS∞

1 ein Fixpunkt vonG1 ist

und

Rα+1
2

def
= F2(R

α
1 , R

α
2 )

⊆ F2

(
S∞

1 , lfp(F
S∞

1
2 )

)
nach Ind.ann. und wg. Monotonie vonF2

= F
S∞

1
2 (lfp(F

S∞
1

2 )) nach Definition vonF
S∞

1
2

= lfp(F
S∞

1
2 ) dalfp(F

S∞
1

2 ) ein Fixpunkt vonF
S∞

1
2 ist.
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Somit sind wir fertig mit dem Induktionsschritt.

Wir zeigen nun, dassR∞
1 ⊇ S

∞
1 :

Aus der Definition vonF
R∞

1
2 folgt, dassR∞

2 ein Fixpunkt vonF
R∞

1
2 ist. Somit ist

lfp(F
R∞

1
2 ) ⊆ R∞

2 .

Außerdem ist

G1(R
∞
1 )

def
= F1(R

∞
1 , lfp(F

R∞
1

2 )) ⊆ F1(R
∞
1 , R

∞
2 ) = R∞

1 .

Also gilt G1(R
∞
1 ) ⊆ R∞

1 . Aus dem Satz von Knaster und Tarski (Satz 2.15) folgt daher,

dass lfp(G1) ⊆ R
∞
1 . WegenS∞

1
def
= lfp(G1) folgt also:R∞

1 ⊇ S
∞
1 . �

Mit Hilfe von Lemma 5.12 kann nun leicht folgender Satz bewiesen werden.

5.13 Satz.S-LFP= LFP auf Fin.

Beweis: Offensichtlich istLFP 6 S-LFP. Der Beweis vonS-LFP 6 LFP wird per Induktion
über den Formelaufbau geführt. Der einzige interessanteFall sind dabei Formelnψ :=
[lfp R1 : S](~x), wobei nach Induktionsannahme vorausgesetzt werden kann,dass

S :=







R1(~x1) ← ϕ1(~x1, R1, . . , Rm)
...

Rm(~xm) ← ϕm(~xm, R1, . . , Rm)

ein System vonLFP-Formeln ist.
Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den Fall, dassm = 2 ist (der allgemeine

Fall lässt sich analog lösen). Wir zeigen, dassψ äquivalent (aufFin) zu einerLFP-Formel
Φ(~x1) ist. Setze dazu

Φ(~x1) :=
[

lfpR1,~x1
ϕ1

(

~x1, R1, R2(~u) / [lfpR2,~x2
ϕ2](~u)

) ]

(~x1),

wobei ϕ1

(

~x1, R1, R2(~u) / [lfpR2,~x2
ϕ2](~u)

)

diejenige Formel ist, die ausϕ1 entsteht,

indem jedes Atom der FormR2(~u) ersetzt wird durch die Formel[lfpR2,~x2
ϕ2](~u).

Im Folgenden schreiben wir kurzϕ∗, um die Formelϕ1

(

~x1, R1, R2(~u) / [lfpR2,~x2
ϕ2](~u)

)

zu bezeichnen.
Seir1 := ar(R1), r2 := ar(R2) und seiA eineσ-Struktur. Für jedesi ∈ {1, 2} sei

Fi : Pot(Ar1)× Pot(Ar2) → Pot(Ari)

die durchϕi in A gegebene Abbildung. Ferner sei

G1 : Pot(Ar1) → Pot(Ar1)

Nicole Schweikardt· Vorlesung Logik und Komplexität· SoSe 2007· HU Berlin
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die durchϕ∗ in A gegebene Abbildung. Offenbar gilt für alleR ⊆ Ar1 , dass

G1(R) = F1(R, lfp(FR
2 )) ,

wobei FR
2 wie in Lemma 5.12 definiert ist. Lemma 5.12 liefert, dasss-lfp(F1, F2)1 =

lfp(G1). Somit istΦ(~x1) äquivalent (aufFin) zu [lfp R1 : S](~x1). �

5.14 Bemerkung.Durch die in Satz 5.13 skizziertëUbersetzung vonS-LFP-Formeln wird
die Stelligkeit der Relationsvariablen nicht verändert.Also sind auchmonadischesS-LFP(in
dem nur Relationsvariablen der Stelligkeit 1 zugelassen sind) undmonadischesLFP äquiva-
lent aufFin.

Analog zuS-LFPkann man auchsimultanesIFP (S-IFP) undsimultanesPFP(S-PFP) definie-
ren. Auch hier können wir zeigen, dassS-IFP= IFP undS-PFP= PFPauf Fin — allerdings
muss ein anderer Beweis geführt werden, der die Stelligkeit der Relationsvariablen, über
denen ein Fixpunkt gebildet wird, erhöht.

5.15 Satz.S-IFP= IFP auf Fin.

Beweis: Der Beweis erfolgt wiederum über den Formelaufbau. Der einzige interessante
Fall sind Formelnψ(~x) := [ifp R1 : S](~x), wobei

S :=







R1(~x1) ← ϕ1(~x1, R1, . . , Rm)
...

Rm(~xm) ← ϕm(~xm, R1, . . , Rm)

ein System vonIFP-Formeln ist.
SeiA eine endliche Struktur. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Relationsva-

riablenR1, . . , Rm alle dieselbe Stelligkeitr besitzen und dass|A| > m ist (der allgemeine
Fall lässt sich analog lösen). Die Idee ist nun, an Stelle derm RelationenR1, . . , Rm eine
einzige RelationR der Stelligkeitr+1 induktiv zu erzeugen, so dass die letzte Komponente
vonR angibt zu welcher der RelationenR1, . . , Rm das jeweilige Tupel gehört.

Zur Konstruktion einerIFP-Formel, die äquivalent zuψ(~x) := [ifp R1 : S](~x) ist,
seienc1, . . , cm paarweise verschiedene Variablen erster Stufe, die in keiner der Formeln
ϕ1, . . , ϕm vorkommen. Für jedesj ∈ {1, . . ,m} seiϕ∗

j (~x,R) diejenige Formel, die aus
ϕj(~x,R1, . . , Rm) entsteht, indem für jedesi ∈ {1, . . ,m} jedes Vorkommen eines Atoms
der FormRi(~u) durch das AtomR(~u, ci) ersetzt wird. Die letzte Komponente inR spielt
also die Rolle eines Zählers oder Markers, der angibt, zu welcher der RelationenR1, . . , Rm

das Tupel~u gehören soll.
Man sieht nun leicht, dass dieS-IFP-Formel ψ(~x) := [ifp R1 : S](~x) äquivalent (auf

der Klasse aller StrukturenA mit |A| > m) ist zur IFP-FormelΨ(~x) :=

∃c1 · · · ∃cm
( ( ∧

16i<j6m

¬ci=cj
)

∧
[
ifpR,~x,c

m∨

j=1

(
c=cj ∧ ϕ∗

j (~x)
)]

(~x, c1)
)

.

�
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Mit dem gleichen Beweis zeigt man auchS-PFP= PFP. Selbstverständlich funktioniert
dieser Beweis auch für die LogikLFP. Zusammen mit Lemma 5.12 folgt daraus:

5.16 Korollar. Jede Formelϕ ∈ LFP, in der alle lfp-Operatoren nur positiv vorkommen,
ist äquivalent zu einer Formelψ ∈ LFP mit nur einemlfp-Operator.

Beweisidee: Verschachtelte Fixpunkte werden mit Hilfe von Lemma 5.12 zuSystemen
simultaner Fixpunkte aufgelöst. Diese Systeme simultaner Fixpunkte werden dann mit Hilfe
der im Beweis von Satz 5.15 beschriebenen Methode zu einem einzigen Fixpunkt aufgelöst.
Etwas Sorgfalt ist hier bei Booleschen Kombinationen geboten, wenn deren Teilformeln
jeweils selbst wieder Fixpunktoperatoren enthalten. Details: Übung. �

5.3 Die Stage-Comparison Methode

In diesem Kapitel wird die so genannteStage-Comparison Methodevorgestellt, die sich
oft als sehr nützlich im Zusammenhang mit kleinsten und inflationären Fixpunktlogiken
herausstellt. In gewisser Hinsicht erlaubt sie, Eigenschaften von Formeln, die man per In-
duktion über die Induktionsstufen beweisen kann, in den Logiken selbst zu definieren. Die
Methode hat verschiedene wichtige Anwendungen, insbesondere werden wir sie verwen-
den, um dieÄquivalenz vonIFP undLFP auf Fin nachzuweisen.

Zunächst jedoch einige Vorbemerkungen. Seiϕ(~x,R) eine LFP-Formel oder eineIFP-
Formel. Gemäß der Definition inflationärer Fixpunkte ist offensichtlich der über die Formel
ϕ gebildete inflationäre Fixpunkt identisch mit dem über der Formel

(
R(~x)∨ϕ

)
gebildeten

inflationären Fixpunkt. Fallsϕmonoton inR ist, so sind natürlich auch die überϕ bzw. über
(
R(~x) ∨ ϕ

)
gebildeten kleinsten Fixpunkte identisch. Wir können daher immer o.B.d.A.

annehmen, dass alle Formelnϕ, die in Fixpunktoperatoren[ifpR,~x ϕ](~t) oder[lfpR,~x ϕ](~t)
vorkommen, die Formϕ =

(
R(~x) ∨ ϕ′

)
haben. Dies wird später noch wichtig werden.

5.17 Notation. Seiσ eine Signatur und seiR eine Relationsvariable. Sei außerdemϕ(~x,R)
eine Formel.

(a) Istψ(~x) eine Formel, so schreiben wirϕ
(
~x, R(~u)/ψ(~u)

)
für die Formel, die man aus

ϕ erhält, wenn jedes Vorkommen eines Atoms der FormR(~u) (für beliebige Tupel~u
aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbolen ausσ) durch die Formelψ(~u)
ersetzt wird.

(b) Sindψp(~x) undψn(~x) Formeln, so schreiben wir

ϕ
(
~x, posR(~u) /ψp(~u), negR(~u) /ψn(~u)

)

für die Formel, die man ausϕ erhält, wenn man

• jedespositiveVorkommen eines Atoms der FormR(~u) durch die Formelψp(~u)
ersetzt, und
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• jedesnegativeVorkommen eines Atoms der FormR(~u) durch¬ψn(~u) ersetzt.

Man beachte hier, dass auch bei negativen Vorkommen vonR(~u), z.B. als¬R(~u), nur
das AtomR(~u) ersetzt wird, nicht aber das gesamte¬R(~u). Aus¬R(~u) würde also
¬¬ψn(~u).

Im weiteren Verlauf des Kapitels werden wir fürψp(~x) undψn(~x) Formeln konstru-
ieren, die zuR(~x) bzw. ¬R(~x) äquivalent sind. Dann ist natürlichϕ äquivalent zu
ϕ
(
~x, posR(~u) /ψp(~u), negR(~u) /ψn(~u)

)
.

Wir führen nun den zentralen Begriff der Stage-Comparison-Methode ein: die so ge-
nanntenStage-Comparison-Relationen, die von Yannis Moschovakis in den 1970er Jahren
eingeführt wurden, aber auch schon früher in anderer Formim Rahmen der Rekursions-
theorie verwendet wurden.

5.18 Definition(Stage-Comparison-Relationen). SeiR eink-stelliges Relationssymbol, sei
ϕ(R,~x) eine Formel (z.B. ausFO, LFP oderIFP), und seiA eine endliche Struktur.

(a) DerRang|~a|ϕ eines Tupels~a ∈ Ak bzgl.ϕ ist definiert als

|~a|ϕ :=

{

min{α ∈ N : ~a ∈ Rα} falls~a ∈ ifp(Fϕ,A)

∞ sonst.

Rα bezeichnet hier dieα-te Stufe des durchϕ in A definierten inflationären Fixpunkts.

Der Rang|~a|ϕ gibt also an, in der wievielten Induktionsstufe das Tupel~a “zum Fixpunkt
hinzukommt”.

Ist ϕ positiv inR, so kann an Stelle des inflationären auch der kleinste Fixpunkt ver-
wendet werden — dies ergibt natürlich den gleichen Rang.

(b) DieStage-Comparison-Relationen6ϕ und≺ϕ sind wie folgt definiert:
Für alle~a ∈ Ak und alle~b ∈ Ak gilt

~a 6ϕ
~b falls |~a|ϕ 6 |~b|ϕ <∞ insbes:~a,~b ∈ R∞

und

~a ≺ϕ
~b falls |~a|ϕ < |~b|ϕ und |~a|ϕ 6=∞ insbes:~a ∈ R∞

aber eventuell~b 6∈ R∞.

5.19 Satz.Seiϕ(R,~x) eine IFP-Formel. Dann sind die Stage-Comparison-Relationen6ϕ

und≺ϕ in IFP definierbar.

Beweis: Seiϕ(R,~x) eineIFP-Formel. O.B.d.A. nehmen wir an, dassϕ die Form
(
R(~x) ∨

ϕ′
)

hat. Wir zeigen, dass das Paar(6ϕ,≺ϕ) durch den simultanen Fixpunkt des Systems

S :=

{

~x 6 ~y ← ϕ
(
~x, R(~u) /~u ≺ ~y

)
∧ ϕ

(
~y, R(~u) /~u ≺ ~y

)

~x ≺ ~y ← ϕ
(
~x, R(~u) /~u ≺ ~x

)
∧ ¬ϕ

(
~y, R(~u) /~u ≺ ~x

)
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definiert wird. Hierbei sind6 und≺ zwei 2k-stellige Relationssymbole, die wir derÜber-
sichtlichkeit halber in Infix-Notation schreiben.

Behauptung: SeiA eine endliche Struktur. F̈ur jedesα ∈ N sei (6α,≺α) dieα-te Stufe
der simultanen Induktion̈uberS in A. Dann gilt f̈ur alle α ∈ N und alle~a,~b ∈ Ak:

(i) (~a,~b) ∈ 6α ⇐⇒ |~b|ϕ 6 α und |~a|ϕ 6 |~b|ϕ

(ii) (~a,~b) ∈ ≺α ⇐⇒ |~a|ϕ 6 α und |~a|ϕ < |~b|ϕ.

Aus dieser Behauptung folgt natürlich sofort die Aussage von Satz 5.19, denn laut der Be-
hauptung gilt

~a 6ϕ
~b ⇐⇒ A |=

(
[ifp 6 : S](~x, ~y)

)
[~a,~b]

und
~a ≺ϕ

~b ⇐⇒ A |=
(
[ifp ≺ : S](~x, ~y)

)
[~a,~b] .

Wir führen den Beweis der Behauptung per Induktion nachα. Fürα = 0 ist die Behaup-
tung klar, da es keine Elemente vom Rang0 gibt, und da die 0-te Stufe der Induktion die
leere Menge ist.

Sei alsoα > 1, so dass die Behauptung schon fürα−1 bewiesen ist. Wir zeigen zunächst,
dass(i) für α gilt.

Dazu betrachte zunächst Tupel~b vom Rangξ := |~b|ϕ 6 α. Insbesondere istξ > 1 (da es
keine Elemente vom Rang 0 gibt), und laut Induktionsannahmegilt

{
~u ∈ Ak : ~u ≺α−1 ~b

}
=

{
~u ∈ Ak : |~u|ϕ < ξ

}
.

Also wird die Formelϕ
(
~y, R(~u) /~u ≺ ~y

)
in A erfüllt, wenn≺ mit ≺α−1 und ~y mit ~b

belegt wird. D.h. es gilt:

(
A,≺α−1,~b

)
|= ϕ

(
~y, R(~u) /~u ≺ ~y

)
.

Wird nun≺mit ≺α−1, ~y mit~b und ~x durch einbeliebigesTupel~a ∈ Ak belegt, so gilt

(
A,≺α−1,~a,~b

)
|= ϕ

(
~x, R(~u) /~u ≺ ~y

)
⇐⇒ |~a|ϕ 6 ξ

def
= |~b|ϕ .

Insgesamt gilt daher für alle~b mit |~b|ϕ 6 α und für alle~a ∈ Ak, dass (~a,~b) ∈ 6α ⇐⇒

|~a|ϕ 6 |~b|ϕ.
Ist hingegen~b ein Tupel mitξ := |~b|ϕ > α, so ist laut Induktionsannahme

{
~u ∈ Ak : ~u ≺α−1 ~b

}
=

{
~u ∈ Ak : |~u|ϕ 6 α−1

}
.

Wegen|~b|ϕ > α+1 kann kann daher die Formelϕ
(
~y, R(~u) /~u ≺ ~y

)
nicht in A erfüllt

sein, wenn~y mit ~b und≺ mit ≺α−1 belegt ist. Deshalb gilt für alle~b ∈ Ak mit |~b|ϕ > α
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und für alle~a ∈ Ak, dass(~a,~b) 6∈ 6α.
Insgesamt liefert dies Teil(i) der Behauptung.

Zum Beweis von Teil(ii) betrachte zunächst Tupel~a ∈ Ak vom Rangξ := |~a|ϕ 6 α.
Laut Induktionsannahme gilt

{
~u ∈ Ak : ~u ≺α−1 ~a

}
=

{
~u ∈ Ak : |~u|ϕ < ξ

}
,

und die Formelϕ
(
~x, R(~u) /~u ≺ ~x

)
wird in A erfüllt, wenn~xmit ~a und≺mit≺α−1 belegt

wird. D.h. es gilt:
(
A,≺α−1,~a

)
|= ϕ

(
~x, R(~u) /~u ≺ ~x

)
.

Wird nun≺mit ≺α−1, ~x mit ~a und~y durch einbeliebiges~b ∈ Ak belegt, so gilt

(
A,≺α−1,~a,~b

)
|= ¬ϕ

(
~y, R(~u) /~u ≺ ~x

)
⇐⇒ |~b|ϕ 66 ξ

def
= |~a|ϕ .

Insgesamt gilt daher für alle~a mit |~a|ϕ 6 α und für alle~b ∈ Ak, dass(~a,~b) ∈≺α ⇐⇒

|~a|ϕ < |~b|ϕ.
Ist hingegen~a ein Tupel mitξ := |~a|ϕ > α, so ist laut Induktionsannahme

{
~u ∈ Ak : ~u ≺α−1 ~a

}
=

{
~u ∈ Ak : |~u|ϕ 6 α−1

}
.

Wegen|~a|ϕ > α+1 kann kann daher die Formelϕ
(
~x, R(~u) /~u ≺ ~x

)
nicht in A erfüllt

sein, wenn~x mit ~a und≺ mit ≺α−1 belegt wird. Deshalb gilt für alle~a mit |~a|ϕ > α und
für alle~b ∈ Ak, dass(~a,~b) 6∈ ≺α.
Insgesamt liefert dies Teil(ii) der Behauptung. �

Aus den Stage-Comparison-Relationen kann nun sofort der inflationäre Fixpunkt einer
Formel definiert werden:

5.20 Lemma.
Für jedeIFP-Formelϕ(R,~x) ist [ifpR,~x ϕ](~x) äquivalent zu ~x 6ϕ ~x auf Fin.

Beweis: klar. �

Als nächstes werden wir zeigen, dass die inflationären Stage-Comparison-Relationen ei-
ner beliebigenLFP-Formelϕ(R,~x), die nicht positiv inR zu sein braucht, bereits inLFP

definiert werden können. Mit Hilfe des vorhergehenden Lemmas folgt dann leicht, dassLFP

und IFP dieselbe Ausdrucksstärke aufFin besitzen.

5.21 Satz.Seiϕ(R,~x) eineLFP-Formel, nicht unbedingt positiv inR. Dann sind die Stage-
Comparison-Relationen6ϕ und≺ϕ in LFP definierbar.

Beweis: O.B.d.A. nehmen wir an, dassϕ die Form
(
R(~x) ∨ ϕ′

)
hat. Zunächst betrachten

wir noch einmal das System

S :=

{

~x 6 ~y ← ϕ
(
~x, R(~u) /~u ≺ ~y

)
∧ ϕ

(
~y, R(~u) /~u ≺ ~y

)

~x ≺ ~y ← ϕ
(
~x, R(~u) /~u ≺ ~x

)
∧ ¬ϕ

(
~y, R(~u) /~u ≺ ~x

)
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aus dem Beweis von Satz 5.19. Ziel ist es, dieses System in einäquivalentes System von
Formeln umzuschreiben, diepositiv in ≺ und6 sind. Das Problem dabei ist, dass überall,
wo in ϕ die VariableR negativ vorkommt, inϕ

(
~x, R(~u) /~u ≺ ~y

)
auch die Variable≺

negativ vorkommt. Entsprechend kommt≺ überall dort in¬ϕ
(
~y, R(~u) /~u ≺ ~x

)
negativ

vor, woR positiv steht. Wir brauchen also eine Definition des KomplementsRc vonR durch
Formeln, die positiv in≺ und6 sind. Dazu nutzen wir aus, dass für jede Induktionsstufe
Rα mit α > 1 gilt:

(Rα)c = {~a ∈ Ak : ~c ≺ ~a} ,

wobei~c ein beliebiges Tupel vom Rangα ist.
Wir nehmen zunächst an, dass wir die Relationen6 und≺ schon bis zu einer Stufeβ > 0

definiert hätten, d.h. es gilt

~a 6β ~b ⇐⇒ |~a|ϕ 6 |~b|ϕ 6 β

und ~a ≺β ~b ⇐⇒ |~a|ϕ 6 β und |~a|ϕ < |~b|ϕ .

Wir konstruieren nun eine Formelψ6, die positiv in6 und in≺ ist, so dass für alle~a,~b ∈ Ak

gilt:

(∗) (A,6β , <β) |= ψ6[~a,~b] ⇐⇒ 1 < |~b|ϕ 6 β + 1 und |~a|ϕ 6 |~b|ϕ .

Dazu setzen wir

ψ6(~x, ~y) := ∃~z
(

~z ≺ ~y ∧ ϕ
(
~x, posR(~u) /~u 6 ~z, negR(~u) /~z ≺ ~u

)
∧

ϕ
(
~y, posR(~u) /~u 6 ~z, negR(~u) /~z ≺ ~u

) )

.

Man sieht leicht, dass die Formelψ6 positiv in 6 und in≺ ist. Wir prüfen nun nach,

dass(∗) erfüllt ist: Ist~b ein Tupel, so dass1 < |~b|ϕ
def
= ξ 6 β + 1, so können wir für~z

ein Tupel~c vom Rangξ−1 wählen und wissen, dass dann~c ≺β ~b erfüllt ist. Außerdem
erfüllt ~b die Formelϕ

(
~y, posR(~u) /~u 6 ~z, negR(~u) /~z ≺ ~u

)
; und ~a ∈ Ak erfüllt

ϕ
(
~x, posR(~u) /~u 6 ~z, negR(~u) /~z ≺ ~u

)
genau dann, wenn|~a|ϕ 6 ξ = |~b|ϕ.

Ist andererseits~b ein Tupel mit|~b|ϕ
def
= ξ > β + 1, so gibt es kein Tupel~c für ~z mit ~c ≺β ~b,

so dass~b die Formelϕ
(
~y, posR(~u) /~u 6 ~z, negR(~u) /~z ≺ ~u

)
erfüllt (denn dann wäre~b

vom Rang6 β+1).

Auf ähnliche Art konstruieren wir nun eine Formelψ≺, die positiv in6 und in≺ ist, so
dass für alle~a,~b ∈ Ak gilt:

(∗∗) (A,6β, <β) |= ψ≺[~a,~b] ⇐⇒ |~a|ϕ 6 β + 1 und |~a|ϕ < |~b|ϕ .

Dazu setzen wir

ψ≺(~x, ~y) := ∃~z
(

~z 6 ~z ∧ ϕ
(
~x, posR(~u) /~u 6 ~z, negR(~u) /~z ≺ ~u

)
∧

¬ ϕ
(
~y, posR(~u) /¬~z ≺ ~u, negR(~u) /¬~u 6 ~z

))

.
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Man sieht leicht, dass die Formelψ≺ positiv in 6 und in≺ ist. Wir prüfen nun nach, dass

(∗∗) erfüllt ist: Ist ~a ein Tupel, so dass1 < |~a|ϕ
def
= ξ 6 β + 1, so können wir für~z

ein Tupel~c vom Rangξ−1 wählen und wissen, dass dann~c 6β ~c erfüllt ist. Außerdem
erfüllt ~a die Formelϕ

(
~x, posR(~u) /~u 6 ~z, negR(~u) /~z ≺ ~u

)
; und~b ∈ Ak erfüllt

¬ϕ
(
~y, posR(~u) /¬~z ≺ ~u, negR(~u) /¬~u 6 ~z

)
genau dann, wenn|~b|ϕ > ξ+1

def
= |~a|ϕ.

Ist andererseits~a ein Tupel mit|~a|ϕ
def
= ξ > β + 1, so gibt es kein Tupel~c für ~z mit ~c 6β ~c,

so dass~a die Formelϕ
(
~x, posR(~u) /~u 6 ~z, negR(~u) /~z ≺ ~u

)
erfüllt (denn dann wäre

~a vom Rang6 β+1).

Wir haben jetzt also Formelnψ6 undψ≺, die für eine gegebene Stufeβ > 1 der Induktion
über6 und≺ die nächste Stufeβ+ 1 definieren. Wir brauchen nun also nur noch Formeln,
die61,≺1 definieren. Dazu beachte, dass für alle~a,~b ∈ Ak gilt:

• (~a,~b) ∈ 61 ⇐⇒ A |=
(
ϕ(~x,∅) ∧ ϕ(~y,∅)

)
[~a,~b]

• (~a,~b) ∈ ≺1 ⇐⇒ A |=
(
ϕ(~x,∅) ∧ ¬ϕ(~y,∅)

)
[~a,~b].

Hierbei bedeutetϕ(~x,∅), dass inϕ alle Vorkommen eines AtomsR(~u) durch eine Formel
ersetzt werden, die niemals erfüllt ist (z.B.∃x¬x=x) und analog für die anderen Formeln.

Fügen wir jetzt beide Teile zusammen so erhalten wir folgendes System

T :=

{

~x 6 ~y ←
(
ϕ(~x,∅) ∧ ϕ(~y,∅)

)
∨ ψ6(~x, ~y)

~x ≺ ~y ←
(
ϕ(~x,∅) ∧ ¬ϕ(~y,∅)

)
∨ ψ≺(~x, ~y) .

Nach Konstruktion sind alle Formeln inT positiv in≺ und in6, und es gilt für alle endli-
chen StrukturenA und alle Tupel~a,~b ∈ Ak:

A |=
(
[lfp 6: T ](~x, ~y)

)
[~a,~b] ⇐⇒ |~a|ϕ 6 |~b|ϕ 6=∞

A |=
(
[lfp ≺: T ](~x, ~y)

)
[~a,~b] ⇐⇒ ~a ∈ R∞ und |~a|ϕ < |~b|ϕ .

�

Zusammen mit Lemma 5.20 folgt das nächste Theorem mittels einer leichten Induktion
über den Formelaufbau, bei derifp-Operatoren von innen nach außen in entsprechende
LFP-Formeln umgewandelt werden.

5.22 Theorem(Gurevich, Shelah, 1986). IFP = LFP auf Fin,
das heißt, jede Formelϕ ∈ IFP ist auf der Klasse aller endlichen Strukturenäquivalent zu
einer Formelϕ∗ ∈ LFP.

Beweis: “>” wurde bereits in Proposition 2.37 gezeigt.
“6” folgt per Induktion nach dem Aufbau vonIFP-Formeln. Einziger interessanter Fall:
Gegeben sei eineIFP-Formelψ der Form [ifpR,~x ϕ(R,~x)](~t) . Gemäß Induktionsannahme
können wir o.B.d.A. annehmen, dassϕ(R,~x) eineLFP-Formel ist (die nicht unbedingt posi-
tiv in R sein muss). Aus Lemma 5.20 wissen wir, dass[ifpR,~x ϕ(R,~x)](~t) äquivalent ist zu
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~t 6ϕ ~t. Satz 5.21 besagt, dass die Stage-Comparison-Relation6ϕ in LFP definiert werden
kann. Somit ist die Formel[ifpR,~x ϕ(R,~x)](~t) äquivalent (aufFin) zu einerLFP-Formel.

�

5.23 Bemerkung.Theorem 5.22 gilt auch im Unendlichen (d.h. für die Klassealler Struk-
turen), ist aber aufwändiger zu beweisen — dies wurde in Stephan Kreutzers Dissertation
(2002) gezeigt.
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