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Kapzitel 0

Einleitung

Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Folie 1
Beispiel 0.1 (3-Farbbarkeit von Graphen)
Ein Graph G = (V, E) heifit 3-farbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben
gefarbt werden konnen, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben
haben.
Somit gilt:
G = (V, E) ist 3-farbbar
Sesgibt RCV,GCV,BCV,sodassV =RUGU B und
fir alle u,v € V gilt: falls (u,v) € E, so gilt
—|<(u€R/\UER)\/(uEG/\vEG)V(uEB/\vGB))
=Y ): P35 o1, wobei
Folie 2

Version vom 10. November 2025 Seite 5



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitat

(I)3—COL = JR3G E|B<

Yo ( (R(v) A =G(v) A=B(v)) V
(=R(v) A G(v) A=B(v)) V

(=R(v) A =G(v) A B(v)) ) A

Vqu( E(u,v) —
=((Rw) A R@)) V (Glu) A G(0)) v (B(u) A BW))))

®3 cor, ist eine Formel der Logik zweiter Stufe (SO), die eine wichtige Rolle
in dieser Vorlesung spielt. Wir werden z.B. Folgendes nachweisen:

Folie 3

Satz von Fagin:

Ein Problem gehort genau dann zur Komplexitétsklasse NP,
wenn es durch einen Satz der ezistentiellen Logik zweiter Stufe

(ESO) beschrieben werden kann.

Bemerkung

Unter Verwendung von Ehrenfeucht-Fraissé-Spielen und logischen
Reduktionen werden wir zeigen, dass 3-Féarbbarkeit von Graphen nicht
durch einen Satz der Logik erster Stufe (FO) beschrieben werden kann.

Folie 4

Beispiel 0.2 (Erreichbarkeit)
Wir betrachten das Berechnungsproblem

Erreichbarkeit
Fingabe: ein Graph G = (V, E) und zwei Knoten s,t € V

Frage: Gibt es in G einen Weg von s nach 7
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Dann gilt:

Antwort ,ja“ <= (G,s,t) &= Preach, wobei

Preach = [fpg 4] (t) mit
o= (v=5v 32 (R() A E(z,)))

Folie 5
Zur Auswertung von ®Preach in (G, s,t) wird induktiv eine 1-stellige

Relation R definiert:

e Starte mit R := ()
e [teriere so lange, bis sich nichts mehr dndert:

- Rneu = {Z’ eV : (Q,s,t,R,x) ): ()0}
— R:= Ryen

Orpach ist eine Formel der kleinsten Fizpunktlogik (LFP). Fixpunktlogiken
dienen der Charakterisierung der Komplexitétsklassen P und PSPACE.

Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

Folie 6
Wir betrachten Worte iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} und représentieren

nicht-leere Worte w € ¥* durch Strukturen iiber der Signatur
ox :={<, P,, B}, wobei < 2-stellig ist, und P, sowie P, 1-stellig sind.

Beispiel

Das Wort w = aabab wird durch die Wortstruktur A,, mit Universum
{1,2,3,4,5} reprisentiert, wobei <*» die natiirliche Ordnung auf dem
Universum ist und PA» = {1,2,4} bzw. P = {3,5} die Menge der
Positionen von w ist, an denen der Buchstabe a bzw. der Buchstabe b steht.

Folie 7
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Beispiel 0.3
Die durch den regulidren Ausdruck a®™b* beschriebene Sprache L+, wird
durch die FOlog]-Formel

Dty 1= JxVy (Pa(y) —y < :1:)
beschrieben, d.h., es gilt fiir jedes nicht-leere Wort w € ¥*:
w € La+b* = Aw ): Patb*-

Beispiel 0.4

Die Sprache L := {w € ¥* : #,(w) ist ungerade} wird durch folgende
Formel ®;, der monadischen Logik zweiter Stufe (MSO) beschrieben. Dabei
steht der Ausdruck #,(w) fiir die Anzahl der a’s in dem Wort w.

&, =37 (
Vi ((Pa(m) A =Ty (Puy) Ay <z A w:@) N Z@)) A
Vi Vy (( Pu(z) A Pu(y) Az <y A ma=yA
3 (v <2 AZ<Y A z=a A =y A Pl2)))
= (Z(a:) o ﬁZ(y)>) A
Vi <(Pa(x) A -Fy (Paly) Az <y A ﬁy:x)> = Z@:)) A
Ja Pa(x))

Die Zeile 2 der Formel besagt (in (A, Z)), dass die Menge Z die erste
Position enthélt, die den Buchstaben a tragt.

Die Zeilen 3 bis 5 der Formel besagen, dass die Menge Z ,jede zweite"
Position enthilt, die den Buchstaben a trigt. Genauer: Sind z und y
Positionen, an denen ein a steht und zwischen denen kein weiteres a steht,
so gehort genau eine der beiden Positionen x und y zu 7.
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Die Zeile 6 der Formel besagt, dass die letzte Position, die den Buchstaben
a trigt, zur Menge Z gehort.

Die letzte Zeile 7 der Formel gewéhrleistet, dass das Wort mindestens ein a
enthalt.

Folie 10
Insgesamt gilt fiir jedes nicht-leere Wort w € >*:
A, E &, <= w enthilt eine ungerade Anzahl von a’s
< wE L.
Wir werden Folgendes nachweisen:
(Teil aus dem) Satz von Biichi:
Eine Sprache L C Y1 ist genau dann regulir, wenn sie von
einem MSOJ[ox]-Satz beschrieben wird.
Logiken zur Beschreibung von Datenbank-Anfragen
Folie 11
Beispiele dazu wurden bereits in der Veranstaltung ,,Logik in der
Informatik“ betrachet.
Voraussetzungen zur Teilnahme an der Veranstaltung
Folie 12

Die Beherrschung des in der Veranstaltung , Logik in der Informatik®
vermittelten Stoffs ist Voraussetzung fiir die Teilnahme an der
Veranstaltung ,,Logik und Komplexitat*.

Zur Vorbereitung wird dringend empfohlen, insbesondere die Kapitel
,Logik erster Stufe und ,, Grundlagen des automatischen Schlieflens“ des
Skripts ,,Logik in der Informatik* (N. Schweikardt, HU Berlin, [S-LI])

durchzuarbeiten.
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Aufbau der Vorlesung ,,Logik und Komplexitiat*

Folie 13
Kapitel 0: Einleitung
Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot
Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sétze von Biichi und Fagin
Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele und Lokalitétsresultate
Kapitel 4: 0-1-Gesetze
Kapitel 5: Fixpunktlogiken und der Satz von Immerman und Vardi
Organisatorisches

Folie 14
Website zur Vorlesung:
https://www.informatik.hu-berlin.de/de/forschung/gebiete/
loginf/lehre/wise-2025-26/vorlesung-logik-und-komplexitaet
Dort finden sich auch Details zum Ablauf des Ubungsbetriebs und zur
Zulassung zur Modulabschlusspriifung.
Weitere Lektiire

Folie 15

e Lehrbuch [L]: Kapitel 1.
e Viele weitere Beispiele zur Bedeutung der Logik in der Informatik

finden sich in dem Artikel

, On the unusual effectiveness of logic in computer science” von
Halpern, Harper, Immerman, Kolaitis, Vardi und Vianu, Bulletin of
Symbolic Logic 7(2):213-236 (2001)

Eine Vorabversion des Artikels finden Sie hier.
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Kapitel 1

Grundlagen und der Satz von
Trakhtenbrot

Notation
e s.d. : ,so dass”
e fa. :  fiir alle“
e cx. : ,es existiert / es gibt“
e leeres Wort: ¢
o Xt =¥\ {¢}
o fa. we Xt firn:=|wlund fa.ie {0,1,...,n— 1} schreibe w; fur

das Symbol an Position ¢ in w, d.h. w = wow; ... w,_1

Potenzmenge einer Menge M:
P(M) :=Pot(M) :=2M :={X : X C M}

A, B Mengen, f: A— B, a=(ay,...,a;) € A*
~ f@) = (flar)..... f(ar)) € B*
RC A* ~ f(R):={f(a) : a € R}
natiirliche Zahlen:
N :={0,1,2,...}
Ns; =N\ {0}
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Syntax und Semantik der Logik erster Stufe (FO)

Folie 17
siche Skript zur Vorlesung , Logik in der Informatik®“ (N. Schweikardt, HU
Berlin, [S-LI})
Turingmaschinen
Folie 18
Intuitiv stellt eine Turingmaschine (TM) ein Band dar, welches linksseitig
begrenzt ist:
A S
Posdion 00228 oo
Folie 19

Definition 1.1 (Turingmaschine)
Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

M = (Q7E7F7A7QO7F)
besteht aus
e ciner endlichen Menge () von Zustinden

e cinem endlichen Arbeitsalphabet T’

mit ausgezeichnetem Blank-Symbol U]
e cinem Fingabealphabet ¥ C T'\ {0}
e cinem Anfangszustand qy € Q

e ciner Menge F' = Fy, U Fiorw C Q von Endzustinden, die aus einer
Menge F,y, von akzeptierenden und einer Menge Flepy, vON
verwerfenden Zustdnden besteht

e ciner Ubergangsrelation A C (Q\ F)xI'x Q xT' x {—1,0,1}.
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M heifit deterministisch (kurz: M ist eine DTM), falls f.a. ¢ € @ \ F und
a €T genauein ¢ € Q,d € I'und m € {—1,0,1} mit (¢,a,q¢,d’,m) € A
existiert. In diesem Fall schreiben wir oft

M = (Q727F757q07F)
mit Uberfihrungsfunktion § : (Q\ F) xT' — Q x T x {~1,0,1}.

Definition 1.2 (Konfiguration einer TM)
(a) Eine Konfiguration einer TM M = (Q,%,T, A, qo, F') ist ein Tripel
C = (g,p,u) € @ xNxT" mitp<|ul

Idee: C = (q,p,u) gibt an, dass die TM sich im Zustand ¢ befindet,
der Kopf an Position p steht und die Inschrift des Arbeitsbandes u
gefolgt von Blank-Symbolen ist.

(b) Cyr :={(q,p,u) € @ x NxTI" : p< |u|} bezeichnet die Menge aller
moglichen Konfigurationen von M.

(c) Die Startkonfiguration von M bei Eingabe w € ¥* ist
Co(w) = (qo, 0, w0).

(d) Eine Konfiguration C = (g, p,u) heiit Endkonfiguration, falls ¢ € F. Sie

heifit akzeptierend, falls q € F,y,, und verwerfend, falls ¢ € Fiery-

Definition 1.3 (Lauf einer TM)
Sei M = (Q,%,T',A, qo, F) eine TM.

(a) Die Ubergangsrelation A induziert eine Funktion
Nexty : Cyr — P(Cur),
wobei fiir C = (q,p,u) € Cy gilt:
Nexty (C) = { (¢,p/,u') € Car : es gibt (¢,a,q¢,b,m) € A mit:

p=p+m,

u, = a,

u; =0,

| = |ul, falls p’ < |ul,

uw, =wu; fa. i<|ulmiti#£p}
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D.h.: Nexty (C) enthélt alle Konfigurationen, in die M von C aus in
genau einem Schritt gelangen kann.

Beachte: Ist M deterministisch, so ist |[Nexty (C)| < 1 f.a. C € Cyy.

(b) Ein Lauf von M bei Eingabe w ist ein Tupel £ = (CO, Cq,.. ) von
Konfigurationen von M, so dass gilt:

L] CO = Co('LU),
o C; € Nexty(C;_1) fa. i > 1, und

e entweder ist das Tupel £ unendlich lang, oder es endet mit einer
Endkonfiguration. Im letzteren Fall heifit der Lauf dann endlich
bzw. terminierend.

Eine DTM hat folglich fiir jede Eingabe maximal einen Lauf.

(c¢) Ein Lauf heifit akzeptierend (bzw. verwerfend), falls er in einer
akzeptierenden (bzw. verwerfenden) Endkonfiguration endet.

Definition 1.4 (Sprache einer TM)

(a) Eine TM M akzeptiert eine Eingabe w € ¥*, falls es (mindestens) einen
akzeptierenden Lauf von M auf w gibt. M verwirft w, falls alle
terminierenden Laufe von M auf w verwerfen.

(b) Die von einer TM M akzeptierte Sprache ist
L(M) := {w e ¥* : M akzeptiert w}.
(¢) Eine Sprache L C X* heifit semi-entscheidbar, falls es eine TM M mit
L(M) = L gibt.

(d) Eine Sprache L C ¥* heifit entscheidbar, falls es eine TM M mit
L(M) = L gibt, so dass jeder Lauf von M auf jeder Eingabe w € 3*
terminiert.

Aus der Veranstaltung ., Einfithrung in die Theoretische Informatik* (HU
Berlin) sind die beiden folgenden Sétze bekannt (hier ohne Beweise):
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Satz 1.5
Jede durch eine NTM entscheidbare (bzw. semi-entscheidbare) Sprache ist
auch durch eine DTM entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar).

Satz 1.6
Das Halteproblem auf leerem FEingabewort

H.
FEingabe: Eine DTM M
Frage: Halt M bei Eingabe des leeren Worts €7

15t nicht entscheidbar. Es ist jedoch semi-entscheidbar.

Der Satz von Trakhtenbrot

Boris A. Trakhtenbrot: russisch-israelischer Mathematiker (1921-2016).
Alternative Schreibweisen: Trachtenbrot, Trahenbrot.

Definition 1.7
Eine funktionenfreie, endliche Signatur (im Folgenden kurz: Signatur) ist
eine endliche Menge

o={Ry,...,Ry,c1,...,co} mit k, £ € N.

Dabei stellen Ry, ..., R, Relations- und ¢4, ..., ¢, Konstantensymbole dar.

Jedes R; hat eine feste Stelligkeit ar(R;) € Ns;.

Definition 1.8

Sei o eine (funktionenfreie, endliche) Signatur.

Das endliche Erfillbarkeitsproblem fiir FO[o] ist das Berechnungsproblem
mit:

Fingabe: Ein FO[o]-Satz ¢
Frage: Gibt es eine endliche o-Struktur A mit A = ¢?

Bemerkung

Man kann sich leicht iiberlegen, dass das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir

FO[o] semi-entscheidbar ist.
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Theorem 1.9 (Satz von Trakhtenbrot, 1950)
Es gibt eine (endliche, funktionenfreie) Signatur o, so dass das
endliche Erfillbarkeitsproblem fiir FO[o] unentscheidbar ist.

Beweis. Durch Widerspruch: Angenommen, das endliche
Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] wére fiir jede (endliche, funktionenfreie)
Signatur ¢ doch entscheidbar. Wir zeigen, dass dann auch das
Halteproblem H. entscheidbar wire. Dies wiirde einen Widerspruch zu
Satz 1.6 darstellen.

Sei dazu M eine DTM. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass
M=(Q,%,T,A q, F) ist mit

Q={0,1,....s¢} fur ein sg € N

e Anfangszustand ¢y = 0

e I'={0,1,...,sp} fiir ein sy € N
e Blank-Symbol [1 =0

e s:=max{sq,sr}

e Der Lauf* von M bei Eingabe ¢ existiert wirklich, d.h. die Maschine
M bleibt wiahrend der Berechnung nicht dadurch stecken, dass sie in
einem Nicht-Endzustand ist, ihr Kopf an Position 0 (ganz links) ist,
und die Uberfithrungsfunktion im néchsten Schritt eine
Kopfbewegung nach links erfordern wiirde. (Ubung: Man iiberlege,
wie dies 0.B.d.A. gewéhrleistet werden kann!)

e Falls der Lauf von M bei Eingabe ¢ terminiert, so nach genau n
Schritten, wobei n eine natiirliche Zahl > s ist. (Ubung: Man
iiberlege, wie “n > s” 0.B.d.A. gewéhrleistet werden kann!)

Wir représentieren die Berechnung von M bei Eingabe von € durch einen
FO[o]-Satz s, so dass gilt:

©u hat ein endliches Modell <= der Lauf von M bei Eingabe ¢ terminiert.

Die Signatur o wird (unabhéngig von der konkreten DTM M) wie folgt
gewahlt:

o = {<,succ,0,B, K, 7},

wobel
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< und succ zwei 2-stellige Relationssymbole,

0 ein Konstantensymbol,

B (Bandbeschriftung) ein 3-stelliges Relationssymbol, und

K (Kopfposition) und Z (Zustand) zwei 2-stellige Relationssymbole
sind.

Wir definieren nun eine o-Struktur Ay, die den Lauf von M bei Eingabe e
reprasentiert:

e Das Universum von A, ist die Menge

{0,...,n}, falls der Lauf von M bei Eingabe ¢ in Schritt
n € N terminiert
N, falls der Lauf von M bei Eingabe ¢ nicht ter-

miniert

e Die Relationen <™ und succ*™ sowie die Konstante 0 sind durch
die natiirliche strikte lineare Ordnung auf A,;, deren
Nachfolger-Relation sowie die Zahl 0 belegt.

Fiir alle t,p,~v,q € Ay gilt:

e (t,p,7) € BA +—
zum Zeitpunkt ¢ des Laufs von M bei Eingabe ¢ steht auf
Bandposition p der Buchstabe v
o (t,p) € KW —
zum Zeitpunkt ¢ des Laufs von M bei Eingabe ¢ steht der
Schreib- /Lesekopf von M auf Bandposition p
o (t,q) € ZM —
zum Zeitpunkt ¢ des Laufs von M bei Eingabe ¢ ist M im Zustand gq.
Wir definieren nun einen FO[o]-Satz ¢, der erzwingen soll, dass die

Modelle A von ¢y, eine zur Struktur A4,,; isomorphe Substruktur enthalten.
Dies gewéhrleistet dann, dass gilt:

w hat ein endliches Modell
= A, ist endlich
= M halt bei Eingabe €.
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AuBerdem konstruieren wir ¢y, so, dass auch gilt: Ay = par. Dies
gewihrleistet dann, dass gilt:

M hélt bei Eingabe ¢
= A, ist endlich
= @) hat ein endliches Modell.

Insgesamt gilt dann also:
@y hat ein endliches Modell <= M halt bei Eingabe €.

Zur Konstruktion von ¢y

Damit fiir ein Modell A von ,; mit Universum A die Relation <* eine
strikte lineare Ordnung auf A mit zugehoriger Nachfolgerrelation succ? und
kleinstem Element 04 ist, nutzen wir folgende FO[o]-Formel:

P<,suce,0 ZVIEV?J\V/Z’< (<5E<y A y<2> — l’<2)

/\(a:<y—>—|y<x>

/\(:I:<yVy<3:\/:L’:y)

/\(Ozxv0<x)

A (succ(:c,y) & (x <yA-Fu(z<uAu< y))))

Die ersten drei Zeilen dieser Formel besagen, dass die <-Relation transitiv,
antisymmetrisch und konnex (also eine strikte lineare Ordnung) ist, die
vierte Zeile besagt, dass die Konstante 0 mit dem kleinsten Element dieser
strikten linearen Ordnung belegt ist, und die letzte Zeile besagt, dass succ
die zu < passende Nachfolger-Relation ist.

Zur Erinnerung:
s = max{sg,sr}, wobei @ = {0,1,...;so} und I' = {0,1,...,sr}.

Ebenso wie Aj; soll jedes Modell A der Formel ¢,, Elemente ay, ..., as
enthalten, sodass ag das kleinste Element der linearen Ordnung ist und a;
der Nachfolger von a; 1 fiir jedes ¢ € {1,..., s} ist, und welche die Rolle
von Zustdnden bzw. Buchstaben einnehmen konnen. In Aj; sind dies die
Zahlen 0, ..., s.
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Die folgende Formel beschreibt die gewiinschte Eigenschaft der Elemente:
S
Pzanlen(20, 21, - - -, 2s) = (ZOIO A /\SUCC(Zilazi)>
i=1

Der FO[o]-Satz ¢ wird nun folgendermaflen gewihlt:

M = P< suce, A E|ZO ce st (@Zahlen(zm ce 728) A
¥Band A PKopf A PZustand A
©start /\ @Schritt)a

wobei die Formeln in den letzten beiden Zeilen wie folgt gewéhlt sind:

® ©Banag besagt (in Modellen von ¢,y), dass zu jedem Zeitpunkt auf
jeder Bandposition genau ein Symbol des Arbeitsalphabets
I'={0,1,...,sp} steht:

sr
OBand := Vo Vy 3z (B(w,y,z) A (\/ z:zi> A V2 (B(x,y,z’) — z'zz))
i=0

® Vzustand Desagt, dass M zu jedem Zeitpunkt in genau einem Zustand
aus @ =4{0,1,...,s0} ist:

OZustand = VI Iz (Z(m,z) A (iQ/ z:zi) A V2 (Z(ZE,Z/> — z'zz))
i=0

® YKopt besagt, dass der Schreib-/Lesekopf von M zu jedem Zeitpunkt
auf genau einer Bandposition steht:

prcopt = Vo 3y (K(w,9) A WY (K(z,y/) = g/:y)>

® giare besagt, dass die Maschine M zum Zeitpunkt 0 in der
Startkonfiguration Cy(g) bei Eingabe des leeren Worts ist, das heif}t
sie ist im Startzustand gy = 0, ihr Schreib-/Lesekopf steht auf der
Bandposition 0, und auf jeder Bandposition steht das Blank-Symbol
J=0:

Dstart = (Z(0,0) A K(0,0) A vyB(o,y,0)>
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® Oscnrity besagt fiir jeden Zeitpunkt t: Falls M zum Zeitpunkt ¢ im
Zustand g € @\ F ist, der Schreib-/Lesekopf an Position p ist und
dort das Symbol v liest, so ist M zum Zeitpunkt ¢’ := ¢ + 1 in einem
laut Ubergangsrelation zuléssigen Zustand ¢/, hat das entsprechende
Symbol +" auf das Band geschrieben, den Kopf an die richtige Stelle p’
bewegt und die Beschriftung aller anderen Bandpositionen p” nicht

verandert:
PSchritt =
vivp AN\ <(K(t,p) A Z(t,zy) N B(t,p, 27)> -
qEQ\F €l

' 3y’ (succ(t,t’) AN K, p)A

vp// <—|p”:]) N /\ (B(t/,p”, Z'Y”) g B(t7p//7 Z’Y”))) A

wobei die Formel x,,(p,p’) die Kopfbewegung fiir m € {—1,0,1}
beschreibt, das heif3t

xo(p,p") = p'=p,
xi(p,p') = succ(p,p),
xX-1(p, ') = succ(p',p).

Wir sind nun fertig mit der Konstruktion der Formel ¢,;. Man sieht leicht,
dass es einen Algorithmus gibt, der bei Eingabe einer DTM M den
FO[o]-Satz ¢ konstruiert.

AuBerdem kann man sich leicht davon iiberzeugen (Details: Ubung!), dass
Folgendes gilt:

L4 AM ):@Mu und

e in jeder o-Struktur A mit A | ¢y, gibt es Elemente ag, aq, ..., a;, .. .,
die den natiirlichen Zahlen 0,1, ...,14,... entsprechen (fir alle
i € Apr); und schrinkt man A ein auf das Teiluniversum

{a; : i € Apn}, so erhélt man eine Struktur, die isomorph zu A, ist.
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Das Halteproblem H. kann dann dadurch getestet werden, dass man ¢y,
auf endliche Erfiillbarkeit testet. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 1.6. O]

Folie 28

Bemerkung 1.10

Man kann sogar zeigen, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir die Signatur

o = {FE} gilt, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Daraus folgt dann natiirlich auch, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir jede
Signatur gilt, die mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2
enthalt.

Andererseits werden wir in einem spéteren Kapitel unter Verwendung von
Lokalitétsresultaten zeigen, dass fiir jede funktionenfreie Signatur o, deren
Relationssymbole alle die Stelligkeit 1 haben, das endliche
Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] entscheidbar ist.

Bemerkung 1.11

Alternativ zum Halteproblem H. kann man auf Grund des Satzes von
Trakhtenbrot auch das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] als
Grundlage fiir Reduktionen nutzen, mit denen man die Unentscheidbarkeit
bestimmter Probleme nachweist. Beispiele dazu werden in den Ubungen
betrachtet.

Weitere Lektiire

Folie 29
e Lehrbuch [L]: Kapitel 2.1, 2.2 und 9.1.
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Kap:itel 2

Logik zweiter Stufe und die
Sitze von Biichi und Fagin

2.1 Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Folie 30
Idee: In der Logik zweiter Stufe gibt es fiir jede Stelligkeit k£ > 1 abzéhlbar

viele k-stellige Relationsvariablen Var’f, Varg, ..., die wir meistens mit
GroB3buchstaben wie X, Y, ... bezeichnen werden.

Definition 2.1 (SO: Syntax)
Sei o eine (endliche, funktionenfreie) Signatur.

(a) Vary := {Var’; i,k € N5} ist die Menge aller Variablen zweiter Stufe
(oder: Relationsvariablen). Die Relationsvariable Varf hat die
Stelligkeit ar(Var?) = k.

Var, := Var = {var;; i € N5} ist die Menge aller Variablen erster
Stufe (oder: Individuenvariablen).

Ein o-Term ist ein Element der Menge
T, := Var; U{c € o : ¢ ist ein Konstantensymbol}.
Folie 31

(b) Die Formelmenge SO[o] ist rekursiv wie folgt definiert:

(A1) R(ty,...,tx) gehort zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,t, € T,
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(A2) t=t' gehort zu SO[o]
fa.t,t' €T,
(A3) X(t1,...,tx) gehort zu SO[o]
fa. X € Vary, k:=ar(X), t1,...,tx € T,

(BC) Sind 9, ¢1, o Formeln in SO[o], so gehoren auch die folgenden
Formeln zu SOJ[o]:

* Y
* (p1V p2)
(1 A p2)
* (1 = p2)
x (p1 € ¢2)
(Q1) Ist ¥ eine Formel in SO[o] und x € Vary, so gehoren auch
folgende Formeln zu SO[o]:
x dx
x Vi
(Q2) Ist ¢ eine Formel in SO[o] und X € Vary, so gehoren auch
folgende Formeln zu SO[o]:
x 34X Y
x VXY

*

(c) Die mit (A1), (A2) und (A3) gebildeten Formeln heiflen atomare
o-Formeln.

Folie 32

Definition 2.2

(a) Fiir ¢ € SO[o] bezeichnet frei(¢) die Menge aller Individuen- und
Relationsvariablen, die frei in ¢ vorkommen, und qr(y) den
Quantorenrang (bzw. die Quantorentiefe) von ¢, d.h. die maximale
Anzahl ineinander geschachtelter Quantoren in .

Das heifit, f.a. x € {V,A, =, <}, Q € {3,V}, v € Var; U Vary, o-Terme
t,t' t1,...,t,, Relationssymbole R € o, Variablen X € Vary und
Formeln 1, ¢1, po gilt
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frei(R(ty, ..., tx))
frei(t=t")
frei( X (t1,...,tx))
frei(—))
)

)

= {t1,...,tx} N Vary,

= {t,t'} N Vary,

({t1,...,tx} N Var)) U {X},
frei(1),

= frei(pr) U frei(ps),

~—

frei((y1 * o

frei(Quvy) = frei(y) \ {v}
Folie 33
und
qr(y) 0 fiir atomare o-Formeln ¢,
qr(=¢) qr(t),
ar((pr * o)) = max{qr(e), qr(es)},
(@) = @)+l
Wir schreiben oft (X7, ..., Xy, x1,...,2s) um anzudeuten, dass
frei(p) C{ Xy, ..., Xy, 21,..., x5} ist.
(b) Eine SO[o]-Formel ¢ heiit Satz, falls frei(yp) = 0 ist.
Beispiel
Fiir die SO[o]-Formel
g = 3XVY (Elz 32 Z(2) V Vu (Y (u) V u=2))
gilt frei(¢) = {z} und qr(p) = 4.
Folie 34

Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[o]. Deshalb geben wir im Folgenden nur
die zusétzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und ¢(X7, ..., Xy, 21,...,x5) eine SO[o]-Formel.
Weiter sei 8 eine Belegung von M = {Xy,..., X, x1,..., 25} in A, d.h. eine
Zuordnung von M mit 5(x) € A fiir alle z € M N Var; und 3(X) € A*X)
fir alle X € M N Vars.

Sei Z := (A, ) die zugehorige SO[o]-Interpretation.
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Wir definieren v% := B(v) fiir v € M, und ¢ := ¢ fiir Konstantensymbole
ceo.

Fiir X € Var, und S C A*™) bezeichne 3% die Belegung von M U {X} in
A mit £(X) =S5 und 82 (v) = B(v) fiir alle v € M \ {X}.

Wir definieren aulerdem I% = (A, 6] %)

Folie 35
(A3) Ist ¢ von der Form X (ti,...,t), so gilt
Tk X(t,...,th) = (... 1) e X~
(Q2) Ist ¢ von der Form 3X ¢ bzw. VX v, so gilt
T | 3Xy <= TI% k= ¢ fiir (mind.) eine Menge S C A™™)
bzw.
T VX < I E 9 fiir jede Menge S C A,
Allgemein schreiben wir statt Z |= ¢ auch (A, X7,..., X, 2, ... 2f) E ¢.
Folie 36
Beispiele 2.4
Sei 0 := {E} die Signatur fiir Graphen, das heifit E ist ein 2-stelliges
Relationssymbol.
(a) Ein SO[o]-Satz, der genau dann fiir einen Graphen gilt, wenn er
3-farbbar ist:
$3. = JRIGIB (Vm <R(a:) vV G(z) V B(:L‘)) A
Va Yy ( E(zy) —
(' (RB@) A RW) Vv (Gl2) A Gly) v
(B2) A B))) )
Folie 37
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(b)

()

Ein SO[o]-Satz, der besagt, dass der Graph symmetrisch und
nicht zusammenhéngend ist:

Buomcm = 3X (30 X(2) A 3y X(0) 7
—JuIv (E(u,v) A X(u) A =X (v))

A Yu v (E(u,v) < E(v,u)>)

Folie 38
Eine SO[o]-Formel ®,eaen(2,y), die besagt, dass es im Graph einen
Weg von Knoten z zu Knoten y gibt:
Dreacn(z,y) = VX ((X(a:) A V2V ((E(z,z’) A X(2) = X(z’)))
- X (y))
Folie 39

Ein SO[o]-Satz, der in einem endlichen Graphen G = (V, E) mit

n := |V| besagt, dass er einen Hamiltonkreis enthélt, d.h. es gibt
paarweise verschiedene Knoten vy, ..., v, in V| s.d. (v;,v;11) € E fa.
1 <i<n,und (v,,v) € E:

(I)Ham = EI}%< EIfisucc EIZO EIZma:L’ (E(zmax7 ZO)

N Yz Vy (Rsucc(xa y) — E(.’E, y))

{\ §0<,succ,0<R<7 Rsucca ZO)/
*)

A Vzx (R< <x7 Zmaa:) V= Zmaz))

Zmaq ist das grofite Element bzgl. R<

(x) Dies ist die Formel aus dem Beweis des Satzes von Trakhtenbrot,
in der jedes Vorkommen von < bzw. succ bzw. 0 durch R bzw. Rgyce
bzw. zy ersetzt wurde. Sie besagt also, dass R_ eine strikte lineare
Ordnung auf V' mit kleinstem Element zy und Nachfolger-Relation
Rgcc 1st.
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Definition 2.5

(a) Die monadische Logik zweiter Stufe MSO[o] ist die Klasse aller
SO[o]-Formeln ¢, s.d. alle in ¢ vorkommenden Relationsvariablen die
Stelligkeit 1 besitzen (solche Relationsvariablen werden auch
Mengenvariablen genannt).

(b) Die ewistenzielle Logik zweiter Stufe ESO[o] (auch: 3SO[o], 3i[o]) ist
die Klasse aller SO[¢]-Formeln der Form 3X; ...3X,; ¢, wobei gilt:
d €N, Xi,..., X, sind Relationsvariablen, und ¢ € FO[o U Vars].
Letzteres bedeutet, dass ¢ ohne (Q2) gebildet wird.

(c) Die monadische existenzielle Logik zweiter Stufe EMSOJo] (auch:
IMSO[s], monXi[c], monNP[o]) ist die Klasse aller MSO[o]-Formeln,
die zugleich ESO[c]-Formeln sind, d.h. aller SO[o]-Formeln der Form
JX, ... 33X, wobei gilt: d € N, Xy,..., X, sind Mengenvariablen, und
¢ € FO[o U {X € Vary | ar(X) = 1}]. Letzteres bedeutet, dass ¢ ohne
(Q2) gebildet wird, und bei Anwendungung von (A3) nur
Mengenvariablen genutzt werden.

Beispiele 2.6
Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:

®3 o1 gehort zu MSO[o], ESO[o] und EMSO[o].

Dpon-conn gehort zu MSO[o], ESO[o] und EMSO[o].

Deaen gehort zu MSO[o], aber nicht zu ESO[o] und nicht zu EMSO[o].

Dyam gehort zu ESO[o], aber nicht zu MSO[¢]| und nicht zu EMSO[o].

2.2 MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die requldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden koénnen.

Sei ¥ :={ay,...,a,} ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Nicht-leere Worte w € ¥* représentieren wir wie folgt.
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Definition 2.7 (Wortstrukturen)

(a) Sei oy die Signatur bestehend aus:

e cinem 2-stelligen Relationssymbol <
e cinem 1-stelligen Relationssymbol P, fiir jeden Buchstaben a € 3.
(b) Einem endlichen Wort wy - - - w,, € X7 der Liange n > 1 (mit w; € ¥ f.a.

i €{l,...,n}) ordnen wir die ox-Struktur
Ay = (Ay, <A, P;llw7 .. .,PC:;}W) zu, s.d.:

e A, ={1,...,n} ist die Menge aller Positionen in w

o <A ist die natiirliche lineare Ordnung auf A,

o PAv .=lic A, : w; = a} fiir jedes a € X,

d.h. PAv ist die Menge aller Positionen in w, an denen der

Buchstabe a steht.

Folie 43
Beispiel 2.8
Fiir © = {a,b} und w = aaab gilt A, = (A, <*, PA PA) mit
o A, = {1,2,3,4}
e <Av ist die natiirliche lineare Ordnung auf {1,2,3,4}
o PAv = {1,2,3}
Auw
o P = {4}.
Folie 44
Definition 2.9
e Sei L C ¥* und sei ¢ ein MSO[ox]-Satz. Wir sagen ¢ beschreibt L, falls fiir
jedes nicht-leere Wort w € ¥* gilt:
weL < A, E o
o L C ¥* heiBt MSO-definierbar (bzw. EMSO-definierbar), falls es einen
MSO[ox]-Satz (bzw. EMSO[ox]-Satz) gibt, der L beschreibt.
Folie 45
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Beispiel 2.10
Sei ¥ = {a,b}. Die Sprache

Leven := {w € ¥* : |w| ist gerade}

wird durch folgenden EMSO[og]-Satz @even beschrieben:
Poven = IX (V:c (min(z) = =X (z))A
vz (maz(z) — X(z)) A

Va Yy (succ(m,y) — (X(x) > —|X(y)))>

mit:  min(z) = Vzx <z
max(z) = Vzz<z
succ(z,y) = <y A na=y A Vz(2<zVy<z)

Idee: X soll genau die geraden Positionen und die letzte Position eines
Wortes enthalten, in dessen Wortstruktur die Formel ausgewertet wird.

Die Abkiirzungen min(z), maz(x) und succ(z) fiir oben stehende Formeln
werden wir im Verlauf dieser Vorlesung immer wieder benutzen.

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)
Sei Y ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C *.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) L ist requldr (d.h. L wird von einem deterministischen endlichen
Automaten erkannt).

(b) L ist EMSO-definierbar.
(c) L ist MSO-definierbar.

Der ,Satz von Biichi* ist auch unter dem Namen ,,Satz von Biichi, Elgot,
Trakhtenbrot® bekannt.

Die Richtung ,,(b) = (¢)“ gilt trivialerweise, da EMSOJos] C MSO|ox].

Wir beweisen die Richtung ,,(a) = (b)“ in dem folgenden Lemma.
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Lemma 2.12
Jede regqulire Sprache L C ¥* ist EMSO-definierbar.

Beweis. Sei L C ¥* regulér, d.h. L wird von einem deterministischen
endlichen Automaten A = (Q, X, qo, 0, F') erkannt. O.B.d.A. sei

e )=1{0,1,...,m} fiir ein m € N,
® o € @ ist der Startzustand,
e ) :QxYX — Q ist die Uberfithrungsfunktion,

e [ C (@ ist die Menge der akzeptierenden Zustéande.

W SR

Voo %aﬁ é‘&jy&@pﬁ: WYy s M W My
E§§ s A AN Y A
Land ae A % 4. %2 A %y 4.

Abbildung 2.1: Lauf von A auf w

Idee: Fiir gegebenes w = w; - - - w, € X7 betrachten wir fiir jeden Zustand
q € @ die Menge Z, der Positionen ¢ von w, s.d. gilt: Direkt nach dem
Lesen des Buchstabens w; ist A im Zustand q.

Wir konstruieren einen EMSO[ox]-Satz @4, so dass fiir alle w € ¥ gilt:
A akzeptiert w <= A, E ®4.

Dazu wahlen wir &, wie folgt:
CI)A = EIZO e EIZm (@Zustand A PStart A PSchritt A Soakzeptiere)
mit

® Ozustana Desagt (in Ay), dass jede Position von w zu genau einer der
Mengen Zy, ..., Z,, gehort:

s = Yo\ (Z@) A N\ ~Zy()

qeqQ q7'€Q\{q}

Version vom 10. November 2025 Seite 31



Folie 47

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitat

® ¥sart Desagt, dass die Position 1 in Zsg,,.,) enthalten ist:

PStart = VT <mzn(x) — /\(Pa(x) - Zé(qo,a)@)))

acy

® (OSchritt besagt, dass die Mengen Zy, ..., Z,, mit der
Uberfithrungsfunktion ¢ kompatibel sind, d.h. fiir jede Position i < n
und Zustand ¢ € Q mit ¢ € Z, gilt i+1 € Zsguw,, )

OSchritt = VaVy <succ(:c,y) — /\ ((Zq(m) A Pa(y)) — Z(;(q,a)(y)>>

acx,
q€Q

® akzeptiere DEsagt, dass es einen akzeptierenden Zustand ¢ € F' gibt,
s.d. die letzte Position n in Z, enthalten ist:

Pakzeptiere -— Va (max(x) - \/ Zl](x>)

qeF

Offenbar ist ®, ein EMSO[ox]-Satz.
Man kann leicht nachpriifen, dass fiir alle w € X1 gilt:

A akzeptiert w <— A, | Pa.

Somit gilt, dass ®, die von A akzeptierte regulidre Sprache L beschreibt.
Dies beendet den Beweis von Lemma 2.12. O]

Die Richtung ,,(a) = (b)“ des Satzes von Biichi gilt gemafl Lemma 2.12.

Die Richtung ,,(¢) = (a)“ des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[os]-Satz zunichst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen
Automaten besonders geeignete Form.

Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden
MSO[ox]-Formeln:

e singl(X) besagt | X| =1 (,X is a singleton set®):
singl(X) = Jy (X(y) AVz (X(z) — zzy))

e [e(X,Y) besagt, dass keine Position in Y kleiner als eine Position in
X ist:

le(X,Y) =VaVy ((X(x) AY(y)) = z < y)
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e sub(X,Y) besagt X CY:

sub(X,Y) = Vz (X(z) — Y(2))

e symb,(X) besagt, dass an allen Positionen in X der Buchstabe a
steht:

symby(X) = Vz (X(z) = Pu(z)).

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine
yaquivalente“ MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x
durch eine neue Mengenvariable V,, ersetzen und atomare Formeln durch
geeignete Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen,
s.d. fiir alle x,y € Vary, a € 3, Mengenvariablen Z € Vary, Formeln

¥, 1,2 € MSOJoyx], Junktoren [0 € {A,V, —, <>} und Quantoren

Q € {3,V} gilt:

o Fir p:=x<y ist ¢* :=1le(V,, V).

o Fiir p:=a=y ist ¢*:= (le(V,,V,) A le(V,,Va)).
o Fiir ¢:= P,(x) ist ¢* = symb, (V).
o Fir p:=2Z(z) ist ¢*:=sub(V,, 7).
o Fiir ¢:=3zv ist ¢* := 3V, (singl(V;) A ¥%).
o Fiir ¢ :=Vzv ist ¢*:=VV, (singl(V,) = ¢*).
o Fiir ¢:=— ist ¢* ="
o Fiir = (p10¢pn) ist ¢" 1= (p]O¢3).
o Fiir p:=QZY ist " :=QZY*.
Lemma 2.13

Fiir jeden MSO[ox]-Satz ¢ ist auch ¢* ein MSO[ox]-Satz, und ©* beschreibt

dieselbe Sprache wie .

Beweis. Ubung.
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Als néchstes konstruieren wir induktiv fiir jede Teilformel von ¢* einen
saquivalenten“ endlichen Automaten. Formeln der Form singl(X),
le(X,Y), sub(X,Y) und symb,(X) behandeln wir dabei als ,,atomar*.

Insbesondere haben die Teilformeln, die wir betrachten miissen, keine freien
Individuenvariablen, wohl aber freie Mengenvariablen. Belegungen dieser
Mengenvariablen représentieren wir durch ein grofleres Alphabet:

Seien Xi,..., Xy (mit k£ € N;) die Mengenvariablen, die in ¢* vorkommen.

Sei
Y o= 2 x {0,1}"

Ein Wort wy - - - w,, € ¥ (mit w; € ¥ f.a. i € [n]) und Belegungen
S1,...,8k C {1,...,n} der Mengenvariablen X3, ..., X} reprisentieren wir
durch das Wort

mit
w; = (w,-, bits .-, bi7k) e Y fiir allei € {1,...,n},

wobei fiir alle i € {1,...,n} und j € {1,...,k} gilt:

)1 fallsie S
Y0 fallsi ¢ S

Umgekehrt reprasentiert jedes Wort w = uy ---u, € (E' )+ ein Wort
w o= wy---w, € 2N

und Belegungen

Sl,...,Skg[n]

der Mengenvariablen X7, ..., X} wie folgt: Ist, fiir alle ¢ € {1,...,n},
u; = (07;, bi71, ey bi,k)a so ist

w; = o; fiir alle i € [n]
und

S; = {i€en]:b;=1} firallej e [k].

Version vom 10. November 2025 Seite 34



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitat

Setze dann Z,, := (Aw, S, Sk).
Eine Teilformel v von ¢* definiert die Sprache

L) = {ue ()" : 7, v}

Folie 51

Lemma 2.14

Sei k € Noy, X =% x {0,1}, seien i,j € [k], seia € 2.

Es gibt nichtdeterminstische endliche Automaten Agingi(x,), Aie(x;,x;)s
Agup(x; x;) und Agymp, (x,) tdber dem Alphabet Y, so dass gilt:

(a) Agingix,) erkennt die Sprache L' (singl(Xi)).
(b) Ae(x, x;) erkennt die Sprache L’(le(Xi, Xj)).
(c) Asupix, x;) erkennt die Sprache L’(sub(Xi,Xj)).
(d) Agymp,(x,) erkennt die Sprache L’(symba(Xi)).

Beweis. N
(a) Der Automat Aggx,) soll ein Wort u = uy---u, € (Z’ ) genau dann
akzeptieren, wenn gilt: Es gibt genau eine Position p € {1,...,n},

sodass fiir den Buchstaben
u, = (Wp, bp1,....bpx) € X x {0, 1}k

die zu X; gehorende Komponente b, ; gleich 1 ist.

Dies wird durch den folgenden nichtdeterministischen Automaten
gewihrleistet (hierbei bedeutet ein , %, dass in der entsprechenden
Komponente jeder mogliche Wert stehen kann):

.
(x, 4700,

Abbildung 2.2: Agpngi(x,)

(b) Ubung.
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(c) Der Automat Au(x, x;) soll ein Wort u genau dann akzeptieren, wenn

an jeder Position p fiir den dortigen Buchstaben
up = (Wp, bp1,...,bpx) €3 x {0, 1}* gilt:

Falls b,; = 1, so auch b, ; = 1.

Dies wird durch den folgenden Automaten gewihrleistet. O.B.d.A.
betrachten wir hier den Fall, dass ¢ = 1 und j = 2 ist:

x“> 8 L"”(’S‘ #?)
,,L*Ji-—lﬁ@

&*44*

il
Abblldung 2.3: Asub(Xi,Xj)

(d) Ubung.

Lemma 2.15

Sei ¢ ein MSOlox]-Satz, seien Xq,..., Xy (fir k € Ny ) die in ¢*
vorkommenden Mengenvariablen, und sei X' := ¥ x {0, 1}*.

Fiir jede Teilformel ¢ von ¢* (wobei die Formeln singl(X;), sub(X;, X;),
le(Xi, X;), symba(X;) als ,atomar® betrachtet werden) gibt es einen
nichtdeterministischen Automaten Ay, iber dem Alphabet X', sodass gilt:

Ay erkennt die Sprache L'(1)).

Beweis. Wir fithren den Beweis induktiv nach dem Aufbau von . Der
Induktionsanfang fiir ,,atomares® ¢ wird durch das Lemma 2.14
gewahrleistet.

Induktionsschritt:
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e Fall 1: ¢y = =y fiir eine Teilformel y von ¢*
GeméB Induktionsannahme gibt es einen Automaten A, der die
Sprache L'(x) erkennt. Es gilt fiir alle u € (3’ )+:

ueLl(y) < ugl(x)

Also erhalten wir den gesuchten Automaten A, indem wir A,
zunéchst deterministisch machen (Potenzmengenkonstruktion), und
dann akzeptierende zu nichtakzeptierenden Zustédnden machen und
umgekehrt.

e Fall 2: ¢ = (¢, V 1)) fiir Teilformeln vy, 19 von ¢*

GeméB Induktionsannahme gibt es Automaten Ay, und A, , die die
Sprachen L'(1;) und L'(1)2) erkennen. O.B.d.A. seien deren
Zustandsmengen disjunkt. Den nichtdeterministischen Automaten A
erhalten wir, indem wir die Automaten A, und Ay, vereinigen und
deren Startzustdnde mit einem neuen Startzustand identifizieren.

Das heifit: Ist Alm = (Ql, Z/, qo,i» Az; Fz) mit Az g Qz X Ez X Qz fir
i € {1,2} und zusétzlich Q1 N Qs = 0, s0ist Ay, = (Q, ¥/, qo, A, F)
mit
—Q = Q1 U Q2 U {qo} fiir einen neuen Zustand o
—F:F1UF2UMm1t
M- {{qo} falls go1 € Fy oder qp2 € F

0 sonst

- A - A1 U AQ U {(QO,UIaQ) D1 € {172}7 (qﬂ,iag/aq) € Az}

e Fall 3: ¢ = (¢p; O1hy) fiir Teilformeln 94, 1y von ¢*, O € {A, =, <}
Dies folgt aus geeigneten Kombinationen der Fille 1 und 2, da z.B.
(1 — 1b9) dquivalent ist zu (=1 V ¥9). Details: Ubung.

e Fall 4: ¢ = 3X; y fiir eine Teilformel y von ¢* und i € {1,...,k}.
GeméB Induktionsannahme gibt es bereits einen Automaten A, , der
die Sprache L'(x) erkennt.

Fiir jedes u = uy---u, € (Z’)+ mit
U, = (Wp,bp1,---,bpr) € B x{0,1}F, fiir alle p € [n]

gilt (Beweis: Ubung):
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D: uel(y) =
Es gibt Werte by, ..., b, € {0,1}, die fiir die X;-Komponente
eingesetzt werden kénnep, s.d. fir @ := 4y - - - &,, mit
Up = (Wp, bp 1,y bpic1,bp, bpiv, ..., bpi) fa. p € [n] gilt, dass

we L'(x) (dh.awird von A, akzeptiert).

Somit wird die Sprache L’(1)) durch den nichtdeterminstischen
Automaten A, erkannt, der aus A, entsteht, indem in der
Beschriftung jedes Pfeils der grafischen Darstellung von A, die
X,;-Komponente durch das ,, Wildcard“-Symbol * ersetzt wird. Das
heifit: Ist

A, = (Q,Y,q, AF),soist

Ay = (Q,%,qo, A F) mit

A = {(q,&,q') : (q,0,¢) € Aund 5 = (d,gl,...,l;k) e ¥ x{0,1}"
entsteht aus o = (a,by,...,b;) € X x {0, 1}*,
indem der Wert b; durch einen beliebigen Wert
b; € {0,1} ersetzt wird }

Man kann leicht nachpriifen, dass fiir alle Worte u € (2’ )+ gilt:

A, akzeptiert © <= die in @ nach dem ,,<=“-Symbol
stehende Aussage gilt.

e Fall 5: ¢ = VX, x fiir eine Teilformel x von ¢* und i € {1,...,k}
Dies folgt durch Kombination der Félle 1 und 4, da VX, x dquivalent
ist zu —3.X; —~y.

Dies beendet den Beweis von Lemma 2.15. OJ

Folie 53
Das folgende Lemma beweist die Richtung ,,(c) = (a)“ des Satzes von
Biichi (Theorem 2.11).

Lemma 2.16
Fiir jeden MSO[ox]-Satz ¢ gibt es einen nichtdeterministischen endlichen
Automaten A, der die von ¢ beschriebene Sprache erkennt.
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Beweis. Wir nutzen Lemma 2.13 und Lemma 2.15, um die Formel ¢* und
den Automaten A, zu konstruieren, der die Sprache L'(¢*) C (% )+
erkennt. Dabei ist X' = ¥ x {0,1}* und k ist so gewiihlt, dass Xi,..., X}
die in ¢* vorkommenden Mengenvariablen sind.

Das heifit, fiir jedes Wort u = uy - - - u,, € (E’ )+ und die zugehorige
Kombination von Wort w € X% und Mengen Sy, ..., S, C [n] gilt:

A, akzeptiert das Wort u genau dann, wenn Z,, = (A, S1,...,Sk) die
Formel ¢* erfiillt. Da ¢* keine freien Variablen hat (und somit die jeweilige
Belegung der Mengenvariablen X7, ..., X} irrelevant ist), und dieselbe
Sprache wie ¢ beschreibt, gilt

L.Ey = A,F¢ <= A,Ee

Somit erhalten wir einen nichtdeterministischen Automaten A, der genau
diejenigen Worte w € X1 akzeptiert, fiir die A, = ¢ gilt, indem wir in der
grafischen Darstellung von A - in der Beschriftung jedes Pfeils die
Komponenten fiir Xy,..., X} weglassen. Das heif3t:

Ist Ay = (Q,Y,q0, A, F), so ist
ASD = (szaquvF) mit

A = {(q,0,¢) : es gibt by,..., b, € {0,1},

s.d. (¢, (0,b1,...,b),q') € A}
Man kann leicht nachpriifen, dass fiir alle Worte w € X+ gilt:
A, akzeptiert w <<= A, = .

Insbesondere gilt, dass die von ¢ beschriebene Sprache regulér ist. Dies
beendet den Beweis von Lemma 2.16 und damit auch den Beweis des Satzes
von Biichi (Theorem 2.11). O

Folie 54

Bemerkung 2.17

Der Satz von Biichi besagt insbesondere, dass existenzielle monadische
Logik zweiter Stufe auf Worten dieselbe Ausdrucksstéirke besitzt wie die
,volle“ monadische Logik zweiter Stufe (und genau die reguldren Sprachen
beschreiben kann).

Man kann sogar beweisen, dass jede reguldre Sprache L durch einen
EMSO[ox]-Satz beschrieben werden kann, der nur eine Mengenvariable
benutzt. Somit ist auf Worten die existentielle monadische Logik zweiter
Stufe mit nur einer einzigen Mengenvariablen dquivalent zur vollen
monadischen Logik zweiter Stufe.
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Aus dem Gebiet der formalen Sprachen sind viele Methoden bekannt, mit
denen man nachweisen kann, dass bestimmte Sprachen nicht regulér sind
(z.B. Pumping Lemma, Satz von Myhill und Nerode,
Abschlusseigenschaften, . ..). Man siehe dazu einfithrende Vorlesungen in
Theoretische Informatik, formale Sprachen bzw. Automatentheorie.

Insbesondere wissen wir fir ¥ = {a, b}, dass die Sprache
Lanbn = {ann T n e N}l}

nicht regulér ist.

Geméfl dem Satz von Biichi kann Lgnp» also auch nicht durch einen
MSO-Satz beschrieben werden.

Durch Anwenden einer logischen Reduktion konnen wir daraus folgern, dass
z.B. bestimmte Graphen-Eigenschaften nicht in MSO beschrieben werden
konnen:

Satz 2.18 (,Hamiltonkreis ist nicht MSO-definierbar*)
Sei 0Grapn = {E} fiir ein 2-stelliges Relationssymbol E.

Es gibt keinen MSO[ogyaph]-Satz ¢, s.d. fir jeden endlichen Graphen G gilt:

G§FE¢ <= @ besitzt einen Hamiltonkreis.

Beweis. Durch Widerspruch: Angenommen, Qpam ist ein MSO[ogapn]-Satz,
s.d. fiir jeden endlichen Graphen G gilt:

G E ¢YHam <= G besitzt einen Hamiltonkreis.

Ziel: Modifiziere ppam zu einem MSO[ox]-Satz @gnpn (fir ¥ = {a,b}), der
die Sprache Lgnpn = {a"b"™ : n € N1} beschreibt.

Idee: Einem Wort w = w; - - - w,, € {a,b}" ordnen wir den Graphen
Gw = (Vi, Ey) zu mit

e V, als Menge der Positionen von w

¢ Byi={(i.f) €V x Vy t wy=a & w; =1},

d.h. zwischen zwei Positionen ¢ und j gibt es genau dann eine Kante,
wenn in w an diesen Positionen unterschiedliche Buchstaben stehen.

Version vom 10. November 2025 Seite 40



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitat

Beachte: G, ist ein vollstindig bipartiter Graph auf Partition P7‘» U PbA“’.
Insbesondere gilt:

G,, besitzt einen Hamiltonkreis

= |PAv| = |P|, d.h. w enthilt genauso viele a’s wie b’s

Daher wird Lgnp» durch folgenden MSO[os]-Satz ¢gnpm beschrieben:

Panpn = (Vwa ((Pa(x) A By(y)) — = < y) A Otam >

wobel ¢, aUus PHam entsteht, indem jedes Atom der Form F(z,y) ersetzt
wird durch die Formel

(Pa(x) A Pb(y))

Dies ist ein Widerspruch, da geméifl dem Satz von Biichi die Sprache Lgnyn
dann regulédr sein miisste. Dies beendet den Beweis von Satz 2.18. [

2.3 ESO und der Satz von Fagin

Folie 56
Zur Erinnerung:

ESO-Formeln sind SO-Formeln der Form
39X, - 3Xp g,

wobei ¢ > 0 ist, Xq,..., X, Relationsvariablen beliebiger Stelligkeit sind
und ¢ eine FO-Formel ist, deren atomare Teilformeln auch
Relationsvariablen nutzen konnen.

Definition 2.19 (Logische Beschreibung von Komplexitétsklassen)

Sei K eine Komplexitétsklasse (z.B. NP), sei £ eine Logik (z.B. ESO) und
sei § eine unter Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicher Strukturen
(z.B. FIN :=die Klasse aller endlichen Strukturen iiber allen endlichen
funktionenfreien Signaturen).

Wir sagen ,,L beschreibt K auf S, falls die folgenden beiden Bedingungen
erfiillt sind:

Folie 57

(1) Fir jeden Satz ¢ € L gehort das folgende Problem zur
Komplexitatsklasse K:
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EVAL,(S) (Das Auswertungsproblem fiir ¢ auf S)
FEingabe: Eine Struktur A € S

Frage: Gilt A = ¢?

(2) Fiir jede endliche, funktionenfreie Signatur o und jede unter Isomorphie
abgeschlossene Klasse C C § von o-Strukturen gilt:

Falls das Problem

Zugehérigkeit zu C in S
FEingabe: Fine o-Struktur A € S

Frage: Ist A e C?

zur Komplexitatsklasse K gehort,
so gibt es einen L[o]-Satz ¢, sodass gilt:

C = {AeS : Aist eine o-Struktur mit A |= ¢}

-~

=:Mods(p)

Theorem 2.20 (Der Satz von Fagin, 1974)
ESO beschreibt NP auf der Klasse FIN aller endlicher Strukturen.

Der Beweis von Theorem 2.20 erfolgt in zwei Teilen:

Im ersten Teil zeigen wir, dass jeder ESO-Satz W bei Eingabe einer Struktur
A nichtdeterministisch in Zeit polynomiell in der Groe von A ausgewertet
werden kann (dies ist der ,leichte“ Teil des Beweises).

Im zweiten Teil zeigen wir, dass jedes Problem, das in NP liegt, durch einen
ESO-Satz beschrieben werden kann.

Das Berechnungsmodell, mit dem wir arbeiten, sind Turingmaschinen. Um
die Details des Beweises von Theorem 2.20 ausarbeiten zu kénnen, miissen
wir festlegen, wie eine Struktur A als Eingabe einer Turingmaschine
reprasentiert wird. Wir benutzen dazu die sogenannte Standardkodierung,
die im Folgenden eingefiihrt wird.

Definition 2.21
Sei A = {ap,a1,...,a,_1} eine durch die Relation < linear geordnete
endliche Menge, so dass gilt: ag < a; < -+ < @p_1.
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(a) Der Rang rg_(a) eines Elements a € A ist
rg.(a) = [{be A : b<a}|
Somit gilt rg_(a;) =i (f.a. ¢ € {0,...,n—1}).

(b) Sei r € Nyy. Die lexikographische Ordnung <je auf A" ist wie folgt
definiert:

Fiir b= (by,...,b,) € A" und ¢ = (cy,...,c,) € AT ist
b<ixt < ex.i€{l,...,r}sd b <c undfa. j<iistb; =c;.

Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dass <), eine strikte lineare
Ordnung auf A" ist .

Folie 60
Beispiel 2.22
Sei A = {0,1,2} mit 0 < 1 < 2. Beziiglich der lexikographischen Ordnung
<jex auf A% gilt fa. b € A%
b [(0,0) [ (0,1) [ (0,2) | (1,0) | (1L1) | (1,2) | (2,0) | (2,1) | (2,2)
g, ® 0 [ 123 [ 4]5[6]7][38
Allgemein gilt: Ist n > 1, A := {0,...,n=1} mit 0 <--- <n—Tundr > 1,
so gilt fiir jedes b = (b,_1,...,bg) € A"
r—1
I8 ex b) = Z bin' = b0+ b_on T 4 -+ 4 byn,
i=0
d.h. fiir n > 2 ist rg__ (b) die von der Darstellung b,_; - - - by zur Basis n
reprisentierte natiirliche Zahl.
Folie 61

Definition 2.23 (Standardkodierung enc_(A))

e Seiog={Ry,...,Ryci,...,cp} (mit £, ¢ > 0) eine endliche
funktionenfreie Signatur, wobei fiir jedes j € {1,...,¢} gilt: R, ist ein
Relationssymbol der Stelligkeit r; := ar(R;).

Sei r := max{1,r,...,r,} — d.h. wenn ¢ mindestens ein
Relationssymbol enthélt, ist r einfach die maximale Stelligkeit der
Relationssymbole in o, und ansonsten ist r = 1.
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e Sei A cine endliche o-Struktur, sei n := |A|. Sei < eine beliebige
lineare Ordnung auf A und sei A = {ao, ...,a,_1} mit
ag < a1 < -+ < Qp—1-

Im Folgenden identifizieren wir jedes a; € A mit seinem Rang
i =rg_(a;), und fiir j € {1,...,¢} identifizieren wir jedes r;-Tupel
b € A’ mit seinem Rang rg__ (b) € {0,...,n" —1}.

e Fiir jedes j € {1,..., ¢} kodieren wir die Relation R7' durch das Wort
enc< (Rf) = wo wl . e wnrfl e {O, 1}(TL7')7
wobei

—fa. be AW glt: be R} — w =1

I‘g<lex(5
— fa.m>n" gilt: w, =0.

e Fiir jedes j € {1,...,¢'} kodieren wir die Konstante 03-4 durch das
Wort

enc. (03-4) = wowy...wpr—y € {0,137
wobei
—fa.me{0,...,n =1} gilt: w, =1 <= m=rg(c}).
e Die Michtigkeit n des Universums von A kodieren wir durch das Wort

enc.(|A]) = 10" < {0,1}"7,

e Die Standardkodierung von A bzgl. < ist das Wort
enco(A) = enc(|A|) enco(R}) - - - enco (Ry') enc.(c]') - - - enc(cp).

Es gilt: enc.(A) € {0, 1}(1+€+Z’).nr.

Beispiel 2.24
Sei 0 = {E, ¢} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E
und einem Konstantensymbol ¢ besteht.

Wir betrachten die o-Struktur A:
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(—CP
1O

dh. A= (A, EA ) mit A = {0,1,2}, EA = {(0,1), (1,1)} und ¢* = 2.

Es gilt r = 2, n = 3 und somit n" = 9.

C

Sei < die natiirliche lineare Ordnung auf A. Dann gilt

enc<(A) = 111]000000 010[010]000 001|000000.

enc<(|A]) enc< (BA) enc< (cA)

Beachte: enc. (E4) ist die zeilenweise gelesene Adjazenzmatrix des Graphen
(A, BA):

oo o
O = =
oo o

Folie 64

Bemerkung 2.25

(a) Die Standardkodierung enc. (A) hingt von der gewihlten linearen
Ordnung < ab.

(b) Es gilt:
lenc<(A)] = (1+L+0)-]A]".

Insbes. ist fiir jede feste Signatur o also die Lénge von enc. (A)
polynomiell in der Méchtigkeit |A| der Struktur A.

(c) Sei
encc(A) = wow .. - W(14L+40)nr—1
mit n := |A| und w; € {0,1} f.a. i <n".

Fiir j € {1,..., ¢} und ein Tupel b € A" lasst sich die Information, ob
be R;-“ ist, in enc.(.A) am Buchstaben w,, ablesen, fiir

m = j. nT + rg<1ex(5>'
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Wir kénnen nun den Beweis des Satzes von Fagin (Theorem 2.20) fiihren.

Beweis von Theorem 2.20 (Satz von Fagin).

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ESO die Klasse NP auf FIN beschreibt.

Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Sei o eine Signatur und sei ¥ := 3X; --- 3X,; ¢ ein ESO[o]-Satz.
Wir miissen zeigen, dass das folgende Problem zu NP gehort:

EVALy(FIN): Auswertungsproblem fiir U auf FIN
FEingabe: Eine endliche o-Struktur A

Frage: Gilt A = U?

Ein nichtdeterministischer Polynomialzeit-Algorithmus kann bei Eingabe
einer endlichen o-Struktur A wie folgt vorgehen, um zu testen, ob A |= U:

(1) Wenn d > 0: Rate Belegungen der Relationsvariablen X7, ..., X, d.h.
rate Relationen S; C A*(X1) G, C Axr(Xa),

Das geht in Zeit O(d-n"), wobei n = |A| und r die maximale Stelligkeit
der Relationsvariablen ist.

(2) Teste (deterministisch, in Polynomialzeit), ob (A, Si,...,Ss) E .

Dafiir konnen wir den naiven Algorithmus benutzen, der rekursiv
entlang der Definition der Semantik von FO vorgeht; siehe Vorlesung
,Logik in der Informatik*.

2. Schritt: Sei 0 = {Ry,..., Ry, c1,...,cp} eine Signatur und sei C eine
unter Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicher o-Strukturen, sodass das
Problem

Zugehdérigkeit zu C in FIN
Fingabe: Eine endliche Struktur A.
Frage: Ist A € C?
in NP liegt.
Das heifit, es gibt eine NTM

M = (QaEaF7A7q0aF)
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mit F = Fj, U Fyery und eine Konstante k& € N, s.d. M bei Eingabe (der
Kodierung) einer endlichen o-Struktur A4 entscheidet, ob A € C ist und
dabei weniger als n* Schritte macht, fiir n := |A.

D.h., fiir jede endliche o-Struktur A und jede lineare Ordnung < auf A gilt:

e Jeder Lauf von M bei Eingabe enc.(A) endet nach weniger als n*
Schritten, und

e AcC
es gibt einen akzeptierenden Lauf von M bei Eingabe enc. (.A).
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