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Kapitel 0:
Einleitung



Logiken zur Beschreibung von
Berechnungsproblemen



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Beispiel 0.1 (3-Farbbarkeit von Graphen)

Ein Graph G = (V/, E) heiBt 3-farbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben
gefarbt werden konnen, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben.

Somit gilt:
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Beispiel 0.1 (3-Farbbarkeit von Graphen)
Ein Graph G = (V/, E) heiBt 3-farbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben

gefarbt werden konnen, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben.

Somit gilt:

G = (V,E) ist 3-farbbar
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Beispiel 0.1 (3-Farbbarkeit von Graphen)

Ein Graph G = (V/, E) heiBt 3-farbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben
gefarbt werden konnen, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben.

Somit gilt:

G = (V,E) ist 3-farbbar

& esgibt RCV,GCV,BCV, sodass
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Beispiel 0.1 (3-Farbbarkeit von Graphen)

Ein Graph G = (V/, E) heiBt 3-farbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben
gefarbt werden konnen, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben.

Somit gilt:

G = (V,E) ist 3-farbbar

& esgit RCV,GCV,BCV,sodass V=RUGUB und
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Beispiel 0.1 (3-Farbbarkeit von Graphen)

Ein Graph G = (V/, E) heiBt 3-farbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben
gefarbt werden konnen, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben.

Somit gilt:

G = (V,E) ist 3-farbbar

& esgit RCV,GCV,BCV,sodass V=RUGUB und
fur alle u,v € V gilt: falls (u, v) € E, so gilt

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitat Version vom 10. November 2025 Folie 1



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Beispiel 0.1 (3-Farbbarkeit von Graphen)
Ein Graph G = (V, E) heiBt 3-firbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben

gefarbt werden konnen, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben.
Somit gilt:

G = (V,E) ist 3-farbbar

& esgit RCV,GCV,BCV,sodass V=RUGUB und
fur alle u,v € V gilt: falls (u, v) € E, so gilt
ﬁ((ueR/\veR)V(ueG/\ve G)\/(ueB/\veB))
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Beispiel 0.1 (3-Farbbarkeit von Graphen)

Ein Graph G = (V, E) heiBt 3-firbbar, falls seine Knoten so mit 3 Farben
gefarbt werden konnen, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben.

Somit gilt:

G = (V,E) ist 3-farbbar

& esgit RCV,GCV,BCV,sodass V=RUGUB und
fur alle u,v € V gilt: falls (u, v) € E, so gilt

ﬁ((ueR/\veR)V(ueG/\ve G)\/(ueB/\veB))

& g ': ®3.coL, wobei
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

¢3—COL = dRJG 38(

Yv ( (R(v) A=G(v) A=B(v)) V
(=R(v) A G(v) A=B(v)) V

(=R(v) A=G(v) A B(v)) ) A

Vqu( E(u,v) —

~((R) A R(W)) v (6(4) A G(v) V (B(u) A B(v)))>>
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

¢3—COL = dRJG 38(

Vv ( (R(v) A=G(v) A=B(v)) V
(=R(v) A G(v) A=B(v)) V
(=R(v) A=G(v) A B(v)) ) A
ww( E(u,v) —

~((R) A R(W)) v (6(4) A G(v) V (B(u) A B(v)))>>

®3 coL ist eine Formel der Logik zweiter Stufe (SO), die eine wichtige Rolle in
dieser Vorlesung spielt. Wir werden z.B. Folgendes nachweisen:
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Satz von Fagin:

Ein Problem gehért genau dann zur Komplexitatsklasse NP, wenn es
durch einen Satz der existentiellen Logik zweiter Stufe (ESO) beschrie-
ben werden kann.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Satz von Fagin:

Ein Problem gehért genau dann zur Komplexitatsklasse NP, wenn es
durch einen Satz der existentiellen Logik zweiter Stufe (ESO) beschrie-
ben werden kann.

Bemerkung

Unter Verwendung von Ehrenfeucht-Fraissé-Spielen und logischen Reduktionen
werden wir zeigen, dass 3-Farbbarkeit von Graphen nicht durch einen Satz der
Logik erster Stufe (FO) beschrieben werden kann.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Beispiel 0.2 (Erreichbarkeit)

Wir betrachten das Berechnungsproblem

Erreichbarkeit
Eingabe: ein Graph G = (V, E) und zwei Knoten s, t € V
Frage: Gibt es in G einen Weg von s nach t?
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Beispiel 0.2 (Erreichbarkeit)

Wir betrachten das Berechnungsproblem

Erreichbarkeit
Eingabe: ein Graph G = (V, E) und zwei Knoten s, t € V

Frage: Gibt es in G einen Weg von s nach t?

Dann gilt:

Antwort ,ja* <= (G,s,t) = Preacn, wobei

PreacH = [Ifpg ](t) mit

Y= (X:s v 3z (R(z) A E(Z’X)))
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Zur Auswertung von ®reach in (G, s, t) wird induktiv eine 1-stellige Relation R
definiert:
e Starte mit R:=10

® |teriere so lange, bis sich nichts mehr dndert:

Riew :={x€V :(G,s,t,R,x) E ¢}
® R:= R
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Berechnungsproblemen

Zur Auswertung von ®reach in (G, s, t) wird induktiv eine 1-stellige Relation R
definiert:
e Starte mit R:=10

® |teriere so lange, bis sich nichts mehr dndert:

® Rew:={xeV :(G,s,tR,x)E¢}
® R:= R

®reach ist eine Formel der kleinsten Fixpunktlogik (LFP). Fixpunktlogiken
dienen der Charakterisierung der Komplexitatsklassen P und PSPACE.
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Logiken zur Beschreibung
formaler Sprachen



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

Wir betrachten Worte iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} und représentieren
nicht-leere Worte w € ¥* durch Strukturen iiber der Signatur
oy :={<, P,, Pp}, wobei < 2-stellig ist, und P, sowie P;, 1-stellig sind.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

Wir betrachten Worte iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} und représentieren
nicht-leere Worte w € ¥* durch Strukturen iiber der Signatur
oy :={<, P,, Pp}, wobei < 2-stellig ist, und P, sowie P;, 1-stellig sind.

Beispiel

Das Wort w = aabab wird durch die Wortstruktur A,, mit Universum
{1,2,3,4,5} reprasentiert, wobei <*** die natiirliche Ordnung auf dem
Universum ist und P = {1,2,4} bzw. P;“W = {3,5} die Menge der
Positionen von w ist, an denen der Buchstabe a bzw. der Buchstabe b steht.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

Beispiel 0.3

Die durch den reguliren Ausdruck atb* beschriebene Sprache L+« wird durch
die FO[ox]-Formel

Patp* =
beschrieben, d.h., es gilt fiir jedes nicht-leere Wort w € L*:

wE Ly <— A, ': Datp* -
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

Beispiel 0.3

Die durch den reguliren Ausdruck atb* beschriebene Sprache L+« wird durch
die FO[ox]-Formel

Parpr = IxVy (Pa(y) >y < x)
beschrieben, d.h., es gilt fiir jedes nicht-leere Wort w € L*:

wE Ly <— A, ': Datp* -

Version vom 10. November 2025 Folie 7
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

Beispiel 0.3
Die durch den reguliren Ausdruck atb* beschriebene Sprache L+« wird durch
die FO[ox]-Formel

Parpr = IxVy (Pa(y) >y < x)
beschrieben, d.h., es gilt fiir jedes nicht-leere Wort w € L*:

wE Ly <— A, ': Datp* -

Beispiel 0.4

Die Sprache L := {w € X* : #,(w) ist ungerade} wird durch folgende Formel
®; der monadischen Logik zweiter Stufe (MSO) beschrieben. Dabei steht der
Ausdruck #,(w) fiir die Anzahl der a's in dem Wort w.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

¢, = EIZ(

Vx ((Pa(x) A =Ty (Pa(y) Ay <x A —|y=X)) — Z(x)) A
Vx Yy (( P.(x) A Pi(y) A x<y A -x=yA

~Jz(x<zAz<y A nz=x A z=y A Pa(Z))>
= (260 & ~209) )

Vx ((Pa(x) A =Ty (Pi(y) A x<y A —|y:X)> — Z(x)) A

Ix Pa(x)>
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

Die Zeile 2 der Formel besagt (in (A, Z)), dass die Menge Z die erste Position
enthilt, die den Buchstaben a tragt.

Die Zeilen 3 bis 5 der Formel besagen, dass die Menge Z , jede zweite" Position
enthilt, die den Buchstaben a tragt. Genauer: Sind x und y Positionen, an
denen ein a steht und zwischen denen kein weiteres a steht, so gehort genau
eine der beiden Positionen x und y zu Z.

Die Zeile 6 der Formel besagt, dass die letzte Position, die den Buchstaben a
tragt, zur Menge Z gehort.

Die letzte Zeile 7 der Formel gewahrleistet, dass das Wort mindestens ein a
enthilt.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

Insgesamt gilt fiir jedes nicht-leere Wort w € ¥*:

Ay, E ®, <= w enthilt eine ungerade Anzahl von a's
<~ weL
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung formaler Sprachen

Insgesamt gilt fiir jedes nicht-leere Wort w € ¥*:

Ay, E ®, <= w enthilt eine ungerade Anzahl von a's
<~ weL

Wir werden Folgendes nachweisen:

(Teil aus dem) Satz von Biichi:

Eine Sprache L C YT ist genau dann reguldr, wenn sie von einem
MSOlox]-Satz beschrieben wird.
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Logiken zur Beschreibung von
Datenbank-Anfragen



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Logiken zur Beschreibung von Datenbank-Anfragen

Beispiele dazu wurden bereits in der Veranstaltung , Logik in der Informatik"
betrachet.
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Voraussetzungen
zur Teilnahme an der Veranstaltung



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Voraussetzungen zur Teilnahme an der Veranstaltung

Die Beherrschung des in der Veranstaltung ,,Logik in der Informatik*
vermittelten Stoffs ist Voraussetzung fiir die Teilnahme an der Veranstaltung

. Logik und Komplexitat".

Zur Vorbereitung wird dringend empfohlen, insbesondere die Kapitel ,, Logik
erster Stufe” und , Grundlagen des automatischen SchlieBens" des Skripts
»Logik in der Informatik” (N. Schweikardt, HU Berlin, [S-LI]) durchzuarbeiten.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitit Version vom 10. November 2025 Folie 12



Aufbau der Vorlesung
,Logik und Komplexitat”



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Aufbau der Vorlesung , Logik und Komplexitat"

Kapitel 0: Einleitung

Kapitel 1. Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot

Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin
Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele und Lokalitdtsresultate
Kapitel 4: 0-1-Gesetze

Kapitel 5: Fixpunktlogiken und der Satz von Immerman und Vardi
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Organisatorisches



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Organisatorisches

Website zur Vorlesung:

https://www.informatik.hu-berlin.de/de/forschung/gebiete/
loginf/lehre/wise-2025-26/vorlesung-logik-und-komplexitaet

Dort finden sich auch Details zum Ablauf des Ubungsbetriebs und zur Zulassung
zur Modulabschlusspriifung.
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Weitere Lektiire



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt: Weitere Lektiire

® Lehrbuch [L]: Kapitel 1.
® Viele weitere Beispiele zur Bedeutung der Logik in der Informatik finden
sich in dem Artikel

., On the unusual effectiveness of logic in computer science" von Halpern,
Harper, Immerman, Kolaitis, Vardi und Vianu, Bulletin of Symbolic Logic

7(2):213-236 (2001)
Eine Vorabversion des Artikels finden Sie hier.
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http://www.cs.rice.edu/~vardi/papers/aaas99.jsl.pdf

Kapitel 1:

Grundlagen und der Satz von
Trakhtenbrot



Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt:

Notation

® sd. :, so dass"
e fa . furalle”

® ex. :,es existiert / es gibt"
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt:

Notation

® sd. :, so dass"
e fa . furalle”

® ex. :,es existiert / es gibt"

leeres Wort: ¢
Yt o=\ {¢}
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt:

Notation

® sd. :, so dass"
e fa . furalle”

® ex. :,es existiert / es gibt"

leeres Wort: ¢

Yt o=\ {¢}

e fa.we Xt fir n:=|w|undfa.i€{0,1,...,n— 1} schreibe w; fiir das
Symbol an Position i in w, d.h. w = wowy ... w,_1
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt:

Notation

® sd. :, so dass"

e fa . furalle”

® ex. :,es existiert / es gibt"

® |eeres Wort: ¢

e Y+ = 3%\ {e}

e fa.we Xt fir n:=|w|undfa.i€{0,1,...,n— 1} schreibe w; fiir das
Symbol an Position i in w, d.h. w = wowy ... w,_1

® Potenzmenge einer Menge M: P(M) := Pot(M) :=2M := {X : X C M}
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt:

Notation

® sd. :, so dass"

e fa . furalle”

® ex. :,es existiert / es gibt"

® |eeres Wort: ¢

e Y+ = 3%\ {e}

e fa.we Xt fir n:=|w|undfa.i€{0,1,...,n— 1} schreibe w; fiir das
Symbol an Position i in w, d.h. w = wowy ... w,_1

® Potenzmenge einer Menge M: P(M) := Pot(M) :=2M := {X : X C M}
® A B Mengen, f: A— B, a=(a,...,ax) € A
~ f(a) = (f(a1),...,f(ax)) € B
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt:

Notation

® sd. :, so dass"

e fa . furalle”

® ex. :,es existiert / es gibt"

® |eeres Wort: ¢

e Y+ = 3%\ {e}

e fa.we Xt fir n:=|w|undfa.i€{0,1,...,n— 1} schreibe w; fiir das
Symbol an Position i in w, d.h. w = wowy ... w,_1

® Potenzmenge einer Menge M: P(M) := Pot(M) :=2M := {X : X C M}

® A B Mengen, f: A— B, a=(a,...,ax) € A
~ f(a) = (f(a1),...,f(ax)) € B
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt:

Notation

® sd. :, so dass"

e fa . furalle”

® ex. :,es existiert / es gibt"

® |eeres Wort: ¢

e Y+ = 3%\ {e}

e fa.we Xt fir n:=|w|undfa.i€{0,1,...,n— 1} schreibe w; fiir das
Symbol an Position i in w, d.h. w = wowy ... w,_1

® Potenzmenge einer Menge M: P(M) := Pot(M) :=2M := {X : X C M}

® A B Mengen, f: A— B, a=(a,...,ax) € A
~ f(a) = (f(a1),...,f(ax)) € B

e RC Ak ~ f(R):={f(3) : ac R}

® natiirliche Zahlen:

N :={0,1,2,...}
N>1 ::N\{O}
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Syntax und Semantik der Logik erster
Stufe (FO)



Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe (FO)

siehe Skript zur Vorlesung , Logik in der Informatik” (N. Schweikardt, HU
Berlin, [S-LI])
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Turingmaschinen



Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Intuitiv stellt eine Turingmaschine (TM) ein Band dar, welches linksseitig
begrenzt ist:

{[EEE.{. NN
Posdioa 0022485 ¢ -
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.1 (Turingmaschine)
Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

M:(Q,Z,F,A,QO,F)

besteht aus

Version vom 10. November 2025 Folie 19
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.1 (Turingmaschine)
Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

M:(Q,Z,F,A,QO,F)

besteht aus
® ciner endlichen Menge @ von Zustanden
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.1 (Turingmaschine)
Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

M:(Q,Z,F,A,QO,F)

besteht aus
® ciner endlichen Menge @ von Zustanden

® cinem endlichen Arbeitsalphabet '
mit ausgezeichnetem Blank-Symbol [J
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.1 (Turingmaschine)
Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

M:(Q,Z,F,A,QO,F)

besteht aus
® ciner endlichen Menge @ von Zustanden

® cinem endlichen Arbeitsalphabet '
mit ausgezeichnetem Blank-Symbol [J

® einem Eingabealphabet ¥ C '\ {00}
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.1 (Turingmaschine)
Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

M:(Q,Z,F,A,QO,F)

besteht aus
® ciner endlichen Menge @ von Zustanden

® cinem endlichen Arbeitsalphabet '
mit ausgezeichnetem Blank-Symbol [J

® einem Eingabealphabet ¥ C '\ {00}
® ecinem Anfangszustand qo € Q
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.1 (Turingmaschine)
Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

M:(Qazar7Aaq07F)

besteht aus
® ciner endlichen Menge @ von Zustanden
® cinem endlichen Arbeitsalphabet '
mit ausgezeichnetem Blank-Symbol O
® einem Eingabealphabet ¥ C '\ {00}
® ecinem Anfangszustand qo € Q
® ciner Menge F = F,; U Fyerw € Q von Endzustinden, die aus einer Menge

Fakz von akzeptierenden und einer Menge Fyenw von verwerfenden
Zustanden besteht
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.1 (Turingmaschine)
Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

M:(Qazar7Aaq07F)

besteht aus
® ciner endlichen Menge @ von Zustanden
® cinem endlichen Arbeitsalphabet '
mit ausgezeichnetem Blank-Symbol O
® einem Eingabealphabet ¥ C '\ {00}
® ecinem Anfangszustand qo € Q
® ciner Menge F = F,; U Fyerw € Q von Endzustinden, die aus einer Menge

Fakz von akzeptierenden und einer Menge Fyenw von verwerfenden
Zustanden besteht

* ciner Ubergangsrelation A C (Q\ F)xT x Q x T x {-1,0,1}.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitat Version vom 10. November 2025 Folie 19



Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

M heiBt deterministisch (kurz: M ist eine DTM), falls
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

M heiBt deterministisch (kurz: M ist eine DTM), fallsfa. g€ Q\ Fund ac Tl
genauein g € Q, @ € Iund me {-1,0,1} mit (g, a,q’,a’, m) € A existiert.
In diesem Fall schreiben wir oft

M = (Qaz7r767q0aF)

mit Uberfiihrungsfunktion & : (Q\ F) x T — @ x I x {—1,0,1}.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.2 (Konfiguration einer TM)
(a) Eine Konfiguration einer TM M = (Q,X,T, A, qo, F) ist

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitat Version vom 10. November 2025 Folie 21



Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.2 (Konfiguration einer TM)
(a) Eine Konfiguration einer TM M = (Q, X, I, A, qo, F) ist ein Tripel

C=(q,p,u) € @xNXT* mitp<|ul

Idee: C = (q,p,u) gibt an, dass die TM sich im Zustand g befindet, der
Kopf an Position p steht und die Inschrift des Arbeitsbandes u gefolgt von
Blank-Symbolen ist.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitat Version vom 10. November 2025 Folie 21
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Definition 1.2 (Konfiguration einer TM)
(a) Eine Konfiguration einer TM M = (Q, X, I, A, qo, F) ist ein Tripel

C=(q,p,u) € @xNXT* mitp<|ul

Idee: C = (q,p,u) gibt an, dass die TM sich im Zustand g befindet, der
Kopf an Position p steht und die Inschrift des Arbeitsbandes u gefolgt von
Blank-Symbolen ist.

(b) Cv :={(q,p,u) € Q@ x NxT* : p< |ul} bezeichnet die Menge aller
moglichen Konfigurationen von M.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.2 (Konfiguration einer TM)
(a) Eine Konfiguration einer TM M = (Q, X, I, A, qo, F) ist ein Tripel

C=(q,p,u) € @xNXT* mitp<|ul

Idee: C = (q,p,u) gibt an, dass die TM sich im Zustand g befindet, der
Kopf an Position p steht und die Inschrift des Arbeitsbandes u gefolgt von
Blank-Symbolen ist.

(b) Cv :={(q,p,u) € Q@ x NxT* : p< |ul} bezeichnet die Menge aller
moglichen Konfigurationen von M.

(c) Die Startkonfiguration von M bei Eingabe w € ¥* ist

Co(w) := (g0, 0, wO).
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Definition 1.2 (Konfiguration einer TM)
(a) Eine Konfiguration einer TM M = (Q, X, I, A, qo, F) ist ein Tripel

C=(q,p,u) € @xNXT* mitp<|ul

Idee: C = (q,p,u) gibt an, dass die TM sich im Zustand g befindet, der
Kopf an Position p steht und die Inschrift des Arbeitsbandes u gefolgt von
Blank-Symbolen ist.

(b) Cv :={(q,p,u) € Q@ x NxT* : p< |ul} bezeichnet die Menge aller
moglichen Konfigurationen von M.

(c) Die Startkonfiguration von M bei Eingabe w € ¥* ist

Co(w) := (g0, 0, wO).

(d) Eine Konfiguration C = (g, p, u) heiBt Endkonfiguration, falls g € F. Sie
heiBt akzeptierend, falls g € F,i,, und verwerfend, falls g € Ferw.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.3 (Lauf einer TM)
Sei M = (Q,%,T, A, qo, F) eine TM.

(a) Die Ubergangsrelation A induziert eine Funktion
Nextp : Cy — P(C[\//),
wobei fiir C = (q, p, u) € Cy gilt:

Nexty(C) =

D.h.: Nexty(C) enthilt alle Konfigurationen, in die M von C aus in genau
einem Schritt gelangen kann.
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Definition 1.3 (Lauf einer TM)
Sei M = (Q,%,T, A, qo, F) eine TM.

(a) Die Ubergangsrelation A induziert eine Funktion
Nextp : Cy — P(C[\//),
wobei fiir C = (q, p, u) € Cy gilt:

Nexty(C) = { (¢,p',u') € Cy : es gibt (q,a,q’,b,m) € A mit:

D.h.: Nexty(C) enthilt alle Konfigurationen, in die M von C aus in genau
einem Schritt gelangen kann.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.3 (Lauf einer TM)
Sei M = (Q,%,T, A, qo, F) eine TM.

(a) Die Ubergangsrelation A induziert eine Funktion
Nextp : Cy — P(C[\//),
wobei fiir C = (q, p, u) € Cy gilt:

Nexty(C) = { (¢,p',u') € Cy : es gibt (q,a,q’,b,m) € A mit:
p'=p+m,

D.h.: Nexty(C) enthilt alle Konfigurationen, in die M von C aus in genau
einem Schritt gelangen kann.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.3 (Lauf einer TM)
Sei M = (Q,X,T,A, qo, F) eine TM.
(a) Die Ubergangsrelation A induziert eine Funktion

Nextp : Cy — P(C[\//),
wobei fiir C = (q, p, u) € Cy gilt:

Nexty(C) = { (¢,p',u') € Cy : es gibt (q,a,q’,b,m) € A mit:

p'=p+m,
u, = a,
u, = b,

D.h.: Nexty(C) enthilt alle Konfigurationen, in die M von C aus in genau
einem Schritt gelangen kann.
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Definition 1.3 (Lauf einer TM)
Sei M = (Q,%,T, A, qo, F) eine TM.

(a) Die Ubergangsrelation A induziert eine Funktion
Nextp : Cy — P(C[\//),
wobei fiir C = (q, p, u) € Cy gilt:

Nexty(C) = { (¢,p',u') € Cy : es gibt (q,a,q’,b,m) € A mit:

p=p+m,

up, = a,

u, = b,

1] = L, falls p' < [ul,
|u'| = |ul 4+ 1 und u, =0, falls p’ = |ul,

D.h.: Nexty(C) enthilt alle Konfigurationen, in die M von C aus in genau
einem Schritt gelangen kann.
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Definition 1.3 (Lauf einer TM)
Sei M = (Q,%,T, A, qo, F) eine TM.

(a) Die Ubergangsrelation A induziert eine Funktion
Nextp : Cy — P(C[\//),
wobei fiir C = (q, p, u) € Cy gilt:

Nexty(C) = { (¢,p',u') € Cy : es gibt (q,a,q’,b,m) € A mit:

p=p+m,

up, = a,

u, = b,

1] = L, falls p' < [ul,
|u'| = |ul 4+ 1 und u, =0, falls p’ = |ul,

ui=u; fa.i<|umiti#p}

D.h.: Nexty(C) enthilt alle Konfigurationen, in die M von C aus in genau
einem Schritt gelangen kann.
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Definition 1.3 (Lauf einer TM)
Sei M = (Q,%,T, A, qo, F) eine TM.

(a) Die Ubergangsrelation A induziert eine Funktion
Nextp : Cy — P(C[\//),
wobei fiir C = (q, p, u) € Cy gilt:

Nexty(C) = { (¢,p',u') € Cy : es gibt (q,a,q’,b,m) € A mit:

p=p+m,

up, = a,

u, = b,

1] = L, falls p' < [ul,
|u'| = |ul 4+ 1 und u, =0, falls p’ = |ul,

ui=u; fa.i<|umiti#p}

D.h.: Nexty(C) enthilt alle Konfigurationen, in die M von C aus in genau
einem Schritt gelangen kann.
Beachte: Ist M deterministisch, so ist |Nextpy(C)| < 1 fa. C € Cpy.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

(b) Ein Lauf von M bei Eingabe w ist ein Tupel £ = (Co, Cy,.. ) von
Konfigurationen von M, so dass gilt:
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(b) Ein Lauf von M bei Eingabe w ist ein Tupel £ = (Co, Cy,.. ) von
Konfigurationen von M, so dass gilt:

® Co = Co(w),
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

(b) Ein Lauf von M bei Eingabe w ist ein Tupel £ = (Co, Cy,.. ) von
Konfigurationen von M, so dass gilt:

® Co = Co(w),
® C; e NeXtM(Cifl) fa.i>1, und
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

(b) Ein Lauf von M bei Eingabe w ist ein Tupel £ = (Co, Cy,.. ) von
Konfigurationen von M, so dass gilt:
® Co = Co(w),
® C e NeXtM(Cifl) fa.i>1, und
® entweder ist das Tupel £ unendlich lang, oder es endet mit einer

Endkonfiguration. Im letzteren Fall heiBt der Lauf dann endlich bzw.

terminierend.
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(b) Ein Lauf von M bei Eingabe w ist ein Tupel £ = (Co, Cy,.. ) von
Konfigurationen von M, so dass gilt:
® Co = Co(w),
® C e NeXtM(Cifl) fa.i>1, und
® entweder ist das Tupel £ unendlich lang, oder es endet mit einer

Endkonfiguration. Im letzteren Fall heiBt der Lauf dann endlich bzw.

terminierend.
Eine DTM hat folglich fiir jede Eingabe maximal einen Lauf.
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(b) Ein Lauf von M bei Eingabe w ist ein Tupel £ = (Co, Cy,.. ) von
Konfigurationen von M, so dass gilt:
® Co = Co(w),
® C e NeXtM(Cifl) fa.i>1, und
® entweder ist das Tupel £ unendlich lang, oder es endet mit einer

Endkonfiguration. Im letzteren Fall heiBt der Lauf dann endlich bzw.

terminierend.
Eine DTM hat folglich fiir jede Eingabe maximal einen Lauf.

(c) Ein Lauf heiBt akzeptierend (bzw. verwerfend), falls er in einer
akzeptierenden (bzw. verwerfenden) Endkonfiguration endet.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.4 (Sprache einer TM)

(a) Eine TM M akzeptiert eine Eingabe w € X*, falls es (mindestens) einen
akzeptierenden Lauf von M auf w gibt. M verwirft w, falls alle
terminierenden Laufe von M auf w verwerfen.
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Definition 1.4 (Sprache einer TM)

(a) Eine TM M akzeptiert eine Eingabe w € X*, falls es (mindestens) einen
akzeptierenden Lauf von M auf w gibt. M verwirft w, falls alle
terminierenden Laufe von M auf w verwerfen.

(b) Die von einer TM M akzeptierte Sprache ist

L(M) := {w € X" : M akzeptiert w}.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.4 (Sprache einer TM)

(a) Eine TM M akzeptiert eine Eingabe w € X*, falls es (mindestens) einen
akzeptierenden Lauf von M auf w gibt. M verwirft w, falls alle
terminierenden Laufe von M auf w verwerfen.

(b) Die von einer TM M akzeptierte Sprache ist

L(M) := {w € X" : M akzeptiert w}.

(c) Eine Sprache L C X* heiBt semi-entscheidbar, falls es eine TM M mit
L(M) = L gibt.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Definition 1.4 (Sprache einer TM)

(a) Eine TM M akzeptiert eine Eingabe w € X*, falls es (mindestens) einen
akzeptierenden Lauf von M auf w gibt. M verwirft w, falls alle
terminierenden Laufe von M auf w verwerfen.

(b) Die von einer TM M akzeptierte Sprache ist

L(M) := {w € X" : M akzeptiert w}.

(c) Eine Sprache L C X* heiBt semi-entscheidbar, falls es eine TM M mit
L(M) = L gibt.

(d) Eine Sprache L C X* heiBt entscheidbar, falls es eine TM M mit L(M) = L
gibt, so dass jeder Lauf von M auf jeder Eingabe w € ¥* terminiert.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Aus der Veranstaltung , Einfiihrung in die Theoretische Informatik" (HU Berlin)
sind die beiden folgenden Satze bekannt (hier ohne Beweise):
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Aus der Veranstaltung , Einfiihrung in die Theoretische Informatik" (HU Berlin)
sind die beiden folgenden Satze bekannt (hier ohne Beweise):

Satz 1.5
Jede durch eine NTM entscheidbare (bzw. semi-entscheidbare) Sprache ist auch

durch eine DTM entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar).
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Aus der Veranstaltung , Einfiihrung in die Theoretische Informatik" (HU Berlin)
sind die beiden folgenden Satze bekannt (hier ohne Beweise):

Satz 1.5

Jede durch eine NTM entscheidbare (bzw. semi-entscheidbare) Sprache ist auch
durch eine DTM entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar).

Satz 1.6

Das Halteproblem auf leerem Eingabewort

He
Eingabe: Eine DTM M
Frage: Halt M bei Eingabe des leeren Worts €7

ist nicht entscheidbar.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Turingmaschinen

Aus der Veranstaltung , Einfiihrung in die Theoretische Informatik" (HU Berlin)
sind die beiden folgenden Satze bekannt (hier ohne Beweise):

Satz 1.5

Jede durch eine NTM entscheidbare (bzw. semi-entscheidbare) Sprache ist auch
durch eine DTM entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar).

Satz 1.6

Das Halteproblem auf leerem Eingabewort

He
Eingabe: Eine DTM M
Frage: Halt M bei Eingabe des leeren Worts €7

ist nicht entscheidbar. Es ist jedoch semi-entscheidbar.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Der Satz von Trakhtenbrot

Boris A. Trakhtenbrot: russisch-israelischer Mathematiker (1921-2016).
Alternative Schreibweisen: Trachtenbrot, Trahenbrot.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Der Satz von Trakhtenbrot

Boris A. Trakhtenbrot: russisch-israelischer Mathematiker (1921-2016).
Alternative Schreibweisen: Trachtenbrot, Trahenbrot.

Definition 1.7

Eine funktionenfreie, endliche Signatur (im Folgenden kurz: Signatur) ist eine
endliche Menge

o={Ri,...,Ri,c1,...,ce} mit k,£ € N.

Dabei stellen Ry, ..., Ry Relations- und cy, ..., ¢, Konstantensymbole dar.
Jedes R; hat eine feste Stelligkeit ar(R;) € N>1.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Der Satz von Trakhtenbrot

Definition 1.8
Sei o eine (funktionenfreie, endliche) Signatur.
Das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] ist das Berechnungsproblem mit:

Eingabe: Ein FO[o]-Satz ¢
Frage: Gibt es eine endliche o-Struktur A mit A = ¢?
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Definition 1.8
Sei o eine (funktionenfreie, endliche) Signatur.
Das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] ist das Berechnungsproblem mit:

Eingabe: Ein FO[o]-Satz ¢
Frage: Gibt es eine endliche o-Struktur A mit A = ¢?

Bemerkung
Man kann sich leicht liberlegen, dass das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir
FO[o] semi-entscheidbar ist.
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Definition 1.8
Sei o eine (funktionenfreie, endliche) Signatur.
Das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] ist das Berechnungsproblem mit:

Eingabe: Ein FO[o]-Satz ¢
Frage: Gibt es eine endliche o-Struktur A mit A = ¢?

Bemerkung
Man kann sich leicht liberlegen, dass das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir
FO[o] semi-entscheidbar ist.

Theorem 1.9 (Satz von Trakhtenbrot, 1950)

Es gibt eine (endliche, funktionenfreie) Signatur o, so dass das
endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] unentscheidbar ist.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitat Version vom 10. November 2025 Folie 27



Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Der Satz von Trakhtenbrot

Bemerkung 1.10

Man kann sogar zeigen, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir die Signatur
o = {E} gilt, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist.
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Bemerkung 1.10

Man kann sogar zeigen, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir die Signatur

o = {E} gilt, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Daraus folgt dann natiirlich auch, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir jede
Signatur gilt, die mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthilt.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Der Satz von Trakhtenbrot

Bemerkung 1.10

Man kann sogar zeigen, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir die Signatur

o = {E} gilt, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Daraus folgt dann natiirlich auch, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir jede
Signatur gilt, die mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthilt.
Andererseits werden wir in einem spateren Kapitel unter Verwendung von
Lokalitatsresultaten zeigen, dass
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Bemerkung 1.10

Man kann sogar zeigen, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir die Signatur

o = {E} gilt, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Daraus folgt dann natiirlich auch, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir jede
Signatur gilt, die mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthilt.
Andererseits werden wir in einem spateren Kapitel unter Verwendung von
Lokalitatsresultaten zeigen, dass fiir jede funktionenfreie Signatur o, deren
Relationssymbole alle die Stelligkeit 1 haben, das endliche Erfiillbarkeitsproblem
fiir FO[o] entscheidbar ist.
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Kapitel 1: Grundlagen und der Satz von Trakhtenbrot - Abschnitt: Der Satz von Trakhtenbrot

Bemerkung 1.10

Man kann sogar zeigen, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir die Signatur

o = {E} gilt, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Daraus folgt dann natiirlich auch, dass der Satz von Trakhtenbrot fiir jede
Signatur gilt, die mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthilt.

Andererseits werden wir in einem spateren Kapitel unter Verwendung von
Lokalitatsresultaten zeigen, dass fiir jede funktionenfreie Signatur o, deren
Relationssymbole alle die Stelligkeit 1 haben, das endliche Erfiillbarkeitsproblem
fiir FO[o] entscheidbar ist.

Bemerkung 1.11

Alternativ zum Halteproblem H. kann man auf Grund des Satzes von
Trakhtenbrot auch das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] als Grundlage
fir Reduktionen nutzen, mit denen man die Unentsgheidbarkeit bestimmter
Probleme nachweist. Beispiele dazu werden in den Ubungen betrachtet.
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® Lehrbuch [L]: Kapitel 2.1, 2.2 und 9.1.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Idee: In der Logik zweiter Stufe gibt es fiir jede Stelligkeit k > 1 abzahlbar viele
k-stellige Relationsvariablen Var’f,Varé, ..., die wir meistens mit
GroBbuchstaben wie X, Y, ... bezeichnen werden.
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Idee: In der Logik zweiter Stufe gibt es fiir jede Stelligkeit k > 1 abzahlbar viele
k-stellige Relationsvariablen Var’f,Varé, ..., die wir meistens mit
GroBbuchstaben wie X, Y, ... bezeichnen werden.

Definition 2.1 (SO: Syntax)

Sei o eine (endliche, funktionenfreie) Signatur.
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Idee: In der Logik zweiter Stufe gibt es fiir jede Stelligkeit k > 1 abzahlbar viele
k-stellige Relationsvariablen Var’f,Varé, ..., die wir meistens mit
GroBbuchstaben wie X, Y, ... bezeichnen werden.

Definition 2.1 (SO: Syntax)
Sei o eine (endliche, funktionenfreie) Signatur.
(a) Vary :={Varf; i,k € N5} ist die Menge aller Variablen zweiter Stufe

(oder: Relationsvariablen). Die Relationsvariable Varf hat die Stelligkeit
ar(Varf) = k.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Idee: In der Logik zweiter Stufe gibt es fiir jede Stelligkeit k > 1 abzahlbar viele
k-stellige Relationsvariablen Var’f,Varé, ..., die wir meistens mit
GroBbuchstaben wie X, Y, ... bezeichnen werden.

Definition 2.1 (SO: Syntax)

Sei o eine (endliche, funktionenfreie) Signatur.

(a) Vary :={Varf; i,k € N5} ist die Menge aller Variablen zweiter Stufe
(oder: Relationsvariablen). Die Relationsvariable Varf hat die Stelligkeit
ar(Varf) = k.

Var; := Var = {var;; i € N>} ist die Menge aller Variablen erster Stufe
(oder: Individuenvariablen).
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Idee: In der Logik zweiter Stufe gibt es fiir jede Stelligkeit k > 1 abzahlbar viele
k-stellige Relationsvariablen Var’f,Varé, ..., die wir meistens mit
GroBbuchstaben wie X, Y, ... bezeichnen werden.

Definition 2.1 (SO: Syntax)

Sei o eine (endliche, funktionenfreie) Signatur.
(a) Vary :={Varf; i,k € N5} ist die Menge aller Variablen zweiter Stufe

(oder: Relationsvariablen). Die Relationsvariable Varf hat die Stelligkeit
ar(Varf) = k.

Var; := Var = {var;; i € N>} ist die Menge aller Variablen erster Stufe
(oder: Individuenvariablen).

Ein o-Term ist ein Element der Menge
T, :=Var; U{c € o: c ist ein Konstantensymbol}.
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To
(A2) t=t' gehdrt zu SO|o]
fa. t,t' €T,
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To
(A2) t=t' gehdrt zu SO|o]
fa. t,t' €T,
(A3) X(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. X € Vary, k:=ar(X), t1,...,tk € T,
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:

(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To

(A2) t=t' gehdrt zu SO|o]
fa. t,t' €T,

(A3) X(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. X € Vary, k:=ar(X), t1,...,tk € T,

(BC) Sin([:l i/) ©1, @2 Formeln in SO[c], so gehdren auch die folgenden Formeln zu
SO[o]:
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To
(A2) t=t' gehdrt zu SO|o]
fa. t,t' €T,
(A3) X(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. X € Vary, k:=ar(X), t1,...,tk € T,

(BC) Sind v, 1, @2 Formeln in SO[a], so gehdren auch die folgenden Formeln zu

SO[o]:
-9

(p1V 2)
(1 A @2)
(o1 = ©2)
(p1 < ¥2)
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To
(A2) t=t' gehdrt zu SO|o]
fa. t,t' €T,
(A3) X(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. X € Vary, k:=ar(X), t1,...,tk € T,

(BC) Sind v, 1, @2 Formeln in SO[a], so gehdren auch die folgenden Formeln zu

SO[o]:
*

(w1 V @2)

(1 A @2)

(1 = ¢2)

(p1 < ¥2)

(Q1) Ist ¢ eine Formel in SO[o] und x € Vary, so gehéren auch folgende Formeln
zu SO[o]:
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To
(A2) t=t' gehdrt zu SO|o]
fa. t,t' €T,
(A3) X(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. X € Vary, k:=ar(X), t1,...,tk € T,

(BC) Sind v, 1, @2 Formeln in SO[a], so gehdren auch die folgenden Formeln zu
SO[o]:
*
(w1 V @2)
(1A #2)
(1 = ¢2)
(p1 ¢ ¢2)
(Q1) Ist ¢ eine Formel in SO[o] und x € Vary, so gehéren auch folgende Formeln
zu SO[o]:
® dxqp
® Vx
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To
(A2) t=t' gehdrt zu SO|o]
fa. t,t' €T,
(A3) X(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. X € Vary, k:=ar(X), t1,...,tk € T,

(BC) Sind v, 1, @2 Formeln in SO[a], so gehdren auch die folgenden Formeln zu
SO[o]:
*
® (p1V 2)
® (p1 A p2)
® (p1 — ¥2)
* (p1 < ¢2)
(Q1) Ist ¢ eine Formel in SO[o] und x € Vary, so gehéren auch folgende Formeln
zu SO[o]:
® dxqp
® Vx
(Q2) Ist ¢ eine Formel in SO[o] und X € Var,, so gehdren auch folgende Formeln
zu SO[o]:
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To
(A2) t=t' gehdrt zu SO|o]
fa. t,t' €T,
(A3) X(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. X € Vary, k:=ar(X), t1,...,tk € T,

(BC) Sind v, 1, @2 Formeln in SO[a], so gehdren auch die folgenden Formeln zu
SO[o]:
*
® (p1V ¥2)
® (p1 A p2)
® (p1 — ¥2)
* (p1 < ¢2)
(Q1) Ist ¢ eine Formel in SO[o] und x € Vary, so gehéren auch folgende Formeln
zu SO[o]:
® dxqp
® Vx
(Q2) Ist ¢ eine Formel in SO[o] und X € Var,, so gehdren auch folgende Formeln
zu SO[o]:
o 3X
)
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(b) Die Formelmenge SOJ[o] ist rekursiv wie folgt definiert:
(A1) R(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. Relationssymbole R € o, k := ar(R), t1,...,tk € To
(A2) t=t' gehdrt zu SO|o]
fa. t,t' €T,
(A3) X(ti,...,tx) gehdrt zu SO[o]
f.a. X € Vary, k:=ar(X), t1,...,tk € T,
(BC) Sind v, 1, @2 Formeln in SO[a], so gehdren auch die folgenden Formeln zu
SO[o]:
*
® (p1V ¥2)
® (p1 A p2)
® (p1 — ¥2)
® (1 < ¥2)
(Q1) Ist ¢ eine Formel in SO[o] und x € Vary, so gehéren auch folgende Formeln
zu SO[o]:
® dxqp
® Vx
(Q2) Ist ¢ eine Formel in SO[o] und X € Var,, so gehdren auch folgende Formeln
zu SO[o]:
o 3X
)
(c) Die mit (A1), (A2) und (A3) gebildeten Formeln heiBen atomare o-Formeln.
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Definition 2.2

(a) Fiir ¢ € SO[o] bezeichnet frei(¢) die Menge aller Individuen- und
Relationsvariablen, die frei in ¢ vorkommen, und qr(y) den Quantorenrang
(bzw. die Quantorentiefe) von ¢, d.h. die maximale Anzahl ineinander
geschachtelter Quantoren in .
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Definition 2.2

(a) Fiir ¢ € SO[o] bezeichnet frei(¢) die Menge aller Individuen- und
Relationsvariablen, die frei in ¢ vorkommen, und qr(y) den Quantorenrang
(bzw. die Quantorentiefe) von ¢, d.h. die maximale Anzahl ineinander
geschachtelter Quantoren in .
Das heiBt, f.a. x € {V,A,—, <}, Q € {3,V}, v € Var; U Vary, o-Terme
t,t', t,..., tx, Relationssymbole R € &, Variablen X € Var, und Formeln

), 1,02 gilt
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Definition 2.2

(a) Fiir ¢ € SO[o] bezeichnet frei(¢) die Menge aller Individuen- und
Relationsvariablen, die frei in ¢ vorkommen, und qr(y) den Quantorenrang
(bzw. die Quantorentiefe) von ¢, d.h. die maximale Anzahl ineinander
geschachtelter Quantoren in .
Das heiBt, f.a. x € {V,A,—, <}, Q € {3,V}, v € Var; U Vary, o-Terme
t,t', t,..., tx, Relationssymbole R € &, Variablen X € Var, und Formeln
Vs 1, 92 gilt

frei(R(t1,...,t)) = {t1,...,t} N Vary,
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Definition 2.2

(a) Fiir ¢ € SO[o] bezeichnet frei(¢) die Menge aller Individuen- und
Relationsvariablen, die frei in ¢ vorkommen, und qr(y) den Quantorenrang
(bzw. die Quantorentiefe) von ¢, d.h. die maximale Anzahl ineinander
geschachtelter Quantoren in .
Das heiBt, f.a. x € {V,A,—, <}, Q € {3,V}, v € Var; U Vary, o-Terme
t,t', t,..., tx, Relationssymbole R € &, Variablen X € Var, und Formeln
Vs 1, 92 gilt

frei(R(t1,...,t)) = {t1,...,t} N Vary,
frei(t=t') = {t,t'} N Vary,
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Definition 2.2

(a) Fiir ¢ € SO[o] bezeichnet frei(¢) die Menge aller Individuen- und
Relationsvariablen, die frei in ¢ vorkommen, und qr(y) den Quantorenrang
(bzw. die Quantorentiefe) von ¢, d.h. die maximale Anzahl ineinander
geschachtelter Quantoren in .

Das heiBt, f.a. x € {V,A,—, <}, Q € {3,V}, v € Var; U Vary, o-Terme

t,t', t,..., tx, Relationssymbole R € &, Variablen X € Var, und Formeln
¥, ¢1, 02 gilt
frei(R(t1,...,t)) = {t1,...,t} N Vary,
frei(t=t') = {t,t'} N Vary,
frei( X(t1,...,t)) = ({t1,...,t} N Var) U {X},
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Definition 2.2

(a) Fiir ¢ € SO[o] bezeichnet frei(¢) die Menge aller Individuen- und
Relationsvariablen, die frei in ¢ vorkommen, und qr(y) den Quantorenrang
(bzw. die Quantorentiefe) von ¢, d.h. die maximale Anzahl ineinander
geschachtelter Quantoren in .
Das heiBt, f.a. x € {V,A,—, <}, Q € {3,V}, v € Var; U Vary, o-Terme
t,t', t,..., tx, Relationssymbole R € &, Variablen X € Var, und Formeln

), 1,02 gilt

frei(R(ty,...,tk)) = {t1,...,tx} N Vary,
frei(t=t') = {t,t'} N Vary,
frei( X(t1,...,t)) = ({t1,...,t} N Var) U {X},
frei(—e)) frei(¢),
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Definition 2.2

(a) Fiir ¢ € SO[o] bezeichnet frei(¢) die Menge aller Individuen- und
Relationsvariablen, die frei in ¢ vorkommen, und qr(y) den Quantorenrang
(bzw. die Quantorentiefe) von ¢, d.h. die maximale Anzahl ineinander
geschachtelter Quantoren in .

Das heiBt, f.a. x € {V,A,—, <}, Q € {3,V}, v € Var; U Vary, o-Terme
t,t', t,..., tx, Relationssymbole R € &, Variablen X € Var, und Formeln

Vs 1, 92 gilt
frei(R(t1,...,t)) = {t1,...,t} N Vary,
frei(t=t') = {t,t'} N Vary,
frei( X(t1,...,t)) = ({t1,...,t} N Var) U {X},
) = frei(y),
) = frei(p1) U frei(pa),
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Definition 2.2
(a) Fiir ¢ € SO[o] bezeichnet frei(¢) die Menge aller Individuen- und
Relationsvariablen, die frei in ¢ vorkommen, und qr(y) den Quantorenrang
(bzw. die Quantorentiefe) von ¢, d.h. die maximale Anzahl ineinander
geschachtelter Quantoren in .
Das heiBt, f.a. x € {V,A,—, <}, Q € {3,V}, v € Var; U Vary, o-Terme
t,t', t,..., tx, Relationssymbole R € &, Variablen X € Var, und Formeln
Vs 1, 92 gilt
frei(R(t1, ..., tk)
frei(t=t'

) = A{t,...,t} N Vary,
) = {t,t'} N Var,
frei( X(t1,...,t)) = ({t1,...,t} N Var) U {X},
frei(-y) = frei(¢),
frei((p1 * ¢2)) = frei(p1) U frei(pa),
frei(Qvey) = frei(v) \ {v}
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und

Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

0 fiir atomare o-Formeln ¢,
qr(¢),

max{qr(1),ar(¢2)},

gr(v) + 1.
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und
) =
ar(—¢) =
) =
)

Wir schreiben oft (X1, ..., Xi, xi, ..

0 fiir atomare o-Formeln ¢,
qr(¢),

max{qr(1),ar(¢2)},

gr(v) + 1.

., Xs) um anzudeuten, dass

frei(p) C {X1,..., Xe, x1,..., Xs} ist.
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und

)

)
ar((p1 * 2)) =

)

Wir schreiben oft (X1, ..., Xi, xi, ..

0 fiir atomare o-Formeln ¢,
qr(¢),

max{qr(1),ar(¢2)},

gr(v) + 1.

., Xs) um anzudeuten, dass

frei(p) C {X1,..., Xe, x1,..., Xs} ist.
(b) Eine SO[c]-Formel ¢ heiBt Satz, falls frei(¢) = 0 ist.
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und

) = 0 fiir atomare o-Formeln ¢,
ar(=y) = ar(y),

) = max{ar(e1),ar(e2)},

) = ar(®)+1L

Wir schreiben oft ¢(Xi,..., X;, x1,...,Xs) um anzudeuten, dass
frei(p) C {X1,..., Xe, x1,..., Xs} ist.
(b) Eine SO[c]-Formel ¢ heiBt Satz, falls frei(¢) = 0 ist.

Beispiel
Fiir die SO[o]-Formel

¢ = 3XVY (32 32 Z(2) VVu (Y (u) V u=2))

gilt
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und
gr(p) = 0 fiir atomare o-Formeln ¢,
ar(=y) = ar(y),
ar((prx2)) = max{ar(e1), ar(e2)},
qr(Qvy) = ar(¥) + 1.

Wir schreiben oft ¢(Xi,..., X;, x1,...,Xs) um anzudeuten, dass
frei(p) C {X1,..., Xe, x1,..., Xs} ist.
(b) Eine SO[c]-Formel ¢ heiBt Satz, falls frei(¢) = 0 ist.

Beispiel
Fiir die SO[o]-Formel

¢ = 3XVY (az 32 Z(2) VVu (Y (u) V u=2))

gilt frei(p) = {z} und gr(y¢) = 4.
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Definition 2.3 (SO: Semantik)
Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die

zusatzlichen Falle an.
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und @(Xi,..., X¢, x1, ..., xs) eine SO[o]-Formel.
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und @(Xi,..., X¢, x1, ..., xs) eine SO[o]-Formel.

Weiter sei 5 eine Belegung von M := {Xy,..., X¢, x1,...,Xxs} in A,
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und @(Xi,..., X¢, x1, ..., xs) eine SO[o]-Formel.
Weiter sei 5 eine Belegung von M := {X1,..., X¢, x1,...,xs} in A, d.h. eine
Zuordnung von M mit B(x) € A fiir alle x € M N Vary und B(X) C A*X) fiir
alle X € M N Var,.
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und @(Xi,..., X¢, x1, ..., xs) eine SO[o]-Formel.
Weiter sei 5 eine Belegung von M := {X1,..., X¢, x1,...,xs} in A, d.h. eine
Zuordnung von M mit B(x) € A fiir alle x € M N Vary und B(X) C A*X) fiir
alle X € M N Var,.

Sei T := (A, B) die zugehérige SO[o]-Interpretation.
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und @(Xi,..., X¢, x1, ..., xs) eine SO[o]-Formel.
Weiter sei 5 eine Belegung von M := {X1,..., X¢, x1,...,xs} in A, d.h. eine
Zuordnung von M mit B(x) € A fiir alle x € M N Vary und B(X) C A*X) fiir
alle X € M N Var,.

Sei T := (A, B) die zugehérige SO[o]-Interpretation.

Wir definieren vZ := (v) fiir v € M,
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und @(Xi,..., X¢, x1, ..., xs) eine SO[o]-Formel.
Weiter sei 5 eine Belegung von M := {X1,..., X¢, x1,...,xs} in A, d.h. eine
Zuordnung von M mit B(x) € A fiir alle x € M N Vary und B(X) C A*X) fiir
alle X € M N Var,.

Sei T := (A, B) die zugehérige SO[o]-Interpretation.

Wir definieren vZ := 3(v) fiir v € M, und ¢ := c* fiir Konstantensymbole
ceco.
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und @(Xi,..., X¢, x1, ..., xs) eine SO[o]-Formel.
Weiter sei 5 eine Belegung von M := {X1,..., X¢, x1,...,xs} in A, d.h. eine
Zuordnung von M mit B(x) € A fiir alle x € M N Vary und B(X) C A*X) fiir
alle X € M N Var,.

Sei T := (A, B) die zugehérige SO[o]-Interpretation.

Wir definieren vZ := 3(v) fiir v € M, und ¢ := c* fiir Konstantensymbole
ceo.

Fiir X € Var, und S C A*(X) bezeichne ﬂ% die Belegung von MU {X} in A
mit
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und @(Xi,..., X¢, x1, ..., xs) eine SO[o]-Formel.
Weiter sei 5 eine Belegung von M := {X1,..., X¢, x1,...,xs} in A, d.h. eine
Zuordnung von M mit B(x) € A fiir alle x € M N Vary und B(X) C A*X) fiir
alle X € M N Var,.

Sei T := (A, B) die zugehérige SO[o]-Interpretation.

Wir definieren vZ := 3(v) fiir v € M, und ¢ := c* fiir Konstantensymbole
ceo.

Fiir X € Var, und S C A*(X) bezeichne ﬂ% die Belegung von MU {X} in A
mit 83 (X) = S und B3 (v) = B(v) fir alle v € M\ {X}.
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Definition 2.3 (SO: Semantik)

Die Semantik von SO[o] ist auf die offensichtliche Weise definiert, als
Erweiterung der Semantik von FO[c]. Deshalb geben wir im Folgenden nur die
zusdtzlichen Fille an.

Sei dazu A eine o-Struktur und @(Xi,..., X¢, x1, ..., xs) eine SO[o]-Formel.
Weiter sei 5 eine Belegung von M := {X1,..., X¢, x1,...,xs} in A, d.h. eine
Zuordnung von M mit B(x) € A fiir alle x € M N Vary und B(X) C A*X) fiir
alle X € M N Var,.

Sei T := (A, B) die zugehérige SO[o]-Interpretation.

Wir definieren vZ := 3(v) fiir v € M, und ¢ := c* fiir Konstantensymbole
ceo.

Fiir X € Var, und S C A*(X) bezeichne ﬂ% die Belegung von MU {X} in A
mit 83 (X) = S und B3 (v) = B(v) fir alle v € M\ {X}.

Wir definieren auBerdem 73 := (A, 33).
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(A3) Ist ¢ von der Form X(t1, ..., tx), so gilt
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(A3) Ist ¢ von der Form X(ty,..., t), so gilt

T E X(tr,...,th) <
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(A3) Ist ¢ von der Form X(ty,..., t), so gilt

T = X(t,...,t)) <= (tf,... tf) e Xx™.
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(A3) Ist ¢ von der Form X(ty,..., tk), so gilt

T = X(t,...,t)) <= (tf,... tf) e Xx™.

(Q2) Ist o von der Form 3X ¢ bzw. VX 1, so gilt
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(A3) Ist ¢ von der Form X(ty,..., tk), so gilt

T = X(t,...,t)) <= (tf,... tf) e Xx™.

(Q2) Ist © von der Form 3X ¢ bzw. VX 1, so gilt

T E XYy =
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(A3) Ist ¢ von der Form X(ty,..., tk), so gilt

T = X(t,...,t)) <= (tf,... tf) e Xx™.

(Q2) Ist © von der Form 3X ¢ bzw. VX 1, so gilt

I E 3IXy < I3 E ¢ fiir (mind.) eine Menge S C ArX)
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(A3) Ist ¢ von der Form X(ty,..., tk), so gilt

T = X(t,...,t)) <= (tf,... tf) e Xx™.

(Q2) Ist © von der Form 3X ¢ bzw. VX 1, so gilt
I E 3IXy < I3 E ¢ fiir (mind.) eine Menge S C ArX)

bzw.

T EWXYy
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(A3) Ist ¢ von der Form X(ty,..., tk), so gilt

T = X(t,...,t)) <= (tf,... tf) e Xx™.

(Q2) Ist © von der Form 3X ¢ bzw. VX 1, so gilt
I E 3IXy < I3 E ¢ fiir (mind.) eine Menge S C ArX)

bzw.

T =YXy <= I5 [ 9 fiir jede Menge S C A*(X).
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(A3) Ist ¢ von der Form X(ty,..., tk), so gilt

T = X(t,...,t)) <= (tf,... tf) e Xx™.

(Q2) Ist © von der Form 3X ¢ bzw. VX 1, so gilt
I E 3IXy < I3 E ¢ fiir (mind.) eine Menge S C ArX)
bzw.

T =YXy <= I5 [ 9 fiir jede Menge S C A*(X).

Allgemein schreiben wir statt Z = ¢ auch (A, XZ,..., XZ,xZ,...,x2) E .

S
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Beispiele 2.4
Sei 0 := {E} die Signatur fiir Graphen, das heiBt E ist ein 2-stelliges

Relationssymbol.
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Beispiele 2.4

Sei 0 := {E} die Signatur fiir Graphen, das heiBt E ist ein 2-stelliges

Relationssymbol.

(a) Ein SO[o]-Satz, der genau dann fiir einen Graphen gilt, wenn er 3-farbbar
ist:
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Beispiele 2.4

Sei 0 := {E} die Signatur fiir Graphen, das heiBt E ist ein 2-stelliges

Relationssymbol.

(a) Ein SO[o]-Satz, der genau dann fiir einen Graphen gilt, wenn er 3-farbbar
ist:

®3. = JRIGIB (VX (R(x) VvV G(x) Vv B(X)) A

VxVy ( E(x,y) —

ﬁ( (R(x) A R(y)) V (G(x) A G(y)) V

v
(B(x) A Bly ))
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(b) Ein SO[o]-Satz, der besagt, dass der Graph symmetrisch und
nicht zusammenhangend ist:
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(b) Ein SO[o]-Satz, der besagt, dass der Graph symmetrisch und
nicht zusammenhangend ist:

Dron-conn = 3IX (HXX(X) Ay = X(y) A
=3Judv (E(u, v) A X(u) A —|X(v))

A YuYv (E(u, v) < E(v, U))>
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(c) Eine SO[o]-Formel ®,c.ch(x, y), die besagt, dass es im Graph einen Weg
von Knoten x zu Knoten y gibt:
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(c) Eine SO[o]-Formel ®,c.ch(X, y), die besagt, dass es im Graph einen Weg
von Knoten x zu Knoten y gibt:

Dreach(x,¥) == VX (X(X) A VzVZ ((E(z,z’) A X(z)) — X(z’)))

— X(y)
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(d) Ein SO[o]-Satz, der in einem endlichen Graphen G = (V, E) mit n:= |V/|
besagt, dass er einen Hamiltonkreis enthilt,
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(d) Ein SO[o]-Satz, der in einem endlichen Graphen G = (V, E) mit n:=|V/|
besagt, dass er einen Hamiltonkreis enthilt, d.h. es gibt paarweise
verschiedene Knoten vq,...,v, in V, s.d. (v;,vi11) € E f.a. 1 <7< n, und
(va,v1) € E:
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(d) Ein SO[o]-Satz, der in einem endlichen Graphen G = (V, E) mit n:=|V/|
besagt, dass er einen Hamiltonkreis enthilt, d.h. es gibt paarweise
verschiedene Knoten vq,...,v, in V, s.d. (v;,vi11) € E f.a. 1 <7< n, und
(va,v1) € E:

PHam = EIR< IRsucc 320 Fzmax (E(ZmaX7 ZO)
N VxVy (Rsucc(xv)/) - E(Xay)>
A 90<,succ,O(R<a Rsucm ZO)
()

N Vx (R<(X72max) VXx = zmax)>

Zmax ist das groBte Element bzgl. R

(*) Dies ist die Formel aus dem Beweis des Satzes von Trakhtenbrot, in der
jedes Vorkommen von < bzw. succ bzw. 0 durch R. bzw. Rsycc bzw. zg
ersetzt wurde. Sie besagt also, dass R eine strikte lineare Ordnung auf V
mit kleinstem Element zy und Nachfolger-Relation Rgycc ist.
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Definition 2.5

(a) Die monadische Logik zweiter Stufe MSO[o] ist die Klasse aller
SO[o]-Formeln ¢, s.d. alle in ¢ vorkommenden Relationsvariablen die
Stelligkeit 1 besitzen (solche Relationsvariablen werden auch
Mengenvariablen genannt).
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Definition 2.5

(a) Die monadische Logik zweiter Stufe MSO[o] ist die Klasse aller
SOJo]-Formeln ¢, s.d. alle in ¢ vorkommenden Relationsvariablen die
Stelligkeit 1 besitzen (solche Relationsvariablen werden auch
Mengenvariablen genannt).

(b) Die existenzielle Logik zweiter Stufe ESO[o] (auch: 3SO[o], £i[o]) ist die
Klasse aller SO[o]-Formeln der Form 3X; ...3Xy ¢, wobei gilt: d € N,
Xi,...,Xq sind Relationsvariablen, und ¢ € FO[o U Var;]. Letzteres
bedeutet, dass ¢ ohne (Q2) gebildet wird.
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Definition 2.5

(a)

Die monadische Logik zweiter Stufe MSO[o] ist die Klasse aller
SOJo]-Formeln ¢, s.d. alle in ¢ vorkommenden Relationsvariablen die
Stelligkeit 1 besitzen (solche Relationsvariablen werden auch
Mengenvariablen genannt).

Die existenzielle Logik zweiter Stufe ESO[o] (auch: 3SO[a], £1[o]) ist die
Klasse aller SO[o]-Formeln der Form 3X; ...3Xy ¢, wobei gilt: d € N,
Xi,...,Xq sind Relationsvariablen, und ¢ € FO[o U Var;]. Letzteres
bedeutet, dass ¢ ohne (Q2) gebildet wird.

Die monadische existenzielle Logik zweiter Stufe EMSO[o] (auch:
IMSO[c], monXi[o], monNP[o]) ist die Klasse aller MSO[o]-Formeln, die
zugleich ESO[c]-Formeln sind, d.h. aller SO[o]-Formeln der Form

3X; ...3 Xy @, wobei gilt: d € N, Xi,..., Xy sind Mengenvariablen, und

p € FO[o U {X € Vary | ar(X) = 1}]. Letzteres bedeutet, dass ¢ ohne
(Q2) gebildet wird, und bei Anwendungung von (A3) nur Mengenvariablen
genutzt werden.
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Beispiele 2.6

Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sdtze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Beispiele 2.6
Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:

® O3 o gehodrt zu
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sdtze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Beispiele 2.6
Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:
® 3, gehdrt zu MSOJ[o], ESO[o] und EMSO[o].
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sdtze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Beispiele 2.6
Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:
® 3, gehdrt zu MSOJ[o], ESO[o] und EMSO[o].

® ®pon-conn gehért zu
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sdtze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Beispiele 2.6
Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:
® 3, gehdrt zu MSOJ[o], ESO[o] und EMSO[o].
® ®pon-conn gehort zu MSO[o], ESO[o] und EMSO[o].
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sdtze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Beispiele 2.6
Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:
® 3, gehdrt zu MSOJ[o], ESO[o] und EMSO[o].
® ®pon-conn gehort zu MSO[o], ESO[o] und EMSO[o].

® P each gehort zu
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Beispiele 2.6
Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:
® 3, gehdrt zu MSOJ[o], ESO[o] und EMSO[o].
® ®pon-conn gehort zu MSO[o], ESO[o] und EMSO[o].
® ®ech gehdrt zu MSO[o], aber nicht zu ESO[o] und nicht zu EMSO[o].
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Beispiele 2.6
Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:
® 3, gehdrt zu MSOJ[o], ESO[o] und EMSO[o].
® ®pon-conn gehort zu MSO[o], ESO[o] und EMSO[o].
® ®ech gehdrt zu MSO[o], aber nicht zu ESO[o] und nicht zu EMSO[o].

® &,y gehort zu
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.1: Syntax und Semantik der Logik zweiter Stufe

Beispiele 2.6
Betrachte die Formeln aus Beispiel 2.4:

® 3, gehdrt zu MSOJ[o], ESO[o] und EMSO[o].

® ®pon-conn gehort zu MSO[o], ESO[o] und EMSO[o].

® ®ech gehdrt zu MSO[o], aber nicht zu ESO[o] und nicht zu EMSO[o].
®ham gehdrt zu ESO[o], aber nicht zu MSOJo] und nicht zu EMSO[o].
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden kénnen.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden kénnen.

Sei X :={a1,...,ar} ein endliches, nicht-leeres Alphabet.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden kénnen.

Sei X :={a1,...,ar} ein endliches, nicht-leeres Alphabet.
Nicht-leere Worte w € ¥ * reprasentieren wir wie folgt.
Definition 2.7 (Wortstrukturen)

(a) Sei ox die Signatur bestehend aus:
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden kénnen.

Sei X :={a1,...,ar} ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Nicht-leere Worte w € ¥ * reprasentieren wir wie folgt.
Definition 2.7 (Wortstrukturen)

(a) Sei ox die Signatur bestehend aus:
® ecinem 2-stelligen Relationssymbol <
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden kénnen.

Sei X :={a1,...,ar} ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Nicht-leere Worte w € ¥ * reprasentieren wir wie folgt.
Definition 2.7 (Wortstrukturen)

(a) Sei ox die Signatur bestehend aus:

® ecinem 2-stelligen Relationssymbol <
® cinem 1-stelligen Relationssymbol P, fiir jeden Buchstaben a € ¥.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden kénnen.

Sei X :={a1,...,ar} ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Nicht-leere Worte w € ¥ * reprasentieren wir wie folgt.
Definition 2.7 (Wortstrukturen)

(a) Sei ox die Signatur bestehend aus:

® ecinem 2-stelligen Relationssymbol <
® cinem 1-stelligen Relationssymbol P, fiir jeden Buchstaben a € ¥.

(b) Einem endlichen Wort wy - - w, € X+ der Linge n > 1 (mit w; € X f.a.

ied{l,... n}) ordnen wir dle ox-Struktur
w = (Aw, <A, Pglv L Pgb) zu, s.d.:
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden kénnen.

Sei X :={a1,...,ar} ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Nicht-leere Worte w € ¥ * reprasentieren wir wie folgt.
Definition 2.7 (Wortstrukturen)

(a) Sei ox die Signatur bestehend aus:

® ecinem 2-stelligen Relationssymbol <
® cinem 1-stelligen Relationssymbol P, fiir jeden Buchstaben a € ¥.

(b) Einem endlichen Wort wy - - w, € X+ der Linge n > 1 (mit w; € X f.a.

ied{l,... n}) ordnen wir dle ox-Struktur
w = (Aw, <A, Pglv L Pgb) zu, s.d.:
° A, ={1,..., n} ist die Menge aller Positionen in w
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden kénnen.

Sei X :={a1,...,ar} ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Nicht-leere Worte w € ¥ * reprasentieren wir wie folgt.
Definition 2.7 (Wortstrukturen)

(a) Sei ox die Signatur bestehend aus:

® ecinem 2-stelligen Relationssymbol <
® cinem 1-stelligen Relationssymbol P, fiir jeden Buchstaben a € ¥.

(b) Einem endlichen Wort wy - - w, € X+ der Linge n > 1 (mit w; € X f.a.

ied{l,... n}) ordnen wir dle ox-Struktur
w = (Aw, <A, Pglv L Pgb) zu, s.d.:
={1,..., n} ist die Menge aller Positionen in w

o <v ist die natiirliche lineare Ordnung auf A,
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Der Satz von Biichi besagt, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen
Sprachen sind, die in MSO (bzw. EMSO) beschrieben werden kénnen.

Sei X :={a1,...,ar} ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Nicht-leere Worte w € ¥ * reprasentieren wir wie folgt.
Definition 2.7 (Wortstrukturen)

(a) Sei ox die Signatur bestehend aus:

® ecinem 2-stelligen Relationssymbol <
® cinem 1-stelligen Relationssymbol P, fiir jeden Buchstaben a € ¥.

(b) Einem endlichen Wort wy - - w, € X+ der Linge n > 1 (mit w; € X f.a.

ie€{l,...,n}) ordnen wir dle ox-Struktur

A, = (A <A, Pglv L Pgb) zu, s.d.:
° A, ={1,..., n} ist die Menge aller Positionen in w
o <v ist die natiirliche lineare Ordnung auf A,
° P;AW ={i € Aw : w; = a} fiir jedes a € X,

d.h. P ist die Menge aller Positionen in w, an denen der Buchstabe a

steht.
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Beispiel 2.8
Fir © = {a,b} und w = aaab gilt A, = (A,, <, PA PA) mit
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Beispiel 2.8
Fir ¥ = {a,b} und w = aaab gilt A, = (A,, <M, P, P{™) mit
° A, = {1,2,3,4}
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Beispiel 2.8

Fir ¥ = {a,b} und w = aaab gilt A, = (A,, <M, P, P{™) mit
° A, = {1,2,3,4}
e <Av st die natiirliche lineare Ordnung auf {1,2,3, 4}
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Beispiel 2.8

Fir ¥ = {a,b} und w = aaab gilt A, = (A,, <M, P, P{™) mit
° A, = {1,2,3,4}
e <Av st die natiirliche lineare Ordnung auf {1,2,3, 4}
o PAv = {1,2,3}
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Beispiel 2.8

Fir ¥ = {a,b} und w = aaab gilt A, = (A,, <M, P, P{™) mit
° A, = {1,2,3,4}
e <Av st die natiirliche lineare Ordnung auf {1,2,3, 4}
o PAv = {1,2,3}

P = {4}.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Definition 2.9
® Sei L C X" und sei ¢ ein MSOJ[ox]-Satz.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Definition 2.9
® Sei L C X und sei ¢ ein MSO[ox]-Satz. Wir sagen ¢ beschreibt L, falls
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Definition 2.9

® Sei L C X und sei ¢ ein MSO[ox]-Satz. Wir sagen ¢ beschreibt L, falls fiir jedes
nicht-leere Wort w € £* gilt:

weL <= A, FEo.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Definition 2.9

® Sei L C X und sei ¢ ein MSO[ox]-Satz. Wir sagen ¢ beschreibt L, falls fiir jedes
nicht-leere Wort w € £* gilt:

weL <= A, FEo.

® | C ¥* heiBt MSO-definierbar (bzw. EMSO-definierbar), falls
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Definition 2.9

® Sei L C X und sei ¢ ein MSO[ox]-Satz. Wir sagen ¢ beschreibt L, falls fiir jedes
nicht-leere Wort w € £* gilt:

weL = A, Eo

® | C ¥* heiBt MSO-definierbar (bzw. EMSO-definierbar), falls es einen
MSO[cx]-Satz (bzw. EMSO[ox]-Satz) gibt, der L beschreibt.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Beispiel 2.10
Sei ¥ = {a, b}. Die Sprache Leyen == {w € X* : |w| ist gerade} wird durch

folgenden EMSO[ox]-Satz peven beschrieben:
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Beispiel 2.10
Sei ¥ = {a, b}. Die Sprache Leyen == {w € X* : |w| ist gerade} wird durch
folgenden EMSO[ox]-Satz peven beschrieben:
Peven = IX (Vx (min(x) = =X(x))A
Vx (max(x) — X(x)) A

Vx Yy (succ(x,y) = (X(x) + ﬂX(Y))>>

mit: min(x) = Vzx<z
max(x) = Vzz<x
succ(x,y) = x<y A mx=y AVz(z<xVy<2z)

Idee: X soll genau die geraden Positionen und die letzte Position eines Wortes
enthalten, in dessen Wortstruktur die Formel ausgewertet wird.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Beispiel 2.10
Sei ¥ = {a, b}. Die Sprache Leyen == {w € X* : |w| ist gerade} wird durch
folgenden EMSO[ox]-Satz peven beschrieben:
Peven = IX (Vx (min(x) = =X(x))A
Vx (max(x) — X(x)) A

Vx Yy (succ(x,y) = (X(x) + ﬂX(Y)))>

mit: min(x) = Vzx<z
max(x) = Vzz<x
succ(x,y) = x<y A mx=y AVz(z<xVy<2z)

Idee: X soll genau die geraden Positionen und die letzte Position eines Wortes
enthalten, in dessen Wortstruktur die Formel ausgewertet wird.

Die Abkiirzungen min(x), max(x) und succ(x) fiir oben stehende Formeln
werden wir im Verlauf dieser Vorlesung immer wieder benutzen.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)
Sei ¥ ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C ¥*.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)
Sei ¥ ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C ¥*.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)
Sei ¥ ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C ¥*.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) L ist reguldr (d.h. L wird von einem deterministischen endlichen Automaten

erkannt).
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)

Sei ¥ ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C ¥*.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) L ist reguldr (d.h. L wird von einem deterministischen endlichen Automaten
erkannt).

(b) L ist EMSO-definierbar.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)
Sei ¥ ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C ¥*.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) L ist reguldr (d.h. L wird von einem deterministischen endlichen Automaten
erkannt).

(b) L ist EMSO-definierbar.
(c) L ist MSO-definierbar.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)
Sei ¥ ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C ¥*.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) L ist reguldr (d.h. L wird von einem deterministischen endlichen Automaten
erkannt).

(b) L ist EMSO-definierbar.
(c) L ist MSO-definierbar.

Der ,Satz von Biichi" ist auch unter dem Namen ,Satz von Biichi, Elgot,
Trakhtenbrot" bekannt.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)
Sei ¥ ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C ¥*.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) L ist reguldr (d.h. L wird von einem deterministischen endlichen Automaten
erkannt).

(b) L ist EMSO-definierbar.
(c) L ist MSO-definierbar.

Der ,Satz von Biichi" ist auch unter dem Namen ,Satz von Biichi, Elgot,
Trakhtenbrot" bekannt.

Die Richtung ,,(b) = (c)* gilt trivialerweise, da EMSO[ox] € MSOJos].
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)
Sei ¥ ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C ¥*.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) L ist reguldr (d.h. L wird von einem deterministischen endlichen Automaten
erkannt).

(b) L ist EMSO-definierbar.
(c) L ist MSO-definierbar.

Der ,Satz von Biichi" ist auch unter dem Namen ,Satz von Biichi, Elgot,
Trakhtenbrot" bekannt.

Die Richtung ,,(b) = (c)* gilt trivialerweise, da EMSO[ox] € MSOJos].

Wir beweisen die Richtung ,,(a) = (b)" in dem folgenden Lemma.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Theorem 2.11 (Satz von Biichi)

Sei ¥ ein endliches, nicht-leeres Alphabet und sei L C ¥*.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) L ist reguldr (d.h. L wird von einem deterministischen endlichen Automaten
erkannt).

(b) L ist EMSO-definierbar.

(c) L ist MSO-definierbar.

Der ,Satz von Biichi" ist auch unter dem Namen ,Satz von Biichi, Elgot,
Trakhtenbrot" bekannt.

Die Richtung ,,(b) = (c)* gilt trivialerweise, da EMSO[ox] € MSOJos].

Wir beweisen die Richtung ,,(a) = (b)" in dem folgenden Lemma.

Lemma 2.12
Jede regulire Sprache L C ¥* ist EMSO-definierbar.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[ox]-Satz zunidchst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen

Automaten besonders geeignete Form.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[os]-Satz zunichst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen
Automaten besonders geeignete Form.

Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥.
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Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[ox]-Satz zunidchst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen

Automaten besonders geeignete Form.
Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden

MSO[osx]-Formeln:
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Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[ox]-Satz zunidchst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen

Automaten besonders geeignete Form.
Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden

MSO[osx]-Formeln:
® singl(X) besagt | X| =1 (,X is a singleton set"):
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[ox]-Satz zunidchst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen

Automaten besonders geeignete Form.
Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden

MSO[osx]-Formeln:
® singl(X) besagt | X| =1 (,X is a singleton set"):

singl(X) = 3Jy (X(y) AVz (X(z) — z:y))
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[ox]-Satz zunidchst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen

Automaten besonders geeignete Form.
Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden

MSO[osx]-Formeln:
® singl(X) besagt | X| =1 (,X is a singleton set"):

singl(X) = 3Jy (X(y) AVz (X(z) — z:y))

® /e(X,Y) besagt, dass keine Position in Y kleiner als eine Position in X ist:
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[os]-Satz zunichst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen
Automaten besonders geeignete Form.
Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden
MSO[osx]-Formeln:

® singl(X) besagt | X| =1 (,X is a singleton set"):

singl(X) = 3Jy (X(y) AVz (X(z) — z:y))

® /e(X,Y) besagt, dass keine Position in Y kleiner als eine Position in X ist:

le(X,Y) = VxVy ((X(x) AY(Y)) = x < y)
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[ox]-Satz zunidchst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen

Automaten besonders geeignete Form.
Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden

MSO[osx]-Formeln:
® singl(X) besagt | X| =1 (,X is a singleton set"):

singl(X) = 3Jy (X(y) AVz (X(z) — z:y))

® /e(X,Y) besagt, dass keine Position in Y kleiner als eine Position in X ist:

le(X,Y) = VxVy ((X(x) AY(Y)) = x < y)

® sub(X,Y) besagt X C Y
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[ox]-Satz zunidchst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen

Automaten besonders geeignete Form.
Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden

MSO[osx]-Formeln:
® singl(X) besagt | X| =1 (,X is a singleton set"):

singl(X) = 3Jy (X(y) AVz (X(z) — z:y))

® /e(X,Y) besagt, dass keine Position in Y kleiner als eine Position in X ist:

le(X,Y) = VxVy ((X(x) AY(Y)) = x < y)

® sub(X,Y) besagt X C Y
sub(X,Y) = Vx (X(x) = Y(x))
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Die Richtung ,,(¢) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[ox]-Satz zunidchst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen

Automaten besonders geeignete Form.
Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden

MSO[osx]-Formeln:
® singl(X) besagt | X| =1 (,X is a singleton set"):

singl(X) = 3Jy (X(y) AVz (X(z) — z:y))

® /e(X,Y) besagt, dass keine Position in Y kleiner als eine Position in X ist:

le(X,Y) = VxVy ((X(x) AY(Y)) = x < y)

® sub(X,Y) besagt X C Y
sub(X,Y) = Vx (X(x) = Y(x))

® symb,(X) besagt, dass an allen Positionen in X der Buchstabe a steht:
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Die Richtung ,,(¢) = (a)" des Satzes von Biichi (Theorem 2.11) stellt den
schwierigsten Teil des Beweises dar. Wir bringen hierfiir einen gegebenen
MSO[ox]-Satz zunidchst in eine fiir die Ubersetzung in einen endlichen

Automaten besonders geeignete Form.
Seien X und Y Mengenvariablen und a € ¥. Wir nutzen die folgenden

MSO[osx]-Formeln:
® singl(X) besagt | X| =1 (,X is a singleton set"):

singl(X) = 3Jy (X(y) AVz (X(z) — z:y))

® /e(X,Y) besagt, dass keine Position in Y kleiner als eine Position in X ist:

le(X,Y) = VxVy ((X(x) AY(Y)) = x < y)

® sub(X,Y) besagt X C Y
sub(X,Y) = Vx (X(x) = Y(x))

® symb,(X) besagt, dass an allen Positionen in X der Buchstabe a steht:
symb,(X) = Vx (X(x) — Pa(x)).
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen,
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir op:=x<y ist
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

® Fiir ¢ :=x=y ist
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).

o Fiir ¢ := Py(x) st
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).

® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).

® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fiir ¢ :=Z(x) ist
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).

® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fir ¢:=Z(x) ist ¢* :=sub(V,,Z).
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).
= x=y ist <p* = (le(Vi, V) A le(V,, V4)).

® Fiir ¢

® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).
® Fir ¢:= Z(X) ist ©* == sub(V,, Z).
® Fir o :=3xy i
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
Fiir ¢ := P,(x) ist ©* := symb,(V,).
Fiir ¢ :=Z(x) ist ¢* := sub(Vy, Z).
Fir o :=3x¢ ist ¢* := 3V, (singl(Vi) A *).
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fir ¢:=Z(x) ist ¢* :=sub(V,,Z).

® Fir p:=3x1 ist ¢* =3V, (singl(Vi) A ¢*).

® Fir ¢ :=Vxvy ist
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fir ¢:=Z(x) ist ¢* :=sub(V,,Z).

® Fir p:=3x1 ist ¢* =3V, (singl(Vi) A ¢*).

® Fiir p:=Vx1 ist * :=VV, (singl(Vy) = ¢*).
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fir ¢:=Z(x) ist ¢* :=sub(V,,Z).

® Fir p:=3x1 ist ¢* =3V, (singl(Vi) A ¢*).

® Fiir p:=Vx1 ist * :=VV, (singl(Vy) = ¢*).

® Fir ¢ :=—¢ ist
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fir ¢:=Z(x) ist ¢* :=sub(V,,Z).

® Fir p:=3x1 ist ¢* =3V, (singl(Vi) A ¢*).

® Fiir p:=Vx1 ist * :=VV, (singl(Vy) = ¢*).

® Fir o:=—9 ist ¢*:= ",
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin -

Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”

MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle

x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fiir
Fir
Fir
Fir
Fur
Fur
Fir
Fir

Nicole Schweikardt -

¥
¥
¥
P
P
P
¥
¥

=x<y ist o*:=le(V,, V).

=x=y ist "= (le(Vi,V,) A le(V,, Vy)).

= P,(x) ist ¢* := symb,( V).
= Z(x) ist ¢* = sub(Vi, Z).
= 3x1 ist ¢* =3V, (singl( Vi)

A p*).

=Vxq ist ¢* :=VV (Sing/(Vx) - w*)
= —‘Q/) ist (p* = —|¢*.
= (()01 DQOZ) |St
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Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”

MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle

x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fiir
Fir
Fir
Fir
Fur
Fur
Fir
Fir

Nicole Schweikardt -

¥
¥
¥
P
P
P
¥
¥

=x<y ist o*:=le(V,, V).

=x=y ist "= (le(Vi,V,) A le(V,, Vy)).

= P,(x) ist ¢* := symb,( V).
= Z(x) ist ¢* = sub(Vi, Z).
= 3x1 ist ¢* =3V, (singl( Vi)

A p*).

=Vxq ist ¢* :=VV (Sing/(Vx) - w*)
= —‘Q/) ISt (p* = —|¢*.

= (p10pa) ist o* 1= (o7 Op3).
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fir ¢:=Z(x) ist ¢* :=sub(V,,Z).

® Fir p:=3x1 ist ¢* =3V, (singl(Vi) A ¢*).

® Fiir p:=Vx1 ist * :=VV, (singl(Vy) = ¢*).

® Fir o:=—9 ist ¢*:= ",

® Fir p:=(p10p2) ist " := (o7 Uep3).

® Fir ¢:=QZvy ist
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fir ¢:=Z(x) ist ¢* :=sub(V,,Z).

® Fir p:=3x1 ist ¢* =3V, (singl(Vi) A ¢*).

® Fiir p:=Vx1 ist * :=VV, (singl(Vy) = ¢*).

® Fir o:=—9 ist ¢*:= ",

® Fir p:=(p10p2) ist " := (o] Oep3).

® Fir ¢o:=QZvy ist ¢* := QZY*.
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

Fir ¢ = (p10¢2) ist ¢* = (e D).
Fir ¢ := QZvy ist ¢* := QZvy*.

Lemma 2.13
Fiir jeden MSOlos]-Satz ¢ ist auch ©* ein MSO[ox]-Satz, und ©* beschreibt
dieselbe Sprache wie .

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fir ¢:=Z(x) ist ¢* :=sub(V,,Z).

® Fir p:=3x1 ist ¢* =3V, (singl(Vi) A ¢*).

® Fiir p:=Vx1 ist * :=VV, (singl(Vy) = ¢*).

® Fir o:=—9 ist ¢*:= ",

° P

[ ]
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Eine gegebene MSOJox]-Formel ¢ transformieren wir nun in eine ,dquivalente”
MSO[ox]-Formel ¢*, indem wir jede Individuenvariable x durch eine neue
Mengenvariable V, ersetzen und atomare Formeln durch geeignete
Kombinationen der Formeln singl, le, sub und symb, ersetzen, s.d. fiir alle
x,y € Vary, a € X, Mengenvariablen Z € Var,, Formeln v, 1, 02 € MSOJos],
Junktoren O € {A,V, —, <} und Quantoren Q € {3,V} gilt:

Fir ¢ = (p10¢2) ist ¢* = (e D).
Fir ¢ := QZvy ist ¢* := QZvy*.

Lemma 2.13
Fiir jeden MSOlos]-Satz ¢ ist auch ©* ein MSO[ox]-Satz, und ©* beschreibt
dieselbe Sprache wie .

® Fir p:=x<y ist ¢* :=le(V,, V).

* Fiir ¢ :=x=y ist p*:= (le(Vy, V) A le(V,, Vs)).
® Fiir ¢ := Py(x) ist ¢* := symb,(Vi).

® Fir ¢:=Z(x) ist ¢* :=sub(V,,Z).

® Fir p:=3x1 ist ¢* =3V, (singl(Vi) A ¢*).

® Fiir p:=Vx1 ist * :=VV, (singl(Vy) = ¢*).

® Fir o:=—9 ist ¢*:= ",

° P

[ ]

Beweis.
Ubung. O
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Als nichstes konstruieren wir induktiv fiir jede Teilformel von ¢* einen
,aquivalenten” endlichen Automaten.
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Als nichstes konstruieren wir induktiv fiir jede Teilformel von ¢* einen
»aquivalenten” endlichen Automaten. Formeln der Form singl(X), le(X, Y),

sub(X,Y) und symb,(X) behandeln wir dabei als ,atomar".
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Als nichstes konstruieren wir induktiv fiir jede Teilformel von ¢* einen
»aquivalenten” endlichen Automaten. Formeln der Form singl(X), le(X, Y),

sub(X,Y) und symb,(X) behandeln wir dabei als ,atomar".
Insbesondere haben die Teilformeln, die wir betrachten miissen, keine freien

Individuenvariablen, wohl aber freie Mengenvariablen.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Als nichstes konstruieren wir induktiv fiir jede Teilformel von ¢* einen
»aquivalenten* endlichen Automaten. Formeln der Form singl/(X), le(X,Y),
sub(X,Y) und symb,(X) behandeln wir dabei als ,atomar".

Insbesondere haben die Teilformeln, die wir betrachten miissen, keine freien
Individuenvariablen, wohl aber freie Mengenvariablen. Belegungen dieser
Mengenvariablen reprasentieren wir durch ein groBeres Alphabet:
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Als nichstes konstruieren wir induktiv fiir jede Teilformel von ¢* einen
»aquivalenten* endlichen Automaten. Formeln der Form singl/(X), le(X,Y),
sub(X,Y) und symb,(X) behandeln wir dabei als ,atomar".

Insbesondere haben die Teilformeln, die wir betrachten miissen, keine freien
Individuenvariablen, wohl aber freie Mengenvariablen. Belegungen dieser
Mengenvariablen reprasentieren wir durch ein groBeres Alphabet:

Seien Xi, ..., Xk (mit k € N31) die Mengenvariablen, die in ¢* vorkommen.
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Als nichstes konstruieren wir induktiv fiir jede Teilformel von ¢* einen
»aquivalenten” endlichen Automaten. Formeln der Form singl(X), le(X, Y),
sub(X,Y) und symb,(X) behandeln wir dabei als ,atomar".

Insbesondere haben die Teilformeln, die wir betrachten miissen, keine freien
Individuenvariablen, wohl aber freie Mengenvariablen. Belegungen dieser
Mengenvariablen reprasentieren wir durch ein groBeres Alphabet:

Seien Xi, ..., Xk (mit k € N31) die Mengenvariablen, die in ¢* vorkommen. Sei
Y = ¥ x {01}~
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Als nichstes konstruieren wir induktiv fiir jede Teilformel von ¢* einen
»aquivalenten” endlichen Automaten. Formeln der Form singl(X), le(X, Y),
sub(X,Y) und symb,(X) behandeln wir dabei als ,atomar".

Insbesondere haben die Teilformeln, die wir betrachten miissen, keine freien
Individuenvariablen, wohl aber freie Mengenvariablen. Belegungen dieser
Mengenvariablen reprasentieren wir durch ein groBeres Alphabet:

Seien Xi, ..., Xk (mit k € N31) die Mengenvariablen, die in ¢* vorkommen. Sei
Y = ¥ x {01}~

Ein Wort wy ---w, € £ (mit w; € ¥ f.a. i € [n]) und Belegungen
S1,...,Sk C {1,...,n} der Mengenvariablen Xi, ..., Xi reprdsentieren wir
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Als nichstes konstruieren wir induktiv fiir jede Teilformel von ¢* einen
»aquivalenten” endlichen Automaten. Formeln der Form singl(X), le(X, Y),
sub(X,Y) und symb,(X) behandeln wir dabei als ,atomar".

Insbesondere haben die Teilformeln, die wir betrachten miissen, keine freien
Individuenvariablen, wohl aber freie Mengenvariablen. Belegungen dieser
Mengenvariablen reprasentieren wir durch ein groBeres Alphabet:

Seien Xi, ..., Xk (mit k € N31) die Mengenvariablen, die in ¢* vorkommen. Sei
Y = ¥ x {01}~

Ein Wort wy ---w, € £ (mit w; € ¥ f.a. i € [n]) und Belegungen

S1,...,Sk C {1,...,n} der Mengenvariablen Xi, ..., Xi reprdsentieren wir
durch das Wort

U= u---u, € (Z')+

ui = (W, bix,..., bix) € X fiiralleie{1,...,n},
wobei fiir alle i € {1,...,n} und j € {1,..., k} gilt:
b 1 fallsies;
" 0 fallsi¢s;.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Umgekehrt reprisentiert jedes Wort u = uy -+ - u, € ():’)Jr
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Umgekehrt reprisentiert jedes Wort u = uy -+ - u, € (Z’)+ ein Wort

W= w--w, € X"
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Umgekehrt reprisentiert jedes Wort u = uy -+ - u, € (Z’)+ ein Wort

W= w--w, € X"

und Belegungen
Sla"'ask - [n]

der Mengenvariablen Xi, ..., X wie folgt:
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Umgekehrt reprisentiert jedes Wort u = uy -+ - u, € (Z’)+ ein Wort

W= w--w, € X"
und Belegungen
Sla"'ask - [n]

der Mengenvariablen Xi, ..., Xi wie folgt: Ist, fiir alle i € {1,..., n},
up = (0’,‘, b,',l, RN b,',k), so ist
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Umgekehrt reprisentiert jedes Wort u = uy -+ - u, € (Z’)+ ein Wort

W= w--w, € X"

und Belegungen

Sla"'ask - [n]
der Mengenvariablen Xi, ..., Xi wie folgt: Ist, fiir alle i € {1,..., n},
up = (0’,‘, b,',l, RN b,',k), so ist

w; = o; fir alle i € [n]
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. . . + .
Umgekehrt reprasentiert jedes Wort u = uy -+~ u, € (£’)" ein Wort
W= w--w, € X"

und Belegungen
Sla"'ask - [n]

der Mengenvariablen Xi, ..., Xi wie folgt: Ist, fiir alle i € {1,..., n},
up = (0’,‘, b,',l, RN b,',k), so ist

w; = o; fir alle i € [n]
und

Sj = {le[n] : b,"j:].} flr a”e_]E[k]
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. . . + .
Umgekehrt reprasentiert jedes Wort u = uy -+~ u, € (£’)" ein Wort
W= w--w, € X"

und Belegungen
Sla"'ask - [n]

der Mengenvariablen Xi, ..., Xi wie folgt: Ist, fiir alle i € {1,..., n},
up = (0’,‘, b,',l, RN b,',k), so ist

w; = o; fir alle i € [n]
und
Sj = {l e [n] . b,"j = 1} fur allej S [k]

Setze dann Z,, := (Aw, S1,. .., S).
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Umgekehrt reprisentiert jedes Wort u = uy -+ - u, € (Z’)+ ein Wort
W= w--w, € X"

und Belegungen
Sla"'ask - [n]

der Mengenvariablen Xi, ..., Xi wie folgt: Ist, fiir alle i € {1,..., n},
up = (0’,‘, b,',l, RN b,',k), so ist

w; = o; fir alle i € [n]
und
Sj = {l e [n] . b,"j = 1} fur allej S [k]

Setze dann Z,, := (Aw, S1,. .., S).
Eine Teilformel ¥ von ¢* definiert die Sprache
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Umgekehrt reprisentiert jedes Wort u = uy -+ - u, € (Z’)+ ein Wort
W= w--w, € X"

und Belegungen
Sla"'ask - [n]

der Mengenvariablen Xi, ..., Xi wie folgt: Ist, fiir alle i € {1,..., n},
up = (0’,‘, b,',l, RN b,',k), so ist

w; = o; fir alle i € [n]
und
Sj = {l e [n] . b,"j = 1} fur allej S [k]

Setze dann Z,, := (Aw, S1,. .., S).

Eine Teilformel ¥ von ¢* definiert die Sprache

L) = {ue (&) : T, v}
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Lemma 2.14
Sei k € Nsq, ¥/ := ¥ x {0,1}X, seien i,j € [k], seia € X.
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Lemma 2.14

Sei k € Nsq, ¥/ := ¥ x {0,1}X, seien i,j € [k], seia € X.

Es gibt nichtdeterminstische endliche Automaten Aging(x.), Ale(x;,x;)r Asub(X:,X;)
und Agymp,(x) tiber dem Alphabet Y', so dass gilt:
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Lemma 2.14
Sei k € Nsq, ¥/ := ¥ x {0,1}X, seien i,j € [k], seia € X.

Es gibt nichtdeterminstische endliche Automaten Aging(x.), Ale(x;,x;)r Asub(X:,X;)
und Agymp,(x) tiber dem Alphabet Y', so dass gilt:

(a) Asingi(x) erkennt die Sprache L' (singl(X;)).
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Lemma 2.14

Sei k € Nsq, ¥/ := ¥ x {0,1}X, seien i,j € [k], seia € X.

Es gibt nichtdeterminstische endliche Automaten Aging(x.), Ale(x;,x;)r Asub(X:,X;)
und Agymp,(x) tiber dem Alphabet Y', so dass gilt:

(a) Asingi(x) erkennt die Sprache L' (singl(X;)).
(b) Aj(x;,x;) erkennt die Sprache L’(/e(X,-, XJ))
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Lemma 2.14
Sei k € Nsq, ¥/ := ¥ x {0,1}X, seien i,j € [k], seia € X.

Es gibt nichtdeterminstische endliche Automaten Aging(x.), Ale(x;,x;)r Asub(X:,X;)
und Agymp,(x) tiber dem Alphabet Y', so dass gilt:

(a) Asingi(x) erkennt die Sprache L' (singl(X;)).
(b) Aj(x;,x;) erkennt die Sprache L’(/e(X,-, XJ))
(c) Asun(x,,x;) erkennt die Sprache L' (sub(X;, X;)).
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Lemma 2.14

Sei k € Nsq, ¥/ := ¥ x {0,1}X, seien i,j € [k], seia € X.

Es gibt nichtdeterminstische endliche Automaten Aging(x.), Ale(x;,x;)r Asub(X:,X;)
und Agymp,(x;) liber dem Alphabet ¥, so dass gilt:

(a) Asingi(x) erkennt die Sprache L' (singl(X;)).
(b) Aj(x;,x;) erkennt die Sprache L’(/e(X,,X ))
(c) Asun(x,,x;) erkennt die Sprache L' (sub(X;, X;)).
(d) A

d) Agymb,(x,) erkennt die Sprache L' (symb,(X;)).
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Lemma 2.15
Sei ¢ ein MSO[ox]-Satz, seien X1, ..., Xk (fiir k € Nx1) die in o*
vorkommenden Mengenvariablen, und sei ¥' := ¥ x {0,1}*.
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Lemma 2.15

Sei ¢ ein MSO[ox]-Satz, seien X1, ..., Xk (fiir k € Nx1) die in o*
vorkommenden Mengenvariablen, und sei ¥' := ¥ x {0,1}*.

Fiir jede Teilformel i) von ¢* (wobei die Formeln singl(X;), sub(X;, X;),
le(Xi, X;), symb,(X;) als ,atomar" betrachtet werden)
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Lemma 2.15

Sei ¢ ein MSO[ox]-Satz, seien X1, ..., Xk (fiir k € Nx1) die in o*
vorkommenden Mengenvariablen, und sei ¥' := ¥ x {0,1}*.

Fiir jede Teilformel i) von ¢* (wobei die Formeln singl(X;), sub(X;, X;),
le(Xi, X;), symb,(X;) als ,atomar" betrachtet werden) gibt es einen

nichtdeterministischen Automaten A, iiber dem Alphabet ', sodass gilt:
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Lemma 2.15

Sei ¢ ein MSO[ox]-Satz, seien X1, ..., Xk (fiir k € Nx1) die in o*
vorkommenden Mengenvariablen, und sei ¥' := ¥ x {0,1}*.

Fiir jede Teilformel i) von ¢* (wobei die Formeln singl(X;), sub(X;, X;),
le(Xi, X;), symb,(X;) als ,atomar" betrachtet werden) gibt es einen

nichtdeterministischen Automaten A, iiber dem Alphabet ', sodass gilt:

Ay, erkennt die Sprache L'(1)).
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Das folgende Lemma beweist die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi
(Theorem 2.11).
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Das folgende Lemma beweist die Richtung ,,(c) = (a)" des Satzes von Biichi
(Theorem 2.11).

Lemma 2.16

Fiir jeden MSOlox|-Satz ¢ gibt es einen nichtdeterministischen endlichen
Automaten A, der die von ¢ beschriebene Sprache erkennt.
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Bemerkung 2.17

Der Satz von Biichi besagt insbesondere, dass existenzielle monadische Logik
zweiter Stufe auf Worten dieselbe Ausdrucksstarke besitzt wie die , volle*
monadische Logik zweiter Stufe (und genau die reguldren Sprachen beschreiben
kann).
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Bemerkung 2.17

Der Satz von Biichi besagt insbesondere, dass existenzielle monadische Logik
zweiter Stufe auf Worten dieselbe Ausdrucksstarke besitzt wie die , volle*
monadische Logik zweiter Stufe (und genau die reguldren Sprachen beschreiben
kann).

Man kann sogar beweisen, dass jede reguldre Sprache L durch einen
EMSO[oyx]-Satz beschrieben werden kann, der nur eine Mengenvariable benutzt.
Somit ist auf Worten die existentielle monadische Logik zweiter Stufe mit nur
einer einzigen Mengenvariablen dquivalent zur vollen monadischen Logik zweiter

Stufe.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Aus dem Gebiet der formalen Sprachen sind viele Methoden bekannt, mit denen
man nachweisen kann, dass bestimmte Sprachen nicht regulir sind (z.B.
Pumping Lemma, Satz von Myhill und Nerode, Abschlusseigenschaften, ...).
Man siehe dazu einfiihrende Vorlesungen in Theoretische Informatik, formale

Sprachen bzw. Automatentheorie.
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Aus dem Gebiet der formalen Sprachen sind viele Methoden bekannt, mit denen
man nachweisen kann, dass bestimmte Sprachen nicht regulir sind (z.B.
Pumping Lemma, Satz von Myhill und Nerode, Abschlusseigenschaften, ...).
Man siehe dazu einfiihrende Vorlesungen in Theoretische Informatik, formale
Sprachen bzw. Automatentheorie.

Insbesondere wissen wir fiir ¥ = {a, b}, dass die Sprache
Lanbn = {anb" T neE N)]_}

nicht regular ist.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.2: MSO und der Satz von Biichi

Aus dem Gebiet der formalen Sprachen sind viele Methoden bekannt, mit denen
man nachweisen kann, dass bestimmte Sprachen nicht regulir sind (z.B.
Pumping Lemma, Satz von Myhill und Nerode, Abschlusseigenschaften, ...).
Man siehe dazu einfiihrende Vorlesungen in Theoretische Informatik, formale
Sprachen bzw. Automatentheorie.

Insbesondere wissen wir fiir ¥ = {a, b}, dass die Sprache
Lanbn = {anb" T neE N)]_}
nicht regular ist.

GemaiB dem Satz von Biichi kann L np» also auch nicht durch einen MSO-Satz
beschrieben werden.
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Aus dem Gebiet der formalen Sprachen sind viele Methoden bekannt, mit denen
man nachweisen kann, dass bestimmte Sprachen nicht regulir sind (z.B.
Pumping Lemma, Satz von Myhill und Nerode, Abschlusseigenschaften, ...).
Man siehe dazu einfiihrende Vorlesungen in Theoretische Informatik, formale
Sprachen bzw. Automatentheorie.

Insbesondere wissen wir fiir ¥ = {a, b}, dass die Sprache
Lanbn = {anb" T neE N)]_}

nicht regular ist.

GemaiB dem Satz von Biichi kann L np» also auch nicht durch einen MSO-Satz
beschrieben werden.

Durch Anwenden einer logischen Reduktion kdnnen wir daraus folgern, dass z.B.
bestimmte Graphen-Eigenschaften nicht in MSO beschrieben werden koénnen:
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Aus dem Gebiet der formalen Sprachen sind viele Methoden bekannt, mit denen
man nachweisen kann, dass bestimmte Sprachen nicht regulir sind (z.B.
Pumping Lemma, Satz von Myhill und Nerode, Abschlusseigenschaften, ...).
Man siehe dazu einfiihrende Vorlesungen in Theoretische Informatik, formale
Sprachen bzw. Automatentheorie.

Insbesondere wissen wir fiir ¥ = {a, b}, dass die Sprache
Lanbn = {anb" T neE N)]_}

nicht regular ist.

GemaiB dem Satz von Biichi kann L np» also auch nicht durch einen MSO-Satz
beschrieben werden.

Durch Anwenden einer logischen Reduktion kdnnen wir daraus folgern, dass z.B.
bestimmte Graphen-Eigenschaften nicht in MSO beschrieben werden koénnen:

Satz 2.18 (,,Hamiltonkreis ist nicht MSO-definierbar")
Sei 0Graph = {E} fiir ein 2-stelliges Relationssymbol E.
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Aus dem Gebiet der formalen Sprachen sind viele Methoden bekannt, mit denen
man nachweisen kann, dass bestimmte Sprachen nicht regulir sind (z.B.
Pumping Lemma, Satz von Myhill und Nerode, Abschlusseigenschaften, ...).
Man siehe dazu einfiihrende Vorlesungen in Theoretische Informatik, formale
Sprachen bzw. Automatentheorie.

Insbesondere wissen wir fiir ¥ = {a, b}, dass die Sprache
Lanbn = {anb" T neE N)]_}

nicht regular ist.

GemaiB dem Satz von Biichi kann L np» also auch nicht durch einen MSO-Satz
beschrieben werden.

Durch Anwenden einer logischen Reduktion kdnnen wir daraus folgern, dass z.B.
bestimmte Graphen-Eigenschaften nicht in MSO beschrieben werden koénnen:

Satz 2.18 (,,Hamiltonkreis ist nicht MSO-definierbar")
Sei 0Graph = {E} fiir ein 2-stelliges Relationssymbol E.

Es gibt keinen MSO[0Graph]-Satz ¢, s.d.
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Aus dem Gebiet der formalen Sprachen sind viele Methoden bekannt, mit denen
man nachweisen kann, dass bestimmte Sprachen nicht regulir sind (z.B.
Pumping Lemma, Satz von Myhill und Nerode, Abschlusseigenschaften, ...).
Man siehe dazu einfiihrende Vorlesungen in Theoretische Informatik, formale
Sprachen bzw. Automatentheorie.

Insbesondere wissen wir fiir ¥ = {a, b}, dass die Sprache
Lanbn = {anb" T neE N)]_}

nicht regular ist.

GemaiB dem Satz von Biichi kann L np» also auch nicht durch einen MSO-Satz
beschrieben werden.

Durch Anwenden einer logischen Reduktion kdnnen wir daraus folgern, dass z.B.
bestimmte Graphen-Eigenschaften nicht in MSO beschrieben werden koénnen:

Satz 2.18 (,,Hamiltonkreis ist nicht MSO-definierbar")
Sei 0Graph = {E} fiir ein 2-stelliges Relationssymbol E.
Es gibt keinen MSO[oGraph]-Satz ¢, s.d. fiir jeden endlichen Graphen G gilt:

GE ¢ <= @ besitzt einen Hamiltonkreis.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Zur Erinnerung:
ESO-Formeln sind SO-Formeln der Form

X, - 3Xe o,

wobei £ > 0 ist, X, ..., X, Relationsvariablen beliebiger Stelligkeit sind und ¢
eine FO-Formel ist, deren atomare Teilformeln auch Relationsvariablen nutzen

konnen.
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Zur Erinnerung:
ESO-Formeln sind SO-Formeln der Form

X, - 3Xe o,

wobei £ > 0 ist, X, ..., X, Relationsvariablen beliebiger Stelligkeit sind und ¢
eine FO-Formel ist, deren atomare Teilformeln auch Relationsvariablen nutzen
konnen.

Definition 2.19 (Logische Beschreibung von Komplexitatsklassen)

Sei K eine Komplexititsklasse (z.B. NP), sei L eine Logik (z.B. ESO) und sei S
eine unter Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicher Strukturen (z.B.

FIN :=die Klasse aller endlichen Strukturen iiber allen endlichen
funktionenfreien Signaturen).
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Zur Erinnerung:
ESO-Formeln sind SO-Formeln der Form

IX1---3Xe p,

wobei £ > 0 ist, X, ..., X, Relationsvariablen beliebiger Stelligkeit sind und ¢
eine FO-Formel ist, deren atomare Teilformeln auch Relationsvariablen nutzen
konnen.

Definition 2.19 (Logische Beschreibung von Komplexitatsklassen)

Sei K eine Komplexititsklasse (z.B. NP), sei L eine Logik (z.B. ESO) und sei S
eine unter Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicher Strukturen (z.B.

FIN :=die Klasse aller endlichen Strukturen iiber allen endlichen
funktionenfreien Signaturen).

Wir sagen ,, L beschreibt K auf §*, falls die folgenden beiden Bedingungen
erfiillt sind:
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(1) Fiir jeden Satz ¢ € L gehdrt das folgende Problem zur Komplexitatsklasse
K.

EVAL,(S) (Das Auswertungsproblem fiir ¢ auf S)
Eingabe: Eine Struktur A € S
Frage: Gilt A |= ¢?
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(1) Fiir jeden Satz ¢ € L gehdrt das folgende Problem zur Komplexitatsklasse
K.

EVAL,(S) (Das Auswertungsproblem fiir ¢ auf S)
Eingabe: Eine Struktur A € S
Frage: Gilt A |= ¢?

(2) Fiir jede endliche, funktionenfreie Signatur o und jede unter Isomorphie
abgeschlossene Klasse C C S von o-Strukturen gilt:

Falls das Problem

Zugehdérigkeit zu C in S
Eingabe: Eine o-Struktur A € S
Frage: Ist A € C?

zur Komplexitatsklasse K gehort,
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(1) Fiir jeden Satz ¢ € L gehdrt das folgende Problem zur Komplexitatsklasse
K.

EVAL,(S) (Das Auswertungsproblem fiir ¢ auf S)
Eingabe: Eine Struktur A € S
Frage: Gilt A |= ¢?

(2) Fiir jede endliche, funktionenfreie Signatur o und jede unter Isomorphie
abgeschlossene Klasse C C S von o-Strukturen gilt:

Falls das Problem

Zugehdérigkeit zu C in S
Eingabe: Eine o-Struktur A € S
Frage: Ist A € C?

zur Komplexitatsklasse K gehort,
so gibt es einen L[o]-Satz ¢, sodass gilt:
C = {AeS8: Aist eine o-Struktur mit A = ¢}

=:Mods(p)
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Theorem 2.20 (Der Satz von Fagin, 1974)
ESO beschreibt NP auf der Klasse FIN aller endlicher Strukturen.
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Theorem 2.20 (Der Satz von Fagin, 1974)
ESO beschreibt NP auf der Klasse FIN aller endlicher Strukturen.

Der Beweis von Theorem 2.20 erfolgt in zwei Teilen:
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Theorem 2.20 (Der Satz von Fagin, 1974)
ESO beschreibt NP auf der Klasse FIN aller endlicher Strukturen.

Der Beweis von Theorem 2.20 erfolgt in zwei Teilen:
Im ersten Teil zeigen wir, dass jeder ESO-Satz W bei Eingabe einer Struktur .4

nichtdeterministisch in Zeit polynomiell in der GréBe von A ausgewertet werden
kann (dies ist der , leichte” Teil des Beweises).
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Theorem 2.20 (Der Satz von Fagin, 1974)
ESO beschreibt NP auf der Klasse FIN aller endlicher Strukturen.

Der Beweis von Theorem 2.20 erfolgt in zwei Teilen:
Im ersten Teil zeigen wir, dass jeder ESO-Satz W bei Eingabe einer Struktur A
nichtdeterministisch in Zeit polynomiell in der GréBe von A ausgewertet werden

kann (dies ist der , leichte” Teil des Beweises).

Im zweiten Teil zeigen wir, dass jedes Problem, das in NP liegt, durch einen
ESO-Satz beschrieben werden kann.
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Theorem 2.20 (Der Satz von Fagin, 1974)
ESO beschreibt NP auf der Klasse FIN aller endlicher Strukturen.

Der Beweis von Theorem 2.20 erfolgt in zwei Teilen:

Im ersten Teil zeigen wir, dass jeder ESO-Satz W bei Eingabe einer Struktur A
nichtdeterministisch in Zeit polynomiell in der GréBe von A ausgewertet werden
kann (dies ist der , leichte” Teil des Beweises).

Im zweiten Teil zeigen wir, dass jedes Problem, das in NP liegt, durch einen
ESO-Satz beschrieben werden kann.

Das Berechnungsmodell, mit dem wir arbeiten, sind Turingmaschinen. Um die
Details des Beweises von Theorem 2.20 ausarbeiten zu kdnnen, miissen wir
festlegen, wie eine Struktur A als Eingabe einer Turingmaschine reprasentiert
wird. Wir benutzen dazu die sogenannte Standardkodierung, die im Folgenden
eingefiihrt wird.
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Definition 2.21

Sei A={ap,a1,...,an—1} eine durch die Relation < linear geordnete endliche
Menge, so dass gilt: ag < a1 < -+- < ap_1.
(a) Der Rang rg_(a) eines Elements a € A ist

rg.(a) = {beA : b<a}|

Somit gilt rg_(a;) =i (f.a. i € {0,...,n—1}).
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Definition 2.21

Sei A={ap,a1,...,an—1} eine durch die Relation < linear geordnete endliche

Menge, so dass gilt: ag < a1 < -+- < ap_1.
(a) Der Rang rg_(a) eines Elements a € A ist

rg.(a) = {beA : b<a}|
Somit gilt rg_(a;) =i (f.a. i € {0,...,n—1}).
(b) Sei r € N>1. Die lexikographische Ordnung <jex auf A" ist wie folgt

definiert:
FUrEz(bh...,b,) €A undc=(c,...,¢c) € A st

b<jxC < ex.ic€{l,....r}sd b <cundfa. j<iist b = ¢;.
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Definition 2.21
Sei A={ap,a1,...,an—1} eine durch die Relation < linear geordnete endliche
Menge, so dass gilt: ag < a1 < -+- < ap_1.

(a) Der Rang rg_(a) eines Elements a € A ist
rg.(a) = {beA : b<a}|

Somit gilt rg_(a;) =i (f.a. i € {0,...,n—1}).

(b) Sei r € N>1. Die lexikographische Ordnung <jex auf A" ist wie folgt
definiert:

Fiir b= (by,...,b,) € A"und €= (c1,...,¢,) € A ist
b<jxC < ex.ic€{l,....r}sd b <cundfa. j<iist b = ¢;.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass < eine strikte lineare
Ordnung auf A" ist .
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Beispiel 2.22
Sei A = {0,1,2} mit 0 < 1 < 2. Beziiglich der lexikographischen Ordnung <jex

auf A2 gilt f.a. b € A%
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Beispiel 2.22
Sei A = {0,1,2} mit 0 < 1 < 2. Beziiglich der lexikographischen Ordnung <jex

auf A2 gilt f.a. b € A%

b (00)](01)](02) | (10) | (1L1) [ (1L2) [ (20) | (21) | (22)
re.,. (b) | 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Version vom 10. November 2025 Folie 60
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Beispiel 2.22
Sei A = {0,1,2} mit 0 <1 < 2. Beziiglich der lexikographischen Ordnung <jex
auf A2 gilt f.a. b € A%

b (00)](01)](02) | (10) | (1L1) [ (1L2) [ (20) | (21) | (22)
re.,. (b) | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Aligemein gilt: Ist n > 1, A := {0,...,n=1} mit 0 <--- <n-1lund r > 1, so

gilt fiir jedes b = (b,,l7 ..., bp) € Ar
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Beispiel 2.22
Sei A = {0,1,2} mit 0 <1 < 2. Beziiglich der lexikographischen Ordnung <jex
auf A2 gilt f.a. b € A%

b (00)](01)](02) | (10) | (1L1) [ (1L2) [ (20) | (21) | (22)
re.,. (b) | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Aligemein gilt: Ist n > 1, A := {0,...,n=1} mit 0 <--- <n-1lund r > 1, so

gilt fiir jedes b = (b,,l7 ..., bp) € Ar

rg<|ex(5) = Z bini = br71f7r71 + b,fznrf2 + -+ bono,
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Beispiel 2.22
Sei A = {0,1,2} mit 0 <1 < 2. Beziiglich der lexikographischen Ordnung <jex
auf A2 gilt f.a. b € A%

b (00)](01)](02) | (10) | (1L1) [ (1L2) [ (20) | (21) | (22)
e.(0)] 0O [ 1 [ 2 ]3] 4[5 [6]7 ]38
Aligemein gilt: Ist n > 1, A := {0,...,n=1} mit 0 <--- <n-1lund r > 1, so

gilt fiir jedes b = (b,,l7 ..., bp) € Ar
rg<lex(5) = Z bin' = b_in" 4 b_on""2 4+ byn®,

d.h. fiirn>2istrg_ (b) die von der Darstellung b,_; - - - by zur Basis n
reprasentierte naturhche Zahl.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Definition 2.23 (Standardkodierung enc_(.A))

® Seio={Ry,...,Re,c1,...,cp} (mit £, > 0) eine endliche
funktionenfreie Signatur,
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Definition 2.23 (Standardkodierung enc_(.A))

® Seio={Ry,...,Re,c1,...,cp} (mit £, > 0) eine endliche
funktionenfreie Signatur, wobei fiir jedes j € {1,...,¢} gilt: R; ist ein
Relationssymbol der Stelligkeit rj := ar(R;).
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Definition 2.23 (Standardkodierung enc_(.A))

® Seio={Ry,...,Re,c1,...,cp} (mit £, > 0) eine endliche
funktionenfreie Signatur, wobei fiir jedes j € {1,...,¢} gilt: R; ist ein
Relationssymbol der Stelligkeit rj := ar(R;).

Sei r:=max{1l,n,...,r}
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Definition 2.23 (Standardkodierung enc_(.A))

® Seio={Ry,...,Re,c1,...,cp} (mit £, > 0) eine endliche
funktionenfreie Signatur, wobei fiir jedes j € {1,...,¢} gilt: R; ist ein
Relationssymbol der Stelligkeit rj := ar(R;).
Sei r:= max{1,r,...,r} — d.h. wenn o mindestens ein Relationssymbol
enthilt, ist r einfach die maximale Stelligkeit der Relationssymbole in o,
und ansonsten ist r = 1.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Definition 2.23 (Standardkodierung enc_(.A))

® Seio={Ry,...,Re,c1,...,cp} (mit £, > 0) eine endliche
funktionenfreie Signatur, wobei fiir jedes j € {1,...,¢} gilt: R; ist ein
Relationssymbol der Stelligkeit rj := ar(R;).

Sei r:= max{1,r,...,r} — d.h. wenn o mindestens ein Relationssymbol
enthilt, ist r einfach die maximale Stelligkeit der Relationssymbole in o,
und ansonsten ist r = 1.

® Sei A eine endliche o-Struktur, sei n:= |A|.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Definition 2.23 (Standardkodierung enc_(.A))

® Seio={Ry,...,Re,c1,...,cp} (mit £, > 0) eine endliche
funktionenfreie Signatur, wobei fiir jedes j € {1,...,¢} gilt: R; ist ein
Relationssymbol der Stelligkeit rj := ar(R;).
Sei r:= max{1,r,...,r} — d.h. wenn o mindestens ein Relationssymbol
enthilt, ist r einfach die maximale Stelligkeit der Relationssymbole in o,
und ansonsten ist r = 1.

® Sei A eine endliche o-Struktur, sei n:=|A|. Sei < eine beliebige lineare
Ordnung auf A und sei A= {ap,...,ap—1} mit ag < a1 < -+ < ap_1.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Definition 2.23 (Standardkodierung enc_(.A))

® Seio={Ry,...,Re,c1,...,cp} (mit £, > 0) eine endliche
funktionenfreie Signatur, wobei fiir jedes j € {1,...,¢} gilt: R; ist ein
Relationssymbol der Stelligkeit rj := ar(R;).

Sei r:= max{1,r,...,r} — d.h. wenn o mindestens ein Relationssymbol
enthilt, ist r einfach die maximale Stelligkeit der Relationssymbole in o,
und ansonsten ist r = 1.

® Sei A eine endliche o-Struktur, sei n:=|A|. Sei < eine beliebige lineare

Ordnung auf A und sei A= {ap,...,ap—1} mit ag < a1 < -+ < ap_1.
Im Folgenden identifizieren wir jedes a; € A mit seinem Rang i = rg_(a;)
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Definition 2.23 (Standardkodierung enc_(.A))

® Seio={Ry,...,Re,c1,...,cp} (mit £, > 0) eine endliche
funktionenfreie Signatur, wobei fiir jedes j € {1,...,¢} gilt: R; ist ein
Relationssymbol der Stelligkeit rj := ar(R;).
Sei r:= max{1,r,...,r} — d.h. wenn o mindestens ein Relationssymbol

enthilt, ist r einfach die maximale Stelligkeit der Relationssymbole in o,
und ansonsten ist r = 1.

® Sei A eine endliche o-Struktur, sei n:=|A|. Sei < eine beliebige lineare
Ordnung auf A und sei A= {ap,...,ap—1} mit ag < a1 < -+ < ap_1.
Im Folgenden identifizieren wir jedes a; € A mit seinem Rang i = rg_(a;),
und fiir j € {1,..., ¢} identifizieren wir jedes r-Tupel b € A% mit seinem
Rang rg__(b) € {0,...,n% —1}.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitit Version vom 10. November 2025 Folie 61



Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

® Fiir jedes j € {1,...,¢} kodieren wir die Relation RjA durch das Wort

enC<(RjA) = WoWwpccc Wy € {Oa 1}(n')7
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

® Fiir jedes j € {1,...,¢} kodieren wir die Relation RJ-A durch das Wort

enc<(RjA) = wow - wy_y € {0,137

wobei
*fa beAiglt beR! < w, =1
lex
® fa.m>nYglt: w,=0.
Version vom 10. November 2025 Folie 62
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

® Fiir jedes j € {1,...,¢} kodieren wir die Relation RJ-A durch das Wort
enC<(RjA) = WoWwpccc Wy € {Oa 1}(nr)’

wobei
® fa.bc Algilt: bc RJ-A = w
® fa.m>nYglt: w,=0.
® Fiir jedes j € {1,...,¢'} kodieren wir die Konstante ch durch das Wort

"8 < lex (E) =

e”C<(CjA) = Wowp...Wp_1 € {0,1}("’)7
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® Fiir jedes j € {1,...,¢} kodieren wir die Relation RJ-A durch das Wort
enC<(RjA) = WoWwpccc Wy € {Oa 1}(nr)’

wobei
® fa.bc Algilt: bc RJ-A = w
® fa.m>nYglt: w,=0.
® Fiir jedes j € {1,...,¢'} kodieren wir die Konstante ch durch das Wort

"8 < lex (E) =

enc<(ch) = wowi...wy_1 € {0,137

wobei
° fame{0,...,n—1}gilt: wn=1 <= m=rg_().
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® Fiir jedes j € {1,...,¢} kodieren wir die Relation RJ-A durch das Wort

enc<(RjA) = wow - wy_y € {0,137

wobei

e fa. bec AU gilt: EERJ-A = w,

e, (B) = 1

® fa.m>nYglt: w,=0.
® Fiir jedes j € {1,...,¢'} kodieren wir die Konstante ch durch das Wort
enc<(ch) = wowi...wy_1 € {0,1}("),

wobei
° fame{0,...,n—1}gilt: wn=1 <= m=rg_().
® Die Machtigkeit n des Universums von A kodieren wir durch das Wort

encc(JA]) = 1"0""" e {0,1}(").
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® Fiir jedes j € {1,...,¢} kodieren wir die Relation RJ-A durch das Wort

enc<(RjA) = wow - wy_y € {0,137
wobei

e fa. bec AU gilt: EERJ-A = w,

e, (B) = 1

® fa.m>nYglt: w,=0.
® Fiir jedes j € {1,...,¢'} kodieren wir die Konstante ch durch das Wort
enc<(ch) = wowi...wy_1 € {0,1}("),

wobei
° fame{0,...,n—1}gilt: wn=1 <= m=rg_().
® Die Machtigkeit n des Universums von A kodieren wir durch das Wort

encc(JA]) = 1"0""" e {0,1}(").

® Die Standardkodierung von A bzgl. < ist das Wort

enc.(A) = enc(|A])enc<(R')---enco(R') enc(ci') - - - enc(cit).
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® Fiir jedes j € {1,...,¢} kodieren wir die Relation RJ-A durch das Wort

enc<(RjA) = wow - wy_y € {0,137
wobei

e fa. bec AU gilt: EERJ-A = w,

e, (B) = 1

® fa.m>nYglt: w,=0.
® Fiir jedes j € {1,...,¢'} kodieren wir die Konstante ch durch das Wort
enc<(ch) = wowi...wy_1 € {0,1}("),

wobei
° fame{0,...,n—1}gilt: wn=1 <= m=rg_().
® Die Machtigkeit n des Universums von A kodieren wir durch das Wort

encc(JA]) = 1"0""" e {0,1}(").

® Die Standardkodierung von A bzgl. < ist das Wort
enc.(A) = enc(|A])enc<(R')---enco(R') enc(ci') - - - enc(cit).

Es gilt: enc-(A) € {0, 1}(1“”’)'"’_
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Beispiel 2.24

Sei o0 = {E, c} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E und
einem Konstantensymbol ¢ besteht.
Wir betrachten die o-Struktur A:

(e
O

dh. A= (A EA cA) mit A= {0,1,2}, EA = {(0,1), (1,1)} und c* = 2.

C
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Beispiel 2.24

Sei o0 = {E, c} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E und
einem Konstantensymbol ¢ besteht.
Wir betrachten die o-Struktur A:

(e
O

dh. A= (A EA ) mit A= {0,1,2}, EA = {(0,1), (1,1)} und cA = 2.

Es gilt r =2, n =3 und somit n" = 9.

C
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Beispiel 2.24
Sei o0 = {E, c} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E und
einem Konstantensymbol ¢ besteht.

Wir betrachten die o-Struktur A:

(e
O

dh. A= (A EA ) mit A= {0,1,2}, EA = {(0,1), (1,1)} und cA = 2.
Es gilt r =2, n =3 und somit n" = 9.
Sei < die natiirliche lineare Ordnung auf A. Dann gilt

C

enc<(A) =
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Beispiel 2.24

Sei o0 = {E, c} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E und
einem Konstantensymbol ¢ besteht.
Wir betrachten die o-Struktur A:

(e
O

dh. A= (A EA ) mit A= {0,1,2}, EA = {(0,1), (1,1)} und cA = 2.
Es gilt r =2, n =3 und somit n" = 9.
Sei < die natiirliche lineare Ordnung auf A. Dann gilt

C

enc.(A) = 111/000000 010/010]000 001000000 .

enc<(|A]) enc< (EA) enc<(cA)
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Bemerkung 2.25

(a) Die Standardkodierung enc(.A) hiangt von der gewihlten linearen Ordnung
< ab.
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Bemerkung 2.25

(a) Die Standardkodierung enc(.A) hiangt von der gewihlten linearen Ordnung
< ab.
(b) Es gilt:
lenc(A)[ =
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Bemerkung 2.25

(a) Die Standardkodierung enc(.A) hiangt von der gewihlten linearen Ordnung
< ab.
(b) Es gilt:

lenc<(A)] = (L+€+0)-|A"
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Bemerkung 2.25

(a) Die Standardkodierung enc(.A) hiangt von der gewihlten linearen Ordnung
< ab.
(b) Es gilt:
lencc(A)] = (1+0+40)-|Al".
Insbes. ist fiir jede feste Signatur o also die Lange von enc.(.A)
polynomiell in der Michtigkeit |A| der Struktur A.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Bemerkung 2.25

(a) Die Standardkodierung enc(.A) hiangt von der gewihlten linearen Ordnung
< ab.
(b) Es gilt:
lencc(A)] = (1+0+40)-|Al".
Insbes. ist fiir jede feste Signatur o also die Lange von enc.(.A)
polynomiell in der Michtigkeit |A| der Struktur A.
(c) Sei
enC<(A) = WoWi...Waqr4e).nr—1

mit n:= |A| und w; € {0,1} fa. i < n".
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Bemerkung 2.25

(a) Die Standardkodierung enc(.A) hiangt von der gewihlten linearen Ordnung
< ab.

(b) Es gilt:
lenc<(A)] = (1+£+2) A"
Insbes. ist fiir jede feste Signatur o also die Lange von enc.(.A)
polynomiell in der Michtigkeit |A| der Struktur A.

(c) Sei
enc. (A) = WoWi...Waqr4e).nr—1
mit n:= |A| und w; € {0,1} fa. i < n".

Fiir j € {1,...,£} und ein Tupel b € A7 lisst sich die Information, ob
be RjA ist, in enc<(,A) am Buchstaben w,, ablesen, fiir

m =
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Bemerkung 2.25

(a) Die Standardkodierung enc(.A) hiangt von der gewihlten linearen Ordnung
< ab.
(b) Es gilt:
lencc(A)] = (1+0+40)-|Al".
Insbes. ist fiir jede feste Signatur o also die Lange von enc.(.A)
polynomiell in der Michtigkeit |A| der Struktur A.
(c) Sei
enc. (A) = Wowip... W(1+Z+Z/)-n’—1
mit n:= |A| und w; € {0,1} fa. i < n".

Fiir j € {1,...,£} und ein Tupel b € A7 lisst sich die Information, ob
be RjA ist, in enc<(,A) am Buchstaben w,, ablesen, fiir

m = j'nr + rg<|ex(b)'
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Bemerkung 2.25
(a) Die Standardkodierung enc(.A) hiangt von der gewihlten linearen Ordnung
< ab.
(b) Es gilt:
lenc<(A)] = (1+£+2) A"
Insbes. ist fiir jede feste Signatur o also die Lange von enc.(.A)
polynomiell in der Michtigkeit |A| der Struktur A.
(c) Sei
enc. (.A) = WoWi...W(14p40).nr—1
mit n:= |A| und w; € {0,1} fa. i < n".
Fiir j € {1,...,£} und ein Tupel b € A7 lisst sich die Information, ob
be RjA ist, in enc<(,A) am Buchstaben w,, ablesen, fiir

m = j-n" + rg<lex(b).

Wir kdnnen nun den Beweis des Satzes von Fagin (Theorem 2.20) fiihren.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ESO die Klasse NP auf FIN beschreibt.
Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten.
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Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ESO die Klasse NP auf FIN beschreibt.

Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Sei o eine Signatur und sei W := 3X; - - - 3Xy ¢ ein ESO[o]-Satz.

Wir miissen zeigen, dass das folgende Problem zu NP gehort:

EVALy(FIN): Auswertungsproblem fiir W auf FIN
Eingabe: Eine endliche o-Struktur A
Frage: Gilt A|=W¥?7
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Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ESO die Klasse NP auf FIN beschreibt.
Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Sei o eine Signatur und sei W := 3X; - - - 3Xy ¢ ein ESO[o]-Satz.
Wir miissen zeigen, dass das folgende Problem zu NP gehort:

EVALy(FIN): Auswertungsproblem fiir W auf FIN
Eingabe: Eine endliche o-Struktur A
Frage: Gilt A|=W¥?7

Ein nichtdeterministischer Polynomialzeit-Algorithmus kann bei Eingabe einer
endlichen o-Struktur A wie folgt vorgehen, um zu testen, ob A = V:

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Logik und Komplexitit Version vom 10. November 2025 Folie 65
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Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ESO die Klasse NP auf FIN beschreibt.
Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Sei o eine Signatur und sei W := 3X; - - - 3Xy ¢ ein ESO[o]-Satz.
Wir miissen zeigen, dass das folgende Problem zu NP gehort:

EVALy(FIN): Auswertungsproblem fiir W auf FIN
Eingabe: Eine endliche o-Struktur A
Frage: Gilt A|=W¥?7
Ein nichtdeterministischer Polynomialzeit-Algorithmus kann bei Eingabe einer
endlichen o-Struktur A wie folgt vorgehen, um zu testen, ob A = V:

(1) Wenn d > 0: Rate Belegungen der Relationsvariablen Xi, ..., Xy, d.h. rate
Relationen §; C A*(X1) G, C Aar(Xa),
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Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ESO die Klasse NP auf FIN beschreibt.
Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Sei o eine Signatur und sei W := 3X; - - - 3Xy ¢ ein ESO[o]-Satz.
Wir miissen zeigen, dass das folgende Problem zu NP gehort:

EVALy(FIN): Auswertungsproblem fiir W auf FIN
Eingabe: Eine endliche o-Struktur A
Frage: Gilt A|=W¥?7

Ein nichtdeterministischer Polynomialzeit-Algorithmus kann bei Eingabe einer
endlichen o-Struktur A wie folgt vorgehen, um zu testen, ob A = V:

(1) Wenn d > 0: Rate Belegungen der Relationsvariablen Xi,..., Xy, d.h. rate
Relationen §; C A*(X1) G, C Aar(Xa),
Das geht in Zeit
Folie 65
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Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ESO die Klasse NP auf FIN beschreibt.
Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Sei o eine Signatur und sei W := 3X; - - - 3Xy ¢ ein ESO[o]-Satz.
Wir miissen zeigen, dass das folgende Problem zu NP gehort:

EVALy(FIN): Auswertungsproblem fiir W auf FIN

Eingabe: Eine endliche o-Struktur A

Frage: Gilt A|=W¥?7

Ein nichtdeterministischer Polynomialzeit-Algorithmus kann bei Eingabe einer
endlichen o-Struktur A wie folgt vorgehen, um zu testen, ob A = V:

(1) Wenn d > 0: Rate Belegungen der Relationsvariablen Xi,. .., Xy, d.h. rate
Relationen §; C A*(X1) G, C Aar(Xa),
Das geht in Zeit O(d - n"), wobei n = |A| und r die maximale Stelligkeit

der Relationsvariablen ist.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin
Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ESO die Klasse NP auf FIN beschreibt.

Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Sei o eine Signatur und sei W := 3X; - - - 3Xy ¢ ein ESO[o]-Satz.
Wir miissen zeigen, dass das folgende Problem zu NP gehort:

EVALy(FIN): Auswertungsproblem fiir W auf FIN
Eingabe: Eine endliche o-Struktur A
Frage: Gilt A|=W¥?7

Ein nichtdeterministischer Polynomialzeit-Algorithmus kann bei Eingabe einer
endlichen o-Struktur A wie folgt vorgehen, um zu testen, ob A = V:

(1) Wenn d > 0: Rate Belegungen der Relationsvariablen Xi,. .., Xy, d.h. rate
Relationen §; C A*(X1) G, C Aar(Xa),
Das geht in Zeit O(d - n"), wobei n = |A| und r die maximale Stelligkeit
der Relationsvariablen ist.

(2) Teste (deterministisch, in Polynomialzeit), ob (A4, S1,...,54) E ¢.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin
Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ESO die Klasse NP auf FIN beschreibt.

Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Sei o eine Signatur und sei W := 3X; - - - 3Xy ¢ ein ESO[o]-Satz.
Wir miissen zeigen, dass das folgende Problem zu NP gehort:

EVALy(FIN): Auswertungsproblem fiir W auf FIN
Eingabe: Eine endliche o-Struktur A
Frage: Gilt A|=W¥?7

Ein nichtdeterministischer Polynomialzeit-Algorithmus kann bei Eingabe einer

endlichen o-Struktur A wie folgt vorgehen, um zu testen, ob A = V:

(1) Wenn d > 0: Rate Belegungen der Relationsvariablen Xi,. .., Xy, d.h. rate
Relationen §; C A*(X1) G, C Aar(Xa),
Das geht in Zeit O(d - n"), wobei n = |A| und r die maximale Stelligkeit
der Relationsvariablen ist.

(2) Teste (deterministisch, in Polynomialzeit), ob (A4, S1,...,54) E ¢.
Dafiir konnen wir den naiven Algorithmus benutzen, der rekursiv entlang
der Definition der Semantik von FO vorgeht; siehe Vorlesung , Logik in der
Informatik“.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Sitze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

2. Schritt: Sei 0 = {Ry,..., R, c1,...,ce} eine Signatur und sei C eine unter
Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicher o-Strukturen, sodass das Problem

Zugehdrigkeit zu C in FIN
Eingabe: Eine endliche Struktur A.
Frage: Ist A € C?

in NP liegt.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

2. Schritt: Sei 0 = {Ry,..., R, c1,...,ce} eine Signatur und sei C eine unter
Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicher o-Strukturen, sodass das Problem

Zugehdrigkeit zu C in FIN
Eingabe: Eine endliche Struktur A.
Frage: Ist A € C?

in NP liegt.
Das heiBit, es gibt eine NTM

M = (Q7Zar7A7q01F)

mit F = Fa; U Fuerw und eine Konstante k € N, s.d. M bei Eingabe (der
Kodierung) einer endlichen o-Struktur A entscheidet, ob A € C ist und dabei
weniger als n® Schritte macht, fiir n := |A|.
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Kapitel 2: Logik zweiter Stufe und die Satze von Biichi und Fagin - Abschnitt 2.3: ESO und der Satz von Fagin

2. Schritt: Sei 0 = {Ry,..., R, c1,...,ce} eine Signatur und sei C eine unter
Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicher o-Strukturen, sodass das Problem

Zugehdrigkeit zu C in FIN
Eingabe: Eine endliche Struktur A.
Frage: Ist A € C?

in NP liegt.
Das heiBit, es gibt eine NTM

M = (Q>Zar7A7q01F)

mit F = Fa; U Fuerw und eine Konstante k € N, s.d. M bei Eingabe (der
Kodierung) einer endlichen o-Struktur A entscheidet, ob A € C ist und dabei
weniger als n® Schritte macht, fiir n := |A|.
D.h., fiir jede endliche o-Struktur A und jede lineare Ordnung < auf A gilt:
e Jeder Lauf von M bei Eingabe enc(.A) endet nach weniger als n*
Schritten,
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2. Schritt: Sei 0 = {Ry,..., R, c1,...,ce} eine Signatur und sei C eine unter
Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicher o-Strukturen, sodass das Problem

Zugehdrigkeit zu C in FIN
Eingabe: Eine endliche Struktur A.
Frage: Ist A € C?

in NP liegt.
Das heiBit, es gibt eine NTM

M = (Q>Zar7A7q01F)

mit F = Fa; U Fuerw und eine Konstante k € N, s.d. M bei Eingabe (der
Kodierung) einer endlichen o-Struktur A entscheidet, ob A € C ist und dabei
weniger als n® Schritte macht, fiir n := |A|.
D.h., fiir jede endliche o-Struktur A und jede lineare Ordnung < auf A gilt:
e Jeder Lauf von M bei Eingabe enc(.A) endet nach weniger als n*
Schritten, und
° e =
es gibt einen akzeptierenden Lauf von M bei Eingabe enc.(A).
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