Kapitel 2

Die Ausdrucksstirke der Logiken
FO+MTC, FO+MLFP und MSO

In diesem Kapitel untersuchen wir die Ausdrucksstarke der im vorherigen Kapitel ein-
gelihrten Logiken, die aus der Logik erster Stufe durch Hinzunahme des monadischen
TC-Operators (FO+ MTC), des monadischen LFP-Operators (FO + M LF P) sowie
des monadischen Mengenquantors (M SO) entstehen.

Wir haben bereits in Lemma 1.4.10 gezeigt, daB ausschlieBlich regulare Wort-
und Baumsprachen durch Formeln in FO + MTC bzw. FO + MLFP definierbar
sind. In [53] wurde gezeigt, daB jede regulire Wortsprache durch eine Formel der
Form JX (X)) definierbar ist, wobei ¢(.X) keine weiteren Mengenquantoren enthalt.
Dieses Ergebnis werden wir auf regulire Baumsprachen und den monadischen LFP-
Operator erweitern; jede regulaire Wort- und Baumsprache ist also schon durch eine
Formel mit einem Mengenquantor bzw. einem monadischen LFP-Operator definier-
bar. Fiir die Logik erster Stufe mit monadischem TC-Operator auf Wortern werden
wir zeigen, daBl hochstens zwei geschachtelte MTC-Operatoren notwendig sind, um
_alle regilaren Wortsprachen zu beschreiben. Es ist nicht bekannt, ob diese Aussa-
ge verscharft werden kann, d.h. ob es iiberhaupt eine regulire Wortsprache gibt, die
nicht schon durch eine Formel in FO + MTC ohne geschachtelte MTC-Operatoren
beschrieben werden kann.

Verallgemeinert-regulare Ausdriicke konnen leicht induktiv in Formeln der Lo-
gik erster Stufe mit monadischem TC-Operator {ibersetzt werden. Jeder *-Operator
wird dabei durch einen monadischen TC-Operator ersetzt. Daher hangt die Frage,
ob geschachtelte MTC-Operatoren notwendig sind, um alle reguliren Wortsprachen
zu definieren, sehr eng mit dem bekannten Problem der verallgemeinerten Sternhohe
regulirer Wortsprachen zusammen. Die verallgemeinerte Sternhohe einer regularen
Wortsprache L ist die minimale Anzahl geschachtelter Anwendungen des *-Operators
in irgendeinem verallgemeinert-regularen Ausdruck, der L beschreibt. Sternfreie Wort-
sprachen haben also insbesondere die verallgemeinerte Sternhéhe 0. Seit langer Zeit
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ist es ein offenes Problem, ob es regulire Wortsprachen mit einer verallgemeinerten
Sternhdhe grober als 1 gibt.

im Fall der reguliren Baumsprachen ist unbekannt, ob iberhaupt alle reguliren
Baumsprachen in #FU+MTC definierbar sind. Wir werden dieses Problem am Ende

von Kapitel 4 wieder aufgreifen.
Wir zeigen die angekiindigten Ergebnisse zundchst fiir den Bereich der Wortmo-

delle.
Satz 2.0.1 Jede requlire Wortsprache L wird beschrieben durch
(a) eine Formel in FO+MTC mit hochstens zwet geschachielten MTC-Operatoren,

(6) etne Formel in FO+MLFFP mif hochstens einem MLFFP-Operator,

(c] etne Formel in MSO mit hichstens einem eristenticllen Mengenguantor.

Die Wortsprache L werde erkannt durch einen DEA der Form A

Beweis
({1,....n},E,&1,F). Sei w = wy...w, ein Wort in £*. Wir bezeichnen mit ¢; den
Zustand 6(1,wy...w,) fir 1 <1 < r. Wir werden zeigen, daB akzeptierende Laufe

von A in geeignet kodierter Form durch Formeln der geforderten Art kodiert wer-
den konnen. Dabei wird nicht der gesamte Lauf kodiert, sondern nur die Zustinde,
die an speziellen Stellen des Wortes angenommen werden. Zunachst geben wir einen
Uberblick. Sei m = 3n. Wir kodieren die Zustinde an allen Stellen, die Vielfache
vorn m sind, indem fir die Stelle im die Stelle !m + qm ausgezeichnet wird. Bei der
Beschreibung durch einen Mengenquantor bzw. durch den MLFP-Operator werden
neben den Steflen {m + gy, auch die Stellen, die Vielfache von m sind, in die konstru-
ierte Menge aufgenommen. Die Wahl von m erlaubt es dann, aus dem Abstand zweier
ausgezeichneter Stellen zu erkennen, welche Stelle ein Vielfaches von m kodiert und
welche Stelle einen Zustand kodiert. Haben zwei Stellen in einer Menge einen Abstand
von héchstens n. so handelt es sich bei der kleineren Stelle um ein Vielfaches von m
und bei der groieren Stelle um die Kodierung des Zustandes an dieser Stelle. Ist der
Abstand groBer als n, aber kleiner als m, so ist die groBere Stelle ein Vielfaches von m.
Bei der Beschreibung akzeptierender Laufe in der Logik FO+ MTC wird der in einer
Stelle z kodierte Zustand dadurch dekodiert, indem der Abstand von z zum nichst
kleineren Viellachen von m bestimmt wird. Fiir die Bestimmung dieser Stelle wird
dann ein weiterer MTC-Operator bendtigt. Dieser kann auch ersetzt werden durch
einen modufo m zahlenden Quantor bzw. durch ein numerisches Priadikat Cp , wie
es in [26] eingefiihrt wurde. Dieses Pradikat trifft genau dann auf eine Stelle £ zu,

wenn & durch m teiibar ist.
D]e.Kodierungen werden durch die folgende Tabelle beschrieben. Sei w ein Wort der

Linge Im + k mit m < k < 2m. Eine Zah) i in der ersten Zeile unter dem Wort
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w bezeichnet die Stelle, die bei der Anwendung des auferen MTC-Operators nach i
Sehritten erreicht wird. In der zweiten Zeile sind diejenigen Stellen mit 1 markiert,
die bei der i-ten Iteration des MLFP-Operators neu aufgenommen werden.

w [wolunl- - Jwm|: - [wmtam|: - [waml| | Wim |- | w0imsq | - Twims]
[ FO+ MTC | |0 1 [ T+ 1
FO+ MLFP[0[0] |1 2 31 RI=1 | o | Pr+1

Jede endliche Menge von Worten kann durch eine 1.5tufe-Formel beschrieben werden.
Daher beschranken wir uns darauf, alle Worte in L mit einer Lange groBer oder

gleich 2m zu definieren. Wir verwenden bei der Angabe der Formeln die folgenden
Abkiirzungen:

r<y : r<yNVNr=y )

zS'y . z=yVIr...dzia (2SS A... Azio1Sy)
z=10 : Vyr<y

T =1 : Jy(y=0AyS'r)

r=mazx : VYyz2y

5%y . Xz AXyrz<yhV¥z{(Xz—={z2<2Vy<2))
Xi : Fr{r=1iAXz)

Die Abkiirzung 75'y beschreibt, daB x und y genau den Abstand : haben. Die For-
mel zS*y trifit genau dann auf zwei Stellen zu, wenn zwischen den beiden Stel-
len keine weitere Stelle zur Menge X gehort. Zuletzt verwenden wir fiir Zustinde
p.g € {1,...,n} und i € IN noch die Formeln :,Er;_q(:r} mit der Bedeutung:

(w, k) E ¢} (z) <= b(pwi...wWeyina) = 4.

(w, k) erfiillt also t,{!;iq{;r), wenn an der Stelle k eine Buchstabenfolge der Lange 1
heginnt , die Zustand p in Zustand q Giberfithrt. Da die Anzahl dieser Buchstabenfolgen
beschrankt ist, besteht 1,!,';‘?{::} also aus einer endlichen Fallunterscheidung tiber die

Beschriftung der Knoten z bis x + 1 — 1 und kann daher durch eine 1.Stufe-Formel
beschrieben werden.

]

Beweis von (a):

Der innere MTC-Operator der zu konstruierenden Formel beschreibt alle Stellen z,
die ein Vielfaches von m sind. Dies wird durch die Formel

wr(z) : 3z [z =0ATC(y,y',y5™y')(2, 7)]
erreicht. Der aubBere MTC-Operator wird verwendet, um den kodierten Lauf zu be-
schreiben. Zusammen mit dem inneren MTC-Operator kann dann die Stelle festge-

legt werden, an der der kodierte Zustand angenommen wird. Bei den Ubergangen
des dulleren MTC-Operators sind zwei Falle zu unterscheiden. Entweder erfolgt der
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Ubergang von Stelle im + i, zur Stelle (1 + 1)m 4+ g(i41)m. falls die Lange von w
grofer oder gleich (2 + 2)m ist, oder von Stelle i + ¢i,,, zum Ende des Wortes, falls
die Linge von w echt kleiner (i 4+ 2)m ist und der Rest des Wortes ab Stelle 1m
mit dem kodierten Zustand g,,, akzeptiert wird. Der erste Ubergang wird durch die

Formel @scarine( 1, T2, 3) beschrieben.

@schritt (21,22, 23) : Iz4 [115™ 24 A/ V (@82, An 5™z A V()]
=1

yrongth BEL o n

Es gilt also (w, ky, ks, k3) = wschriee(71, 72, 73) genau dann, wenn folgende Bedingun-
gen zutreffen: k, ist wenigstens 2m vom Ende des Wortes entfernt, und wenn k; die
Kodierung des Zustandes an der Stelle k; ist, dann ist ky die Kodierung des Zustandes
an der Stelle &y + m.

Entspechend wird der zweite Ubergang durch die Formel paga:(11, T2, 73) beschrieben.

orlrnane) iz =masn N NV (S AmSn Az (o)
i=m,..2m=1 j=1,..n kEF

Es gilt (w, ky, k2, k3) = @maz(z),72,23) genau dann, wenn k3 das Ende des Wortes
ist, k, weniger als 2m vom Ende des Wortes entfernt ist und der Rest des Wort ab
Stelle ky vom Zustand k; — k; akzeptiert wird.

Zusammen erhalten wir die folgende Formel in FO+MTC mit zwei geschachtelten
MTC-Operatoren fiir die Menge der Worter in L einer Lange groBer oder gleich 2m:

23’ [r =1 A &' = maz ATC(z,2',p(2,)z,2')] mit

wlz,2') : Iz"[01(2") A (Psehrist(2”s 2, 2') V OMae(2", 2, 2))]

Beweis von (b):

Wie oben beschrieben, unterscheiden wir fiir je zwei Stellen £ und k' mit Abstand
kleiner als m im Fixpunkt, ob der Abstand kleiner oder gleich n ist, oder groBer als
n ist. Im ersten Fall beschreibt k' die Kodierung des Zustandes an der Stelle k und
entweder wird k + m in den Fixpunkt aufgenommen oder das Ende des Wortes wird
avfnommen, falls das Worl eine Lange kleiner als k + 2m hat und ab Stelle k vom
Zustand (k'— k) akzeptiert wird. Dies wird durch die folgende Formel ppein(zy, 72, 73)
ausgedriickt:
Putein(T1,72,23) 1 () 71823 A 2,85™23) V putar(zy, 22, 73)
> =1,...,n

Im anderen Fall haben k und k' einen Abstand gréBer als n. Dann ist &’ ein Vielfaches
von m und k kodiert den Zustand an der Stelle k' — m. In diesem Fall kann die Stelle
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in den Fixpunkt aufgenommen werden, die den Zustand an der Stelle &' kodiert. Die
folgende Formel g, g(x,, rz, 7a) beschreibt gerade diesen Ubergang.

apgmnfi’i,rz--i'n) : V T, S'r3) A dry [-‘1"4-‘?'"12!"'-@Srhr.zq{J4-T:113)]

1=dn,....m=1

Zusammen erhalten wir, da die Menge der Wérter einer Linge groBer oder gleich
2m durch die Formel 3r [r = max A LFP(z, X, (2, X))(r)] mit

(7, X):2=0vz=1V I [ Xy AXY A (Prtein(¥r ¥ 2) V @ores(¥, 35 2))]

definiert wird,

Beweis von (c):

Die ldee dieser Kodierung ist die gleiche, wie sie bei der MLFP-Formel verwendet
wurde. Nur die Eigenschaft, dall die beschriebene Menge die kleinste Menge ist, die
gewisse AbschluBeigenschaften besitzt, muB auf andere Weise sichergestellt werden.
Dafiir darf nun die Mengenvariable X auch negativ vorkommen. Dies fiihrt zu der
folgenden Formel:

AX [X0A X1 A Xmaz A t,ﬂmchaus{:ﬁ]
mit
Pabachius(X) - VVYV2[(2S¥y A yS¥z) = (Putein(,4,2) V 9yron(z,, 2)))

Die I*'i:rrnf-] Cabschiug (X ) driickt aus, dab je drei direkt aufeinanderfolgende Stellen in
X einen Ubergang analog zur Iteration des MLFP-Operators beschreiben.

Wir hiatten auf dieses Ergebnis auch sofort mit Lemma 1.4.10 schlieBen kénnen. Die
Formel hitte in diesem Fall einen universellen Mengenquantor enthalten. O

Wir wollen nun zeigen, wie sich der vorherige Satz fiir die Logiken FO + MLFP
und MSO auf den Fall der Baumsprachen iibertragen liit. Da sich nur in einem
Punkt eine Modifikation ergibt, gehen wir auf diesen Punkt genauer ein und verzichten
darauf, die Kodierung in allen Einzelheiten in eine Formel zu iibertragen.

Satz 2.0.2 Jede regulire Baumsprache T' C Ty wird beschrieben durch
(a) eine Formel in FO+MLFP mit hochstens einem MLFP-Operator,

(b) etne Formel in MSO mit hochstens einem existentiellen Mengenquantor.

Beweis Sei £ = YX,U...UE, und sei A = ({1,...,n},E,6, F) ein T erkennender
DBA. Zuerst teilen wir einen Baum in Stufen auf. Stufe 1 besteht aus allen Knoten,
die Abstand i zur Wurzel haben, d.h. aus allen Knoten k mit [k| = 1. Sei nun wieder
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m = 3n. Wir wollen wieder die Zustande kodieren, die an den Knoten angenommen
werden, die sich auf den Stufen ym befinden. Die Kodierung des Zustandes 6(t*) an
einem Knoten k erfolgt durch Auszeichnung aller Knoten, die unter & auf der Stufe
|k|+n + 6(t*) liegen. Da ein DBA von den Blattern zur Wurzel arbeitet, die Einteilung
in Stufen aber in umgekehrter Reihenfolge definiert ist, kann der vorherige Beweis fiir
den Fall der Wortsprachen nicht vollstindig iibernommen werden. Wir unterscheiden
nun zwei Phasen der Berechnung des Fixpunktes, In der ersten Phase werden alle
Knoten in den Fixpunkt aufgenommen, die auf den Stufen im und im + 1 liegen und
fiir die ein Nachfolger auf der Stufe (2 + 1)m existiert. Indem jeweils die Knoten auf
zwei aufeinanderfolgenden Stufen ausgezeichnet werden, kann leicht zwischen Knoten
unterschieden werden, die einen Zustand kodieren bzw. die eine Stufe im markieren. In
der zweiten Phase werden dann die Knoten aufgenommen, die einen Zustand kodieren
Das folgende Bild veranschaulicht die Idee dieses Beweises.

Stufe

0
1

n+ (1)

m
m 4+ 1

m + n + §(1%)
kl

2m

2m + 1
2m+n+ 6(t"')

Da die beschriebenen Uberginge in beiden Phasen lokaler Natur sind, d.h. immer
nur Knoten in einem Subbaum der Hohe 2m beriicksichtigen, ist offensichtlich, daf§
diese Uberginge durch eine 1.Stufe-Formel beschrieben werden kénnen. Wir wollen
daher auf die einfache, aber notationell aufwendige Konstruktion einer Fixpunktfor-
mel verzichten. Die existentielle Formel der monadischen Logik zweiter Stufe ergibt
sich dann wieder wie im vorherigen Satz oder mit Lemma 1.4.10, angewendet auf die
Fixpunktformel fiir das Komplement von 7' und anschlieBender Negation. O

Fir eine Diskussion der Ausdrucksstarke der Logik erster Stufe mit monadischem
TC-Operator verweisen wir auf die Abschnitte 4.4 und 5.4.
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Kapitel 3

Eine Charakterisierung der
sternfreien Baumsprachen

[ie Klasse der sternfreien Baumsprachen wurde von Thomas [55] als direkte Verall-
gemeinerung der Klasse der sternfreien Wortsprachen eingefiihrt. Ein Hauptergebnis
dieser einfithrenden Arbeit war die Beschreibung der sternfreien Baumsprachen durch

ein Fragment der monadischen Logik zweiter Stufe, der sogenannten Antikettenlogik
(vgl. Definition 1.4.12).

Satz 3.0.1 [55] Eine Baumsprache ist genau dann sternfrei, wenn sie in der Anti-
keitenlogik definterbar ist.

Vergleicht man die Klassen der sternfreien Baumsprachen mit den aperiodischen
und 1.Stufe-definierbaren Baumsprachen., so zeigt sich, dafl die Ergebnisse von Schiit-
zenberger und McNaughton fiir Wortsprachen nicht vollstandig auf Baumsprachen
iibertragbar sind. So foigl, aus dem obigen Satz, dafl jede in der Logik erster Stufe de-
finierbare Baumsprache sternfrei ist; andererseits wurde in der oben zitierten Arbeit
bereits gezeigt, daB nicht jede sternfreie Baumsprache aperiodisch ist, und damit auch
nicht in der Logik erster Stufe definierbar ist. Von Heuter [18, 19] und Niwiriski [34]
wurde dieses Ergebnis in zwei Richtungen verstarkt. So zeigte Heuter, daBl es sogar
aperiodische sternfreie Baumsprachen gibt, die nicht in der Logik erster Stufe de-
finierbar sind, und Niwinski bewies, dal jede Baumsprache (iiber Alphabeten ohne
unire Symbole), die in Logik erster Stufe mit modulo-zidhlenden Quantoren definier-
bar ist, auch sternfrei ist. Wir werden sehen, dal die Einschrinkung auf Alphabete
ohne unare Symbole notwendig ist. Tatsachlich hingt es ausschlieBlich von den unaren
Subbaumen einer Baumsprache ab, ob diese sternfrei ist oder nicht. Wir werden eine
Bedingung an die uniren Subbaume einer Baumsprache stellen, die hinreichend und
notwendig dafiir ist, daB eine Baumsprache antikettendefinierbar und sternfrei ist. Zu
jeder Baumsprache, die diese Bedingung erfillt, geben wir sowohl eine definierende
Antikettenformel als auch einen definierenden sternfreien Ausdruck an. Daraus ergibt



sich insbesondere ein einfacher und konstruktiver Beweis, dafl jede antikettendefinier-
bare Baumsprache sternfrei ist. Dies war der schwierige Teil von Satz 3.0.1. Wir zeigen

als Hauptergebnis dieses Kapitels:

Satz 3.0.2 Eine requlire Baumsprache T C Tx ist sternfrei bzw. antikettendefinier-
bar genau dann, wenn der undre Teil von T aperiodisch st (vgl. Definition 1.5.7).

Wir teilen den Beweis in drei Abschnitte. Zuerst weisen wir nach, daf jede Baum-
sprache, deren unirer Teil nicht aperiodisch ist, auch nicht antikettendefinierbar ist.
Fiir die Riickrichtung beginnen wir mit der Konstruktion einer definierenden An-
tikettenformel. Dazu zeigen wir zuerst, wie Knotenmengen, die nur aus mehrstel-
ligen Knoten bestehen, durch Mengen von Blattern kodiert werden kénnen. Dann
geben wir fiir jede regulire Baumsprache, deren unirer Teil aperiodisch ist, eine
definierende Formel der monadischen Logik zweiter Stufe an, in der Mengenvaria-
blen nur iiber Mengen mehrstelliger Knoten rangieren. Indem wir auf diese Formel
die Kodierung anwenden, erhalten wir eine definierende Antikettenformel der Form
JAChy, | JAChY @(Y1,...,Yn), wobei die Formel (Y),...,Y,) keine weiteren Men-
genquantoren enthalt und nur durch paarweise disjunkte Mengen von Blattern erfiilit
werden kann. Im letzten Abschnitt tibersetzen wir diese Formel dann in zwei Schrit-
ten in einen sternfreien Ausdruck. Zuerst werden magliche Belegungen der Antiketten
durch Verkettungsvariablen kodiert. Dadurch erhalten wir eine in der Logik erster Stu-
fe definierbare Baumsprache, die dann durch sternfreie Ausdriicke beschrieben wird.

3.1 Die Notwendigkeit der Bedingung

Sei also T eine Baumsprache, deren undrer Teil nicht aperiodisch ist. Dann gibt es
einen uniren speziellen Baum s € Sy mit s™ #7 s™*! fiir alle n € IN. Nach Defini-
tion der syntaktischen Kongruenz gibt es { € Sy und ¢’ € Ty mit ¢t -s" - t' € T fir
unendlich viele n € IN und ¢ - s™ - t' ¢ T fir unendlich viele n € IN. Sei U die Men-
ge der uniren speziellen Baume. Offensichtlich ist die Menge aller Baume der Form
t-U-t' 1.Stufe-definierbar. Wir betrachten nun die Baumsprache 7" = T'Nt-U-t’. Da
die antikettendefinierbaren Baumsprachen unter Booleschen Operationen abgeschlos-
sen sind, ist 7' genau dann antikettendefinierbar, wenn auch 7" antikettendefinierbar
ist. Nach Wahl von ¢ und ¢’ ist 7" eine periodische Baumsprache und daher nicht
1.Stufe-definierbar. Jede Antikette in einem Baum in - U - t' besteht aus héchstens
N = |front(t)|+|front(1’)| -1 vielen Knoten. Daher kann in einer Antikettenformel,
die eine Teilmenge von t - U - ' definiert, ein Antikettenquantor durch eine Folge von
N-vielen 1.Stufe-Quantoren ersetzt werden. Dabei miissen zwei Fille unterschieden
werden, denn eine Antikettenvariable V rangiert sowohl iiber nicht-leere Mengen als
auch iiber die leere Menge. Fiir den zweiten Fall werden in einer Formel alle atomaren
Formeln Yy durch eine nicht zu erfiillende Formel ersetzt. Fiir den ersten Fall ersetzen
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wir einen Antikettenquantor 3Y" durch die Folge 3y, ... 3yn /\ =(y: < y,) von 1.Stufe-

1#)
Quantoren und eine atomare Formel Yy durch die Formel y = y, V... Vy = yn. Eine

Disjunktion iiber die beiden Formeln ist dann dquivalent zur urspriinglichen Formel.
Da T’ nicht 1.Stufe-definierbar ist. ist 7" und damit auch 7T nicht antikettendefinier-
bar. Da jeder sternfreie Ausdruck leicht induktiv in eine Antikettenformel {ibersetzt
werden kann, ist T also auch nicht sternfrei.

3.2 Die Konstruktion einer Antikettenformel

Wir fithren den Beweis fiir die Rickrichtung von Satz 3.0.2 nur fiir Alphabete der
Form ¥ = ¥, U ¥, U X,, in denen also alle Symbole hochstens den Rang 2 besitzen.
Die angegebenen Konstruktionen sind direkt auf beliebige Alphabete iibertragbar,
erfordern dann aber wesentlich aufwendigere Notationen.

Wir beginnen mit der Kodierung von Knotenmengen durch Mengen von Blattern.
Wenn ein Rangalphabet unire Symbole enthdlt, kénnen nicht alle Knotenmengen
eines beliebigen Baumes durch Mengen von Blattern kodiert werden. Wenn man sich
aber auf Knotenmengen beschrankt, die nur 2-stellige Knoten enthalten, dann ist
sichergestellt, dafl mehr Blatter als 2-stellige Knoten im Baum vorhanden sind. Fir
unsere Konstruktion konnen nicht alle denkbaren Kodierungen verwendet werden,
da die Kodierung zusitzlich in der Antikettenlogik bzw. im Kalkiil der sternfreien
Ausdriicke beschreibbar sein muB. Wir werden zeigen, daBl die Abbildung

O {k € dom(t) | k2 € dom(t)} — front(t) mit
(k) = das eindeutige Blatt in der Menge k21°

diesen Anforderungen geniigt. Das folgende Bild zeigt einen Baum mit der Kodierung
2

der 2-stelligen Knoten.
3
1 / T

11 12 21
AP | RN
111 112 121 211 212

C(11) c(1) C(e) C(21)

Offensichtlich ist C injektiv auf der Menge der 2-stelligen inneren Knoten und alle
Blatter, bis auf das lexikographisch kleinste Blatt, liegen im Bild von C. Wir zeigen
nun zuerst, da €' 1.Stufe-definierbar ist, d.h. es gibt eine 1.Stufe-Formel ¢c(z,y) mit
(t, ki, k) E.pelz,y) < C(ky) = k. Wenn k; die Kodierung von k; ist, dann ist
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k, das am weitesten links stehende Blatt unter dem zweiten Nachfolger von k;. Dieseg
Blatt kann dadurch beschrieben werden, dafl jeder Knoten, der zwischen dem zweite,,
Nachfolger von &, und dem Blatt k; liegt, der erste Nachfolger seines Vorgingers isy_
Durch Umsetzen dieser Beschreibung in eine Formel erhalten wir:

u;lpc[z‘y} - Jr [1‘522' A ’1321322(2 Sn<zSyh 215322]]

Sei nun T € Tx eine regulére Baumsprache, deren unirer Teil aperiodisch ist, ung
sei A = {{1,...,»},E, 8 F) der minimale, T" erkennende DBA. Nach Lemma 1.5.8
kann fiir alle i,i’ € {1,...,n} eine 1.Stufe-Formel @, .-(z,z") konstruiert werden mit

(t, k, k") | pio(z,2') <+
.« k<K,
e alle Knoten [ mit k <! < k' sind unr,

o wenn 6(1*') = i', dann §(t*) = 1.
Unter Verwendung der Formeln i, . (z,z') geben wir nun eine existentielle Forme]
der monadischen Logik zweiter Stufe an, die die akzeptierenden Liufe von A be-

schreibt. Die Mengen X,,..., X, legen in dieser Formel die Verteilung der Zustande
im Lauf von A auf einem Baum fest, d.h. X; enthilt alle 2-stelligen Knoten k ei-
nes Baumes ¢ mit 8(t*) = i. Bedingung (i) beschreibt, daB jeder 2-stellige Knoten

in genau einer Menge vorkommt, und daB umgekehrt jede Menge nur 2-stellige Kno-
ten enthélt. Bedingung (ii) garantiert, dafl die Verteilung der Zustande lokal mit der
Transitionsfunktion vertriglich ist. Die Variablen y, und y; beschreiben dabei die je-
weils minimalen Nachfolger von z; und z;, die entweder ein 2-stelliger Knoten oder
ein Blatt sind. Die ersten beiden Bedingungen beschreiben also einfach den Lauf des
Automaten und werden durch jeden Baum erfillt. Die letzte Bedingung (iii) verlangt
nun zusatzlich, daB der Zustand an der Wurzel ein Endzustand ist, der beschriebene

Lauf also akzeptierend ist.

3X;...3X,
[‘i”r [(Fy Sy « v Xix) A /\ ~(X;z A X;7)] (7)
€Q LIEQu<)
A VzVz,\Vz, [{IS,I, A x8;x0) — [ V Xz A Pyx (21)
8(bi j)=ki' J'€Q

A 3y| [‘P..;'[Ihy]] A {Xl"yi Vi (‘w’z Yy < 2z A v Pﬂ!l"lnl
§{a)=1"

A yz [y 5(x2,92) A (Kjrga V (V2 ~yg <28/ PJ:)H”
{a)=3"

A 3 Wz € (it)
V W lprele ) AXey V(e y <2A \/ Pa))]

ke Fk'eq 6(a)=k'
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Wir ersetzen nun jeden Mengenquantor 3X; durch einen Antikettenquantor IACMY;.
Dabei beschreibt Y, die Menge der Kodierungen der Knoten von X;. Eine atomare

Formel X;z in der obigen Formel wird dabei ersetzt durch die Formel 3y Y,y A
pelz,y).

Damit haben wir gezeigt, daB jede Baumsprache, deren unérer Teil aperiodisch ist,
durch eine Antikettenformel der Form 34€hY, .. JAChY, (Y, ..., ¥,) definiert wer-

den kann, wobei in (Y7, ..., Y,) nur noch 1.Stufe-Quantoren vorkommen. Zusatzlich

kann ¢(Y),...,Y,) nur durch paarweise disjunkte Antiketten erfilllt werden, deren
Elemente Blatter sind.

3.3 Die Konstruktion eines sternfreien Ausdrucks

Wir wollen nun die im obigen Abschnitt konstruierte Formel in den Kalkil der stern-
freien Ausdriicke tibertragen. Zuerst kodieren wir die Belegung der Antikettenquan-
toren durch Verkettungsvariablen in der Menge 1y = ¥y x {1,...,n}. Dabei nut-

zen wir aus, daB die Formel o(Yy,...,¥,) nur durch paarweise disjunkte Mengen
von Blattern erfiillt werden kann. Sei t € Ty und K,,..., K, eine Partition der

Blatter von t. Dann definieren wir die Kodierung von t und Ky,..., K, (notiert durch
cod(t, Ky,...,K,) € Tyyy,) durch

t(k) k¢ front(t)
y ; t(k),1) k€ front(t) Ak € K,
cod(t, Ky, ..., Ku)(k) = Et{k},;‘} k€ front(t) Ak ¢ KyU...UK,
fir ein beliebiges 7 € {1,...,n}

Die Menge T" = {cod(t, K3,...,K,) | (1, K1,..., K,) E ¢(Y1,...,Ya)} ist 1.Stufe-
definierbar, und wir erhalten T aus T', indem alle Variablen {a,1) durch a substituiert
werden. Daher ist T sternfrei, wenn T" sternfrei ist. Letzteres zeigen wir, indem wir T”
aus endlichen Mengen von Biaumen durch sternfreie Operationen zusammensetzen.

Neben der Variablenmenge V, verwenden wir zusatzlich die Variablenmenge V, =
{e, vy, v2,v}. Nach Lemma 1.5.8 kann fiir ¢,i" € {1,...,n} effektiv ein sternfreier Aus-
druck kenstruiert werden, der die Menge T, ;s definiert. T}, besteht aus allen uniren
Baumen, deren einziges Blatt mit ¢ beschriftet ist und die Zustand 1’ in Zustand 1
uberfithren.

Wir definieren zuerst die Mengen T_, und T, aller Baume in Tgyuy,uy,, in denen
kein bzw. genau ein Knoten vorkommt, der mit v beschriftet ist. T_, erhalten wir,

indem wir in allen Baumen alle Vorkommen von v durch andere 0-stellige Symbole
ersetzen. ,

T_oo=(~9*({Z0U VU {c,v1,13)})

Das Komplement von T_, besteht dann aus allen Biumen mit wenigstens einem
Vorkommen von v. Um T, zu erhalten, miiBen wir in dieser Menge noch die Baume
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ausschlieBen, die wenigstens zwei Vorkommen von v enthalten. Wenn zwei Knoten
mit v beschriftet sind, so gibt es einen maximalen Vorganger dieser beiden Knoten.
Uber die Beschriftung dieses Knotens erfolgt eine Fallunterscheidung im folgenden

Ausdruck.
T, = (~T-)\ U~ T-) " b(v,0)]-* (~ T_.)

bELy
Mit Sy bezeichnen wir die Menge aller Baume, deren Blatter ausschliefilich mit Varia-
blen aus Vj beschriftet sind. Wir erhalten Sy, indem wir das Komplement der Menge

der Baume bilden, in denen wenigstens ein Symbol aus der Menge Lo UV, vorkommt.

So=~ (T, " (Ec WW))
Wir beschreiben nun die Kodierung C. Mit L, bezeichnen wir die Menge der Baume.
in denen genau ein v auftritt und zwar am lexikographisch kleinsten Blatt. Dieses Blatt
kénnen wir beschreiben, indem wir verbieten, daB v im rechten Teilbaum irgendeines

Knotens vorkommt.

Lo=T\ (T.* (U blor,v2) " Toy 2 )
bEL,
Unter Verwendung von L, kann nun ausgedriickt werden, dall die Kodierung der
Mengen festlegt, dall Zustand i an der Wurzel angenommen wird. Dabei wird danach
unterschieden, ob ein Baum nur aus einem Knoten besteht, oder ob die Wurzel ein

2-stelliges Symbol ist.
T'=%n(l U (&)Ul b)) S (L. | (a,1))]).
J€Q bla)=1 beEg a€ly
Analog zu Bedingung (ii) in der im vorherigen Abschnitt angegebenen Formel kénnen
wir nun beschreiben, daB die Kodierung der Zustinde an den Blattern mit der Tran-
sitionsfunktion nicht vertraglich ist.
Smbr =To" U [T 0b(vr,0) - (T < T7) 2 (Ty50 < T7)]
Bfbi )Rk’ 2 EQ
Indem wir die Menge S,.x.r von der Menge der Baume abziehen, deren Zustands-
kodierung einen Endzustand an der Wurzel festlegt, erhalten wir einen sternfreien

Ausdruck fir die Baumsprache T".

Pe( LU Twer T\ Siier
kEFk'EQ
Damit ist der Beweis von Satz 3.0.2 abgeschlossen.

3.4 Diskussion

Die in Abschnitt 3.2 angegebene Kodierung kann auch verwendet werden, um beliebi-
gé Formeln der mopadischen Logik zweiter Stufe in Antikettenformeln zu ibersetzen.
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Die einzige Einschriankung ist, dal die Mengenquantoren iiber Mengen rangieren,
die keine unaren Knoten enthalten. Ein Mengenquantor 3X geht dann Gber in zwei
Antikettenquantoren 34h Y 34C* 7 die auf Mengen von Blattern eingeschrankt wer-
den. Dabei beschreibt Y die Menge der Kodierungen der inneren Knoten in X und
7 die Menge der Blatter in X. Eine atomare Formel Xz wird dann ersetzt durch
(Zz AVy =z < y)V (Jy Yy A pc(z,y)). Betrachten wir die Beschreibung der akzep-

tierenden Laufe eines Baumautomaten durch einen Mengenquantor im Beweis von
Satz 2.0.2, so erhalten wir:

Satz 3.4.1 Sei ¥ ein Hangalphabet ohne undre Symbole. Dann kann jede regulire

Baumsprache iber ¥ durch eine Antikettenformel mit genau einem existentiellen An-
tikettenquantor definiert werden.

Die Ausdrucksstirke der sternfreien Ausdriicke beruht darauf, daB Verkettungs-
variablen zur Kodierung von Information verwendet werden konnen. Daraus ergibt
sich sofort die Frage, welche Baumsprachen mit Hilfe einer festen Anzahl von Varia-
blen definiert werden kinnen. Das Komplexitatsmal “Sternhdhe” wird also erganzt
durch das KomplexitatsmaB “Anzahl der verwendeten Verkettungsvariablen”. Bisher
15t keine Untersuchung dieser Fragestellung bekannt.

Ein anderer Ansatz wurde von Heuter in [18] gewahlt. Dort wird nicht die Zahl
der Verkettungsvariablen eingeschrankt, sondern die Anzahl der Vorkommen jeder
Verkettungsvariablen in einem Baum. Ein sternfreier Ausdruck heifit dort speziell-
sternfrei, wenn in jedem Baum in der definierten Baumsprache jedes Verkettungssym-
bol hochstens einmal vorkommt. In dieser Arbeit wurde gezeigt, daB diese speziell-
sternfreien Ausdriicke genau die 1.Stufe-definierbaren Baumsprachen beschreiben.

Ein weiteres KomplexitatsmaB fir sternfreie Wortsprachen ist die Punkttiefe.

Die Punkttiefe eines sternfreien Ausdrucks ist die Anzahl der Wechsel zwischen den
Hooleschen Operationen und der Konkatenation. Die Punkttiefe einer sternfreien
Wortsprache ist schlieBlich die minimale Punkttiefe irgendeines sternfreien Ausdrucks,
der diese Sprache definiert. In [4, 55] wurde gezeigt, daBl die Punkttiefe eine unendli-
<he Hierarchie innerhalb der sternfreien Wortsprachen definiert. Betrachten wir den in
Abschnitt 3.3 konstruierten sternfreien Ausdruck, so ist die Punkttiefe nur abhangig
von der Punkttiefe der sternfreien Ausdriicke fiir die Baumsprachen T, ;. Wenn also
T eine Baumsprache iiber einem Rangalphabet ohne uniare Symbole ist, so ist die
Punkttiefe von T kleiner als 6.
. SchlieBlich bleibt festzustellen, dab die Lange des konstruierten sternireien Aus-
drucks von der Linge der Ausdriicke fiir die Baumsprachen T, ;; dominiert wird. Kon-
strutert man einen sternfreien Ausdruck fiir T; ;» nach dem Verfahren von Perrin |35]1
so ist die Lange dieser Ausdriicke doppelt exponentiell in der Anzahl der Zustande
des zugrundeliegenden Wortautomaten. Sind keine unaren Symbole vorhanden, so
kann der oben angegebene Ausdruck so umgeschrieben werden, daB die Linge des
Ausdrucks proportional zur GroBe des Baumautomaten ist.

41



