
Kapitel 2 

Die Ausdrucksstärke der Logiken 
FO+MTC, FO+MLFP und MSO 

In diesem Kapitel untersuchen wir die Ausdrucksstärke der im vorherigen Kapitel ein- 
gelührten Logiken, die aus der Logik erster Stufe durch Hinzunahme des monadischen 
TC-Operators (FO+ MTC), des monadischen LFP-Operators (FO+ MLFP) sowie 
des monadischen Mengenquantors (M SO) entstehen. 

Wir haben bereits in Lemma 1.4.10 gezeigt, daß ausschließlich reguläre Wort- 

und Baumsprachen durch Formeln in FO+ MTC bzw. FO + MLFP definierbar 

sind. In [53] wurde gezeigt, daß jede reguläre Wortsprache durch eine Formel der 
Form JX (X) definierbar ist, wobei y(X') keine weiteren Mengenquantoren enthält. 
Dieses Ergebnis werden wir auf reguläre Baumsprachen und den monadischen LFP- 
Operator erweitern; jede reguläre Wort- und Baumsprache ist also schon durch eine 
Formel mit einem Mengenquantor bzw. einem monadischen LFP-Operator definier- 
bar. Für die Logik erster Stufe mit monadischem TC-Operator auf Wörtern werden 
wir zeigen, daß höchstens zwei geschachtelte MTC-Operatoren notwendig sind, um 

‚ alle regülären Wortsprachen zu beschreiben. Es ist nicht bekannt, ob diese Aussa- 

ge verschärft werden kann, d.h. ob es überhaupt eine reguläre Wortsprache gibt, die 
nicht schon durch eine Formel in FO+ MTC ohne geschachtelte MTC-Operatoren 

beschrieben werden kann. 

Verallgemeinert-reguläre Ausdrücke können leicht induktiv in Formeln der Lo- 
gik erster Stufe mit monadischem TC-Operator übersetzt werden. Jeder *-Operator 
wird dabei durch einen monadischen TC-Operator ersetzt. Daher hängt die Frage, 
ob geschachtelte MTC-Operatoren notwendig sind, um alle regulären Wortsprachen 

zu definieren, sehr eng mit dem bekannten Problem der verallgemeinerten Sternhöhe 
regulärer Wortsprachen zusammen. Die verallgemeinerte Sternhöhe einer regulären 

Wortsprache L ist die minimale Anzahl geschachtelter Anwendungen des *-Operators 

in irgendeinem verallgemeinert-regulären Ausdruck, der Z beschreibt. Sternfreie Wort- 
sprachen haben also insbesondere die verallgemeinerte Sternhöhe 0. Seit langer Zeit 
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ist es ein ollenes Problem, ob es reguläre Wortsprachen mit einer verallgemeinerten 
Sternhöhe größer als 1 gibt. 

Im Fall der regulären Baumsprachen ist unbekannt, ob überhaupt alle regulären 

Baumsprachen in FO+MTC definierbar sind. Wir werden dieses Problem am Ende 
von Kapitel 4 wieder aufgreifen. 

Wir zeigen die angekündigten Ergebnisse zunächst für den Bereich der Wortmo- 
delle. 

Satz 2.0.1 Jede reguläre Wortsprache L wird beschrieben durch 

(a) eine Formel in FO+MTC mit höchstens zwei geschachlelten MTC-ÖOperatoren, 

(6) eine Formel in FO+MLFP mit höchstens einem MLFFP-Operator, 

(c} eine Formel in MSO mit höchstens einern eristentiellen Mengenguantor. 

Die Wortsprache L werde erkannt durch einen DEA der Form A Beweis 

({1,...,n},2,6,1,F). Seiw= wo...w, ein Wort in E*. Wir bezeichnen mit q; den 
Zustand öfl,wg...w,) für l <i<r. Wir werden zeigen, daß akzeptierende Läufe 
von A in geeignet kodjerter Form durch Formeln der geforderten Art kodiert wer- 
den können. Dabei; wird nicht der gesamte Lauf kodiert, sondern nur die Zustände, 
die an speziellen Stellen des Wortes angenommen werden. Zunächst geben wir einen 
Überblick. Sei ım = In. Wir kodieren die Zustände an allen Stellen, die Vielfache 
von rm sind, indem für die Stelle im die Stelle Im + gm ausgezeichnet wird. Bei der 
Beschreibung durch einen Mengenquantor bzw. durch den MLFP-Operator werden 
neben den Stellen Im + qm auch die Stellen, die Vielfache von m sind, in die konstru- 
ierte Menge aufgenommen. Die Wahl von m erlaubt es dann, aus dem Abstand zweier 
ausgezeichneter Stellen zu erkennen, welche Stelle ein Vielfaches von m kodiert und 
welche Stelle einen Zustand kodiert. Haben zwei Stellen in einer Menge einen Abstand 
von höchstens n. so handelt es sich bei der kleineren Stelle um ein Vielfaches von m 
und bei der größeren Stelle um die Kodierung des Zustandes an dieser Stelle. Ist der 
Abstand größer als n, aber kleiner als m, so ist die größere Stelle ein Vielfaches von m. 
Bei der Beschreibung akzeptierender Läufe in der Logik FO+ MTC wird der in einer 
Stelle x kodierte Zustand dadurch dekodiert, indem der Abstand von r zum nächst 
kleineren Vielfachen von rm bestimmt wird. Für die Bestimmung dieser Stelle wird 
dann ein weiterer MTC-Operator benötigt. Dieser kann auch ersetzt werden durch 
einen modulo m zählenden Quantor bzw. durch ein numerisches Prädikat Com, wie 
es in [26] eingeführt wurde. Dieses Prädikat trifft genau dann auf eine Stelle & zu, 
wenn & durch m teilbar ist. 

Die Kodierungen werden durch die folgende Tabelle beschrieben. Sei w ein Wort der 

Länge Im + k mitm < k < 2m. Eine Zahl i in der ersten Zeile unter dem Wort 

30



w bezeichnet die Stelle, die bei der Anwendung des äußeren MTC-Operators nach ı 

Schritten erreicht wird. In der zweiten Zeile sind diejenigen Stellen mit ı markiert, 

die bei der i-ten Iteration des MLFP-Operators neu aufgenommen werden. 

w wolwil: - -Jüml- - -[mtaml: : Wwaml° | Wim 1 Wwımzgunl‘ : Wim +k| 
IFO+MTC| |0 l I T+1 

FO+MLFP|0I0] |ı 2 3] r-ı [ar T Rrrı 

Jede endliche Menge von Worten kann durch eine 1.Stufe-Formel beschrieben werden. 
Daher beschränken wir uns darauf, alle Worte in L mit einer Länge größer oder 
gleich 2m zu definieren. Wir verwenden bei der Angabe der Formeln die folgenden 
Abkürzungen: 

2 <y ı z<yVeo=y - 

ıS'y : z=yvJIn...Ia-Vl2Srı A... Azi-ı$y) 

z=( ı Wyrsy 

z=i : Fyly=0AyS'r) 

z=mar : Wı>y 

ıS*%y : XrAXyAr<yhVz(Xz2+lz<roVy<oz)) 

Xi : Bele=iAX?z) 

Die Abkürzung r5'y beschreibt, daß x und y genau den Abstand : haben. Die For- 

mel zS”*y trifft genau dann auf zwei Stellen zu, wenn zwischen den beiden Stel- 

len keine weitere Stelle zur Menge X gehört. Zuletzt verwenden wir für Zustände 

p.g € {1,...,n} und :€ IN noch die Formeln vr .(z) mit der Bedeutung: 

(w,k)Eypi,[2) > pw ..-WeHi-1) = 4 

(w,&k) erfüllt also vl): wenn an der Stelle k eine Buchstabenfolge der Länge : 

beginnt, die Zustand p in Zustand q überführt. Da die Anzahl dieser Buchstabenfolgen 
beschränkt ist, besteht Ur, ,(r) also aus einer endlichen Fallunterscheidung über die 
Beschriftung der Knoten z bis r +: — l und kann daher durch eine 1.Stufe- Formel 
beschrieben werden. 

[J 

Beweis von (a): 

Der innere MTC-Operator der zu konstruierenden Formel beschreibt alle Stellen r, 

die ein Vielfaches von m sind. Dies wird durch die Formel 

yılz) : 32 [2 = 0 ATC(y,y',yS”y’)(2,z)] 
erreicht. Der äußere MTC-Operator wird verwendet, um den kodierten Lauf zu be- 

schreiben. Zusammen mit dem inneren MTC-Operator kann dann die Stelle festge- 
legt werden, an der der kodierte Zustand angenommen wird. Bei den Übergängen 
des äußeren MTC-Operators sind zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder erfolgt der 
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Übergang von Stelle im + gim zur Stelle (1 + 1)m + qui+1)m;, falls die Länge von w 
größer oder gleich (2 + 2)m ist, oder von Stelle im + g zum Ende des Wortes, falls 

die Länge von w echt kleiner (i + 2)rm ist und der Rest des Wortes ab Stelle im 

mit dem kodierten Zustand 4; akzeptiert wird. Der erste Übergang wird durch die 

Formel Yschriul 1, 22, 73) beschrieben. 

Pschrite(F1, 72,03) : 324 [12a V asian AnS"Hoar Yrrlrı))] 
el FOLIE. 0 > 5 DARPRE, n 

Es gilt also (w, kı, ka, ka) F Pschrie (71,72, 73) genau dann, wenn folgende Bedingun- 

gen zutreffen: k, ist wenigstens 2m vom Ende des Wortes entfernt, und wenn ky die 
Kodierung des Zustandes an der Stelle k, ist, dann ist k, die Kodierung des Zustandes 
an der Stelle &, + m. 

Entspechend wird der zweite Übergang durch die Formel Yaazl 71, 72,73) beschrieben. 

jem...2m-lj=l...nkef 

Es gilt (w,ky.ka,ka) F PMasl7ı,72,73) genau dann, wenn k3 das Ende des Wortes 

ist, k, weniger als 2n vom Ende des Wortes entfernt ist und der Rest des Wort ab 

Stelle k, vom Zustand ka — k, akzeptiert wird. 

Zusammen erhalten wir die folgende Formel in FO+MTC mit zwei geschachtelten 
MTC-Operatoren für die Menge der Wörter in L einer Länge größer oder gleich 2m: 

3eIr ke =lA rs = mer ATC/(z,.,pl2,=')iz,2)] mit 

Plz,2'): 32 loılz") A (Vsehrul2", 2,2’) V OMael2", 2, 2'))] 

Beweis von (b): 

Wie oben beschrieben, unterscheiden wir für je zwei Stellen k und k' mit Abstand 

kleiner als m im Fixpunkt, ob der Abstand kleiner oder gleich n ist, oder größer als 

n ist. Im ersten Fall beschreibt k’ die Kodierung des Zustandes an der Stelle k und 
entweder wird k + m in den Fixpunkt aufgenommen oder das Ende des Wortes wird 
aufnommen, falls das Wort eine Länge kleiner als k + 2m hat und ab Stelle k vom 
Zustand (k’— k) akzeptiert wird. Dies wird durch die folgende Formel gein(21, 22, 23) 
ausgedrückt: 

Pkteinl, 223): ( V HıS'zaArıS”"z23) V PMarl£ı,22,73) 
a il... n 

Im anderen Fall haben k und k’ einen Abstand größer als n. Dann ist k’ ein Vielfaches 
von m und k kodiert den Zustand an der Stelle k’ — m. In diesem Fall kann die Stelle 
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in den Fixpunkt aufgenommen werden, die den Zustand an der Stelle k’ kodiert. Die 
folgende Formel ygroslt1. 75,73) beschreibt gerade diesen Übergang. 

Ggroß(lTı, 22,73) ( V z,ö'7,)Alrı [r4$" 23 A Pschrin 24, 71, 73)] 
=ın,..,m-1 

Zusammen erhalten wir, daß die Menge der Wörter einer Länge größer oder gleich 
2rn durch die Formel 3r |r = mar ALFP(z,X, o{z, X))(r)] mit 

pls,ÄA):2=0Vz=1vV I [AyaRyı A (Pktein(YrY/s2) V Poraslyı y',2))] 

definiert wird. 

Beweis von (c): 

Die Idee dieser Kodierung ist die gleiche, wie sie bei der MLFP-Formel verwendet 
wurde. Nur die Eigenschaft, daß die beschriebene Menge die kleinste Menge ist, die 

gewisse Abschlußeigenschaften besitzt, muß auf andere Weise sichergestellt werden. 
Dafür darf nun die Mengenvariable X auch negativ vorkommen. Dies führt zu der 

folgenden Formel: 

3X IXODAXIAXmar Pabschiuß( X )] 

mit 

anschl X) : VrWyVzlleSAy AySYz) (Phieinl2, 4,2) V Poros(2, 2) 
Die Formel Pabschtupß( X ) drückt aus, daß je drei direkt aufeinanderfolgende Stellen in 

X einen Übergang analog zur Iteration des MLFP-Operators beschreiben. 

Wir hätten auf dieses Ergebnis auch sofort mit Lemma 1.4.10 schließen können. Die 
Formel hätte in diesem Fall einen universellen Mengenquantor enthalten. e 

Wir wollen nun zeigen, wie sich der vorherige Satz für die Logiken FO+ MLFP 
und MSO auf den Fall der Baumsprachen übertragen läßt. Da sich nur in einem 
Punkt eine Modifikation ergibt, gehen wir auf diesen Punkt genauer ein und verzichten 
darauf, die Kodierung in allen Einzelheiten in eine Formel zu übertragen. 

Satz 2.0.2 Jede reguläre Baumsprache T < Ty; wird beschrieben durch 

(a) eine Formel in FO+MLFP mit höchstens einem MLFP-Operator, 

(b} eine Formel in MSO mit höchstens einem eristentiellen Mengenquantor. 

Beweis Sei % = E,U...UE, und sei A = ({l,...,n},£,6, F) ein T erkennender 
DBA. Zuerst teilen wir einen Baum in Stufen auf. Stufe i besteht aus allen Knoten, 
die Abstand i zur Wurzel haben, d.h. aus allen Knoten k mit |k| = i. Sei nun wieder 
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m = 3n. Wir wollen wieder die Zustände kodieren, die an den Knoten angenommen 

werden, die sich auf den Stufen im befinden. Die Kodierung des Zustandes ö(t*) an 

einem Knoten k erfolgt durch Auszeichnung aller Knoten, die unter k auf der Stufe 

jAl+n +6(t*) liegen. Da ein DBA von den Blättern zur Wurzel arbeitet, die Einteilung 

in Stufen aber in umgekehrter Reihenfolge definiert ist, kann der vorherige Beweis für 

den Fall der Wortsprachen nicht vollständig übernommen werden. Wir unterscheiden 

nun zwei Phasen der Berechnung des Fixpunktes, In der ersten Phase werden alle 
Knoten in den Fixpunkt aufgenommen, die auf den Stufen im und im + 1 liegen und 

für die ein Nachfolger auf der Stufe (? + 1)m existiert. Indem jeweils die Knoten auf 
zwei aufeinanderfolgenden Stufen ausgezeichnet werden, kann leicht zwischen Knoten 

unterschieden werden, die einen Zustand kodieren bzw. die eine Stufe im markieren. In 

der zweiten Phase werden dann die Knoten aufgenommen, die einen Zustand kodieren 

Das folgende Bild veranschaulicht die Idee dieses Beweises. 

Stufe 

0 
\ 

n + 6(t) 

m 
m-+1 

m+n + ö(t*) 
k' 

2m 

2m +1 

2m +n+ st) 

Da die beschriebenen Übergänge in beiden Phasen lokaler Natur sind, d.h. immer 
nur Knoten in einem Subbaum der Höhe 2m berücksichtigen, ist offensichtlich, daß 
diese Übergänge durch eine 1.Stufe-Formel beschrieben werden können. Wir wollen 
daher auf die einfache, aber notationell aufwendige Konstruktion einer Fixpunktfor- 

mel verzichten. Die existentielle Formel der monadischen Logik zweiter Stufe ergibt 
sich dann wieder wie im vorherigen Satz oder mit Lemma 1.4.10, angewendet auf die 
Rixpunktformel für das Komplement von T' und anschließender Negation. a) 

Für eine Diskussion der Ausdrucksstärke der Logik erster Stufe mit monadischem 
TC-Operator verweisen wir auf die Abschnitte 4.4 und 5.4. 
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Kapitel 3 

Eine Charakterisierung der 

sternfreien Baumsprachen 

Die Klasse der sternfreien Baumsprachen wurde von Thomas [55] als direkte Verall- 

gemeinerung der Klasse der sternfreien Wortsprachen eingeführt. Ein Hauptergebnis 
dieser einführenden Arbeit war die Beschreibung der sternfreien Baumsprachen durch 
ein Fragment der monadischen Logik zweiter Stufe, der sogenannten Antikettenlogik 

(vgl. Definition 1.4.12). 

Satz 3.0.1 [55] Eine Baumsprache ıst genau dann sternfrei, wenn sie in der Antı- 

keitenlogik definierbar ist. 

Vergleicht man die Klassen der sternfreien Baumsprachen mit den aperiodischen 
und 1,Stufe-definierbaren Baumsprachen, so zeigt sich, daß die Ergebnisse von Schüt- 

zenberger und McNaughton für Wortsprachen nicht vollständig auf Baumsprachen 

übertragbar sind. So folgt aus dem obigen Satz, daß jede in der Logik erster Stufe de- 

finierbare Baumsprache sternfrei ist, andererseits wurde in der oben zitierten Arbeit 

bereits gezeigt, daß nicht jede sternfreie Baumsprache aperiodisch ist, und damit auch 

nicht in der Logik erster Stufe definierbar ist. Von Heuter [18, 19] und Niwinski [34] 
wurde dieses Ergebnis in zwei Richtungen verstärkt. So zeigte Heuter, daß es sogar 
aperiodische sternfreie Baumsprachen gibt, die nicht in der Logik erster Stufe de- 
finierbar sind, und Niwinski bewies, daß jede Baumsprache (über Alphabeten ohne 
unäre Symbole), die in Logik erster Stufe mit modulo-zählenden Quantoren definier- 

bär ist, auch sternfrei ist. Wir werden sehen, daß die Einschränkung auf Alphabete 
ohne unäre Symbole notwendig ist. Tatsächlich hängt es ausschließlich von den unären 

Subbäumen einer Baumsprache ab, ob diese sternfrei ist oder nicht. Wir werden eine 
Bedingung an die unären Subbäume einer Baumsprache stellen, die hinreichend und 

notwendig dafür ist, daß eine Baumsprache antikettendefinierbar und sternfrei ist. Zu 
jeder Baumsprache, die diese Bedingung erfüllt, geben wir sowohl eine definierende 
Antikettenformel als auch einen definierenden sternfreien Ausdruck an. Daraus ergibt



sich insbesondere ein einfacher und konstruktiver Beweis, daß jede antikettendefinier- 

bare Baumsprache sternfrei ist. Dies war der schwierige Teil von Satz 3.0.1. Wir zeigen 

als Hauptergebnis dieses Kapitels: 

Satz 3.0.2 Eine reguläre Baumsprache T < Tr ist sternfrei bzw. antikettendefinier- 

bar genau dann, wenn der unäre Teil von T aperiodisch ist (vgl. Definition 1.5.7). 

Wir teilen den Beweis in drei Abschnitte. Zuerst weisen wir nach, daß jede Baum- 

sprache, deren unärer Teil nicht aperiodisch ist, auch nicht antikettendefinierbar ist. 

Für die Rückrichtung beginnen wir mit der Konstruktion einer definierenden An- 

tikettenformel. Dazu zeigen wir zuerst, wie Knotenmengen, die nur aus mehrstel- 

ligen Knoten bestehen, durch Mengen von Blättern kodiert werden können. Dann 

geben wir für jede reguläre Baumsprache, deren unärer Teil aperiodisch ist, eine 

definierende Formel der monadischen Logik zweiter Stufe an, in der Mengenvaria- 

blen nur über Mengen mehrstelliger Knoten rangieren. Indem wir auf diese Formel 

die Kodierung anwenden, erhalten wir eine definierende Antikettenformel der Form 
3AChy, ,JAChy, YlYıs-.., Ya), wobei die Formel a(Yı,-.-,Yn) keine weiteren Men- 

genquantoren enthält und nur durch paarweise disjunkte Mengen von Blättern erfüllt 

werden kann. Im letzten Abschnitt übersetzen wir diese Formel dann in zwei Schrit- 

ten in einen sternfreien Ausdruck. Zuerst werden mögliche Belegungen der Antiketten 

durch Verkettungsvariablen kodiert. Dadurch erhalten wir eine in der Logik erster Stu- 

fe definierbare Baumsprache, die dann durch sternfreie Ausdrücke beschrieben wird. 

3.1 Die Notwendigkeit der Bedingung 

Sei also T eine Baumsprache, deren unärer Teil nicht aperiodisch ist. Dann gibt es 

einen unären speziellen Baum s € Sy mit s" #7 s"*! für allen € IN. Nach Defini- 
tion der syntaktischen Kongruenz gibt es t € Sg und t’ € Tg mit t-s".t!ET für 

unendlich vielen € IN und 1: s”-t"& 7 für unendlich vielen € N. Sei U die Men- 

ge der unären speziellen Bäume. Offensichtlich ist die Menge aller Bäume der Form 

t-U-t’ 1.Stufe-definierbar. Wir betrachten nun die Baumsprache 7’ = TNt-U-t‘. Da 

die antikettendefinierbaren Baumsprachen unter Booleschen Operationen abgeschlos- 

sen sind, ist T genau dann antikettendefinierbar, wenn auch 7’ antikettendefinierbar 

ist. Nach Wahl von f und t’ ist 7” eine periodische Baumsprache und daher nicht 

1.Stufe-definierbar. Jede Antikette in einem Baum in t- U -t’ besteht aus höchstens 

N = | front(t)|+|front(t’)|— 1 vielen Knoten. Daher kann in einer Antikettenformel, 
die eine Teilmenge von t: U: t’ definiert, ein Antikettenquantor durch eine Folge von 
N-vielen 1.Stufe-Quantoren ersetzt werden. Dabei müssen zwei Fälle unterschieden 

werden, denn eine Antikettenvariable Y rangiert sowohl über nicht-leere Mengen als 

auch über die leere Menge. Für den zweiten Fall werden in einer Formel alle atomaren 

Formeln Yy durch eine nicht zu erfüllende Formel ersetzt. Für den ersten Fall ersetzen 

36



wir einen Antikettenquantor 3Y durch die Folge Jyı ... Iyn A (yi < y,) von 1.Stufe- 

ı#) 

Quantoren und eine atomare Formel Y'y durch die Formel y= yı V...Vy= yr. Eine 

Disjunktion über die beiden Formeln ist dann äquivalent zur ursprünglichen Formel. 

Da T’ nicht 1.Stufe-definierbar ist. ist 7” und damit auch T nicht antikettendefinier- 
bar. Da jeder sternfreie Ausdruck leicht induktiv in eine Antikettenformel übersetzt 

werden kann, ist T also auch nicht sternfrei. 

3.2 Die Konstruktion einer Antikettenformel 

Wir führen den Beweis für die Rückrichtung von Satz 3.0.2 nur für Alphabete der 
Form D = Do US, UX,, in denen also alle Symbole höchstens den Rang 2 besitzen. 

Die angegebenen Konstruktionen sind direkt auf beliebige Alphabete übertragbar, 
erfordern dann aber wesentlich aufwendigere Notationen. 

Wir beginnen mit der Kodierung von Knotenmengen durch Mengen von Blättern. 
Wenn ein Rangalphabet unäre Symbole enthält, können nicht alle Knotenmengen 
eines beliebigen Baumes durch Mengen von Blättern kodiert werden. Wenn man sich 
aber auf Knotenmengen beschränkt, die nur 2-stellige Knoten enthalten, dann ist 

sichergestellt, daß mehr Blätter als 2-stellige Knoten im Baum vorhanden sind. Für 

unsere Konstruktion können nicht alle denkbaren Kodierungen verwendet werden, 
da die Kodierung zusätzlich in der Antikettenlogik bzw. im Kalkül der sternfreien 
Ausdrücke beschreibbar sein muß. Wir werden zeigen, daß die Abbildung 

Ü:{k € dom(t) | k2 € dom(t)} — front(t) mit 

C(k) = das eindeutige Blatt in der Menge k21” 

diesen Anforderungen genügt. Das folgende Bild zeigt einen Baum mit der Kodierung 

2 

der 2-stelligen Knoten. 
€ 

N (a Du 

11 12 21 

A | N 
111 112 121 211 212 

C(1ll) cl) C(e) C(21) 

Offensichtlich ist C injektiv auf der Menge der 2-stelligen inneren Knoten und alle 

Blätter, bis auf das lexikographisch kleinste Blatt, liegen im Bild von C. Wir zeigen 

nun zuerst, daß © 1.Stufe-definierbar ist, d.h. es gibt eine 1.Stufe-Formel Yc(z,y) mit 

(t,kı,k2) E.pe(z,y) > C(kı) = ka. Wenn ky die Kodierung von kı ist, dann ist 
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k, das am weitesten links stehende Blatt unter dem zweiten Nachfolger von kı. Diese, 

Blatt kann dadurch beschrieben werden, daß jeder Knoten, der zwischen dem zweiten 

Nachfolger von k, und dem Blatt kz liegt, der erste Nachfolger seines Vorgängers ist, 

Durch Umsetzen dieser Beschreibung in eine Formel erhalten wir: 

£clz,y) nF [x.$22 N +3z,3232(z << <naSy N 215323)] 

Seinun T C Ty eine reguläre Baumsprache, deren unärer Teil aperiodisch ist, und 

sei A = ({1,...‚,r), 2,4 F) der minimale, T erkennende DBA. Nach Lemma 1.5.8 

kann für alle i,:’ € {l,...,n} eine 1.Stufe-Formel »;,.(z, x’) konstruiert werden mit 

(,k,k)Eypiulı.)) 

kc<h, 
e alle Knoten ! mit k<!< k' sind unär, 

e wenn 6(1*) = :', dann ö{t*) =i. 
Unter Verwendung der Formeln pi, (r,r’) geben wir nun eine existentielle Forme] 

der monadischen Logik zweiter Stufe an, die die akzeptierenden Läufe von A be- 
schreibt. Die Mengen Xı...., X legen in dieser Formel die Verteilung der Zustände 

im Lauf von A auf einem Baum fest, d.h. X; enthält alle 2-stelligen Knoten k ei- 

nes Baurmes t mit ö(t*) = i. Bedingung (i) beschreibt, daß jeder 2-stellige Knoten 
in genau einer Menge vorkommt, und daß umgekehrt jede Menge nur 2-stellige Kno- 
ten enthält. Bedingung (ii) garantiert, daß die Verteilung der Zustände lokal mit der 
Transitionsfunktion verträglich ist. Die Variablen yı und y3 beschreiben dabei die je- 

weils minimalen Nachfolger von zı und 73, die entweder ein 2-stelliger Knoten oder 

ein Blatt sind. Die ersten beiden Bedingungen beschreiben also einfach den Lauf des 

Automaten und werden durch jeden Baum erfüllt. Die letzte Bedingung (iii) verlangt 
nun zusätzlich, daß der Zustand an der Wurzel ein Endzustand ist, der beschriebene 

Lauf also akzeptierend ist. 

IX1...I3An 

Z [(I3y 253y + V Kr) A N »(XrAX;r)] (z) 
ve seQu<z 

A Wevaen lesız: A 25373) — | V Xız A Pr (ti) 
Slb.ij)akitj’eQ 

N Iy pislzı, yı) N (Kuyı W (Vz =y<zÄ \V Payı ))] 
dfa)=ı" 

By eurleay) A Aa Vz <za V Psa))]| 
sla)=s' 

N ae verken (ii) 
V WrlaelvdAlKeyV Yemen V Ru] 

kEF,k'EeQ sla)=k' 
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Wir ersetzen nun jeden Mengenquantor 3X; durch einen Antikettenquantor JAC*Y,;. 

Dabei beschreibt Y; die Menge der Kodierungen der Knoten von X,. Eine atomare 

Formel X;r in der obigen Formel wird dabei ersetzt durch die Formel 3y Yıy A 

pelz,y). 
Damit haben wir gezeigt, daß jede Baumsprache, deren unärer Teil aperiodisch ist, 

durch eine Antikettenformel der Form 3***y, ... 34°*y, o(Yı....,Yı) definiert wer- 

den kann, wobei in 2(Y7,-..,}n) nur noch 1.Stufe-Quantoren vorkommen. Zusätzlich 

kann p(Yı,-..,Y„) nur durch paarweise disjunkte Antiketten erfüllt werden, deren 

Elemente Blätter sind. 

3.3 Die Konstruktion eines sternfreien Ausdrucks 

Wir wollen nun die im obigen Abschnitt konstruierte Formel in den Kalkül der stern- 

freien Ausdrücke übertragen. Zuerst kodieren wir die Belegung der Antikettenquan- 
toren durch Verkettungsvariablen in der Menge 5 = %o x {1l,...,n}. Dabei nut- 

zen wir aus, daß die Formel y(Yi,...,Y,) nur durch paarweise disjunkte Mengen 

von Blättern erfüllt werden kann. Sei t € Tg und K,,...,A„ eine Partition der 

Blätter von t. Dann definieren wir die Kodierung von t und Aj,..., A„ (notiert durch 

cod(t, Kı,...,„ An) € Tguv,) durch 

tik) ka front(t) 

i . t({k),i) ke frontit)AkE RK, 
eodit, Kız...,Äu)(k) = ne ke front(t)Ak@KıU...UK, 

für ein beliebiges 5 € {l,...,n} 

Die Menge T' = {cod(t, RKy,..-, An) | (t, K1,-- ., An) E ph. --,Ya)} ist 1.Stufe- 
definierbar, und wir erhalten T aus T’, indem alle Variablen (a,:) durch a substituiert 

werden. Daher ist T sternfrei, wenn T’ sternfrei ist. Letzteres zeigen wir, indem wir T’ 

aus endlichen Mengen von Bäumen durch sternfreie Operationen zusammensetzen. 

Neben der Variablenmenge Vo verwenden wir zusätzlich die Variablenmenge V, = 

{c,v1,02,v}. Nach Lemma 1.5.8 kann für i,ı' € {l,...,n} effektiv ein sternfreier Aus- 
druck konstruiert werden, der die Menge T,; definiert. 7; besteht aus allen unären 

Bäumen, deren einziges Blatt mit c beschriftet ist und die Zustand 7’ in Zustand ı 

überführen. 

Wir definieren zuerst die Mengen T_, und T, aller Bäume in Tyun,uv, , in denen 
kein bzw. genau ein Knoten vorkommt, der mit v beschriftet ist. T_, erhalten wir, 

indem wir in allen Bäumen alle Vorkommen von v durch andere 0-stellige Symbole 

ersetzen. ı 

T,= (Bd) "(U WVVv fc,vı,0}) 
Das Komplement von T_, besteht dann aus allen Bäumen mit wenigstens einem 

Vorkommen von v. Um T, zu erhalten, müßen wir in dieser Menge noch die Bäume 
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ausschließen, die wenigstens zwei Vorkommen von v enthalten. Wenn zwei Knoten 

mit v beschriftet sind, so gibt es einen maximalen Vorgänger dieser beiden Knoten. 

Über die Beschriftung dieses Knotens erfolgt eine Fallunterscheidung im folgenden 
Ausdruck. 

T,=(+-T-)\ Ul- T-)"buv)]-"( T) 
bez 

Mit S; bezeichnen wir die Menge aller Bäume, deren Blätter ausschließlich mit Varia- 

blen aus 4 beschriftet sind. Wir erhalten So, indern wir das Komplement der Menge 

der Bäume bilden, in denen wenigstens ein Symbol aus der Menge Ego UV; vorkommt. 

9=- (T "(KUM)) 

Wir beschreiben nun die Kodierung Ü. Mit L, bezeichnen wir die Menge der Bäume. 

in denen genau ein v auftritt und zwar am lexikographisch kleinsten Blatt. Dieses Blatt 
können wir beschreiben, indern wir verbieten, daß v im rechten Teilbaum irgendeines 

Knotens vorkommt. 

L,=T,\ (Rn (U Kon)” T-,-” 7) 
BEE, 

Unter Verwendung von L, kann nun ausgedrückt werden, daß die Kodierung der 

Mengen festlegt, daß Zustand i an der Wurzel angenommen wird. Dabei wird danach 
unterschieden, ob ein Baum nur aus einem Knoten besteht, oder ob die Wurzel ein 

2-stelliges Symbol ist. 

T=Sn( U (U U den)" So” (2 UÜlai)))). 
3EQ,HMa)zi bei accg 

Analog zu Bedingung (ii) in der im vorherigen Abschnitt angegebenen Formel können 

wir nun beschreiben, daß die Kodierung der Zustände an den Blättern mit der Tran- 

sitionsfunktion nicht verträglich ıst. 

Srr =” U 02 (Freu) (Tr T) (DT) 
Sbaaltkal sel 

Inden wir die Menge S;ukor von der Menge der Bäume abziehen, deren Zustands- 

kodierung einen Endzustand an der Wurzel festlegt, erhalten wir einen sternfreien 
Ausdruck für die Baumsprache 7”, 

P=-{[ |] Te"T Ne 
kEFK'EQ 

Damit ist der Beweis von Satz 3.0.2 abgeschlossen. 

3.4 Diskussion 

Die in Abschnitt 3.2 angegebene Kodierung kann auch verwendet werden, um beliebi- 
gb Formeln der monadischen Logik zweiter Stufe in Antikettenformeln zu übersetzen. 
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Die einzige Einschränkung ist, daß die Mengenquantoren über Mengen rangieren, 

die keine unären Knoten enthalten. Ein Mengengquantor IX geht dann über in zwei 

Antikettenquantoren 3*°*y'34°* Z, die auf Mengen von Blättern eingeschränkt wer- 
den. Dabei beschreibt Y die Menge der Kodierungen der inneren Knoten in X und 
Z die Menge der Blätter in X. Eine atomare Formel Xr wird dann ersetzt durch 

(ZzAVy-2 <y)V(3y YyAyc(z,y)). Betrachten wir die Beschreibung der akzep- 
tierenden Läufe eines Baumautomaten durch einen Mengenquantor im Beweis von 

Satz 2.0.2, so erhalten wir: 

Satz 3.4.1 Sei D ein Rangalphabet ohne unäre Symbole. Dann kann jede reguläre 

Baumsprache über D durch eine Antıkettenformel mit genau einem eristentiellen An- 
tikettenquantor definiert werden. 

Die Ausdrucksstärke der sternfreien Ausdrücke beruht darauf, daß Verkettungs- 

variablen zur Kodierung von Information verwendet werden können. Daraus ergibt 

sich sofort die Frage, welche Baumsprachen mit Hilfe einer festen Anzahl von Varia- 

blen definiert werden können. Das Komplexitätsmaß “Sternhöhe” wird also ergänzt 
durch das Komplexitätsmaß “Anzahl der verwendeten Verkettungsvariablen”. Bisher 
ist keine Untersuchung dieser Fragestellung bekannt. 

Ein anderer Ansatz wurde von Heuter in [18] gewählt. Dort wird nicht die Zahl 
der Verkettungsvariablen eingeschränkt, sondern die Anzahl der Vorkommen jeder 
Verkettungsvariablen in einem Baum. Ein sternfreier Ausdruck heißt dort speziell- 
sternfrei, wenn in jedem Baurn in der definierten Baumsprache jedes Verkettungssym- 
bol höchstens einmal vorkommt. In dieser Arbeit wurde gezeigt, daß diese speziell- 

sternfreien Ausdrücke genau die 1.Stufe-definierbaren Baumsprachen beschreiben. 
Ein weiteres Komplexitätsmaß für sternfreie Wortsprachen ist die Punkttiefe. 

Die Punkttiefe eines sternfreien Ausdrucks ist die Anzahl der Wechsel zwischen den 

Booleschen Operationen und der Konkatenation. Die Punkttiefe einer sternfreien 
Wortsprache ist schließlich die minimale Punkttiefe irgendeines sternfreien Ausdrucks, 

der diese Sprache definiert. In [4, 55] wurde gezeigt, daß die Punkttiefe eine unendli- 
che Hierarchie innerhalb der sternfreien Wortsprachen definiert. Betrachten wir den in 

Abschnitt 3.3 konstruierten sternfreien Ausdruck, so ist die Punkttiefe nur abhängig 
von der Punkttiefe der sternfreien Ausdrücke für die Baumsprachen T,; ,. Wenn also 

T eine Baumsprache über einem Rangalphabet ohne unäre Symbole ist, so ist die 
Punkttiefe von T kleiner als 6. 

| Schließlich bleibt festzustellen, daß die Länge des konstruierten sternfreien Aus- 

drucks von der Länge der Ausdrücke für die Baumsprachen T, ;, dominiert wird. Kon- 

strusert man einen sternfreien Ausdruck für 7; nach dem Verfahren von Perrin [35], 

so ist die Länge dieser Ausdrücke doppelt exponentiell in der Anzahl der Zustände 

des zugrundeliegenden Wortautomaten. Sind keine unären Symbole vorhanden, so 

kann der oben angegebene Ausdruck so umgeschrieben werden, daß die Länge des 
Ausdrucks proportional zur Größe des Baumautomaten ist. 
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