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Aufgabe 1: (Moodle-Quiz)
Absolvieren Sie das Quiz 9 auf der Moodle-Plattform.

Aufgabe 2: (Prasenzaufgabe)

(a) Beweisen Sie folgende Aussage:

Fiir alle m € N, alle relationalen Signaturen o, alle o-Strukturen A und B,
alle k € N, alle a :=ay,...,a; € A und alle b:=bq,...,b, € B gilt:

Genau einer der beiden Spieler hat eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel

auf (A,a) und (B,b).

(b) Sei ¥ :={a,b} und ox :={ <, P,, B, } die Signatur mit dem 2-stelligen Relationssymbol <
und den 1-stelligen Relationssymbolen P, und P,. Beweisen Sie, dass es keinen FO[ox]-Satz
gibt, der die Sprache aller nicht-leeren Worte aus { a, b }* beschreibt, in denen die Anzahl
der in ihnen vorkommenden as gerade ist.

Zur Erinnerung: Ein FO[ox]-Satz ¢ beschreibt eine Sprache L C ¥*, falls fiir jedes nicht-
leere Wort w € X* gilt: we L < A, [E ¢.

Aufgabe 3: (60 Punkte)
Sei 0 := { E'} die Signatur mit dem 2-stelligen Relationssymbol E.

(a) Seien z, y, z drei paarweise verschiedene Variablen. Betrachten Sie die FO[o]-Formeln

e (EI;EVy;E:y A E(z,z))
= (E(z,z) A VyEIxx:y)
Wit (E(x,y) A Vxﬂymzz)

Geben Sie fiir jedes i € {1,2} an, ob ¢ = 1); gilt und beweisen Sie, dass Thre Antwort
korrekt ist.

— auf der ndchsten Seite geht’s weiter —



(b) Betrachten Sie die folgenden gerichteten Graphen A und B:

‘: >l< B: < ;50: »

(i) Welches ist das kleinste m, sodass Spoiler eine Gewinnstrategie im m-Runden
Ehrenfeucht-Fraissé Spiel auf A und B hat? Begriinden Sie Ihre Antwort, indem Sie
eine Gewinnstrategie fiir Spoiler im m-Runden EF-Spiel und eine Gewinnstrategie
fiir Duplicator im (m—1)-Runden EF-Spiel beschreiben.

(ii) Geben Sie fir IThre Antwort m aus Teil (i) einen FO[o]-Satz ¢ der Quantorentiefe
m an, sodass A = ¢ und B = —p.

(c) Betrachten Sie die folgenden Graphen A und B:

=

Sei p = EIxEIsz 101777 \/Ezy SEstoiliav Al —toiind 5 |~ 0.

(i) Leiten Sie aus dem FO[o]-Satz ¢ eine Gewinnstrategie fiir Spoiler im EF-Spiel auf
A und B her. Geben Sie an, wie viele Runden Spoiler benétigt, wenn er dieser
Strategie folgt. Beschreiben Sie die Strategie dhnlich zur Beweisidee von Satz 3.51
im Vorlesungsskript.

(ii) Existiert eine bessere Gewinnstrategie fur Spoiler, d.h. eine Strategie, mit der er in
weniger Runden das Spiel gewinnt? Begriinden Sie Thre Antwort.

(d) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
(i) Sei 0 := @. Es gibt einen FO[co]-Satz ¢, sodass fiir jede endliche o-Struktur A gilt:

AE ¢ <= |A4] ist eine Primzahl.

(ii) Sei o :={ E, F'} die Signatur, welche aus den 2-stelligen Relationssymbolen E und
F besteht. Es gibt einen FO[o]-Satz 1, sodass fiir jede o-Struktur A := (A, B4, FA),
bei der G := (A, E*4) ein endlicher gerichteter Pfad ist, gilt:

AE ¢ <=  F%ist der reflexive und transitive Abschluss von E4.

Dabei nutzen wir folgende Begriffe:
- Ein Graph G = (V9, EY) ist ein endlicher gerichteter Pfad, falls es ein n € N5,
gibt, sodass: (V9 =, WA= u s sSan =t (v o R SN

- Seien EA, FA C A x A. FA heifit transitiver und reflexiver Abschluss von E4,
wenn fir alle (a,a’) € A x A gilt:

(a,a') € FA <= a=d oder esgibtim gerichteten Graphen G = (A, E*)
einen Weg vom Knoten a zum Knoten a’.



