Humboldt-Universitat zu Berlin 8. Januar 2025
Lehrstuhl Logik in der Informatik
Prof. Dr. Nicole Schweikardt

Ausgewahlte Kapitel der Logik:

klassische Resultate
Wintersemester 2024 /2025

Ubungsblatt 10

Zu bearbeiten bis 15. Januar 2025

Aufgabe 1: (30 Punkte)

Sei Z die oa,-Struktur mit Universum Z und Konstanten 02 = 0 und 1% = 1, fiir die <%, +%
und -Z die natiirliche lineare Ordnung, Addition und Multiplikation auf Z sind.

Zeigen Sie: Th(Z) ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Aufgabe 2: (35 Punkte)

Eine Signatur o heifit binar, falls jedes Symbol in o ein Relationssymbol der Stelligkeit 2 ist.
Beweisen Sie folgende Version des Satzes von Trakhtenbrot:

Es gibt eine endliche, bindre Signatur &, sodass das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[5]
unentscheidbar ist.

Hinweis: Sei 65, := {<, R, R., Ry, R} die im Beweis vom Satz von Trakhtenbrot eingefiihrte
Signatur. Uberlegen Sie sich eine geeignete Reprisentation von &a,-Strukturen durch kanten-
gefarbte Graphen, représentiert durch Strukturen iiber einer geeigneten binédren Signatur &.
Benutzen Sie die in der Vorlesung bewiesene Unentscheidbarkeit des endlichen Erfiillbarkeits-
problems fir FO[d4,]-Sétze,um die Unentscheidbarkeit des endlichen Erfiillbarkeitsproblems fiir
FO[s]-Séatze zu beweisen.

Aufgabe 3: (35 Punkte)

Zeigen Sie, dass in Definition 4.10 (,,Reprasentierbarkeit einer Funktion*) die Bedingung (1.2)
bereits aus den Bedingungen (1.1) und (2) folgt, sofern 7" 2O @ ist. D.h.:

Sei T' D @ eine Menge von FOloa,]-Sitzen, sei k > 1, sei f: N*¥ — N eine totale Funktion, und
sei (a1, ..., 2k, y) eine FO[ou,]-Formel, so dass gilt:

(1.1) Far alle my,...,mg,n € Nmit f(my,...,my) =n gilt: T = o(my, ..., my,n).
(2) Fir alle myq,...,my € N gilt:

T |= YiVy, <(<P(7n17-~77nk791) Np(ma, - i, 12)) = y1=y2>.

Zeigen Sie, dass dann auch Folgendes gilt:
(1.2) Farallemy,...,mg,n’ € Nmit f(mq,...,my) #n' gilt: T = —p(mq, ..., mg,n').

Frage: An welcher Stelle benutzt Thr Beweis, dass T' D @ ist?



