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Aufgabe 1: (30 Punkte)
Sei Z die σAr-Struktur mit Universum Z und Konstanten 0Z = 0 und 1Z = 1, für die ⩽Z , +Z

und ·Z die natürliche lineare Ordnung, Addition und Multiplikation auf Z sind.
Zeigen Sie: Th(Z) ist nicht rekursiv aufzählbar.

Aufgabe 2: (35 Punkte)
Eine Signatur σ heißt binär, falls jedes Symbol in σ ein Relationssymbol der Stelligkeit 2 ist.
Beweisen Sie folgende Version des Satzes von Trakhtenbrot:
Es gibt eine endliche, binäre Signatur σ̂, sodass das endliche Erfüllbarkeitsproblem für FO[σ̂]
unentscheidbar ist.
Hinweis: Sei σ̃Ar := {⩽, R+, R · , R0, R1} die im Beweis vom Satz von Trakhtenbrot eingeführte
Signatur. Überlegen Sie sich eine geeignete Repräsentation von σ̃Ar-Strukturen durch kanten-
gefärbte Graphen, repräsentiert durch Strukturen über einer geeigneten binären Signatur σ̂.
Benutzen Sie die in der Vorlesung bewiesene Unentscheidbarkeit des endlichen Erfüllbarkeits-
problems für FO[σ̃Ar]-Sätze,um die Unentscheidbarkeit des endlichen Erfüllbarkeitsproblems für
FO[σ̂]-Sätze zu beweisen.

Aufgabe 3: (35 Punkte)
Zeigen Sie, dass in Definition 4.10 („Repräsentierbarkeit einer Funktion“) die Bedingung (1.2)
bereits aus den Bedingungen (1.1) und (2) folgt, sofern T ⊇ Q ist. D.h.:

Sei T ⊇ Q eine Menge von FO[σAr]-Sätzen, sei k ⩾ 1, sei f : Nk → N eine totale Funktion, und
sei φ(x1, . . . , xk, y) eine FO[σAr]-Formel, so dass gilt:

(1.1) Für alle m1, . . . , mk, n ∈ N mit f(m1, . . . , mk) = n gilt: T |= φ(m1, . . . , mk, n).
(2) Für alle m1, . . . , mk ∈ N gilt:

T |= ∀y1∀y2

((
φ(m1, . . . , mk, y1) ∧ φ(m1, . . . , mk, y2)

)
→ y1=y2

)
.

Zeigen Sie, dass dann auch Folgendes gilt:

(1.2) Für alle m1, . . . , mk, n′ ∈ N mit f(m1, . . . , mk) ̸= n′ gilt: T |= ¬φ(m1, . . . , mk, n′).

Frage: An welcher Stelle benutzt Ihr Beweis, dass T ⊇ Q ist?


