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Aufgabe 1: (25 Punkte)
Beweisen Sie Satz 0.42 (Substitutitonslemma für Formeln) aus der Vorlesung. D.h., zeigen Sie:

Sei S eine σ-Substitution und sei I = (A, β) eine σ-Interpretation mit var(S) ⊆ Def(β).
Für alle FO[σ]-Formeln φ mit frei(φ) ⊆ Def(β) ∪ Def(S) gilt:

I |= φS ⇐⇒ IS |= φ

Sie können hierfür Lemma 0.38 (Substitutitonslemma für Terme) als bewiesen voraussetzen.

Aufgabe 2: (25 Punkte)

Geben Sie eine Ableitung der Regel Γ, φ, ψ ⊢ χ

Γ ⊢
(
(φ ∧ ψ) → χ

) im Sequenzenkalkül KS an.

Zur Erinnerung: Im Rahmen des Vollständigkeitssatzes betrachten wir Formeln der Art (φ → ψ)
stets als abkürzende Schreibweise für die Formel (¬φ ∨ ψ), d.h.

(
(φ ∧ ψ) → χ

)
steht hier für

die Formel
(
¬(φ ∧ ψ) ∨ χ

)
.

Aufgabe 3: (10 + 15 = 25 Punkte)
Leiten Sie die folgenden Sequenzen im Sequenzenkalkül KS ab. Hierbei sind x, y, z paarweise
verschiedene Elemente aus VAR.

(a) ∀x f(x, x)=x ⊢ ∀x
(
P (x) ∨ ¬P (f(x, x))

)
(b) ∀x ∀y ∀z

(
(R(x, y) ∧R(y, z)) → R(x, z)

)
∧ ∀x ¬R(x, x) ⊢ ∀x ∀y(R(x, y) → ¬R(y, x))

Beachte: Auch hier stehen Formeln der Form (φ → ψ) für (¬φ ∨ ψ).

Aufgabe 4: (10 + 15 = 25 Punkte)
Betrachten Sie die Regel

(∀∃) Γ, ∃xφ ⊢ ∀xφ

(a) Prüfen Sie, ob die Regel (∀∃) korrekt ist.
(b) Sei K′

S der Kalkül, der aus dem Sequenzenkalkül KS durch Hinzufügen der Regel (∀∃)
entsteht. Prüfen Sie, ob jede Sequenz in K′

S ableitbar ist.

Hinweis: Sie können für diese Aufgabe den Vollständigkeitssatz als gegeben nehmen.


