Ausgewahlte Kapitel der Logik:
klassische Resultate

Vorlesung (entspricht 4V-+2U SWS)

Prof. Dr. Nicole Schweikardt

Lehrstuhl Theoretische Informatik / Logik in der Informatik
Institut fiir Informatik
Humboldt-Universitat zu Berlin

Version vom 19. Dezember 2024






Inhaltsverzeichnis

0 Einleitung 5
0.1 Einfithrung ins Thema . . . . . .. .. .. ... .. ... ... )
0.2 Syntax und Semantik der Logik erster Stufe . . . . .. .. .. 9
0.3 Substitutionen . . . . . . ... ... L 30
0.4 Literaturhinweise . . . . . . . . . . . ... ... ... ..... 35
0.5 Ubungsaufgaben . . . .. ... .. .. ... .. .. ...... 35

1 Der Vollstandigkeitssatz 39
1.1 Beweiskalkile . . . . ... ... ... ... ... 39
1.2 Ein Sequenzenkalkdl . . . . . .. ..o 41
1.3 Ableitbare Regeln im Sequenzenkalkdl . . . . . . ... .. .. 50
1.4 Widerspruchsfreiheit und das syntaktische Endlichkeitslemma 55
1.5 Der Vollstandigkeitssatz . . . . . .. .. ... ... ... ... 29
1.6 Literaturhinweise . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 81
1.7 Ubungsaufgaben . . . . .. .. ... ... ... ... ..... 81

2 Der Endlichkeitssatz und die Sitze von Lowenheim und Sko-
lem 85
2.1 Der Endlichkeitssatz . . . . . ... .. ... ... ....... 85
2.2 Die Satze von Lowenheim und Skolem . . . . . ... ... .. 90
2.3 Elementare Aquivalenz und Nichtstandardmodelle . . . . . . . 92
2.4 Literaturhinweise . . . . . . . .. . ... ... ... ... .. 99
2.5 Ubungsaufgaben . . . .. ... ... ... .. ... ... ... 99

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 3



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewahlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

3 Die Grenzen der Berechenbarkeit 103
3.1 Entscheidbarkeit und rekursive Aufzahlbarkeit . . . . . . . . . 103
3.2 Godelisierung von FO[oa,| . . . . . o o oo oo oo 107
3.3 FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen . . . . . .. 112
3.4 Der Satz von Trakhtenbrot . . . . . . . ... .. .. ... ... 124
3.5 Literaturhinweise . . . . . . . . . . . ... ... .. .. ..., 132
3.6 Ubungsaufgaben . .. .. ... .. .. ... ... ....... 132

4 Godels Unvollstiandigkeitssatze 137
4.1 Theorien und Axiomatisierbarkeit . . . . . . . . . .. ... .. 137
4.2 Die Minimale Arithmetik . . . . . . . ... .. ... ... ... 139
4.3  Der Fixpunktsatz und die Unentscheidbarkeit der Logik erster

Stufe . . . . . 150

4.4  Godels erster Unvollstandigkeitssatz . . . . . . .. ... .. .. 155
4.5 Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz . . . . . . . . .. .. .. 158
4.6 Literaturhinweise . . . . . . . . . . . ... 164
4.7 Ubungsaufgaben . . . . .. ... ... ... ... ... 164
Literaturverzeichnis 166

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 4



Kapzitel 0

Einleitung

0.1 Einfiihrung ins Thema

Folie 1
Logik als “Fundament der Mathematik”

Hilberts Programm (ca. 19001928, initiiert von David Hilbert)

Ziel: formale Grundlegung der Mathematik
Mittel: mathematische Logik:

e mathematische Strukturen als logische Strukturen
e mathematische Aussagen als logische Formeln

e mathematische Beweise durch “syntaktisches Schliefien”
(Symbolmanipulation: Axiome, Schlussregeln)

Ansatz: Riickfiihrung der Mathematik auf Arithmetik und Mengenlehre

Zwei Kernfragen:

1. Kann jede mathematische Aussage durch mathematisches Schliefen be-
wiesen oder widerlegt werden?

2. Gibt es ein Verfahren, das zu jeder mathematischen Aussage entschei-
det, ob sie wahr oder falsch ist?

Beachte: Es gilt (1) = (2)
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Folie 2

Folie 3
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Eine andere Formulierung des Entscheidungsproblems (2) ist das
Allgemeingiiltigkeitsproblem — hier fiir die Logik erster Stufe:

ALLGEMEINGULTIGKEITSPROBLEM DER LOGIK ERSTER STUFE
Fingabe: Eine Formel ¢ der Logik erster Stufe
Frage: Gilt fiir alle zu ¢ passenden Interpretationen Z: Z erfiillt
p?
Beispiel: Sei ¢ die Formel

VxEIsz( r<y N z=y+1+1 A
Yu Vv ((u-v:y V u-v:z) — (u:l Vv v:1)>>.

Beachte: ¢ besagt “es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge”.

Der Nachweis, dass die Formel ¢ in der Arithmetik der natiirlichen Zahlen
erfiillt ist, wiirde also ein beriihmtes offenes Problem aus der Zahlentheorie
16sen, namlich die Frage, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.

Zwei wichtige Aspekte der logischen Fundierung:

1. Prézisierung von Aussagen (“Logik fiir Penible”)

2. Automatisierung des Beweisens (“Logik fiir Faule”)

Zwei “Spielverderber”:

1. Kurt Goédel (1931)

+ : jede giiltige Aussage kann durch syntaktisches Schliefien
bewiesen werden (Vollstandigkeitssatz)

— . in der Arithmetik gibt es Aussagen, die weder beweisbar noch
widerlegbar sind (Unvollstindigkeitssatz)

= Hilberts (1) funktioniert nicht!
2. Alan Turing (1936)

+ : Der Begriff “automatisch entscheiden” lésst sich einfach und
sauber definieren (Turingmaschine)

— : Fiir die Arithmetik gibt es kein automatisches Verfahren — sie
ist unentscheidbar

= Hilberts (2) funktioniert nicht!
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Logik und Mathematik: Geschichte

um 325 v. Chr.:

um 1700:

um 1850:
1854:
1879:

um 1880:

um 1900:

um 1900:

um 1910:
um 1920:
1930:
1931:
1936:

e Aristoteles: Syllogismen

e Euklid: Versuch einer Axiomatisierung der Geometrie
Leibniz formuliert das Ziel einer universellen Sprache zur
Formulierung aller mathematischen Aussagen und eines
Kalkiils zur Herleitung aller wahren Aussagen.
Axiomatisierung der Analysis

Boole: Formalisierung der Aussagenlogik
Frege: Formalisierung der Logik erster Stufe

Cantorsche Mengenlehre, Riickfithrung der Analysis und
Arithmetik auf die Mengenlehre

Antinomien: Cantorsche Mengenlehre fiihrt zu Wider-
spriichen

(vgl. die Russellsche Antinomie zur “Menge aller Men-
gen, die sich nicht selbst als Element enthdlt”)

—> Notwendigkeit einer neuen Grundlegung der Mathe-
matik/Mengenlehre

Hilberts Programm. Ziel:

e Formalisierung der Mathematik

e Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Arithmetik

Russel, Whitehead: Mengenlehre mit Typen
Zermelo, Fraenkel: Axiomatische Mengenlehre
Godels Vollstandigkeitsatz

Godels Unvollstindigkeitsitze

Church/Turing: Es gibt kein Programm, das fiir alle
mathematischen Aussagen entscheidet, ob sie wahr oder
falsch sind.
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Folie 4
Logik in der Informatik

Anwendungsbereiche der Logik in der Informatik

e Logische Programmierung
e Automatisches Beweisen
e Programm-Verifikation

Model Checking (automatische Verifikation)

Logik als Datenbank-Anfragesprache

Folie 5
Model Checking

Zwei Beispiele zur Motivation:

1. Der Pentium-Fehler
Pentium-Prozessor (1993):

e Zur Effizienz-Steigerung der Division wurden Wertetabellen
verwendet.

e ABER: 5 Eintrdge waren falsch!
~» ca. 1 Fehler je 9 Milliarden Divisionen

(= Fehler durch “Testen” nicht leicht zu finden)

Kosten: ca. 475 Millionen US-Dollar
Intel hat danach viele Experten fiir automatische Verifikation gesucht!

2. Die Ariane 5-Rakete (1996)

Messwerte wurden von 64-Bit-Zahlen in 16-Bit-Zahlen umgewandelt.

e Das hatte bei Ariane 4 gut funktioniert.

e ABER: aufgrund der technischen Anderungen waren die Werte
bei Ariane 5 grofer als erwartet
~» Uberlauf! Das System schaltete sich ab und die Rakete
stiirzte ab.
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Kosten: ca. 370 Millionen US-Dollar

Folie 6
Prinzip der automatischen Verifikation
1. Modelliere das zu testende System durch ein Transitionssy-
stem 7 (eine bestimmte logische Struktur; ein beschrifteter
Graph).
2. Driicke die (erwiinschte oder unerwiinschte) Systemeigenschaft
durch eine Formel ¢ einer geeigneten Logik aus.
3. Teste, ob T die Formel ¢ erfiillt.
Folie 7
Logik als Grundlage fiir Datenbank-Anfragesprachen
Grundprinzip:
e Datenbank = logische Struktur A
e Anfrage = Formel ¢ einer geeigneten Logik
e Auswerten der Anfrage auf der Datenbank = Testen, ob “A
erfiillt ¢ gilt
Details: Vorlesungen Logik in der Informatik |Sch16b| und Einfihrung in
die Datenbanktheorie |Schl6al.
0.2 Syntax und Semantik der Logik erster Stufe
Abschnitt 0.2 rekapituliert Schreibweisen und Definitionen zur Syntax und
Semantik der Logik erster Stufe, die aus der Vorlesung Logik in der
Informatik [Sch16b] weitgehend bekannt sein sollten.
0.2.1 Strukturen
Folie 8

Die Objekte, iiber die Formeln der Logik erster Stufe Aussagen treffen
konnen, heiffen Strukturen. Viele Objekte lassen sich auf natiirliche Weise
durch solche Strukturen représentieren, beispielsweise
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Folie 9

Signatur,
Vokabular

Stelligkeit
ar(R), ar(f)

N, N3,

Folie 10
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Graphen G = (V, E) oder Baume B = (V, E),

die natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation: (N, +,-),

die reellen Zahlen mit Addition, Multiplikation und Konstanten 0 und
L: <R7 +7 ) O) 1)7

relationale Datenbanken.

Die im Folgenden definierten Signaturen legen den “Typ” (bzw. das
“Format”) der entsprechenden Strukturen fest.

Definition 0.1.

Eine Signatur (auch Symbolmenge bzw. Vokabular) ist eine Menge o
von Relationssymbolen, Funktionssymbolen und/oder Konstantensymbolen.
Jedes Relationssymbol R € o und jedes Funktionssymbol f € o hat eine
Stelligkeit (bzw. Aritét, engl. arity)

ar(R) € N3, bzw. ar(f) € Nyj.

Wir benutzen hier folgende Notation: N :={0,1,2,3,...} und
N>1 = N \ { 0 }

Notation 0.2.

e Der griechische Buchstabe o bezeichnet in diesem Vorlesungsskript
stets eine Signatur.

e Fiir Relationssymbole verwenden wir normalerweise Grofsbuchstaben
wie R, P, E, Q,Rl, RQ, ce s

e Fiir Funktionssymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie

f?.gvhafl;fQ,....

e Fiir Konstantensymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie
c,d,c1,ca,. ...

e Gelegentlich verwenden wir als Relations- und Funktionssymbole auch
Zeichen wie < (2-stelliges Relationssymbol) bzw. +, - (2-stellige
Funktionssymbole), und als Konstantensymbole Zahlen wie 0, 1.
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e Die Stelligkeit eines Relations- oder Funktionssymbols deuten wir
haufig an, indem wir sie unter das Symbol schreiben.

Beispiel: Die Notation ]2i’ deutet an, dass R ein 2-stelliges

Relationssymbol ist.

Definition 0.3.
Eine o-Struktur (bzw. Struktur iiber o) A besteht aus

e ciner nicht-leeren Menge A, dem so genannten Universum (bzw.
Tréger, Grundbereich; engl. domain) von A und folgenden
Komponenten:

e fiir jedes Relationssymbol R € o eine ar(R)-stellige Relation
R.A C Aar(R)7

e fiir jedes Funktionssymbol f € o eine Funktion f#: A™() — A

e fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ein Element ¢* € A.

Notation 0.4.

e Strukturen bezeichnen wir meistens mit kalligraphischen Buchstaben
A, B,G,...; das Universum der Strukturen durch die entsprechenden
lateinischen Buchstaben A, B, G, .. ..

e Ist A eine o-Struktur, so schreiben wir oft A = (A, (S*)ses), um die
Komponenten von A anzugeben. Falls ¢ endlich und von der Form

o = {Rl,...Rk,fl,...,fg,cl,...,cm}
ist, so schreiben wir auch
A A A A A A
A - <A7R17...Rk7f1,..., Z,Cl,...,6m>,

um eine o-Struktur A zu bezeichnen.
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Beispiel 0.5 (Arithmetische Strukturen).
Sei oar :={<,+,-,0,1}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol, +, - zwei
2-stellige Funktionssymbole und 0, 1 zwei Konstantensymbole sind.

Standardmodell (a) Das Standardmodell der Arithmetik ist die o4,-Struktur
der Arithmetik,
N N = Ay = (N, <V 4V, M oV 1Y),

wobei < die natiirliche lineare Ordnung auf N ist, +N und N die
Addition bzw. die Multiplikation auf N sind und 0" bzw. 1"V die Zahlen
0 bzw. 1 sind.

Z, 9 R (b) Entsprechend kénnen wir oa,-Strukturen Z, Q, R mit Universum
Z,Q, R definieren.

Folie 14
Beispiel 0.6 (Graphen und Baume).
Sel 0Graph = { E }, wobei E' ein 2-stelliges Relationssymbol ist. Jeder
gerichtete Graph bzw. gerichtete Baum (V, E') (mit Knotenmenge V' und
Kantenmenge £ C V x V) lisst sich als ogpapn-Struktur A = (A, E4) mit
e Universum A := V und
e Relation B4 := F
auffassen.
Beispiel:
Graph: zugehorige ograph-Struktur:
A = (A, E4) mit
o A={abc}
o B4 = { (a7 b>7 (bv b)? (a’v C)7 (C, CL) }
Folie 15
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Isomorphie

Frage: Wann sind zwei Strukturen 4 und B “prinzipiell gleich”
(Fachbegriff: isomorph)?

Antwort: Falls B aus A entsteht, indem man die Elemente des Universums
von A umbenennt. Analog zum Begriff der Isomorphie von Graphen wird
dies durch folgende Definition prézisiert:

Definition 0.7.
Seien A, B o-Strukturen. Ein Isomorphismus von A nach B ist eine
Abbildung 7 : A — B mit folgenden Eigenschaften:

(a) m ist bijektiv.

(b) Fiir alle Relationssymbole R € o, fiir k := ar(R) und alle k-Tupel
(a,...,a) € AF gilt:

(a1,...,ax) € R <= (m(a),...,m(a)) € R®.

(c) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und alle k-Tupel
(ai,...,a;) € AF gilt:

T (far, .. an) = fB(r(ar),. .. m(ar)).

(d) Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o gilt:

7 (ch) = &

Notation:
Seien A, B o-Strukturen. Wir schreiben 7 : A = B um auszudriicken, dass
7 ein Isomorphismus von A nach B ist.

Definition 0.8.
Zwei o-Strukturen 4 und B sind isomorph (kurz: A = B), wenn es einen
Isomorphismus 7 von A nach B gibt.
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Satz 0.9.
Isomorphie (=) ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller
o-Strukturen, d.h. fir alle o-Strukturen A, B und C gilt:

(a) A= A (Reflexivitit).
(b) Falls A= B, so auch B= A (Symmetrie).

(¢) Falls A= B und B=C, so auch A= C (Transitivitit).

Beweis: Ubung.

0.2.2  Syntax der Logik erster Stufe

Folie 19
Bestandteile:

e aussagenlogische Junktoren

R /\7 \/a —
Hhicht®  und“ ,oder  wenn ..., dann“

e Variablen vy, vy, vg, ... um Elemente aus dem Universum einer
Struktur zu bezeichnen

e Quantoren: 3 (“es existiert”), V (“fiir alle”)

e Symbole fiir Elemente aus der Signatur o

Préazise:
Folie 20

Definition 0.10 (Variablen und Alphabet der Logik erster Stufe).

Variable (a) Eine Individuenvariable (kurz: Variable) hat die Form v;, fiir i € N.
VAR Die Menge aller Variablen bezeichnen wir mit VAR. D.h.

VAR = {v; : ie N} = {vg,v1,09,05,...}.
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(b) Sei o eine Signatur. Das Alphabet Apop,) der Logik erster Stufe iiber o Apojo
besteht aus

e den Variablen in VAR

e den Symbolen in o

e den Quantoren 3 (Existenzquantor) und V (Allquantor) Existenzquantor
e dem Gleichheitssymbol! = Allquantor

e den Junktoren —,A,V, —

e den Klammern (, )

e dem Komma ,
D.h.:

Apo] = VARU o U {3V} U{=}U{- AV.=}U{()}U{, }

Folie 21

Notation:
A}OM bezeichnet die Menge aller endlichen Zeichenketten iiber Aoy A}OM

Definition 0.11 (Terme der Logik erster Stufe).
Sei ¢ eine Signatur. Die Menge T, aller o-Terme ist die folgendermafsen T,
rekursiv definierte Teilmenge von A;OM: o-Terme

e Fir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist ¢ € T,.
e Fir jede Variable x € VAR ist = € T,.

e Fiir jedes k € N und jedes k-stellige Funktionssymbol f € o gilt:
Sind t; € Ty, ...ty € Ty, so ist auch f(ty,...,tx) € T,.

Folie 22

Definition 0.12 (Formeln der Logik erster Stufe).

Sei o eine Signatur. Die Menge FO[o]| aller Formeln der Logik erster Stufe FO[o]

iber der Signatur o (kurz: FO[o]-Formeln; ,FO* steht fiir die englische

Bezeichnung first-order logic) ist die folgendermafen rekursiv definierte  first-order logic
Teilmenge von A;O[U]:

I'Manche Biicher schreiben = an Stelle von =
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Basisregeln:

e Fiir alle o-Terme ¢; und ¢, gilt

t1 =1y € FO[O’]

e Fiir jedes Relationssymbol R € o, fiir k := ar(R) und fiir alle o-Terme

tl, ce ,tk gllt
R(ty,...,tx) € FOlo].
atomare Formeln FOlo|-Formeln der Form ¢, =ty bzw. R(t1, ..., ;) heifen auch atomare
Formeln.

Folie 23
Rekursive Regeln:

e Ist ¢ € FO[o], so auch —¢ € FO|o].
e Ist ¢ € FO[o] und ¢ € FOlo], so ist auch

— (pAy) € FO[o],
- (QDV'[#) S FO[O-L
— (¢ — 1) € FOlo].

e Ist ¢ € FO[o] und ist € VAR, so ist auch

— dz ¢ € FOlo],
— Vz ¢ € FOl[o].

Bemerkung:

e In manchen Biichern wird FO[o] auch mit L, bzw. L bezeichnet,
und FO[o]-Formeln werden auch o-Ausdriicke genannt.

Folie 24

Beispiel 0.13.

(a) Sei 0 = { f,c}. Folgende Worte sind FO[o]-Formeln:
2

e f(vo,v1) =c

o Vo, f(U2,C) = Vg
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o —Jus (f(v2,v3) =v3 A —vg3 =)
Folgende Worte sind keine FO|[o]-Formeln:
(f(v07vl) = C)

f(vo,v1) (dies ist ein o-Term, aber keine FO[o]-Formel)
(Vva (f(v2,¢) = 12))
Jde f(v(% C) = Vo

(b) Sei 0Graph = {g }. Folgendes ist eine FO[ogyapn]-Formel:

VUO \V/’Ul ((E(Uo, ’Ul) VAN E(Ul,?}())) — Vg = ?}1>.

Intuition zur Semantik (die formale Definition der Semantik wird

auf den néchsten Seiten angegeben):

In einem gerichteten Graphen A = (A, EA) sagt die Formel
V'UO Yy <(E(Uo,’l}1) VAN E(Ul,’Uo)) — Vg = Ul)

Folgendes aus:

LEir alle Knoten ag € A und fiir alle Knoten a; € A gilt:

Falls (ag,a1) € EA und (ay,ap) € EA, so ist ag = a,".

Die Formel sagt in einem Graphen A = (A, EA) also gerade aus, dass

die Kantenrelation antisymmetrisch ist. Ein Graph A = (A, EA)
erfiillt die Formel genau dann, wenn die Kantenrelation £
antisymmetrisch ist.

Notation 0.14.

e Statt mit vy, vq, v, ... bezeichnen wir Variablen oft auch mit
x,Y,z,T1,T2,. ...

e Formeln bezeichnen wir meistens mit griechischen Kleinbuchstaben

(p7 1/J’ X? AR
Formelmengen mit griechischen Groftbuchstaben ® U, .. ..
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Bindungsregeln e Beziiglich Klammerung verwenden wir folgende Bindungsregeln:

(a) — bindet stérker als alle anderen Junktoren.

(b) A und V binden stérker als — und <.

e Die duferen Klammern einer Formel lassen wir manchmal weg.
D.h. wir schreiben z.B. ¢ A¢p — x an Stelle von ((p A¢) — X)).

e Bei Termen und atomaren Formeln schreiben wir manchmal

— Rty...t, an Stelle des (formal korrekten) R(ty,..., %),

— fti...t; an Stelle des (formal korrekten) f(t1,...,t).
Folie 27

o Fiir gewisse 2-stellige Funktionssymbole wie +, - € g, und gewisse
2-stellige Relationssymbole wie < verwenden wir Infix- statt
Infixschreibweise Prifixschreibweise und setzen Klammern dabei auf natiirliche
Weise, um die eindeutige Lesbarkeit zu gewahrleisten.

Beispiel:

— An Stelle des (formal korrekten) Terms -(+ (v, ve), v3) schreiben
wir (v + vg) - vs.

— An Stelle der (formal korrekten) atomaren Formel < (v, vg)
schreiben wir v; < vs.

0.2.3 Semantik der Logik erster Stufe

Um die formale Definition der Semantik der Logik erster Stufe angeben zu
konnen, bendtigen wir noch folgende Notationen:
Folie 28

Definition 0.15 (Subformeln bzw. Teilformeln).
sub(y) Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge sub(y) C FO[o] aller

Subformeln Subformeln (oder: Teilformeln) von ¢ wie folgt:

Teilformeln e Ist ¢ eine atomare o-Formel, so ist sub(yp) = {¢}.

e Ist ¢ von der Form — fiir eine FO[o]-Formel %, so ist
sub(p) = {¢} U sub(¢).
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e Ist ¢ von der Form (¢ * 1) fiir x € { A, V,— } und FO[o]-Formeln
Yy und 1hg, so ist sub(p) = {p} U sub(¢1) U sub(ts).

e Ist ¢ von der Form Qz ¢ fir @ € {3,V },2 € VAR und ¢ € FO[o], so

18t
sub(p) = {p} U sub(v).
Folie 29
Beispiel:
sub ( Yoo Vo, ((E(vo,vl) A E(vl,vo)) — vy = Ul) ) =
{VUO Yy <(E(U0,’U1) VAN E(Ul,UO)) — Vg = Ul),

VUl ((E(U(),U1> A\ E(’Ul,Uo)) — Vg = 121),

((E(UO, v1) A E(vi,v9)) — vg = U1>>

(E(U(b Ul) A E(vla UO)),

Vo = V1,

E(UQ,Ul),

E(v1,v0) }
Folie 30

Definition 0.16 (Variablen in Termen).
Fiir jeden o-Term ¢ € T, definieren wir die Menge var(t) C VAR der var(t)
Variablen von t wie folgt:

e Fiir z € VAR ist var(z) := {x }.

e Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist var(c) := 0.

e Ist t € T, von der Form f(tq,...,t;), wobei f € o ein k-stelliges
Funktionssymbol ist und t¢y,...,t; € T,, so ist
var(t) := var(t;) U - - - U var(ty).

Folie 31
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Definition 0.17 (Freie Variablen in Formeln).
Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge frei(p) C VAR aller
freien Variablen von ¢ wie folgt:

e Ist ¢ von der Form ¢; = t5 mit 1,1, € T, so ist

frei(yp) = var(t;) U var(ts).

e Ist ¢ von der Form R(ty,...,tx), wobei R € o ein k-stelliges
Relationssymbol ist und ¢y, ...t € T,, so ist

frei(p) = var(t;) U---Uvar(tg).

e Ist ¢ von der Form — mit ¢ € FOlo], so ist

frei(p) = frei(v).

e Ist ¢ von der Form (¢ * 1¢y) mit * € { A, V,— } und ¢y, 1y € FOJo],
SO ist

frei(¢) = frei(¢py) U frei(esy).

e Ist ¢ von der Form Qz ¢ mit Q € {3,V }, € VAR und ¢ € FOlo], so

1st
frei(p) = frei(v) \ {z }.
Beispiel:
¢ = ( flvo,c)=v3 A Jug f(vo,v1)=c )
N———— N ——
freie Variablen: vg, v3 freie Variablen: vg, v1

TV
freie Variablen: v
>

vV
freie Variablen: vg, v1, v3

Definition 0.18 (Sétze).
Eine FO[o]-Formel ¢ heifst Satz (genauer: FO[o]-Satz), falls frei(¢) = 0.
Die Menge aller FO[o]-Sédtze bezeichnen wir mit S,.

Definition 0.19 (Belegungen und Interpretationen).

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 20



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewshlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

(a) Eine Belegung in einer o-Struktur A ist eine Abbildung §: D — A Belegung in einer

mit Def(/) := D C VAR. o-Struktur
(b) Eine Belegung § heifst passend zu ¢ € T,, falls Def(3) 2 var(¢). passende
Bel
(c) Eine Belegung § heifit passend zu ¢ € FO[o] (bzw. eine Belegung fiir Cestns
¢), wenn Def () D frei(y).
(d) Eine o-Interpretation ist ein Paar Z = (A, §) bestehend aus einer  o-Interpretation
o-Struktur A und einer Belegung g in A.
(e) Eine o-Interpretation Z = (A, 8) heifit passend zu (oder passende

Interpretation fiir) ¢ € FO[o| (bzw. t € T,), falls § passend zu ¢ o-Interpretation
(bzw. t) ist.

Folie 35

Definition 0.20 (Semantik von o-Termen). Rekursiv iiber den Aufbau von
T, definieren wir eine Funktion [-]", die jedem o-Term ¢ € T, und jeder zu t
passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen Wert [t]* € A zuordnet: [t]*

e Fiir alle z € VAR ist [z]* := ().

e Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist [c]* := ¢

e Fiir alle & € N3, alle k-stelligen Funktionssymbole f € o und alle
o-Terme tq,...,t, € T, ist

Lf(tr, - )] = AL T]F) -

Folie 36
Beispiel:
Sei o :={f,c}, und sei A:= (4, f4, cA) mit A:=N, f4:= 4+ (die
2

Addition auf N), ¢* := 0.
Sei £ die Belegung mit S(v;) =1 und B(vy) = 7, und sei Z := (A, §). Sei
t:= f(va, f(v1,¢)) € T,. Dann gilt
[[t]]z = fA ([[UQ]]Z> [f (v, C)]]I)

= vl + [f(v1, 01"

= Blva) + [ ([n]* [])

= T+ (B(vr) + )

= 74+(140)

= 8.
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Definition 0.21.

(a) Ist B eine Belegung in einer o-Struktur A, ist 2 € VAR und ist a € A,
so sei ¢ die Belegung mit Def (ﬁ%) := Def(8) U {x}, die fiir alle
y € Def (ﬂ%) definiert ist durch

a falls y =«

Bely) = { B(y) sonst

(b) Ist Z = (A, 8) eine o-Interpretation, ist x € VAR und ist a € A, so sei

7% = (A,B%).

Definition 0.22 (Semantik der Logik erster Stufe). Rekursiv iiber den
Aufbau von FO[o] definieren wir eine Funktion [-]', die jeder FO[o]-Formel
¢ und jeder zu ¢ passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen
Wahrheitswert (kurz: Wert)

[o]* € {0,1} zuordnet:

Rekursionsanfang:

e Fiir alle o-Terme ¢, und ¢, in T, gilt:

[ti=t]* = { 1, falls [t,]* = [to]*

0, sonst

e Fiir jedes Relationssymbol R € o, fiir k := ar(R) und fiir alle o-Terme
t1,...,tr € T, gﬂt:

1, falls ([t:]%,...,[tx]*) € RA

0, sonst

[R(ty,... . te)]* = {

Rekursionsschritt:
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e Fiir alle p, ¢ € FO[o] ist

[~el* = {(1) Zl:lsst[[w]]fzo
[(o = V)] = { ‘1) Zilrllsst [e]*=1 und [¢]% =0

Folie 40
e Ist ¢ € FO[o]o und ist z € VAR, so ist
. 1, falls es (mind.) ein @ € A gibt, so dass [p]*: =1
[Hz o)™ =
0, sonst
Moo = { 1, falls fiir jedes a € A gilt: [p]*+ =1
0, sonst
Folie 41

Beispiel: Betrachte die Formel ¢ :=VaVy (E(z,y) — E(y,x)) tiber der
Signatur o = {ZQU} und die o-Struktur A := (A, B4) mit A={1,2,3},

EA=1{(1,2),(2,1),(2,3)} (im Folgenden auch graphisch dargestellt).
Skizze: A

Sei Z := (A, ), wobei [ die Belegung mit Def(/3) = () sei.
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Dann gilt: [p]* =1 <= fiir alle a € A, fiir alle b € A gilt:

[(E(x,y) —» B, )]s =1

<= fiir alle a € A, fiir alle b € A gilt:

(a,b) € EA oder (b,a) € EA
< fiir alle a € A, fiir alle b € A gilt:

falls (a,b) € E4, so auch (b,a) € B4
<= B ist symmetrisch.

Da in unserem konkreten Graphen A fiir a = 2, b = 3 gilt: (a,b) € EA, aber
(b,a) & B4, ist hier [¢]* = 0.

Definition 0.23 (Modell, Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit).
Sei ¢ eine FO[o]-Formel.

(a) Eine o-Interpretation Z = (A, ) erfiillt ¢ (bzw.: ist ein Modell von
o, kurz: T |= ), falls Z passend zu ¢ ist und [¢] = 1.

(b) ¢ heikt erfiillbar, falls es eine o-Interpretation gibt, die ¢ erfiillt.
¢ heifst unerfiillbar, falls ¢ nicht erfiillbar ist.

(c) ¢ heikt allgemeingiiltig, wenn jede zu ¢ passende o-Interpretation ¢
erfillt.

Beobachtung:
Fiir alle ¢ € FO[o] gilt:

e ¢ allgemeingiiltig <= — ¢ unerfiillbar.

e o erfiillbar <= - nicht allgemeingiiltig.

Beispiel 0.24. (Graphen)
Sei 0 := {12?} und A = (A, E4) eine o-Struktur.

(a) Fiir alle a,b € A gilt: Es gibt in A einen Weg der Lénge 3 von a nach b
= (A, B [ VaVy 3z Iz (E(z,21) AE(z1,22) A E(22,Y)).

Hierbei ist [y die Belegung mit Def(5y) = 0.
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(b) A hat Durchmesser < 3, d.h. zwischen je zwei Knoten von A gibt es
einen Weg der Liange < 3

— (A, By E VaWy (:L’:y V E(z,y) V 3z (E(z,2) A E(z,y))

V 3z 32 (E(z,21) A E(21,22) A E(22, 7)) >

Folie 45
Beispiel 0.25 (Arithmetik).
Sei opr = {<,+,+,0,1}, sei N := (N,éN,—l—N, NV, 1N), seien a,b,c € N,
und sei § die Belegung mit 5(vy) = a, S(ve) = b, B(vs) = c.
(a) alb (“ateilt bin N”) <= (N,B) E @reit(v1,v2) mit

sﬁteilt(vhvz) = Juyvi-vy =02 .

(b) c=a—-b <= (N,B) E ¢_(v1,v2,v3) mit
o_(v1,v9,v3) = vy + vz =1.
(c) aist eine Primzahl <= (N, ) = @pim(v1) mit
SDprim(m) = =0 A —vy=1 A
Vo4 Vos (vl =v4-v5 = (u=1V v5= 1))
(d) Es gibt unendlich viele verschiedene Primzahlen <=

WN.8) E VeI (vo<vr A @pim(v1)),

wobei 3 eine beliebige Belegung in N ist.

0.2.4 Das Koinzidenzlemma

Folie 46
Das Koinzidenzlemma prézisiert den (anschaulich offensichtlichen)

Sachverhalt, dass die Frage, ob eine FO[o]-Formel ¢ von einer
o-Interpretation Z = (A, ) erfiillt wird (d.h. ob Z | ¢ gilt), nur abhéngt
von

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 25



Folie 47

Folie 48

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewahlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

e der Belegung der in ¢ frei vorkommenden Variablen (d.h. fiir
Variablen z ¢ frei(y) ist egal, welchen Wert f(z) annimmt) und

e der Interpretation S* der Symbole S € o, die in ¢ vorkommen (d.h.
fiir Symbole S’ € ¢, die nicht in ¢ erwihnt werden, ist egal, wie (S')4
aussieht).

Zur prazisen Formulierung des Koinzidenzlemmas sind folgende Notationen
niitzlich:

Definition 0.26.

Seien oy, 09 zwei Signaturen. Sei Z; = (A;, 81) eine o;-Interpretation und
sei Zy = (Ajg, f2) eine oo-Interpretation mit A; = A (d.h. A; und Ay haben
dasselbe Universum).

(a) Z; und Z (bzw. A; und A;) stimmen auf einem Symbol S
iiberein, wenn S € oy N oy und SA = S42.

(b) Z; und Z, (bzw. 1 und f3;) stimmen auf einer Variablen z
tiberein, wenn x € Def(/31) N Def(f2) und f51(x) = Ba(x).

Satz 0.27 (Koinzidenzlemma).
Seien o, 01, o9 Signaturen mit o C o1 Noy. Firi € {1,2} sei 7, = (A;, 5;)
eine o;-Interpretation, so dass A; = As.

(a) Seit € T,, so dass Ty und Iy auf allen in t vorkommenden Symbolen
und Variablen iibereinstimmen. Dann gilt: [t]* = [t]*2.

(b) Sei ¢ € FO[o], so dass I, und Iy auf allen in ¢ vorkommenden
Symbolen und auf allen freien Variablen von ¢ tibereinstimmen. Dann

Beweis:

Einfaches Nachrechnen: Per Induktion nach dem Aufbau von T, (bei (a))
bzw. FO[o] (bei (b)).

Details: Ubung.
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Bemerkung 0.28.

Wegen des Koinzidenzlemmas kénnen wir einerseits 0.B.d.A. annehmen,
dass Belegungen “minimal” sind (d.h. ihr Definitionsbereich enthélt gerade
die freien Variablen einer Formel oder eines Terms). Andererseits konnen
wir aber auch annehmen, dass ihr Definitionsbereich “maximal” ist (d.h.
alle Variablen aus VAR enthélt). Beides wird gelegentlich niitzlich sein.

Folie 49

Notation 0.29.

(a) Fir ¢ € FO[o] schreiben wir (x4, ..., z,), um auszudriicken, dass
frel(go) - {xla s 7:[;71}'

Sei Z = (A, ) eine o-Interpretation mit
Def(8) D {x1,..., 21} D frei(p). Firi e {1,...,n} sei a; := f(z;). An
Stelle von Z = ¢ schreiben wir oft auch A | @[3, ..., 5],

) T,

Beachte: Diese Schreibweise ist zuléssig, da nach dem
Koinzidenzlemma fiir alle o-Interpretationen Z' = (A, 5’) mit
B'(z;) = a; fiir i =1,...,n gilt:

T Ep <= TIEkEoe
(b) Um die Notation weiter zu vereinfachen schreiben wir auch kurz

A E ¢lai,...,a,] an Stellevon A ):go[g—i, %].

7‘%”

Folie 50

(c) Fiir FO[o]-Satze ¢ schreiben wir einfach
A E ¢ an Stelle von  “(A, ) | ¢ fiir eine Belegung 7.

Beachte: Geméls Koinzidenzlemma, gilt fiir alle Belegungen S und ',
dass

(AP Ev=(AP) Ee

(d) Ahnliche Schreibweisen verwenden wir fiir Terme:

e Ist t € T, mit var(t) C {z1,...,x,}, so schreibe kurz auch
t(l’l, ce ,l‘n).
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e Ist 7 = (A, () eine o-Interpretation mit Def(8) D {zy,...,z,} und

a; == [(z;) fiir i = 1,...,n, so schreibe an Stelle von [t]* auch
tA [;—1, ce ;—:} bzw. tAay, ..., a,].

e An Stelle von [t]? schreiben wir manchmal auch Z(t).

Definition 0.30 (Redukte und Expansionen).
Seien o, 7 Signaturen mit 7 C o.

(a) Das 7-Redukt einer o-Struktur A ist die 7-Struktur A}, mit
Universum A, = A, die mit .4 auf allen Symbolen aus 7 {ibereinstimmt.

(b) Eine o-Expansion einer 7-Struktur B ist eine o-Struktur A, fiir die
gilt: A, = B.

Beispiel 0.31.
Zur Erinnerung: Das Standardmodell der Arithmetik ist

N = N,V Y MoV ).
Das {<, +,0}-Redukt von N ist
M{<,+,D} = (Na <N7 +Na ON) .

Die Struktur N« 1 0y bezeichnet man als das Standardmodell der
Presburger Arithmetik (benannt nach M. Presburger, 1904-1943).

0.2.5 Das Isomorphielemma

Das folgende Isomorphielemma besagt, dass zwei o-Strukturen, die
isomorph sind, genau dieselben FO[o]-Sétze erfiillen. D.h. isomorphe
Strukturen kénnen nicht durch FO[o]-Sétze unterschieden werden.

Satz 0.32 (Isomorphielemma).
Sei ¢ ein FO[o]-Satz und seien A und B zwei isomorphe o-Strukturen.
Dann gilt

AE¢ < BEo
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Beweis:
Sei 7w : A = B ein Isomorphismus von A nach B.

Behauptung 1.
Fir alle o-Terme t(z4,...,z,) und alle a4, ..., a, € A gilt:

r(tay, ..., an]) = tP[n(ar),..., 7(an)].

Beweis von Behauptung 1:
Einfaches_ Nachrechnen per Induktion nach dem Aufbau von 7.
Details: Ubung.

|:lBehaLuptung 1

Behauptung 2.
Fiir alle FO[o]-Formeln ¢(xy,...,z,) und alle ay,...,a, € A gilt:

AE ylay,...,a,] <= B E ¢[n(a),...,m(an)].

Beweis von Behauptung 2:
Einfaches Nachrechnen per Induktion nach dem Aufbau von FO[o].
Details: Ubung.

|:lBeha»uptung 2

Beachte: Die Aussage von Satz 0.32 folgt direkt aus Behauptung 2.

DSatz 0.32

Folie 53
Obiger Beweis zeigt sogar folgendes Resultat:

Korollar 0.33.
Seien A, B o-Strukturen und sei w: A = B. Fir jede FO[o]-Formel
o(z1,...,T,) und alle ay, ..., a, € A gilt:

AE ylay,...,a,] <= B Ep[r(ar),...,m(a,)].
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0.3 Substitutionen

Die in diesem Abschnitt definierten Substitutionen liefern einen Begriff des
,Ersetzens* von Variablen durch Terme, fiir den Folgendes gilt:

Sei ¢ eine FO[o]-Formel. Ersetzt man in ¢ eine freie Variable « durch

einen Term t(y1,...,¥ys), so sagt die dadurch entstehende Formel ¢’
iiber den Term t(y1, . ..,y,) dasselbe aus wie die Formel ¢ tiber die
Variable z.

Etwas Vorsicht ist allerdings beim , Ersetzen“ geboten:

Beispiel 0.34.
Betrachte die FO[oa,]-Formel

o(vg) = Fuy vy + v = v,
die in V besagt, dass vy eine gerade Zahl ist.

(a) Ersetzt man die Variable vy durch die Variable vs, so erhdlt man die
Formel

Y(vs) = Fug vy + v = v,

die in \V besagt, dass vs gerade ist.

(b) Ersetzt man die Variable vy durch den Term (v - v) + 1, so erhélt man
die Formel

37)1 U1+ U = (UO 'U())‘Fl,

die in NV besagt, dass (vg - vg) + 1 gerade ist.
(c) Ersetzt man aber die (gebundene) Variable vy durch die (freie) Variable
Vg, so erhélt man die Formel
El?)() Vg + Vg = Vg.

Diese Formel hat eine vollig andere Bedeutung als die Formel ¢(vyp).

Daher sollte man nur freie Variablen ersetzen!
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(d) Ersetzt man die (freie) Variable vy durch vy, so erhélt man die Formel
E|U1 v+ U = V1,

die dhnlich wie in (c¢) eine ganz andere Bedeutung hat als die Formel
©(vo).
Beim Ersetzen von freien Variablen muss man daher aufpassen, dass es

keine Konflikte mit gebundenen Variablen gibt! Die gebundenen
Variablen werden dazu — falls nétig — umbenannt.

Der Begriff des ,Ersetzens” von Variablen wird daher folgendermafen
formalisiert:

Definition 0.35.
(a) Eine o-Substitution ist eine Abbildung
S: D — T,
wobei D = Def(S) C VAR endlich ist.

(b) Fiir eine o-Substitution S sei var(S) die Menge aller Variablen, die in
einem Term im Bild von § vorkommen. D.h.:

var(S) = U var(S(z)).

z€Def(S)

Definition 0.36 (Anwenden von Substitutionen auf Interpretationen).
Fiir jede o-Substitution S und jede o-Interpretation Z = (A, ) mit
var(S) C Def(5) sei

IS8 = (A BS),

wobei S : Def(5) U Def(S) — A die folgendermaken definierte Belegung
ist:

e Fiir alle z € Def(S) ist 8S(x) := [S(x)]*.
e Fiir alle z € Def(8) \ Def(S) ist 8S(z) := 5(z).

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 31

Folie 57

o-Substitution

var(S)

Folie 58

Folie 59



tS

Folie 60

Folie 61

»S

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewahlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

Definition 0.37 (Substitution in Termen).

Sei S eine o-Substitution. Induktiv tiber den Aufbau von T, definieren wir
fiir jedes t € T, den Term ¢S, der aus ¢ durch Anwenden der Substitution
S entsteht:

e Fiir alle x € VAR ist
e {S(:v) falls = € Def(S)
z sonst
e Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist
¢S = c.
o Fiir alle £ € Ny, fiir alle k-stelligen Funktionssymbole f € o, fiir alle
o-Terme tq, ..., 1 ist

f(tl, ce ,tk)S = f(tlS, e ,tkS)

Lemma 0.38 (Substitutionslemma fiir Terme).

Sei S eine o-Substitution und sei T = (A, ) eine o-Interpretation mit
var(S) C Def(p).

Fiir alle o-Terme t mit var(t) C Def(f) U Def(S) gilt:

[tS]F = [

Beweis:
Per Induktion iiber den Aufbau von Termen. Details: Ubung.

Definition 0.39 (Substitution in Formeln).

Induktiv iiber den Autbau von FO[o] definieren wir fiir alle
o-Substitutionen § und alle FO[o]|-Formeln ¢ die Formel ¢S, die aus ¢
durch Anwenden der Substitution S entsteht:

e st ¢ von der Form ¢; =ty mit t1,1, € T, so

(,OS = tlS :tQS
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e Ist ¢ von der Form R(ty,...,t;) mit R € 0, k = ar(R), t1,...,tx € Ty,
SO

QOS = R(tlg, c. ,tkS)
e Ist ¢ von der Form —) mit ¢ € FO[o], so

S = YS.

e Ist ¢ von der Form (¢1 * 1o) mit 91,19 € FO[o], x € {A,V,—}, so

©S = (1S * sS).

Folie 62
e Ist ¢ von der Form Qz ¢ mit € {3,V}, x € VAR, ¢ € FO[o], so ist
pS = Qy S,
wobei y und &’ wie folgt gewahlt sind:
— Sei U := {u € Def(S) : u € frei(p) und u # S(u)} (insbes. ist
x ¢ U, daz & frei(p)).
— Falls » & var(Sjy), d.h. x kommt nicht in {S(u) : u € U} vor, so
setze y (= .
— Falls x € var(Sy), so sei y die erste Variable in der Aufzahlung
Vo, V1, V2, Vs, . .. von VAR, die weder in ¢ noch in var(S;y)
vorkommt.
— Setze 8" := Sy U {(z,y)}, dh:
Def(S8") = U U {x}, §'(z) = y und S'(u) = S(u) fiir alle u € U.
Folie 63

Notation 0.40.

(a) Wir schreiben o-Substitutionen S mit Def(S) = {z1,...,2,} und
ti = S(z;) firi € {1,...,n} auch in der Form

Insbesondere schreiben wir fiir FO[o]-Formeln ¢ auch

t1,..., tn

------

an Stelle von ¢S.
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(b) Fiir eine Formel ¢(x1, ..., z,) mit frei(p) C {z1,...,x,} und fiir Terme
t1,...,t, schreiben wir auch

@(t1,...,t,) an Stelle von 30_2 -----

..... T

Entsprechende Schreibweisen verwenden wir auch fiir Terme.

Folie 64
Beispiel 0.41.
Sei 0 :={f, R}.
9 2
(a) Fiir ¢ := R(vo, f(v1,v2)) gilt
SO—ZTZEZ§ = R(U()a [ (va, Uo))-
(b) Fiir ¢ := Jvg R(vo, f(v1,v2)) gilt
@—5;17’1{2(1)1’1]1) = HUO [R(U()’ f<U17 /02)) f(vi):jl)ﬂ;oo ]
= E|,U0 R(UD7 f(/Ula f(vh Ul)))'
(¢) Fiir ¢ := Jvg R(vo, f(v1,v2)) gilt
pt = Jug [R(vo, f(v1,02)) 3232 |
= dus R(U&f(UOaUQ))'
Das im folgenden Satz 0.42 formulierte Substitutionslemma fiir Formeln
sowie das darauf folgende Lemma (.43 zeigen, dass der obige
Substitutionsbegriff “sinnvoll” gewahlt ist.
Folie 65

Satz 0.42 (Substitutionslemma fiir Formeln).

Sei S eine o-Substitution und sei T = (A, 5) eine o-Interpretation mit
var(S) C Def(p).

Fiir alle FO[o]-Formeln ¢ mit frei(¢) C Def(8) U Def(S) gilt:

ITES <= ISk

Beweis:

Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln, unter Verwendung von
Lemma 0.38.

Details: Ubung.
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Lemma 0.43.
Fiir jeden o-Term t, jede FOlo|-Formel ¢ und jede Variable x € VAR gilt:
t2 =1t und @I =p.

Beweis:
Einfaches Nachrechnen per Induktion nach dem Aufbau von Formeln.
Details: Ubung.

0.4 Literaturhinweise

Abschnitt 0.1 orientiert sich an Kapitel 1 aus [Sch07]; Zur weiteren Lektiire
werden jeweils das erste Kapitel und die Einleitung von [EFT98] und
[Lib04] empfohlen. Der Artikel [HHIT07] bietet einen Uberblick iiber
verschiedene Anwendungsgebiete der Logik in der Informatik. Einen
Einblick in die Geschichte der logischen Grundlagen der Mathematik gibt
der Comic [DPPDO09].

Mehr Details zu Syntax und Semantik der Logik erster Stufe, zum

Koinzidenzlemma, dem Isomorphielemma und Substitutionen finden sich in
Kapitel 2 und 3 in [EFT98|.

0.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 0.1
Geben Sie FO[oa,]-Formeln an, die im Standardmodell A" der Arithmetik
folgende intuitive Bedeutung haben:

(a) Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier Quadratzahlen.
(b) Jede Primzahl ist Summe zweier Quadratzahlen.

(c) Es gibt unendlich viele Primzahlen p € N, so dass p = 3m + 2 fiir eine
Zahl m € N.

(d) V2 ist irrational, d.h. es gibt keine Zahlen m,n € N mit v/2 = .

(e) Jede zusammengesetzte Zahl n € N besitzt einen Teiler m € N mit

m < y/n.
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Aufgabe 0.2
Die Signatur o bestehe aus einem 2-stelligen Funktionssymbol f und einem
1-stelligen Relationssymbol P. Betrachten Sie die FO[o]-Formeln

(a) Y1 ‘= E"UO Vvl f(’Uo,Ul) = U1

(b) @9 := Fue(P(ve) A Vur P(f(vo,v1)))

Geben Sie fiir jedes i € {1,2} o-Interpretationen Z; und J; an mit Z; |= ¢;
und J; £ .

Aufgabe 0.3
Sei o eine Signatur, die aus endlich vielen Symbolen besteht und sei A eine
beliebige o-Struktur, deren Universum A endlich ist.

(a) Geben Sie einen FO[o]-Satz ¢ 4 an, der die Struktur A bis auf
[somorphie eindeutig beschreibt. Das heifst, es soll fiir alle o-Strukturen
B gelten: BEpq < B A

(b) Beweisen Sie, dass ihre Formel ¢4 die in a geforderte Eigenschaft
tatsachlich besitzt. Das heifst, zeigen Sie, dass fiir alle o-Strukturen B
gilt: BlEopqs < B= A

Aufgabe 0.4

Sei 0 = {<, P,, P,} die Signatur, die aus dem 2-stelligen Relationssymbol <
sowie zwei 1-stelligen Relationssymbolen P, und P, besteht.

Einem endlichen Wort w = wy - - - w,, der Lange n > 1 iiber dem Alphabet
Y. := {a, b} ordnen wir die folgende o-Struktur A, = (Aw, <A, P PbA”)
Zu:

o A, :=1{1,...,n},

e <Av ist die natiirliche lineare Ordnung auf {1,...,n},
o Plo . =lic A, : wy=al,

. PbA“’ ={i€A, : w;="0b}.

Ein FOlol]-Satz ¢ beschreibt eine Sprache L C ¥*, falls fiir jedes nicht-leere
Wort w € ¥* gilt: we L < A, E ¢.

(a) Welche Sprache beschreibt der folgende FO[o]-Satz ¢g?
o = JxJy ((x <y A—a=y ) AVz ((z <z AP(2) V(y < z/\Pb(z))))
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(b) Geben Sie einen FO[o]-Satz an, der die durch den reguldren Ausdruck
a(a|b)*bb(alb)* definierte Sprache beschreibt.

(c) Konnen Sie auch einen FO[o]-Satz finden, der die Sprache aller Worte
beschreibt, in denen die Anzahl der in ihnen vorkommenden as gerade
ist?

Falls ja, geben Sie den Satz an; falls nein, versuchen Sie zu erkléren,
warum es keinen solchen Satz zu geben scheint.

Aufgabe 0.5
Sei OGraph = {E} und OAr = {+’ ) <7Q; l}

(a) Geben Sie FO[0Grapn)-Formeln an, die in einem endlichen gerichteten
Graphen G folgende intuitive Bedeutung haben:

(i) G enthélt keine isolierten Knoten. (Zur Erinnerung: Ein isolierter
Knoten ist ein Knoten, der keinen Nachbarn besitzt)
(ii) G enthélt einen Kreis der Lange drei.

(b) Geben Sie FO[os,]-Formeln an, die im Standardmodell N der
Arithmetik folgende intuitive Bedeutung haben:

i) Es gibt unendlich viele pythagoreische Tripel, also Tupe

i) Es gib dlich viel h ische Tripel, also Tupel
(a,b,c) € N3, die den Seitenlingen eines rechtwinkligen Dreiecks
entsprechen, d.h. die Gleichung a? 4 b? = ¢? erfiillen.

(ii) Jede Primzahl ist die Summe zweier Quadratzahlen.

Aufgabe 0.6
Beweisen Sie das Koinzidenzlemma (Satz 0.27).

Aufgabe 0.7
Beweisen Sie das Isomorphielemma (Satz 0.32).

Aufgabe 0.8
Sei f ein zweistelliges Funktionssymbol und R, F zweistellige
Relationssymbole. Berechnen Sie

(a) (R(Ul’UQ) A f(“oﬂ)z):vl) f(wov2), f(v1,05)

vo v2

(b) Jvi(R(vi,v2) A flvo,va)=01) 1232

Vo, V2

(c) Ju (R(UbUZ) A Vg f(UO>U2):U1) J(vosva). v

v1 ) V2

(d) ElUl(R(vaZ) A VUOR(Ul>f(U4aUO>)) frii

vo » U3
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(e) Fui(E(vo,v1) A Fvo (E(vi,v0) A Vo E(vg,v1))) 3

V0

Aufgabe 0.9
Es sei f ein 2-stelliges Funktionssymbol. Betrachten Sie die Substitution S

mit S(vy) := f(vo,v0), S(v2) := f(vg,v1) und S(v3) := f(vy,vp).
Berechnen Sie ¢S fiir die folgenden Formeln ¢:

(a) vs = f(v1,02)
(b) Voug vs=f(v1,v2)

(¢) Fvy v3=f(v1,v9)

(d) vy Yuy vg=f(v1,v9).

Aufgabe 0.10
Beweisen Sie das Substitutionslemma (Satz 0.42).

Aufgabe 0.11

Beweisen Sie das Lemma 0.43, d.h. zeigen Sie:

Fiir jeden o-Term t, jede FOlo]-Formel ¢ und jede Variable x € VAR gilt:
t2 =t und o =p.
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Kap:itel 1

Der Vollstandigkeitssatz

Ziel dieses Kapitels ist, ein “formales Beweissystem”, den so genannten
Sequenzenkalkiil, kennenzulernen, mit dem man alle allgemeingiiltigen
FO-Formeln herleiten kann. Insbesondere folgt daraus dann, dass das

Problem

Eingabe: Eine FO[o]-Formel ¢

ALLGEMEINGULTIGKEITSPROBLEM DER LOGIK ERSTER STUFE

Frage: Gilt Z |= ¢ fiir alle zu ¢ passenden o-Interpretationen Z ?

semi-entscheidbar ist.

1.1 Beweiskalkiile

Definition 1.1 (Ableitungsregel; Kalkiil).
Sei M eine beliebige Menge.

(a) Eine Ableitungsregel iiber M hat die Form
aq

Qn

b

wobei n € Nund aqy,...,a,,be M.
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Folie 66

Folie 67

Ableitungsregel
iiber M



Voraussetzungen

Konsequenz

Axiome

Kalkiil

Folie 68

ablg(V)

aus V in R ableit-
bare Elemente

Voraussetzungen

In 8K ableitbare
Elemente

Folie 69

Ableitung von a
aus V in R
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ai

(b) Wir bezeichnen ay,...,a, als die Voraussetzungen der Regel a@,

b
und b als die Konsequenz.

Ableitungsregeln ohne Voraussetzungen (also mit n = 0) bezeichnen wir
als Axiome.

(c¢) Ein Kalkiil iiber M ist eine Menge von Ableitungsregeln iiber M.

Definition 1.2 (Ableitbare Elemente).
Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M.

(a) Sei V' C M eine beliebige Teilmenge von M. Die Menge ablg(V) C M
aller aus V' in K ableitbaren Elemente ist rekursiv wie folgt
definiert:

(I) Fiir alle b € V ist b € ablg(V).

(IT) Fiir alle Axiome 7 in Rist b € ablg(V).

ai
(ITI) Fir alle Ableitungsregeln a:n in R gilt: Wenn

b
ai,...,a, € ablg(V), so auch b € ablg(V).

ablg(V) ist also die beziiglich ,,C*“ kleinste Teilmenge von M, die die
Abschlusseigenschaften (I), (II) und (III) besitzt.

Die Menge V' wird auch Menge der Voraussetzungen genannt.

(b) Die Menge ablg := ablg()) ist die Menge aller in & ableitbaren
Elemente

Kalkiile sind also einfach eine andere Schreibweise fiir rekursive
Definitionen.

Definition 1.3 (Ableitungen).
Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M, sei V C M und sei a € M.

(a) Eine Ableitung von a aus V in K ist eine endliche Folge
(ai,...,as) € M* so dass ¢ € Nsj,a, = a und fiir alle i € {1,...,¢} gilt:

e q;, € V oder
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e 7, ist ein Axiom in R oder
by

e cs gibt in R eine Ableitungsregel bz , so dass

a;
bl,...,bn S {al,...,ai_l}.

(b) Eine Ableitung von a in £ ist eine Ableitung von a aus ) in K.

Beobachtung 1.4. Offensichtlich gilt:
a ist genau dann aus V' in K ableitbar (geméfs Definition 1.2), wenn
es eine Ableitung von a aus V in K gibt (geméf Definition 1.3).

1.2 Ein Sequenzenkalkiil

In diesem Kapitel sei o eine beliebige fest gewéhlte Signatur (im Sinne von

Definition 0.1).

Notation 1.5.

o t u,ty,to,t',u',u”, ... bezeichnen immer o-Terme.
e 0,1, %,... bezeichnen immer FO[o]-Formeln.

e & U &y, &y U ... bezeichnen Mengen von FO[o]-Formeln.

o ' AJTV Ay, Ay, ... bezeichnen endliche Mengen von FO[o]-Formeln.

e Fir ® C FO[o] ist frei(®) := U frei(¢p).

ped

Manchmal schreiben wir auch frei(®, ¢) an Stelle von frei (<I> U {go})

e Ist M eine Menge, so schreiben wir L C, M, um auszudriicken, dass

L eine endliche Teilmenge von M ist.

Definition 1.6 (Sequenzen).
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Ableitung von a
in R

Folie 70

LC. M

Folie 71



Sequenz

Antezedens
Sukzedens

Mg

Folie 72

1 folgt aus &
® impliziert 1
o=y

I passt zu @

ITE®
7 erfillt ®

Folie 73

korrekt

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewahlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

(a) Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form
',

wobei I' C, FOlo| und ¢ € FO[o].

Wir bezeichnen I' als das Antezedens und ¢ als das Sukzedens der
Sequenz I' - 1.

(b) Wir schreiben Mg um die Menge aller Sequenzen zu bezeichnen, das
heifst:
Mg = {4 : I'C, FO[o] und ¢ € FO[o]}.

Notation 1.7.

e Statt I' U {¢} F 9 schreiben wir auch I', ¢ F 9.

e Statt {¢1,...

,n} 1 schreiben wir auch ¢y, ..., ¢, F 1.

Die folgende Definition legt (auf die naheliegende Weise) fest, wann eine
Formel ¢ aus einer ganzen Menge ® von Formeln folgt:

Definition 1.8.

Sei @ C FO[o| und sei ¢ € FO[o].

¢ folgt aus ¢ (bzw. ¢ impliziert v), kurz ¢ |= 1), wenn fiir alle
o-Interpretationen Z, die zu ¢ und zu allen ¢ € ® passen, gilt: falls fiir alle
p € D gilt Z = ¢, so gilt auch Z = 9.

Notation 1.9.
Sei ® C FO[o] und sei Z eine o-Interpretation.

e Wir sagen 7 passt zu @, falls Z zu jedem ¢ € & passt.
e 7 |~ @ (in Worten: Z erfiillt ®) : <= fiir alle p € ¢ gilt: 7 = .

Definition 1.10 (Korrekte Sequenzen und Sequenzenregeln).
(a) Eine Sequenz I' F 9 heift korrekt, wenn gilt: I' = 9.

(b) Sei ke N, I'y,..
Sequenzenregel

Tk S FO[o), @1, ..., k1 € FOlo]. Eine
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'y oy
Iy E g
Fii1 F ort1

heifst korrekt, wenn Folgendes gilt: Sind die Sequenzen I'; F ; fiir alle
i€ {l,...,k} korrekt, so ist auch die Sequenz I'y1 F g1 korrekt.

Folie 74
Die folgende Definition fiihrt einen Kalkiil {iber der Menge Mg aller
Sequenzen ein, den sogenannten Sequenzenkalkiil K. Im Verlauf von Sequenzenkalkiil
Kapitel 1 werden wir sehen, dass Folgendes gilt: Rs

(a) Alle Ableitungsregeln, aus denen Kg besteht, sind korrekt. Daraus folgt
dann, dass auch alle in K¢ ableitbaren Sequenzen korrekt sind.

(b) Ist ® C FOl[o] und ¢ € FOlo], so dass ® |= v, dann gibt es ein I' C, &,
so dass die Sequenz I' F 1) in Rg ableitbar ist.

Die Eigenschaften (a) und (b) werden Korrektheit bzw. Vollstdndigkeit Korrektheit
des Kalkiils £¢ genannt. Der Einfachheit halber werden wir nur Formeln Vollstandigkeit
betrachten, in denen keins der Symbole —, <+ vorkommt.

Folie 75
Definition 1.11 (Sequenzenkalkiil fg).
Der Sequenzekalkiil Kg ist der Kalkiil iiber der Menge Mg aller
Sequenzen, der aus den folgenden Ableitungsregeln besteht — fiir alle
I,T C. FO[o], p, ¢, x € FOlo], t,u € T,, x,y € VAR:
Grundregeln
e Voraussetzungsregel (V): (V)
Lo ke
e Erweiterungsregel (E): (E)
| I )
[ cr
F o falls ' C T
Folie 76

Aussagenlogische Regeln
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Folie 77

(AS)

(VA)

Folie 78
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e Fallunterscheidungsregel (FU):

Iy Eo
'Y Fop
| I )

Widerspruchsregel (W):

Tk
T+ -y

IF o (fiir alle ¢ € FO[o])

A-Einfithrung im Antezedens (AA7), (AAsg):

I'o - x I'o - x
Lo(pAY) Fx LW Ae)Ex

A-Einfiihrung im Sukzedens (AS):

| I )
'
L (pAy)

V-Einfiihrung im Antezedens (VA):

ok X
Ly x
L (V) Fx
e V-Einfiihrung im Sukzedens (VS;), (VS2):
| R ) | R )
(V) I'E@ve)

Quantorenregeln
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e V-Einfiihrung im Antezedens (VA): (VA)
Lot o
[''Vep E Y
e V-Einfiihrung im Sukzedens (VS): (VS)
L9 sy ¢ frei(T, v
TFVep alls y ¢ frei(I', Vo)
e J-Einfilhrung im Antezedens (JA): (3A)
L2 = .
W y falls Y ¢ frel(F, Ell'gO, ’l/})
e J-Einfithrung im Sukzedens (3S): (39)
I'E ot
' dze
Folie 79
Gleichheitsregeln
o Reflexivitat der Gleichheit (G): (G)
' t=t
e Substitutionsregel (S): (S)
I'k el
[ i=u @2

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 45



Folie 80

Folie 81

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewahlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

Im Folgenden geben wir zwei Beispiele fiir Ableitungen im Sequenzenkalkiil
an.

Beispiel 1.12.

(a) Fir alle ¢ € FO[o] ist 0 F (¢ V =) ableitbar in Kg:

1) ¢ ko (V)

2 ¢ F (pV-yp) (VS;y) auf (1) angewendet

B) kg (V)

4) ¢ F (¢V-p) (VSs) auf (3) angewendet

B5) 0 F (V- (FU) auf (2), (4) angewendet.

(1) R(f(x)) = R(f(2)) (V)

- RFGE)) () et (1) mi
t:=x,
ui=f(a)

(3)  R(f(z)),Vza=f(z) - R(f(f(x))) (VA) auf (2) mit

t:=x.

Der folgende Satz bestétigt Punkt (a) der auf Seite 43 beschriebenen
Agenda:

Satz 1.13 (Korrekheit des Sequenzenkalkiils).
Alle Ableitungsregeln, aus denen Rg besteht, sind korrekt; und jede in Kg
ableitbare Sequenz ist korrekt.

Beweis:

Wir zeigen, dass jede Ableitungsregel von K¢ korrekt ist, das heifst es gilt:
Wenn die Voraussetzungen der Regel korrekt sind, dann ist auch die
Konsequenz korrekt. Die Korrektheit aller in K¢ ableitbaren Sequenzen
folgt dann leicht per Induktion nach der Lange von Ableitungen.

(V): T, Fo

Offensichtlich gilt: I' U {¢} |= ¢. Daher ist die Sequenz I', o ¢
korrekt.
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(G):

(E):

"TF—

I'k-t=t

Offensichtlich ist die Formel t=t allgemeingiiltig. Daher gilt fiir alle T,
dass I' = t=t. Somit ist die Sequenz I' F t=t korrekt.

'ty
| N

Annahme: T ¢ ist korrekt, das heikt I' = . Sei I' C T,

falls " C I

Zu zeigen: " = .

Beweis:

Sei Z eine zu I" und ¢ passende o-Interpretation mit Z = I". Wegen
[' C IV gilt dann auch: Z = T'. Wegen I' |= ¢ folgt, dass Z |= ¢. Somit
gilt: T |= ¢, das heifit I - ¢ ist korrekt.

| T

T,k

'k
Annahme: Iy F ¢ ist korrekt und I', =) = ¢ ist korrekt.

Zu zeigen: I'F ¢ ist korrekt.

Beweis:

Laut Annahme gilt TU {¢} = p und T'U {9} |= ¢.
Sei Z eine zu I' U {¢} U {¢} passende o-Interpretation mit Z =T

Fall 1: 7 = ¢:
Dann gilt: Z =T U {¢}. Wegen I' U {9} = ¢ gilt daher: 7 |= ¢.

Fall 2: 7 = —:
Dann gilt: Z =T U {—¢}. Wegen I'U{—¢} = ¢ gilt daher: 7 |= ¢.

Somit gilt: T' = ¢, das heift die Sequenz I' F ¢ ist korrekt.

T

= (fiir alle ¢ € FOIo])

Annahme: I' - % und I' - = sind korrekt.
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:F|—<P%

Zu zeigen: Fiir alle ¢ € FO[o] ist I' I ¢ korrekt.

Beweis:

Wir zeigen, dass es keine o-Interpretation Z geben kann, die I' erfiillt.
Daraus folgt dann unmittelbar, dass I' = ¢, womit die Sequenz I' F ¢
korrekt ist.

Angenommen, Z = (A, ) ist eine zu I' passende o-Interpretation mit
Z =T Der Definitionsbereich von 8 so erweitert werden, dass Z auch
zur Formel ¢ passt. Laut Annahme gilt I' = ¢ und I" = —¢. Wegen
Z =T muss daher sowohl Z |= ¢ als auch Z = =) gelten. Dies ist
aber nicht moglich! 4

ok x
L(pn) = x

Annahme: T, F yx ist korrekt.
Zu zeigen: I, (o A1) F x ist korrekt.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass jede zu I' U {(¢ A ), x}
passende Interpretation Z mit Z =T'"U {(¢p A ¢)} auch I" U {¢} und
damit nach Annahme auch yx erfiillt.

(AS), (VA), (VS1), (VS2), (VA), (3S), (S): &dhnlich leicht!

m y falls Yy ¢ frei(F,V:L‘ SO)

Annahme: I'F ¢¥ ist korrekt, das heift I' = 2.
Zu zeigen: '+ Vz o ist korrekt.

Beweis: Sei y ¢ frei(T", Vx ¢).

Sei Z = (A, ) eine zu I" passende o-Interpretation mit Z = I'. Wegen
y & frei(I) gilt laut Koinzidenzlemma fiir alle a € A: I ET.
Gemiéft Annahme gilt: I' = @2, Somit gilt fiir alle a € A, dass

15 el

Das heift es gilt: T |= Vy p2.

Wegen y & frei(Va @) = frei(p) \ {z} gilt geméh Substitutionslemma,

dass Z = Vz .
Somit gilt: I' |= Vz ¢, das heift die Sequenz I' - Vx ¢ ist korrekt.
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m N fa]ls Yy € frei(r, El:L‘gD, 17[))

Beweis: Analog; Details: Ubung.

Dies schlielst den Beweis von Satz 1.13 ab.

|:|Satz 1.13

Wir betrachten den Sequenzenkalkiil K¢ als ,formales Beweissystem®, mit
dem man mechanisch den Nachweis erbringen kann, dass fiir eine
Formelmenge ® und eine Formel ¢ gilt: & = . Dies wird in der folgenden
Definition prézisiert.
Folie 82

Definition 1.14 (Beweisbarkeit).

Sei @ C FO[o] und sei ¢ € FOlo]. Die Formel ¢ ist beweisbar aus ® (kurz: beweisbar
® g, ), wenn es eine endliche Teilmenge I" von ® gibt, so dass die O g, p
Sequenz I' = ¢ in Kg ableitbar ist.

Ein Beweis von ¢ aus ® ist eine Ableitung einer Sequenz I' - ¢ in K¢ fiir Beweis
ein ' C, .

Aus Satz 1.13 folgt direkt:

Korollar 1.15.
Fiir alle ® C FO[o| und alle ¢ € FOlo]| gilt: Falls ® Fg, ¢, so @ | .
Das heifst: Falls p aus ® beweisbar ist, so folgt ¢ semantisch aus .

Unser Ziel im Rest von Kapitel 1 ist, zu zeigen, dass auch die Umkehrung
von Korollar 1.15 gilt, das heift: Fiir alle ® C FO[o]| und alle ¢ € FO[o] gilt:

Plg,p < Do
Dies ist die Aussage des Vollstandigkeitssatzes. Man beachte, dass die Vollstandigkeitssatz

Richtung ,, <=* gerade Punkt (b) der auf Seite 43 beschriebenen Agenda
darstellt.
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1.3 Ableitbare Regeln im Sequenzenkalkiil

Folie 83
Definition 1.16.
Sei k € N, I'y, ..., I'v11 C. FOlol, ¢1,...,vk+1 € FO[o]. Eine

Sequenzenregel

'y =

| I Vol
L1 F @rtr

ableitbar (in Ks) heifst ableitbar (in RKg), wenn I'y 41 F ¢r1 aus der Menge
V.= {Fi Foiiedl,..., k:}} in RKg ableitbar ist.

Lemma 1.17.

Sei B¢’ eine Erweiterung des Sequenzenkalkiils &g um eine oder mehrere
ableitbare Sequenzenregeln. Dann ist eine Sequenz S genau dann in Rs'
ableitbar, wenn sie in RKg ableitbar ist.

Beweis: Ubung (vgl. Aufgabe 1.1).

Im Folgenden wird eine Liste von ableitbaren Sequenzenregeln
zusammengestellt, die fiir den Beweis des Vollstandigkeitssatzes sehr

nitzlich sein werden.
Folie 84

Lemma 1.18 (Ableitbare aussagenlogische Sequenzenregeln).
Folgende Sequenzenregeln sind fir alle I' C. FOlo] und p,¢ € FO[o]
ableitbar:

Kettenschlussregel o Kettenschlussregel (KS):

KS
(KS) | R )
Lok
'Eay
Disjunktiver Syl- e Disjunktiver Syllogismus (DS):
logismus
' (pVe)
I'Ey
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e Modus Ponens' (MP):

'kEop
TE(p—=9)
I'Ey
e Kontrapositionsregeln (KP):
- _Lyby
L=y e
— Lok -
Lo E -y
I YAk
L=y ke
I YA
Fykge
Beweis:
(KS):
(1) T F oo (Voraussetzung)
(2) T,p EF 2 (Voraussetzung)
B) T-e ko (E) auf (1)
4) Tk = (V)
6) Ti—p b4 (W) auf (3), (4)
6) T F o (FU) auf (2), (5)
(DS):
(1) T F (e V) (Voraussetzung)
(2) T F - (Voraussetzung)
3) T E e (E) auf (2)
4) Ly 2 (V)
) T ko (W) auf (3), (4)
6) I'.v =Y (V)
(1) Dievy) F o (VA) auf (5), (6)
g8 T = (KS) auf (1), (7)
'Wir betrachten hier (¢ — ) als “abkiirzende Schreibweise” fiir die Formel (—¢ V 1)).
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(MP):
(1) T
2) T
(3) Fa -
(4) L, P
(5) Fv %
6 Iy
(1) T (V)
8 T

(KP)
1) T,e
2 T,
(3) L, _'1/}
(4) L', =, %
(5) I,
(6) I _'1/J7 Y
(7) Fa _'w

T T T T T T T

F (mp V) (Voraussetzung)
Beachte: (i — 1) ist eine Abkiirzung fiir (¢ \V 1)

F oo (Voraussetzung)

F oo (E) auf (2)

F ooy (V)

=Y (W) auf (3), (4)

=4 (V)

o (VA) auf (5), (6)

F o (KS) auf (1), (7)

Y (Voraussetzung)

y (B auf (1)

- (V)

—) (E) auf (3)

e (W) auf (2), (4)

(V)

- (FU) auf (5),(6)

Die anderen Kontrapositionsregeln konnen analog abgeleitet werden.

]

Lemma 1.19 (Ableitbare Quantorenregeln).
Folgende Sequenzenregeln sind fiir alle I' C, FO[o], alle ¢ € FO[o] und alle

x € VAR ableitbar:

Quantorenaustauschregeln (QA):
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'E—-dzp
9) LT ITY
) ' Vz —p
I' =V —p
4) 'E—-3dz ¢
Beweis:
Zu 1):
(1) T F =Vz o (Voraussetzung)
(2) TI,-p el (V) ; sei y ¢ frei(I", V)
(3) Iyt [ (3S) auf (2) mit t:=y
(4) [,=3z —p = o2 (KP) auf (3)
(5) D=3z —-p F Vzop (VS) auf (4)
(6) I'=Vexe F Jz-p (KP) auf (5)
(1) T F dz - (KS) auf (1),(6)
Zu 2):
(1) T F dr —p (Voraussetzung)
(2) TI,pt F ol (V) ; sei y ¢ frei(T", V)
(3) [\Vrp F pf (VA)
4) TI,=p2 F Vro (KP) auf (3)
(5) T,3z-¢ F Ve  (JA) auf (4)
6) T F =Vx o (KS) auf (1),(5)
Zu 3) und 4): analog.
[
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Lemma 1.20 (Ableitbare Gleichheitsregeln).
Folgende Sequenzenregeln sind ableitbar — fir alle T' C, FO[o], fiir alle
t7u7t17u17t27u27' € TO".
o Symmetrie der Gleichheit (SG): (SG)
't=uwu
'u=t
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(TG) o Transitivitit der Gleichheit (TG):
F l_ tl = t2
I'E1ty=13
F l_ tl - t3
Folie 88

o Vertrdglichkeitsregeln fiir die Gleichheit:

(VR): Fir alle Relationssymbole R € o und fir r := ar(R):

TF R(t,....t)
Fl—t1:u1
I'+t, =u,

I' - R(ul,...,ur)
(VF): Fir alle Funktionssymbole f € o und fir r := ar(f):
'+ tl = U

Fl—.trzu,n
I' - f(tl,...,t,,):f(ul,...,uT)

Beweis:

e (SG):
(1) T Hit=u (Voraussetzung)
(2) T Ht=t (G)
3) Iit=ult u=t (S) auf (2) mit ¢ := x =t
(4) T Fu=t (KS) auf (1),(3)

e (TG):
(1) T F oty =t (Voraussetzung)
(2) T F oty =13 (Voraussetzung)
(3) F,tg = t3 H tl = t3 (S) auf (1) mit Y = tl =,

t =1y, u:=13

(4) T F oty =t3 (KS) auf (2),(3)
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e (VR): Beweis fiir r = 2 (fiir andere r: analog).

(1) T F R(t1,t2) (Voraussetzung)
(2) T Foty=wu (Voraussetzung)
3) T Foto = uy (Voraussetzung)
(4) T )ty =u F R(uy,ts) (S) auf (1) mit ¢ := R(z,ts),

t:=11, u:=1u

(5) T F R(uq,ts) (KS) auf (2), (4)

(6) Dita=wus F R(uy,us) (S) auf (5) mit ¢ := R(uy, x),
t = tg, U = U2

(1) T F R(ug,us) (KS) auf (3),(6)

e (VF): Beweis fiir r = 2 (fiir andere r: analog).

(1) T ot =w (Voraussetzung)

(2) T F oty =us (Voraussetzung)

3 T F flt,te) = f(t,t2) (G)

(4) Tty =wuw F f(ti,t2) = f(ug,t2) (S) auf (3) mit ¢ :=
fltr,ta) = [, t2)

() T F flt,te) = f(u,t2) (KS) auf (1), (4

(6) T to=wuy b f(t1,t2) = f(ur,us) (S) auf (5) mit ¢ :=
fltr,ta) = flur, )

() T E ftte) = fur,uz)  (KS) auf (2), (6)

Dies schlielst den Beweis von Lemma 1.20 ab.

1.4 Widerspruchsfreiheit und das syntaktische
Endlichkeitslemma
Folie 89

Definition 1.21 (Widerspruchsfreiheit). Sei & C FOlo].

(a) @ heift widerspruchsvoll, falls es ein ¢ € FO[o] gibt, so dass ® g, ¢ widerspruchsvoll
und @ Fg, —p.
Das heifst: @ ist widerspruchsvoll, falls sich im Sequenzenkalkiil K¢ ein
Widerspruch herleiten lasst.

(b) @ heift widerspruchsfrei, falls ® nicht widerspruchsvoll ist. widerspruchsfrei
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Definition 1.22 (Erfiillbarkeit).
Eine Formelmenge ® C FO[o] heiftt erfiillbar, falls es eine zu ® passende
o-Interpretation Z mit Z |= & gibt.

Aus der Korrektheit des Sequenzenkalkiils (Korollar 1.15) folgt, dass
erfiillbare Formelmengen widerspruchsfrei sind:

Korollar 1.23.
Fiir alle ® C FOlo] gilt: Falls ® erfillbar ist, so ist ® widerspruchsfrei.

Beweis:

Sei ® C FO[o| und sei Z = (A, ) eine zu ® passende o-Interpretation mit
IZEo.

Angenommen, ¢ wire widerspruchsvoll. Dann gibt es geméft Definition 1.21
ein ¢ € FO[o], so dass ® Fg, ¢ und ® kg, —p. Aus Korollar 1.15 folgt, dass

¢ = pund ¢ = —p.
Natiirlich konnen wir den Definitionsbereich von S so erweitern, dass Z zu
¢ passt. Wegen Z = ® und @ = ¢ und ® | - gilt dann: Z = ¢ und

Ik 4
0

Im Rest von Kapitel 1 werden wir den Vollstandigkeitssatz (das heifst, die
Aussage “® = ¢ <= & by, ¢”) dadurch beweisen, dass wir

1) zeigen, dass jede widerspruchsfreie Formelmenge ® erfiillbar ist (dies ist
die Aussage des so genannten Erfiillbarkeitslemmas, Lemma 1.28)
und

2) zeigen, dass aus dem Erfiillbarkeitslemma folgt, dass fiir alle & C FO[o]
und alle ¢ € FO[o] gilt: Falls ® = ¢, so ® g .

Dazu werden wir die im Folgenden zusammengestellten Eigenschaften
widerspruchsfreier bzw. widerspruchsvoller Formelmengen benutzen.

Lemma 1.24. Fir alle ® C FOlo]| gilt:

(a) ® ist widerspruchsvoll <= fir alle ¢ € FO[o| gilt ® g, ¢

(b) @ ist widerspruchsfrei <= es gibt ein ¢ € FO[o], so dass ® /g, .2

ZNotation: Wir schreiben ® /g, ¢, um auszudriicken, dass nicht ® kg, ¢ gilt.
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(¢) ® ist widerspruchsvoll <= ® g, Jvg ~vo=0y.

Beweis:

(a) <=
Geméfs Voraussetzung gilt fiir jedes beliebige ¢ € FO[o], dass ® Fg, ¢
und @ g, —p. Insbesondere ist ® daher widerspruchsvoll.

="

Gemaék Voraussetzung ist & widerspruchsvoll, das heifst es gibt ein

Y € FO[o], so dass ® g, ¥ und ® Fg, —tp. Gemél Definition 1.14 gibt
es dann I'y, 'y C, @, so dass die Sequenzen I'y - ¢ und I's = =) in Rg
ableitbar sind.

Dann ist fiir jede beliebige FO[o]|-Formel ¢ auch Folgendes in £
ableitbar:

(1) I =

2) Iy E -y

(3) rhurly, v (E) auf (1)

(4) rury, - = (E) auf (2)

(5) Twuly kg (W) auf (3), (4)

Somit gilt ® Fg, ¢ fiir jedes beliebige ¢ € FO[o].
(b) Folgt direkt aus (a).
(c) ,=—*:

Folgt direkt aus (a).

77¢“ :
Es gelte ® g, Jug mvp=vy. Das heifst es gibt ein I' C, @, so dass die
Sequenz I' - Jvg —vg=vy in Kg ableitbar ist.

Sei ¢ eine beliebige FO[o]-Formel. Wir zeigen im Folgenden, dass auch
die Sequenz I' I ¢ ableitbar ist. Daraus folgt direkt, dass fiir jedes
¢ € FOlo] gilt: ® g, . Gemif (a) ist & daher widerspruchsvoll.

Gemaélf Voraussetzung ist I' = vy 7vg=1vg in Kg ableitbar. Eine
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Ableitung von I' F ¢ in Ry erhalten wir wie folgt:

(1) I' = Jvg —vy = vy (Voraussetzung)

(2) T F =Vugug =19 (QA) siehe Lemma 1.19
(3) 0 F vg=n1p (G)

(4) 0 F Yugvg =g (VS) auf (3)

(5) I' F Yug vy =y (E) auf (4)

6 Tk (W) aut (5), (2)

Somit gilt ® kg, ¢ fiir jedes ¢ € FO[o]. Daher ist ®
widerspruchsvoll. O

Lemma 1.25.
Fiir alle ® C FOl[o] und alle ¢ € FO[o] gilt:

(a) Dlg, p < DOU{—p} ist widerspruchsvoll.
(b) ®tg, ¢ <= PU{p} ist widerspruchsvoll.

(¢) Falls ® widerspruchsfrei ist, so ist auch mindestens eine der beiden
Mengen ® U {p} und ® U {-p} widerspruchsfrei.

Beweis:

(a) ,=":Sel ® gy
Gemifs der Regel (E) von Kg gilt auch ® U {—¢} Fg, ¢. Auferdem gilt
gemék der Regel (V) in Rg, dass @ U {—p} Fg, —¢. Somit ist & U {—¢}
widerspruchsvoll.

w=": Sei ® U {—¢} widerspruchsvoll.

Wegen Lemma 1.24 (a) gilt dann ® U {—p} Fg, . Das heifit, es gibt ein
I' C. @, so dass die Sequenz I', =p - ¢ in Kg ableitbar ist.

Eine Ableitung von I' - ¢ in Kg erhalten wir dann wie folgt:

(1) T,—p F ¢ (geméfs Voraussetzung)

2) Ly Fo (V)
3) T F oo (FU) auf (1), (2).

Somit gilt: ¢ kg, @. O,

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 58



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewshlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

(b) Analog zu (a).

(¢) Angenommen, sowohl ® U {p} als auch & U{—¢} wire widerspruchsvoll.
Aus (a) und (b) folgt dann: ® Fg, ¢ und @ kg, —p. Somit ist O
widerspruchsvoll, also nicht widerspruchsfrei. O

Dies beendet die Auflistung der Eigenschaften widerspruchsfreier bzw.
widerspruchsvoller Formelmengen.
Das folgende — sehr einfache — Lemma wird spéater, beim Beweis des
Vollsténdigkeitssatzes sowie auch beim Beweis des Endlichkeitssatzes (siche
néichstes Kapitel) sehr niitzlich sein.
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Lemma 1.26 (Das syntaktische Endlichkeitslemma).
Fiir jedes ® C FO[o| gilt:
® ist widerspruchsfrei <= jedes I' C, @ ist widerspruchsfrei.

Beweis: ,—“ : Angenommen, I' C, ® ist widerspruchsvoll. Gemélis
Lemma 1.24 (c) gilt dann I' g, Jug ~vp=vy. Nach Definition 1.14 gilt dann
auch ® kg, Jug ~vp=vy. Geméf Lemma 1.24 (c) ist ® somit
widerspruchsvoll. 4

,<=—"": Angenommen, ® wire widerspruchsvoll.

Lemma 1.24 (c) ergibt ® g, Jvg —vy = vy. Geméls Definition 1.14 gibt es
daher ein I' C, @, so dass I' kg, Jvg g = vg. Lemma 1.24 (c) ergibt
wiederum, dass I" widerspruchsvoll ist.

1.5 Der Vollstandigkeitssatz

Folie 94
Satz 1.27 (Der Vollstéandigkeitssatz).

Fiir alle Signaturen o, alle Formelmengen ® C FO[o] und alle Formeln
¢ € FOlo]| gilt:

(a) Pbg, p <— PEo
(b) @ ist widerspruchsfrei <= ist erfillbar.

Das folgende Lemma liefert den Schliissel fiir den Beweis des
Vollstandigkeitssatzes.
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Lemma 1.28 (Erfiillbarkeitslemma).
Fiir alle Signaturen o gilt: Jede widerspruchsfreie Formelmenge ® C FOlo]
ist erfillbar.

Bevor wir Lemma 1.28 beweisen, zeigen wir zunéchst, wie es genutzt
werden kann, um den Vollstdndigkeitssatz zu beweisen.

Beweis von Satz 1.27 (Vollstindigkeitssatz):

(b) ,=* : Dies ist gerade die Aussage des Erfiillbarkeitslemmas (Lemma
1.28).

»<—=": Korollar 1.23 (einfache Folgerung aus der Korrektheit des
Sequenzenkalkiils).

(a) ,=": Korollar 1.15 (Korrektheit des Sequenzenkalkiils).

w<=" 1 Es gelte ® = ¢. Angenommen, ® /g, ©.

Aus Lemma 1.25 (a) folgt dann, dass ® U {—¢} widerspruchsfrei und

gemaf Erfiillbarkeitslemma also auch erfiillbar ist. Das heifst, es gibt

eine o-Interpretation Z mit Z = ® U {—p}. Somit gilt Z = & und

7 = —p. Laut Voraussetzung gilt aber ® = ¢ und daher gilt Z | ¢. 4
O

Der Rest von Kapitel 1 ist dem Beweis des Erfiillbarkeitslemmas (Lemma
1.28) gewidmet.

Dazu sei o eine beliebige Signatur, und ® sei im Folgenden eine fest
gewéhlte, widerspruchsfreie Formelmenge ® C FO[o].

Ziel: Konstruiere eine zu ¢ passende o-Interpretation Z mit Z |= &.

Definition 1.29 (Termstruktur Ag und Terminterpretation Zg).
Sei o eine Signatur und sei & C FO[o].

(a) Die o-Struktur Ag ist folgendermafen definiert

o Ay := T, (das heifst: das Universum von Ag besteht aus der
Menge aller o-Terme).
e Fiir alle Konstantensymbole ¢ € ¢ ist ¢A® := c.
e Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k£ := ar(f) und fiir alle
tl,...,tk S To' ist
fA(ty, . ty) = fte, .. ).
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e Fiir alle Relationssymbole R € o und fiir k := ar(R) ist
RA = {(t1,... ty) €TF : Dby, Rlty,... t)}.

Die Struktur Ag heiftt Termstruktur von &. Termstruktur
(b) Die Belegung fg: VAR — Ag ist definiert durch Lo

Bo(z) = x, fiir alle € VAR,

(c) Die o-Interpretation Zg:= (Ag, fo) heift Terminterpretation von ®. Zg

Terminterpretation

Folie 97

Beobachtung 1.30.

(a) Fiir alle t € T,, gilt:  [t]* =t.

(b) Fiir alle R € o, fiir k := ar(R) und fiir alle ,,...,t;, € T, gilt:
Iy = R(t1, ..., ty) <= P@tg, R(ty,... 1)

Beweis: (a) folgt leicht per Induktion nach dem Aufbau von 7.
(b) lasst sich wie folgt beweisen:

Semantik von FO[o
o b= Rlty,....tr) " "EST ([0, [6]) € R4
& (ty,... ;) € RA
PLLP P bg R(t, ... t).

Beobachtung 1.31.
Fiir alle ti1,t0 € T, mit t; # to gllt Te [;é t1 = to.
Somit gilt: Falls es Terme ¢; und ¢, mit ¢; # to gibt, so dass @ kg, 1 = to,
so ist Zg [~ ©.
Ziel: Modifiziere Zg so zu einer o-Interpretation | Zs|, dass fiir alle
¢ € FOlo] gilt:
[I@] IZ p < d l_gs Q.
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Definition 1.32 (Kongruenzrelation ~ auf 7},). Sei ¢ eine Signatur und sei
¢ C FO[o].
Die zweistellige Relation ~g auf T, sei folgendermafen definiert. Fiir alle
t,u e T, gilt:

trou &= Plg t=u.

Lemma 1.33. Sei o eine Signatur und sei ® C FOlo].
(a) Die Relation ~g ist eine Aquivalenzrelation auf T,,.

(b) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fir k := ar(f) und fir alle o-Terme
tiy ooy b, U, ., UR € T, mitt; ~oe Upyenny by ~p Ug gzlt

f(tl, . ,tk) ~p f(ul, e ,Uk).

(c) Fir alle Relationssymbole R € o, fir k := ar(R) und fir alle o-Terme
t, . ooyt uy, . u €T, mitty ~p uq, ...ty ~o Uk ngt

(I)l_ﬁs R(tl,,tk) <~ (I)l_ﬁs R(ul,...,uk).

Beweis:

(a) Folgt mit (G), (SG), (TG).

(b) Folgt mit (VF).

(c) Folgt mit (VR). 0

Als unmittelbare Folgerung aus Lemma 1.33 erhalten wir:

Korollar 1.34. Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

Kongruenzrelation Die Relation ~¢ ist eine Kongruenzrelation auf As, das heifst es gilt:

(a) ~g ist eine Aquivalenzrelation auf Ag.

(b) Fir alle Funktionssymbole f € o, fir k := ar(f) und fir alle
al,...,ak,bl,...,bk € Agp mit a1 ~o bl,...,ak ~g by gllt

A (ar, . an) ~e [ (by, .. by).
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(¢) Fir alle Relationssymbole R € o, fir k := ar(R) und fir alle
ai,...,05,b1,...,b € Ap mit ay ~g by, ..., a, ~g by gilt:

A@):R((Ll,...,ak) e A@):R(bl,,bk)

Wir betrachten nun die o-Struktur, die man aus Ag¢ erhélt, indem man alle
beziiglich ~¢ dquivalenten Elemente in Ag miteinander identifiziert.
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Definition 1.35 (Die reduzierte Termstruktur [Ag|, die reduzierte
Terminterpretation | Zg]).
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].
(a) Fir jedes t € T, sei [t]o
[t]q> = {U eT, : t~g u}
die Aquivalenzklasse von t beziiglich ~¢ in T,.
(b) Die o-Struktur [As] sei folgendermafen definiert |As]
(I) Das Universum von [Ag| ist die Menge reduzierte Term-
struktur
[Ag] == {[tle : te€T,}
(das heifit: [Ag] besteht aus allen Aquivalenzklassen von
o-Termen).
(IT) Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist ¢l .= [c]q.
(III) Fiir alle Relationssymbole R € ¢ und fiir k := ar(R) ist
[As] . . A
RA = { (e, o) « (b, ti) € R4 ) N

(IV) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und fiir alle
t,...,ty €1, ist

f[A(b] <[t1]q>, e [tk]q>> = [qu) (t1,... ,tkﬂ@.

Beachte: Dies ist wohldefiniert, da geméf Korollar 1.34 (b) fiir
alle by ooy te, Uy .o U € TO’ mit [t1]<1> = [ul]‘ba SRR [tk]q’ = [uk]¢>
gilt:

[qu>(t17 s 7tk>j|q> - |:qu>(“17 B Juk):|q>'

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 63



[Be)

[Zs]

reduzierte  Ter-
minterpretation
Folie 102

Folie 103

negationstreu

enthélt Beispiele

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewahlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

Die o-Struktur [Ag| heift reduzierte Termstruktur von ®.

(c) Die Belegung [Bs]: VAR — [Ag] ist fiir alle z € VAR definiert durch
[Bol(z) = [Bo(z)], = [7]o-

(c) Die o-Interpretation [Zs):= ([As), [Bs]) heift reduzierte
Terminterpretation von &.

Lemma 1.36.
(a) Fiir allet € T, gilt: [t]I**) = [t]s.

(b) Fiir alle atomaren FO[o|-Formeln ¢ gilt: [Is] =@ <= & Fg, 0.

Beweis: _
Einfaches Nachrechnen; Details: Ubung. [

Eigentlich wiirden wir gern zeigen, dass Teil (b) von Lemma 1.36 nicht nur
fiir atomare Formeln, sondern fiir alle Formeln ¢ € FO[o] gilt — dann
waren wir auch mit dem Beweis des Erfiillbarkeitslemmas fertig, da fiir alle
¢ € ¢ natiirlich ® kg, ¢ gilt. Leider lasst sich Teil (b) von Lemma 1.36 nur
dann auf alle FO[o]-Formeln verallgemeinern, wenn die Menge ® die
folgenden Eigenschaften hat:

Definition 1.37. Sei o eine Signatur und sei & C FO[o].
(a) @ heift negationstreu, wenn fiir alle p € FO[o] gilt:

O g, o oder @ kg, .

(b) ® enthilt Beispiele, wenn fiir alle FO[o]-Formeln der Form 3z ¢ (mit
x € VAR und ¢ € FO[o]) gilt: Es gibt einen Term ¢ € T, so dass

D gy (Ela?gp — gp%)
Der folgende Satz besagt, dass das Erfiillbarkeitslemma fiir alle
widerspruchsfreien Formelmengen & gilt, die negationstreu sind und

Beispiele enthalten.
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Satz 1.38 (Der Satz von Henkin). Sei o eine Signatur. Satz von Henkin
Sei ® C FOlo] eine Formelmenge, die widerspruchsfrei und negationstreu
ist und Beispiele enthdlt. Dann gilt fir jedes ¢ € FO[o]:

(Zo]| Ep <= Plg o

Beachte: Daraus folgt insbesondere, dass [Zs] = ®.

Beweis: Per Induktion tiber den Aufbau von FO[o].

Zur Erinnerung: In diesem Kapitel fassen wir die Junktoren ,,—* und
<> als Abkiirzungen fiir die entsprechenden Kombinationen aus A, V, —
auf. Daher betrachten wir ,,—“ und ,,<>* in diesem Beweis nicht.

Induktionsanfang: ¢ atomar.
Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.36 (b).

Induktionsschritt:  Wir betrachten folgende Fille:

[(Zs] E 1 = [Zs] F n
— P Vs 01

Ind.annahme

< (I) |_53»s QY1

P negationstreu u. wid.frei

o v=(p1Va):

[Zo] E (1 V) <= [Zao]E¢1 oder [Is] = oo
<= Dl o1 oder  Dlgg o

Ind.annahme

< ) l_ﬁs ((pl V (pg)

Die letzte Aquivalenz ergibt sich wie folgt:

,— : Folgt unmittelbar aus der Sequenzenregel (VS).

w<=": Es gelte ® Fg, (v1V ¢2). Falls ® t/g, ¢1, so gilt wegen der
Negationstreue, dass ® g, 1. Aus @ Fg, ¢y und @ Fg, (@1 V p2)
folgt mit der Regel (DS) (,Disjunktiver Syllogismus®, siehe

Lemma 1.17), dass ® g, ¢o.

e o= (p1 Ags): Ubung!
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e v =drp;:
=" 1 Es gelte [Zg] = 3z ¢1.
Geméf der Definition von [Zg| gibt es also ein t € T, so dass
[Lp]% = ¢1. Aus dem Substitutionslemma (Lemma 0.42) und wegen
o = [ folgt: [To] =12,
Geméh Induktionsannahme gilt dann: @ gy @ L.
Wegen der Sequenzenregel (3S) folgt, dass ® Fg, 3z ;.
,="1 Es gelte ® g, dz ;.
Nach Voraussetzung enthélt ® Beispiele, das heifst es gibt ein ¢t € T,,,
so dass
O lg, (Fr 1 — golﬁ).
Somit gilt: ® kg, 3z und @ g, (3z 1 = @1L). Die ableitbare
Sequenzenregel (MP) (,Modus Ponens®, siche Lemma 1.17) liefert,

dass @ g, 1L, Geméh Induktionsannahme folgt, dass [Zo] = ¢ £.
Substitutionslemma und [t]** = [t]¢ liefern, dass

EALES
Somit gilt [Zs] = Iz 1.

° v =V
,=—=" 1 Es gelte [Zs] = Vx ¢.
Gemifs der Definition von [Zg] gilt also fiir alle ¢ € T, dass
[ch][xﬂ ): ©1-
Substitutionslemma und [¢t]** = [t]e liefern, dass [Zs] = @1 L.
Gemaék Induktionsannahme folgt, dass @ g, 4,01%. Somit gilt fiir
jedes t € T, dass

q) I_ﬁs @1% (*)

Angenommen, @ /5, Vz ¢;. Die Negationstreue von @ liefert dann,
dass @ g, —Vx ¢1. Die Quantorenaustauschregel (QA) (siehe

Lemma 1.19) liefert dann, dass ® g, 3z —¢1. Da ® Beispiele enthalt,
gibt es einen Term w € T, so dass

P |_RS (Ell’ﬁgﬁl — ﬁgﬁlg).

Die Modus Ponens Regel (MP) liefert, dass ® -z, —¢1%. Aber (x)
liefert auch, dass ® kg, 12 Dies steht im Widerspruch zur
Widerspruchsfreiheit von ®.

,&=" 1 Es gelte ® g, Va .
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Das heift, es gibt ein I' C, @, so dass die Sequenz I' - Vx 1 in Kg
ableitbar ist. Fiir jedes beliebige ¢ € T, sind folgende Sequenzen in Kg

ableitbar:

(1) T F Vo ¢ (gemék Voraussetzung)
2) Toeip F oo (V)

(3) TI\WVzy F ¢l (VA) auf (2)

W T kel (KS) af (1), ()

Somit gilt fiir jedes t € T;, dass ¢ kg, 801% Die Induktionsannahme
liefert, dass fiir jedes ¢ € T, gilt: [Zg] |= 1£. Gemék der Definition
von [Zg| gilt also: [Ze] = VYV ¢.

Dies schliefst den Beweis des Satzes von Henkin ab. O]

Im Folgenden werden wir versuchen, eine widerspruchsfreie Menge
® C FO[o] zu einer Menge © D @ zu erweitern, die widerspruchsfrei und
negationstreu ist und Beispiele enthélt.
Um dies zu erreichen, werden wir zunéchst nur Signaturen ¢ betrachten, die
hoéchstens abzahlbar grof sind. Wir gehen in zwei Schritten vor, die in den
beiden folgenden Lemmas durchgefiihrt werden.

Folie 104

Lemma 1.39.
Sei o eine abzdhlbare Signatur, und sei ® C FOl[o| eine widerspruchsfreie
Formelmenge bei der

die Menge VAR frei(®) unendlich ist. (1.1)

Dann gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge ¥ C FO[o] mit ¥ O @,
so dass ¥ Beispiele enthidlt.

Bemerkung: Die Voraussetzung (1.1) ist wichtig; vergleiche Aufgabe 1.10.

Beweis: Sei
dz1 1, Fwape, dxz s,

eine Aufzdhlung aller FO[o]-Formeln, die mit einem 3-Quantor beginnen.
Beachte: Eine solche Aufzdhlung existiert, da o abzédhlbar ist; Details:
Ubung (Aufgabe 1.11).

Sei Uy := &. Induktiv definieren wir fiir jedes n € N3 eine Formel v,, und
eine Formelmenge V,, := U,y U{¢,} = P U {e)y,...,1,} wie folgt: Zu
n € N3 sei y, die erste Variable in VAR die nicht in frei(V,,_y U {p,})

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 67



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewahlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

vorkommt (eine solche Variable existiert, da [VAR\ frei(®)| = oo ist und
daher VAR \ frei(¥, 1 U{¢,}) # 0). Setze

Vp = (Elxn@n — gpng—:)

Es sei

U= JU, = 2U{Yy 1 n €Ny}

neN

Klar: Geméf Konstruktion von U gilt: ¥ enthélt Beispiele.

Behauptung: Fiir alle n € N gilt: ¥,, ist widerspruchsfrei.

Beweis: Per Induktion nach n.

n=0:
Uy = ® ist widerspruchsfrei geméf der Voraussetzung von Lemma 1.39.

n—1— n:
Angenommen, V,, ist widerspruchsvoll. Geméfs Lemma 1.24 (c) gilt dann

\I/n |_ﬁs E'UO Vo=1yp.

Das heifst, es gibt ein I' C, ¥,,, so dass die Sequenz I' F Jvy =vy=v9 im
Sequenzenkalkiil K¢ ableitbar ist.

Fall 1: 1, ¢ T":
Dann ist I' C ¥,,_;, und daher W, _; kg, Jvg 7vp=1v. Geméf 1.24 (c)
st \Ijn—l also WiderSPTUChSV011- éWiderspruch zur Induktionsannahme

Fall 2: ¥, € I':
Sei I :=T'\ {¢,}. Insbesondere gilt: I' C, ¥,,_;.
Da die Sequenz I' - dvy ~vg=vg in Kg ableitbar ist, sind auch die
folgenden Sequenzen in Kg ableitbar:
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I,y = vy ~we=1y (da T =T"U{tn})
(2)

I, (=32, ¢, V goni—z) F vy —vg=1y (da o, =

(Fzp o0 — %i—:))

(3)  TI',=3z, ¢, F =3z, ¢ (V)
(4)

I, =3z, ¢, (=32, on V oon2®) (VSy) auf (3)
()

I, =3z, ¢, F Jug ~ve=vp (KS) auf (4), (2)
6) T opi F oo (V)
(7)

I, o 22 F (232 eV oen2)  (VSy) auf (6)
(8)

I, o 22 F Jug we=19 (KS) auf (7), (2)
(9)

I, 3z, on F Jug —we=19 (3A) auf (8)
(10)

I’ F Jug —we=19 (FU) auf (9), (5).

Das heifst, die Sequenz IV - Jvg —wy=wvy ist in Kg ableitbar.
Da I C ¥, _, ist, gilt also V,,_y Fg, Jug ~vo=vp. Geméf
Lemma 1.24 (c) ist W,,_; also widerspruchsvoll.

éWiderspruCh zur Induktionsannahme

Somit haben wir gezeigt, dass fiir jedes n € N die Menge ¥,
widerspruchsfrei ist. Da U = | J, .y ¥y, ist, ist daher auch die Menge ¥
widerspruchsfrei (Details: Ubung; siehe Aufgabe 1.12).

|:|Lemma 1.39

Lemma 1.40.

Sei o eine abzdhlbare Signatur, und sei ¥ C FO[o] eine widerspruchsfreie
Formelmenge. Dann gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge © C FOlo]
mit © D W, die negationstreu ist.
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Beweis:

Sei 1, P2, @3, . .. eine Aufzihlung aller FO[o]-Formeln.

Beachte: FEine solche Aufzéhlung existiert, da o abzdhlbar ist (vgl.
Aufgabe 1.11).

Induktiv definieren wir fiir jedes n € N eine Formelmenge ©,, wie folgt:
Qo = VY, und fiir jedes n € Ny ist

o O,_1U{p,} , falls ©, 1 U{p,} widerspruchsfrei ist.
" O,_1 , sonst.

Sei © 1= J,,cn On-
Behauptung 1. O ist negationstreu.

Beweis:
Sei ¢ eine beliebige FO[o]-Formel. Da g, ¢1, @2, . . . eine Aufzidhlung aller
FO[o]-Formeln ist, gibt es ein n € N5, so dass ¢ = ¢, ist.
Wir miissen zeigen, dass © =g, ¢,, oder © g, —¢, gilt. Dazu betrachten
wir zwei Falle:
Fall 1: ¢, € O:

Dann gilt offensichtlich (geméf Regel (V) von Kg), dass © g, ¢y.

Fall 2: p, ¢ O :
Dann gilt: ¢, ¢ 0,, (da ©,, C ©). Geméah Definition der Menge O, ist
daher ©,,_; U {¢,} widerspruchsvoll. Lemma 1.25 (b) liefert, dass
On_1 Fag 7@n. Wegen © O 0, gilt also: © g, —¢,.
DBeh. 1

Behauptung 2. O ist widerspruchsfrei.
Beweis: Ubung (Aufgabe 1.13). Ogen. 2

Die Giiltigkeit von Lemma 1.40 folgt unmittelbar aus Behauptung 1 und
Behauptung 2.

DLemma 1.40

Wir koénnen nun endlich das Erfiillbarkeitslemma fiir abzéhlbare Signaturen

beweisen:
Folie 105

Lemma 1.41 (Erfillbarkeitslemma fiir abzéhlbare Signaturen).

Sei o eine abzdhlbare Signatur und sei ® C FO[o] eine widerspruchsfreie
Formelmenge.

Dann ist ® erfiillbar.
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Beweis:

Fiir jedes ¢ € ® sei ¢’ die wie folgt definierte Formel: Sei n := | frei(¢)| und
seien iy, ...,4, € N so dass frei(p) = {v;,,...,v;, }. Sei S die Substitution
mit Def(S) = frei(¢) und S(v;;) = vy, fiir alle j € [n]. Sei ¢ := S.

Wir setzen @' := {¢' : ¢ € ®}. Insbes. ist

frei(®’) = {vq,; : v; € frei(®)} C {vq, : i € N}. Es gilt:

(a)

(b)

()

Die Menge VAR \ frei(®’) ist unendlich, da keine der Variablen
V1, U3, Us, U7, Ug, . .. frei in @ vorkommt.

®’ ist widerspruchsfrei, denn:

Angenommen ¢’ wire widerspruchsvoll. Dann gilt gemélis

Lemma 1.24 (c), dass ¢ kg, L fiir L := Jvy —wy=vp. Somit gibt es ein
[ C, @', so dass die Sequenz [" - L in Kg ableitbar ist. Insbes. ist T
widerspruchsvoll.

Sei I':={p: ¢ € I"}. Klar: I" C, ®. Da ® widerspruchsfrei ist, ist auch
I widerspruchsfrei. Da I' endlich ist, ist die Menge VAR \ frei(T")
unendlich. Geméafs Lemma 1.39 gibt es ein widerspruchsfreies

U C FOlo| mit I' C ¥, so dass ¥ Beispiele enthilt. Geméf Lemma 1.40
gibt es ein widerspruchsfreies © C FO[o] mit ¥ C ©, das negationstreu
ist. Da U Beispiele enthélt, enthélt auch © Beispiele. Der Satz von
Henkin (Satz 1.38) liefert, dass © erfiillbar ist. Wegen I' C © ist also I’
erfiillbar.

Das heiftt es gibt eine o-Interpretation Z = (A, ) mit Z = T. Das
heifst: Z |= ¢ fiir jedes p € I'. Sei 7' := (A, '), wobei ' eine Belegung
ist, fiir die fiir alle ¢ € N gilt: 5'(ve.;) = B(v;). Fiir jedes ¢ € T folgt aus
7 = ¢ mit Hilfe des Koinzidenzlemmas und des Substitutionslemmas,
dass 7' |= ¢’ (Details: Ubung!). Somit gilt: Z' = IV, das heit T ist
erfilllbar. Aus Korollar 1.23 folgt, dass [V widerspruchsfrei ist.
Widerspruch (da I ja widerspruchsvoll ist)!

Wenn @’ erfiillbar ist, dann ist auch ® erfiillbar, denn:

Aus einer Interpretation, die @ erfiillt, lasst sich leicht eine
Interpretation bilden, die ® erfiillt (Details: Ubung!).

Wegen (c) geniigt es zu zeigen, dass @’ erfiillbar ist. Wegen (a) und (b)
erfiillt ®" die Voraussetzungen von Lemma 1.39. Daher gibt es eine
widerspruchsfreie Formelmenge ¥ C FO[o] mit ¥ O &', so dass ¥ Beispiele
enthalt.

Geméak Lemma 1.40 gibt es eine negationstreue, widerspruchsfreie
Formelmenge © C FO[o] mit © C V. Da U Beispiele enthilt, enthélt auch
© Beispiele.
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Der Satz von Henkin (Satz 1.38) liefert, dass [Zg] = ©. Wegen @' C O gilt
insbesondere, dass [Zg| = ®'. Somit ist @’ erfiillbar. Geméf (c) ist daher
auch @ erfiillbar.

[]

Insgesamt ist damit der Beweis der Erfiillbarkeitslemmas und damit auch
der Beweis des Vollstandigkeitssatzes fiir den Spezialfall, dass o eine
abzahlbare Signatur ist, abgeschlossen. Im Folgenden werden wir versuchen,
das Erfiillbarkeitslemma auch fiir iiberabzéhlbar grofse Signaturen zu
beweisen.

1.5.1 Beweis des Vollstandigkeitssatzes fiir beliebige Signaturen

Wir nutzen folgende Notationen:

Notation 1.42.

e Fiir eine Signatur o schreiben wird K,, um den beziiglich o
definierten Sequenzenkalkiil K¢ zu bezeichnen.

e Sind ¢ und ¢ Signaturen mit ¢ C & und ist ® C FO[o], so heifst
widerspruchsvoll beziiglich 4, falls es eine FO[5]-Formel ¢ gibt, so
dass

Dhg o und Plg .

e & heilt widerspruchsfrei beziiglich &, falls ¢ nicht
widerspruchsvoll beziiglich & ist.

Um das Erfiillbarkeitslemma fiir beliebige Signaturen zu beweisen, benutzen
wir die folgenden Varianten von Lemma 1.39 und Lemma 1.40.

Lemma 1.39’.

Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o| eine Formelmenge, die beziiglich o
widerspruchsfrei ist. Dann gibt es eine Signatur 6 2 o und eine
Formelmenge W C FO[6], fir die gilt:

(1) ®C U

(2) U ist widerspruchsfrei beziglich &.
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(3) W enthdlt Beispiele beziglich &, das heifit fir jede FO[o]-Formel der
Form 3z (mit x € VAR und ¢ € FO[d]) gibt es einen Term t € Ty, so
dass ¥ g, (ngp — cp%)

Beweis:
Als Hilfsmittel zur Konstruktion von ¢ und ¥ werden wir folgende
Konstruktion iteriert nutzen:

Sei 7 eine beliebige Signatur. Fiir jede FO[r]-Formel ¢ sei ¢, ein neues
Konstantensymbol, das nicht in 7 vorkommt (so dass fiir ¢, ¢ € FO[r| mit
¢ # 1 auch ¢, # ¢y ist). Wir setzen

7:=7U{ca : Iz € FO[7]}
B(7) := { (Elxgo — gp%) c drp e FO[T]}

Behauptung 1. Fiir jede Signatur 7 und jede beziiglich 7
widerspruchsfreie Formelmenge ® C FO[7] gilt fiir die Formelmenge
®:=dUB(7):

(a) Jede endliche Teilmenge I' C, ® ist erfiillbar.
(b) ® ist widerspruchsfrei beziiglich 7.

Beweis von Behauptung 1: B

Teil (b) folgt leicht aus (a), denn: Angenommen ® wire widerspruchsvoll
beziiglich 7. Dann gibt es I' C, ® so dass T Fg. L (fiir L := 3y —vg = vp).
Gemifs (a) ist I erfiillbar, das heifit es gibt eine 7-Interpretation Z mit

Z = T'. Wegen der Korrektheit des Sequenzenkalkiils gilt Z = L. 4

Beweis von (a): Sei ' C. & beliebig: Das Ziel ist es nun zu zeigen, dass es

eine 7-Interpretation Z gibt, s.d. 7 = r.

Sei [':=T N®. Klar: T C, ®.

Sei A :=T\I'. Klar: A C, B(7). Sei n := |A| und sei

(Fx1p1 — gplca””T”’l), R gpncaz%) eine Auflistung aller Formeln
aus A.

Sei 7" die Menge aller Elemente aus 7, die in mindestens einer Formel aus

Fu{3zip; : ie€{l,...,n}} vorkommen.

Klar: 7/ ist endlich (also auch abzéhlbar). Da ® widerspruchsfrei beziiglich
T ist, ist auch I' widerspruchsfrei bzgl. 7 und daher erst recht

widerspruchsfrei bzgl. 7" (da 7" C 1)
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Somit gilt: 7’ ist eine abzahlbare Signatur und I' C FO[7'] ist
widerspruchsfrei bzgl. 7/. Geméf Lemma 1.41 ist I" erfiillbar.

Das heifst es gibt eine 7/-Interpretation Z' = (A’, 8) mit Z' =T

Ziel: Expandiere Z' zu einer 7-Interpretation 7 , die auch alle Formeln aus A
erfiillt.

Dazu lege fiir jedes Symbol in 7\7' eine beliebige Interpretation tiber dem
Universum von A’ fest und schreibe Z = (A, 8), um die dadurch erhaltene
7-Expansion von Z' zu bezeichnen.

Wegen 7’ |= T gilt geméf Koinzidenzlemma, dass auch Z =T

Um nun noch geeignete Interpretationen fiir die Konstantensymbole in 7\
festzulegen gehen wir wie folgt vor:

Halte ein beliebiges Element a im Universum A von A fest. Fiir jedes
i€{l,...,n} tue Folgendes:

e Falls T |= 3z, ¢4, so gibt es b; € A mit T2 = ¢,

e Fall 7 |~ Jx; ¢;, so setze b; = a.
Sei 7 := (A, E) die 7 -Expansion von Z mit c’ii o, i= b; fiir alle
i €{1,...,n} und ¢* := q fiir alle Konstantensymbole
ceT\ (TU{cay, o, = i€ {1,...,n}}). Geméak Koinzidenzlemma gilt Z =T’

(da Z = T). Aukerdem gilt fiir jedes i € {1,...,n}: Falls 7 k= 3, @i, s0
Ik gpz%x—l“’ (geméf unserer Wahl von b; und dem Substitutionslemma).

Also gilt fiir allei € {1,...,n}: T = <3x,~ ©; — @ZCHZ—’I“’Z> Also gilt
ZE=TUA =T, das heift T ist erfiillbar.

|:|Behauptung 1
Wir wenden nun Teil (b) von Behauptung 1 iteriert an. Setze

og:=0c und 0,41 :=0, fir alle n € N
Op:=P und P, =P, fiir alle n € N

Gemaéfs Konstruktion gilt
e 0=090C01CoyC...
e &, C FOlo,] fiir alle n € N
¢« D=0, CD, C Dy C ...
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Geméfs der Voraussetzung ist @, widerspruchsfrei beziiglich oy. Per
Induktion iiber n folgt mit Teil (b) von Behauptung 1, dass &,
widerspruchsfrei beziiglich o, ist fiir alle n € N. Setze

0= UU” und U= U(I)n.

neN neN
Klar: @ C ¥, also ist (1) von Lemma 1.39 erfiillt.

Behauptung 2. V¥ ist widerspruchsfrei beziiglich &.

Beweis von Behauptung 2:
Ubung!

DBehauptung 2

Behauptung 3. ¥ enthilt Beispiele beziiglich .

Beweis von Behauptung 3:

Betrachte eine beliebige Formel 3z ¢ € FO[g]. Diese Formel enthélt nur
endlich viele Symbole aus . Daher gibt es ein n € N, so dass

Jz ¢ € FO[o,]. Somit gehort die Formel (3z ¢ — p=22) zur Menge
B(o,) € ®,4+1 C V. Insbesondere ist ¢ := c3,, € T5, so dass

U kg, (Fre — @i) gilt (wegen der Regel (V).

DBehauptung 3

|:|Lemma 1.39
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Lemma 1.40°. Sei ¢ eine Signatur und sei W C FOId] eine beziglich &
widerspruchsfreie Formelmenge. Dann gibt es eine Formelmenge © mit
U C © C FO[d], die beziiglich 6 widerspruchsfrei und negationstreu ist.

Klar: Falls ¥ beziiglich & Beispiele enthélt, so auch ©.

Folie 109
Bevor wir Lemma 1.40" beweisen, schliefsen wir zunéchst den Beweis des

Erfiillbarkeitslemmas und des Vollstandigkeitssatzes fiir beliebige
Signaturen ab.

Lemma 1.28 (Erfiillbarkeitslemma).
Fiir alle Signaturen o gilt: Jede widerspruchsfreie Formelmenge ® C FOlo]
ist erfillbar.
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Beweis von Lemma 1.28:

Nutze Lemma 1.39’, um eine Signatur ¢ O ¢ und eine beziiglich &
widerspruchsfreie Formelmenge ¥ mit ® C W C FO|g]| zu erhalten, die
beziiglich ¢ Beispiele enthalt.

Nutze dann Lemma 1.40°, um eine beziiglich & widerspruchsfreie und
negationstreue Formelmenge © mit ¥ C © C FO[4] zu erhalten, die -
ebenso wie U bzgl. 6 Beispiele enthalt.

Geméf dem Satz von Henkin (Satz 1.38) ist © erfiillbar, und die reduzierte
Terminterpretation J := [Zg] ist ein Modell von ©. Wegen ® C O gilt:
J E ®. Gemif Koinzidenzlemma gilt fiir das o-Redukt Z der
o-Interpretation J ebenfalls, dass Z |= ®.

|:|Lemma 1.28

Wie zu Beginn des Kapitels bereits gesehen, folgt aus der Korrektheit des
Sequenzenkalkiils und aus dem Erfiillbarkeitslemma der

Satz 1.27 (Der Vollstandigkeitssatz).
Fiir alle Signaturen o, alle Formelmengen ® C FO[o] und alle Formeln
¢ € FO[o| gilt:

(a) Plhg,p <= P o
(b) ® ist widerspruchsfrei <= ® ist erfillbar.

Um den Beweis abzuschlieffen, miissen wir nur noch Lemma 1.40° beweisen.
Zum Beweis von Lemma 1.40" nutzen wir das Zornsche Lemma. Als
Hinfiihrung zum Zornschen Lemma hier ein kleiner Exkurs.

1.5.2  Auswahlaziom, Wohlordnungssatz und Zornsches Lemma

Das Auswahlaxiom (kurz: AC fiir ,,axiom of choice) wurde 1904 von
Zermelo eingefiihrt. Anfangs heftig umstritten, wird es heute in der Regel
in der Mathematik als grundsétzliches Axiom akzeptiert und in Beweisen
verwendet. Es besagt Folgendes:

AuswaHLAXIOM (AC)

Zu jeder Menge Y von nicht-leeren, zueinander disjunkten Mengen gibt
es eine Menge Y’, die von jedem Element aus Y genau ein Element ent-
hélt. Eine solche Menge Y’ wird auch Auswahlmenge zu Y genannt.
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Man sieht leicht, dass das Auswahlaxiom &dquivalent ist zu folgenden
Aussage.

AUSWAHLFUNKTIONEN AUF POTENZMENGEN (%)

Auf der Potenzmenge P (M) einer jeden nicht-leeren Menge M gibt es
eine Auswahlfunktion, d. h. eine Funktion f : P(M) — M, die folgende
Eigenschaft hat: Fiir alle X € M mit X # 0 ist f(X) € X.

(Das heiftt: f ordnet via x := f(X) jeder nicht-leeren Menge X C M
einen Repréisentanten = € X zu.)

Lemma 1.43. Das Auswahlaziom ist dquivalent zu der Aussage ().

Beweis:
AC = (%) Sei M eine beliebige Menge. Falls M = (), so ist nichts zu
beweisen. Falls M # (), so betrachten wir die Menge

Vi={{(X,2) : v € X} : X C M mit X #0}

Klar: Y ist eine Menge, deren Elemente nicht-leere und zueinander
disjunkte Mengen sind. Geméaf Auswahlaxiom gibt es eine Menge Y, die
von jedem Element von Y genau ein Element enthélt. Das heifit fiir jedes
X C M mit X # () gibt es genau ein xy € X, so dass (X, zq) € Y.

Die Funktion f, die jedem X C M mit X # () dasjenige zy € X zuordnet,
fir das (X, xg) € Y’ ist, bezeugt, dass (x) erfiillt ist.

(*) = AC Sei nun Y eine beliebige nicht-leere Menge von nicht-leeren,

zueinander disjunkten Mengen. Sei M := |J X. Somit ist Y C P(M) und
Xey
M # (). Geméah (x) gibt es eine Auswahlfunktion f: P(M) — M, das heifst

eine Funktion f, so dass fiir alle X C M mit X # 0 gilt f(X) € X. Dann
enthdlt Y’ := {f(X) : X € Y} von jedem Element von Y genau ein
Element (das heifft Y’ ist eine Auswahlmenge zu Y).

]

Mit etwas mehr Aufwand kann man zeigen, dass das Auswahlaxiom auch

dquivalent zum Wohlordnungssatz ist (hier ohne Beweis).
Folie 112

WOHLORDNUNGSSATZ (WOS)

Jede nicht-leere Menge M lasst sich wohlordnen, das bedeutet es gibt
eine 2-stellige Relation < C M x M, so dass (M, <) eine Wohlordnung
ist.
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Der Begriff einer Wohlordnung ist dabei wie folgt definiert?

Definition 1.44 (Wohlordnung). Sei M eine Menge und sei < C M x M.
Die Struktur (M, <) heit Wohlordnung, falls gilt:

(1) (M, <) ist eine strikte lineare Ordnung, das heift es gilt

(i) < ist irreflexiv, das heifst fiir alle a € M ist (a,a) <.

(ii) < ist transitiv, das heift fiir alle a,b,c € M mit a < bund b < ¢
ist auch a < c.

(iii) < ist konnex, das heifst fiir alle a,b € M ist a < b oder a = b oder
b<a.

Beachte: Aus (i) und (ii) folgt, dass < antisymmetrisch ist, das heifst
fir alle a,b,€ M mit a < b ist (b,a) ¢<.

(2) (M, =) ist fundiert, das heifst Jede nicht-leere Menge X C M enthélt
eine beziiglich < in X kleinstes Element, das heifst ein ¢y € X, so dass
es kein ©’ € X gibt mit 2/ < x.

Beachte: Wegen (1) gilt also fiir alle 2’ € X mit 2’ # z,, dass xg < 2.

Beispiel:
e Die natiirliche strikte lineare Ordnung <~ auf N ist eine Wohlordnung.

e Die natiirlichen strikten linearen Ordnungen <%, <@ und <® auf Z, Q
und R sind keine Wohlordnungen. Geméf des Wohlordnungssatzes
lésst sich aber jede der Mengen Z, Q und R wohlordnen.

Ahnlich wie beider Aquivalenz von Auswahlaxiom und Wohlordnungssatz
kann man auch zeigen, dass das Auswahlaxiom &dquivalent zum im
Folgenden beschriebenen Zornschen Lemma ist (hier ohne Beweis).
Das Zornsche Lemma geht zuriick auf Felix Hausdorff (1909). Max Zorn
(1935) hat den grundlegenden Nutzen dieses Lemmas in der Algebra
nachgewiesen.

Um das Zornsche Lemma zu formulieren, benttigen wir etwas Notation.

Definition 1.45 (Halbordnung). Sei M eine Menge und sei < C M x M.
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(a) Die Struktur (M, <) heikt Halbordnung, falls gilt:

(i) = ist reflexiv, das heift fiir alle a € M ist (a,a) €=.

(il) < ist antisymmetrisch, das heifft fir alle a,b € M mit a < b und
b=<aistb=a.

(iii) = ist transitiv, das heift fir alle a,b,¢c € M mit a <bund b < ¢
ist auch a < ¢c.

(b) Sei (M, <) eine Halbordnung.

e Eine Kette in (M, <) ist eine Menge K C M, so dass fiir alle
Elemente a,b € K gilt: a < b oder b < a. (das heifit alle Elemente
in K sind bzgl. < miteinander vergleichbar)

e Ein Element a € M ist eine obere Schranke einer Kette K in
(M, =), wenn fiir alle b € K gilt b < a.

(c) Sei (M, =) eine Halbordnung. Ein maximales Element in (M, <) ist
ein Element a € M, so dass es kein b € M mit a < b und a # b gibt.

Unter Verwendung dieser Notation konnen wir nun das Zornsche Lemma
formulieren:

ZORNSCHES LEMMA

Fiir jede Halbordnung (M, <) gilt: Falls jede Kette K in (M, <) eine
obere Schranke in M hat, so besitzt (M, <) ein maximales Element.

Wir nutzen nun das Zornsche Lemma, um Lemma 1.40” zu beweisen.

Beweis von Lemma 1.40’:
Sei ¢ eine Signatur und sei ¥ C FO[g] widerspruchsfrei beztiglich 4.
Ziel: Zeige, dass es eine Formelmenge O gibt, fiir die gilt:

(1) ¥ C © C FO[5],

(2) © ist widerspruchsfrei beziiglich ¢ und

3Notation: Fiir < und < C M x M schreiben wir statt (a,b) € < (bzw. <) auch a < b

bzw. a < b.
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(3) O ist negationstreu.

Betrachte die Menge
M :={© : ¥ C O CFO[6] und O ist widerspruchsfrei bzgl. }.
Klar:
o M #(, daVe M.

e Fiir die Teilmengenrelation ” C 7 auf M (mit © C ©' :& fiir alle
p €0 ist p € ©)ist (M, C) eine Halbordnung.

Behauptung 1. (M, C) besitzt ein maximales Element, das heifst es gibt
ein © € M, so dass es kein © € M mit © C ©’ gibt.

Beweis von Behauptung 1: Geméaft dem Zornschen Lemma geniigt es zu
zeigen, dass jede Kette in (M, C) eine obere Schranke in M hat. Sei also
K C M eine beliebige Kette in (M, C) (das heiftt, fiir alle ©,0" € K gilt:
© C © oder © C ©) Falls K = (), so besitzt K offensichtlicherweise eine
obere Schranke in M (nédmlich ¥) Falls K # (), so betrachte O := |J ©.

OcK
Klar: Fiir jedes © € K gilt: © C O :
Um nachzuweisen, dass K eine obere Schranke in M hat, brauchen wir nur
noch zu zeigen, dass O € M ist.
Wegen K # () ist U C Ok C FO[6] Aukerdem ist O widerspruchsfrei
beziiglich &, denn: Sei I' eine beliebige endliche Teilmenge von O. Sei
n := || und seien @1, ..., p, € I'. Dann gibt es ©4,...,0, € K, so dass
p; € ©; firallei € {1,...,n}. Da K eine Kette in (M, C) ist, gibt es eine
Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n}, so dass
Or1) € Or2) € -+ C Or(n).
Also ist I' € ©(,). Wegen O,y € M ist O,y widerspruchsfrei beziiglich &.
Also ist auch I' widerspruchsfrei bzgl. 6. Somit ist jede endliche Teilmenge
von O widerspruchsfrei bzgl. 6. Also ist auch © g widerspruchsfrei bzgl. 7.
Gemafs Definition von M ist also O € M, das heiftt: O ist eine obere
Schranke von K in M.

|:|Behauptung 1

Behauptung 2. Jedes maximale Element © in (M, C) ist negationstreu.

Beweis von Behauptung 2: Wir wissen ¥ C © C FO[5], da © € M und
© widerspruchsfrei bzgl. 6. Sei ¢ € FO|] eine beliebige Formel.
Ziel: Zeige, dass O kg, ¢ oder © kg, —¢
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Falls © kg, —¢ gilt, so sind wir fertig. Falls © /g, -, so ist geméfl Lemma
1.25 (b) die Formelmenge © U {¢} widerspruchsfrei beziiglich . Somit ist
O U{¢} € M. Da O ein maximales Element von M ist, kann es nicht sein,
dass © C © U {p} ist. Somit muss ¢ € O sein, und daher gilt insbesondere
O kg, . Also ist © negationstreu.

DBehauptung 2

Es ist klar, dass aus Behauptung 1 und Behauptung 2 direkt die Aussage
von Lemma 1.40" folgt.

|:|Lemma 1.40°

1.6 Literaturhinweise

Zur weiteren Lektiire werden die Kapitel 4-6 in [EFT98] empfohlen.

1.7 Ubungsaufgaben
Aufgabe 1.1

Sei M eine Menge und sei R ein Kalkiil iiber M.

Definition:
ai
(a) Eine Ableitungsregel a:n iiber M heift in K ableitbar,
b
wenn b aus {ai,...,a,} in K ableitbar ist.

(b) Zwei Kalkiile 8; und K, tiber M heifen gleich stark,
wenn fiir alle V- C M gilt: Die Menge der aus V in R
ableitbaren Elemente ist gleich der Menge der aus V' in K,
ableitbaren Elemente.

Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und alle a4, ..., a,,b € M gilt:

ai ai
a3n ist genau dann in K ableitbar, wenn & und K U { a:n } gleich stark sind.
b b

Aufgabe 1.2
Leiten Sie die folgenden Sequenzen im Sequenzenkalkiil K¢ ab. Hierbei sind
x,1, z paarweise verschiedene Elemente aus VAR.

(a) Vo f(z,z)=x F Vzx (P(x) V ﬂP(f(x,x)))
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(b) Vz Yy Vz((R(z,y) A R(y, 2)) = R(z,2)) A V& —R(z,z)
F Vo Vy(R(z,y) — —R(y, x))

Zur Erinnerung:
Im Rahmen des Vollstéandigkeitssatzes betrachten wir Formeln der Art
(o — 1) stets als abkiirzende Schreibweise fiir die Formel (—p V 1).

Aufgabe 1.3
Zeigen Sie, dass die folgenden Regeln des Sequenzenkalkiils K¢ korrekt sind.

(a)

R A
(hS):
I'E (A1)
(b)
4. ¥Rt falls y ¢ frei(T. 3
(34) : T drp F o alls y & frei(I', 3z ¢, ¢)
Aufgabe 1.4
Lo x

Zeigen Sie, dass die Regel im Sequenzenkalkiil Kg

I'F((pAY) = X)
ableitbar ist.

Aufgabe 1.5
Betrachten Sie fiir alle I' C, FO[o] die Regel

(v3)

I3xp F Voo
(a) Priifen Sie, ob die Regel (V3) korrekt ist.

(b) Sei s’ der Kalkiil, der aus dem Sequenzenkalkiil 85 durch Hinzufiigen
der Regel (V3) entsteht. Priifen Sie, ob jede Sequenz in Ks' ableitbar ist.

Aufgabe 1.6
Beweisen Sie Lemma 1.36.

Aufgabe 1.7
Arbeiten Sie die Details fiir den Fall ¢ = (1 A @) im Beweis des Satzes
von Henkin (Satz 1.38) aus.
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Aufgabe 1.8
Sei o :={FE} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol F
besteht.
Berechnen Sie die reduzierte Termstruktur [Ag] fiir die folgende
Formelmenge
® = {v=v9:1i21}

U { E(Uo, U7), E(vl,v4), E(Uﬁ, Uo), Vvag (ﬁE(Ul,U:g) V E(Ug, Ul)) }

Aufgabe 1.9(a) Sei & C FO[o] widerspruchsvoll. Wie sieht die reduzierte
Terminterpretation [ Zg| aus?

(b) Zeigen Sie Folgendes (wobei o eine geeignete Signatur sei, die
mindestens ein Relationssymbol enthalt):

(i) Es gibt eine widerspruchsfreie, negationstreue Formelmenge
© C FOlo], so dass [Ze] [~ ©.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst die Formelmenge

{3vg P(vg) }U{—=P(t) : teT,}

(ii) Es gibt eine widerspruchsfreie Menge ¥ C FOlo], die Beispiele
enthélt, so dass [Zy] = V.

Zur Information: Mit dieser Aufgabe zeigen Sie, dass im Satz von
Henkin die beiden Forderungen, dass ® negationstreu ist und Beispiele
enthalt, unverzichtbar sind.
Aufgabe 1.10
Sei o eine beliebige Signatur. Betrachten Sie die Formelmenge
¢ = {vy=t:teT,} U {IvIvywy=1; }.
Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

(a) @ ist widerspruchsfrei.

(b) Es gibt keine Menge ¥ C FO[o| mit ¥ D @, so dass ¥ widerspruchsfrei
ist und Beispiele enthalt.

Zur Information: Mit dieser Aufgabe zeigen Sie, dass in Lemma 1.39 die
Forderung, dass |VAR\ frei(®)| = oo ist, unverzichtbar ist.
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Aufgabe 1.11

Beweisen Sie, dass Folgendes gilt: Ist o eine abzahlbare Signatur, so ist die
Menge aller FO[o]-Formeln abzéhlbar.

Aufgabe 1.12

Arbeiten Sie die Details am Ende des Beweises von Lemma 1.39 aus, das
heifst zeigen Sie, dass Folgendes gilt: Ist fiir jedes n € N die im Beweis von
Lemma 1.39 definierte Menge W,, widerspruchsfrei, so ist auch die Menge
V=, ey VUn widerspruchsfrei.

Aufgabe 1.13

Beweisen Sie Behauptung 2 aus dem Beweis von Lemma 1.40, das heifst,
zeigen Sie, dass die im Beweis von Lemma 1.40 definierte Formelmenge ©
widerspruchsfrei ist.

Aufgabe 1.14
Zeigen Sie Folgendes:

(a) Es gibt eine widerspruchsfreie, negationstreue Formelmenge ® C FOlo],

so dass [Zg] £ ©.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst die Formelmenge

{3ug P(vy) YU{—-P(t) : teT,}.
(b) Es gibt eine widerspruchsfreie Menge ® C FO[o], die Beispiele enthélt,
so dass [Zg] [~ ©.

Aufgabe 1.15
Arbeiten Sie das folgende Detail aus dem Beweis von Lemma 1.40” aus:

Sei K eine Kette in (M, C), sei n eine natiirliche Zahl > 1 und
seien O4,...,0, Elemente aus K. Beweisen Sie, dass es eine
Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n} gibt, so dass

On(1) € Or2) C -+ C Oy ist.

Aufgabe 1.16(a) Zeigen Sie, dass das Auswahlaxiom aus dem
Wohlordnungssatz folgt.

(b) Zeigen Sie, dass das Auswahlaxiom aus dem Zornschen Lemma folgt.
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Der Endlichkeitssatz und die
Satze von Lowenheim und Skolem

2.1 Der Endlichkeitssatz

Der Endlichkeitssatz ist auch unter dem Namen Kompaktheitssatz Endlichkeitssatz
bekannt. Unter Verwendung der Ergebnisse aus Kapitel 1 kann der Kompaktheitssatz
Endlichkeitssatz leicht gezeigt werden.

Folie 116

Satz 2.1 (Endlichkeitssatz bzw. Kompaktheitssatz).
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o| eine Formelmenge. Dann gilt:

(a) @ ist erfillbar <= Jede endliche Teilmenge von ® ist erfillbar.
(b) Fliir jedes ¢ € FO[o] gilt:

=1 <= Es gibt eine endliche Menge I' C ® mit T |= .

Folie 117

Beweis:

(a)
® erfiillbar v 1<1:> ® widerspruchsfrei
ollst.satz

== Jede endl. Teilmenge von ® ist widerspruchsfrei.
Lemma 1.26
(Syntakt. Endlichkeitslemma)

v EZ) Jede endliche Teilmenge von @ ist erfiillbar.
ollst.satz
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(b) v <— Dlg 0

Vollst.satz
= es gibt ein endliches I' C @, so dass I' -g, ¢

= es gibt ein endliches I' C &, so dass [' = 1.

Vollst.satz

Man kann den Endlichkeitssatz nutzen, um zu zeigen, dass bestimmte
Klasse von Strukturen nicht FO[o]-definierbar (in der Klasse aller
o-Strukturen) sind.

Zur Formulierung der Ergebnisse sind die folgenden Notationen niitzlich:

Definition 2.2 (Modellklassen und Axiomatisierbarkeit). Sei o eine
Signatur.

(a) Fiir eine Menge ® von FO[o]-Sétzen sei
MOD,(®) := {A: Aist eine o-Struktur mit A = @}
die Modellklasse von ® beziiglich o.

(b) Eine Klasse K von o-Strukturen heift (erststufig) axiomatisierbar
(oder A-elementar), wenn es eine Menge ® von FO[o]-Sétzen gibt, so

dass K = MOD,(®).

(c) Eine Klasse K von o-Strukturen heiftt endlich axiomatisierbar (oder
elementar), wenn es eine endliche Menge ® von FO[o]-Sétzen gibt,
so dass I = MOD,(®).

Beobachtung 2.3.
K ist genau dann endlich axiomatisierbar, wenn es einen FO[o]-Satz ¢ mit
K = MOD, ({¢}) gibt.

Korollar 2.4.
Fiir jede Klasse IC von o-Strukturen gilt:

K ist elementar < K := {A: A ist eine o-Struktur mit A ¢ K}

1st endlich axiomatisierbar.
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Beweis: Ubung.

Definition 2.5 (Méchtigkeit von Mengen).

Zwei Mengen A und B heifsen gleichméichtig (kurz: A ~ B), wenn es eine

bijektive Abbildung von A nach B gibt.

A heift hochstens so méchtig wie B (kurz: A < B) und B heifst
mindestens so michtig wie A, wenn es eine injektive Abbildung von A
nach B gibt.

A heifit schméchtiger (oder: weniger méchtig) als B (kurz: A < B),

wenn es eine injektive, aber keine bijektive Abbildung von A nach B gibt.

Definition 2.6.

Die Machtigkeit einer o-Struktur ist die Méachtigkeit ihres Universums.
Wir bezeichnen eine Menge M als abzihlbar, wenn sie entweder endlich
ist oder dieselbe Méchtigkeit wie N besitzt. Eine Menge M heifst
iiberabzahlbar, wenn sie nicht abzahlbar ist.

Eine Struktur ist endlich, unendlich, abzdhlbar, iiberabzéhlbar, wenn ihr
Universum die entsprechende Machtigkeit besitzt.

Man sieht leicht, dass Folgendes gilt:

Satz 2.7.
Fiir jede Signatur o ist die Klasse aller unendlichen o-Strukturen
axiomatisierbar.

Beweis:
Fiir jedes n € N3, sei

O, = dry---dz, /\ T =T

1<i<j<n

Dann gilt fir jedes n € N und jede o-Struktur A:
AE g, <= |A>n.

Somit gilt:
A ist unendlich <= A= {¢,:n €N}

Das heifit: Die Menge {¢, : n € N5} axiomatisiert die Klasse aller
unendlichen o-Strukturen.
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Im Folgenden zeigen wir, das die Klasse aller endlichen o-Strukturen
nicht axiomatisierbar ist.

Lemma 2.8. Sei o eine Signatur.

Sei ® C FOlo| eine Formelmenge, fir die Folgendes gilt: Fir jedes n € N
gibt es ein m € N mit m > n und eine o-Struktur A mit |A| = m und

AE O (d.h. O besitzt beliebig grofie endliche Modelle). Dann besitzt ® auch
ein unendliches Modell, d.h., es gibt eine o-Struktur B mit |B| = oo und
Bl .

Beweis:
Fiir jedes n € N sei

Yp = dry---dz, /\ T;=T

1<i<j<n

Sei @' := P U {p, : n € Ny }. Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt,
dass jede endliche Teilmenge von @’ ein Modell hat. Der Endlichkeitssatz
liefert, dass auch @’ ein Modell hat, d.h. es gibt eine o-Struktur B mit

B = @'. Wegen B = {p, : n € N5} muss B unendlich sein.

Daraus folgt direkt:

Satz 2.9 (Nicht-Axiomatisierbarkeit der Endlichkeit).
Fiir jede Signatur o gilt:

(a) Die Klasse aller endlichen o-Strukturen ist nicht aziomatisierbar.

(b) Die Klasse aller unendlichen o-Strukturen ist nicht endlich
aziomatisierbar.

Beweis:
(a) Folgt direkt aus Lemma 2.8.

(b) Folgt aus (a) und Korollar 2.4.
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Auf dhnliche Weise kann man unter Verwendung des Endlichkeitssatzes
auch Folgendes zeigen:

Satz 2.10 (Nicht-Axiomatisierbarkeit von Graph-Zusammenhang).
Die Klasse

7ZG = { G = (V,E%) : V ist eine Menge, E CV xV und f.a. a,b €V
gibt es in EC einen Weg endlicher Linge von a
nach b }

aller stark zusammenhdngenden (endlichen oder unendlichen) gerichteten
Graphen ist nicht axiomatisierbar.

Beweis: Sei 0 := {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen
Relationssymbol E besteht. Fiir jedes n € N sei ¢, (x,y) eine FO[o]-Formel,
die besagt, dass es einen Weg der Lange n von = nach y gibt. Das heifst:

Yo(z,y) = x=y, und fir allen >1 ist

Up(z,y) = Jwodzy--- Iz (xozx A x,=y A /\E(xi_l,x,-)).
i=1
Somit gilt fiir alle Graphen G' = (V, EY), fiir alle a,b € V und fiir alle
n € N:

G E Yula,b] <= es gibt in G einen Weg der Lange n von a nach b.

Also gilt auch:

Es gibt in G keinen Weg endlicher Lénge von a nach b
<= fiir alle n € N gilt G = —[a, b].

Angenommen, die Klasse ZG wiére axiomatisierbar durch eine Menge ® von
FO[E]-Formeln.

Dann ist die Menge ¥ := ® U {—),, : n € N5} unerfiillbar.

Im Folgenden zeigen wir, dass jede endliche Teilmenge I' von W erfiillbar
ist. Laut Endlichkeitssatz muss dann also auch W erfiillbar sein.
Widerspruch!

Sei also I' eine endliche Teilmenge von W. Sei m := max{n € N: -, € I'}.
Sei G, der Graph, der aus einer ungerichteten Kette aus m+2 Knoten
besteht, d.h. G,, = (V, E") mit V := {ag,ay, ..., am41} und

EGm .= {(ai_l, (11'), (CLZ‘, ai_l) NS {17 - ,m+1}}
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Dann gilt:
1. G, E @, da G, stark zusammenhéngend ist.

2. fur alle n € N mit n < m gilt: G, = —¢,]ag, am1], da der kiirzeste
Weg von ag nach a,,,; in G,, die Lange m~+1 hat.

Geméf der Wahl von m gilt daher fiir die Belegung 5 mit (z) = ap und
B(Y) = amy1:
(G, B) ET.

Somit ist I' erfillbar.

2.2 Die Satze von Lowenheim und Skolem

Satz 2.11 (Der Satz von Lowenheim und Skolem). Sei o eine Signatur.
Jede abzdhlbare, erfillbare Formelmenge ® C FO[o] besitzt ein abzihlbares
Modell.

Beweis:

Sei @ eine abzidhlbare, erfiillbare Menge von FO[o]-Formeln. Sei o’ die
Menge aller in & vorkommenden Symbole aus . Da ® abzahlbar ist, ist
auch ¢’ abzéhlbar.

O.B.d.A. kénnen wir aufserdem annehmen, dass VAR \ frei(®) unendlich ist
(ansonsten ersetzen wir — wie im Beweis von Lemma 1.41 — in jeder Formel
© € @ jede freie Variable v; durch die Variable vy; (fiir i € N))

Da & erfiillbar ist, ist ® geméf Vollstandigkeitsatz auch widerspruchsfrei
(sowohl bzgl. o als auch bzgl. ¢’). Geméf Lemma 1.39 und Lemma 1.40
gibt es daher eine widerspruchfreie, negationstreue Menge © C FO[o'] mit
O O &, die Beispiele enthalt.

Gemaifs Satz von Henkin (Satz 1.38) wird © von der reduzierten
Terminterpretation [Ze] = ([Ag], [ Be]) erfiillt. Geméf Definition 1.35 ist
die Méchtigkeit des Universums [Ag] hochstens so grofs, wie die
Maéchtigkeit der Menge T, aller o’-Terme. Da ¢’ abzéhlbar ist, ist auch T,
abzdhlbar. Somit ist J' := [Zg] eine abzihlbare o’-Interpretation, die ein
Modell von © O & ist. Geméfs Koinzidenzlemma ist auch jede o-Expansion
J von J' ein Modell von ®.
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]

Als direkte Folgerung aus dem Satz von Léwenheim und Skolem erhalten
wir:

Korollar 2.12. Sei o eine abzihlbare Signatur.
Dann ist die Klasse aller tiberabzdahlbaren o-Strukturen nicht
azxiomatisierbar.

Beweis:

Da o abzihlbar ist, ist auch die Menge FO[o] abzdhlbar. Somit hat gemé&f
Satz von Lowenheim und Skolem jeder erfiillbare Menge ® C FOlo] ein
abzahlbares Modell. ]

Auf dhnliche Art wie Satz 2.11 kann man unter Verwendung der Techniken,
die wir zum Beweis des Vollstédndigkeitssatzes fiir den Fall beliebiger
Signaturen entwickelt haben, auch Folgendes zeigen.
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Satz 2.13 (Absteigender Satz von Lowenheim und Skolem). Sei o eine
Signatur.

Jede erfillbare Formelmenge ® C FO[o] besitzt ein Modell, dessen
Machtigkeit hichstens so grofs ist wie die Mdchtigkeit von FOl[o].

Beweis: Ubung!

Satz 2.14 (Aufsteigender Satz von Léwenheim und Skolem).

Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o| eine Formelmenge, die ein
unendliches Modell besitzt. Dann gibt es zu jeder Menge M ein Modell von
®, dessen Michtigkeit mindestens so grof§ wie die Mdichtigkeit von M ist.

Beweis: Sei ® C FO[o] eine Formelmenge, die ein unendliches Modell
besitzt. Sei M eine beliebige Menge. Fiir jedes m € M sei ¢, ein neues
Konstantensymbol, das nicht in ¢ vorkommt, so dass ¢,, # ¢, fiir alle

m,n € M mit m # n gilt. Sei oy := o U{c,, : m € M}. Wir betrachten die
Formelmenge

UV = dU{-ep=c¢, : mneMmitm#n} C FOloyl.
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Behauptung 1: ¥ ist erfiillbar.

Geméf Behauptung 1 gibt es eine o -Interpretation Z = (A, 5) mit Z = ®.
Geméif Wahl von W gilt fiir alle m,n € M, dass ¢t # ¢*. Somit ist die
Abbildung f : M — A mit f(m) := ¢ injektiv, d.h. A ist mindestens so
maéchtig wie M.

Aufserdem ist geméaft der Wahl von ¥ das o-Redukt von Z ein Modell von
o,

Um den Beweis von Satz 2.14 abzuschliefsen, miissen wir nur noch
Behauptung 1 beweisen. Dazu nutzen wir den Endlichkeitssatz. Um zu
zeigen, dass W erfiillbar ist, reicht es zu zeigen, dass jede endliche
Teilmenge von ¥ erfiillbar ist.

Sei also I' €, W. Da I endlich ist, gibt es eine Zahl ¢ € N5, und paarweise
verschiedene Elemente mq,...,m, € M, so dass

r ¢ & = U {-cp=0n i, j€{l,... 0} miti#j}.

Laut Voraussetzung besitzt ® ein unendliches Modell J = (B, ). Da das
Universum B von B unendlich ist, konnen wir darin ¢ paarweise
verschiedene Elemente by, ..., b, finden. Sei B’ die o);-Expansion von B, bei
der fiir jedes i € {1,...,¢} das Konstantensymbol ¢,,, mit dem Element b;
interpretiert wird, und bei der fiir jedes m € M \ {my,...,m;} das
Konstantensymbol ¢, mit dem Element b, interpretiert wird.

Geméf Koinzidenzlemma gilt fiir die op/-Interpretation J' := (B, §), dass
J' | . Insgesamt ist also J' ein Modell von @', und daher auch ein
Modell von I'. Dies beendet den Beweis von Behauptung 1 und somit auch
den Beweis von Satz 2.14.

O
2.3 Elementare Aquivalenz und Nichtstandardmodelle

Definition 2.15. Sei o eine Signatur.

(a) Zwei o-Strukturen A und B heifsen elementar dquivalent (kurz:
A = B), wenn sie dieselben FOlo]-Sétze erfiillen (d.h.: Fiir jeden
FOlo]-Satz ¢ gilt: A ¢ < B p).

(b) Die Theorie Th(.A) einer o-Struktur A ist die Menge aller
FO[o]-Sétze, die A erfiillt. D.h.:

Th(A) := {p € FO[o] : ¢ ist ein Satz mit A = p}.
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Klar:

e Fiir alle FO[o]-Sétze ¢ und alle o-Strukturen A gilt: entweder
¢ € Th(A) oder ¢ € Th(A).

e Fiir alle o-Strukturen A und B gilt: A =B <= Th(A) = Th(B).

Daraus folgt direkt:
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Korollar 2.16. Fir jede Signatur o und jede o-Struktur A ist die Klasse
aller zu A elementar dquivalenten o-Strukturen axiomatisierbar (durch die

Menge ® := Th(A)).

Bemerkung 2.17. Sei o eine beliebige Signatur und sei A eine
o-Struktur.

(a) Ist A endlich, so gilt fiir alle o-Strukturen B:

B=A <— B=A.

Die Richtung ,, <= ist offensichtlich. Die Richtung ,, = * folgt fiir

endliche o aus Aufgabe 0.3 und fiir unendliche o aus Aufgabe 2.3.

(b) Ist A unendlich, so gibt es eine o-Struktur B mit B = A, aber B 2 A.

Dies folgt leicht aus dem aufsteigenden Satz von Léwenheim und
Skolem.

Details: Ubung (siehe Aufgabe 2.3).

Beispiel 2.18 (Nichtstandardmodell von N).

Sei N< := (N, <V). Gemif Bemerkung 2.17(b) gibt es eine zu N<
elementar dquivalente {<}-Struktur B, die nicht isomorph zu N ist. Eine
solche Struktur B wird Nichtstandardmodell von N genannt.

Frage: Wie sieht B aus?

Wir wissen, dass N< = (N, <) eine diskrete lineare Ordnung ist, die  diskrete lineare
ein kleinstes, aber kein grofstes Element besitzt. Der Begriff “diskrete lineare Ordnung
Ordnung” ist dabei wie folgt definiert: Eine lineare Ordnung A = (A4, <4)

heifst diskret, wenn fiir jedes a € A Folgendes gilt:
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e Falls es ein b € A gibt, das echt grofser als a ist (d.h. b # a und
a < b), so gibt es auch ein kleinstes Element, das echt grofer als a
ist (d.h. ein o’ mit @’ # a und a <* @’ und o’ <A b, fiir alle b € A mit
b# a und a <* b). Dieses Element wird Nachfolger von a bzgl. <4
genannt.

e Falls es ein b € A gibt, das echt kleiner als a ist (d.h. b # a und
b <% a), so gibt es auch ein gréftes Element, das echt kleiner als a
ist (d.h., ein @’ mit o’ # a und o’ <Aaund b <A d, fiir alle b € A mit
b +# a und b <4 a). Dieses Element wird Vorgénger von a bzgl. <*
genannt.

Man sieht leicht, dass es einen FO[<]-Satz ¢ gibt, so dass fiir alle
{<}-Strukturen A gilt (Details: Ubung.):

A E 0 <= Aist eine diskrete lineare Ordnung, die
ein kleinstes, aber kein grofstes Element besitzt.

Wegen N¢ |= 6 und B = N gilt auch B = §. Somit ist B ist eine diskrete
lineare Ordnung, die ein kleinstes, aber kein grofites Element besitzt.

Sei by € B das kleinste Element bzgl. <B. Da <P diskret ist und kein
groftes Element besitzt, muss es einen Nachfolger (bzgl. <F) by von b
geben, und es muss fiir jedes n € N ein Element b, € B geben, so dass fiir
alle n € N gilt: b, ist der Nachfolger von b, (bzgl. <P).

Sei B" := {b, : n € N}. Klar: B’ C B, und Bp = N.. Wegen B 2 N¢ muss
also gelten: B’ C B, das heifst, es es gibt ein dy € B\ B'.

Da <” eine diskrete lineare Ordnung ohne gréfites Element ist, gilt
aukerdem Folgendes:

e Fiir alle n € Nist b, <P dy (und b,, # dp).

e Fiir alle n € Ny gibt es ein d,, € B, so dass d,; der Nachfolger von
d,, bzgl. <B ist.

e Liir alle n € N>, gibt es ein d_,, € B, so dass d_(,+1) der Vorginger
von d_,, bzgl. <B ist.

e Fiir alle d € {d; : i € Z} und alle n € N gilt: b, < d und b,, # d.
Insgesamt gilt fir B” := {d, : i € Z}:
B = Ze:=(2,<5),

und Byp/ypr sieht folgendermafen aus:
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by b1 babs... co.d_sd_—9 dy dy dy dy ds...

,Kopie von N* ,Kopie von Z*
Auferdem muss fiir alle ¢ € B\ (B U B”) gelten:

e b, <, fir allen € N,

e es existiert ein ¢ € Z, so dass d; < ¢ < fiir allei € Z gilt d; < c.

Sei nun 7 : B — B die Abbildung mit
e mp\pr = idjp\pr (das heit 7(c) = ¢, fiir alle c € B\ B”)
o 7(d;) :=d;qq, fur alle i € Z.

Man sieht leicht, dass 7 ein Isomorphismus von B auf B ist, d.h., 7(B) = B
und 7(<F) = < B,

Beispiel 2.19. mbox
Wir nutzen die Erkenntnisse aus Beispiel 2.18 nun, um einen Beweis der
Aussage

“Die Klasse der endlichen linearen Ordnungen gerader
Kardinalitdt (EVEN) ist nicht FO-definierbar in der Klasse
aller endlichen linearen Ordnungen (ORDg).”

anzugeben, der nicht auf Ehrenfeucht-Fraissé¢ Spielen beruht.*

Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Angenommen, EVEN < wire
FO-definierbar in ORD¢ durch einen FO[<]-Satz ¢. Sei x eine Variable, die
nicht in ¢ vorkommt, und sei @(z) die Formel, die aus ¢ entsteht, indem
jeder Quantor eingeschriankt wird auf Elemente < z. D.h.: Jede Teilformel
der Form Jy 1 (bzw. Yy 1) wird ersetzt durch die Formel

Jy(y <z A-y=z AY) (bzw. Vy ((y <z A —y=z) = 1)).
Dann gilt fiir alle n € N:

-----

<= nist gerade (denn ¢ definiert EVEN< auf ORD).
Fiir den FO[<]-Satz

Y = YuVv ((pgucc(u,v) — (@(u) > —@(v))),

'Der hier vorgestellte Beweis ist von Martin Otto [Ott11].
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wobel @gyce(u, v) ausdriickt, dass v der unmittelbare Nachfolger von u bzgl.
< ist, gilt dann offensichtlicherweise:

N E 9.

Sei B die Struktur aus Beispiel 2.18. Wegen B = N¢ gilt dann auch: B = .
Seien dy,d; € B wie in Beispiel 2.18 gewéhlt. Wegen B = ¢ gilt dann
insbesondere

B | ¢ld] <= B ¢ldi].
Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall, dass
B = ¢ldo] und B p[di] (2.1)

(der andere Fall kann analog behandelt werden).

Sei nun 7 der Isomorphismus aus Beispiel 2.18 mit w(B) = B. Geméf
Isomorphielemma (Korollar 0.32) folgt aus (2.1), dass 7(B) = ¢[n(do)].
Wegen 7(B) = B und 7(dy) = d; (vgl. Beispiel 2.18) gilt also: B = @[d1].
Dies ist ein Widerspruch zu (2.1), da B £ @[d4]. O

Zur Erinnerung (Standardmodell der Arithmetik):

e opr = {<,+, %,0,1}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol ist, +
und x zwei 2-stellige Funktionssymbole sind und 0 und 1 zwei
Konstantensymbole sind.

e Das Standardmodell der Arithmetik ist die ox,-Struktur
N :: (N7 <N7 +N7 XN7 ON’ ]‘N) )

wobei <V, +V, x# die natiirliche lineare Ordnung, Addition bzw.
Multiplikation auf N sind, und 0%, 1V die Zahlen 0 und 1 sind.

Definition 2.20. Ein Nichtstandardmodell der Arithmetik ist eine zu
N elementar dquivalente, aber nicht-isomorphe o ,,-Struktur.

Aus Bemerkung 2.17 (b) folgt direkt, dass es Nichtstandardmodelle der
Arithmetik gibt. Geméaf dem folgenden Satz gibt es sogar ein abzéhlbares
Nichtstandardmodell der Arithmetik.
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Satz 2.21 (Der Satz von Skolem).
Es gibt ein abzdihlbares Nichstandardmodell der Arithmetik.

Beweis:
Fiir jedes n € N sei n der folgendermafsen induktiv definierte o,-Term:

|©

= 0, und fiir jedesn € Nsei n+1 := n+1.

In NV wertet sich der Term n zur Zahl n aus, d.h. es gilt n¥ = n, fiir alle
n € N. Sei
® = ThWN) U {-z=n: neN}

Dann ist jede endliche Teilmenge I' C ¢ erfiillbar — z.B. durch die
Interpretation (N, 8) mit 3(z) := m+1, wobei

m :=max{n € N: ~zxz=n € I'}. Gemif Endlichkeitssatz ist daher auch @
erfilllbar. Gemafs Satz von Lowenheim und Skolem besitzt ¢ ein
abzdhlbares Modell (beachte dazu: ® ist abzdhlbar, da es nur abzéhlbar
viele FO[oa,]-Formeln gibt).

Sei Z = (B, 8) ein abzdhlbares Modell von ®. Dann ist B = N, denn fir
jeden FO[oa,]-Satz ¢ gilt:

e Falls NV |= ¢, s0 ¢ € Th(N) C @, also B = ¢.

e Falls N }£ ¢, so N |= =, also = € Th(N) C @, also B = —¢ und
somit B [ ¢.

Im Folgenden zeigen wir noch, dass B % N. Angenommen, B = N . Dann
gibt es einen Isomorphismus 7 von A nach B. Geméifs Isomorphielemma
(sieche Behauptung 1 im Beweis von Satz 0.32) gilt fiir jeden der o,-Terme

n (fiir alle n € N), dass
m(nV) = n®.

Wegen n?V = n gilt also fiir alle n € N, dass
m(n) = nb.
Da 7 ein Isomorphismus von N nach B ist, gilt

B = {r(n):neN} = {n®:neNL

Somit gilt fiir die Belegung 5 und die Variable x, dass es ein n € N gibt, so
dass 3(z) = nB. Somit gilt: Z = (B,3) = x=n. Dies ist ein Widerspruch
zu der Aussage, dass Z ein Modell von ® ist, da ® die Formel —z=n
enthélt. [
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Frage: Wie sieht ein Nichtstandardmodell der Arithmetik aus?

Antwort: Sei B ein Nichtstandardmodell der Arithmetik, d.h.: B= N
und B % N. Dann gilt:

o <Bist eine diskrete lineare Ordnung auf B, die ein kleinstes aber kein
grofstes Element besitzt,

e 05 ist das kleinste Element dieser linearen Ordnung,

(denn: jede dieser Aussagen lisst sich durch einen FOloy,]-Satz
beschreiben, der von A erfiillt wird). Auferdem erfiillt B die folgenden
Sétze aus Th(N) (fiir jedes n € N ist n dabei der im Beweis von Satz 2.21
definierte oa,-Term):

o Vz (< ux,

e Vz(0=z VvV 1< x),

eV (0=2z V 1=V 2<ux),

eV (0=2z V 1=2V 2=z V 3<x),
® USW.

Die Ordnung <Z besteht damit aus einer Kopie von (N, <), gefolgt von
Kopien von (Z,<?).

08 1°F 25 3F. ..
Kopie von (N, <) Kopie von (Z, <%) Kopie von (Z, <?)

Auferdem erfiillt B fiir jedes m,n € N die beiden folgenden FO[oa,]-Sétze,
die zu Th(N') gehoren:

e m+n = mtn,

emXn = m-n.

Daraus folgt, dass A isormorph ist zu der Einschrinkung von B auf die
Menge {n® : n € N}. AuRerdem gilt: Ist b € B ein Element, das in einer der
Kopien von (Z,<?) liegt, so sieht diese Kopie von (Z, <?) folgendermafen
aus:
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b—28 15§ b+15 b425 1438

Daher gilt: das Element (b +7 b) muss in einer anderen Kopie von (Z, <?)
liegen. Analog folgt: fiir jedes b := b +® ... 4% b muss es eine neue Kopie

i-mal, fiir i€N>

von (Z, <*) geben.

Man kann auch zeigen, dass zwischen je zwei Kopien von (Z, <?) in B eine
weitere Kopie von (Z, <?) liegen muss.

2.4 Literaturhinweise

Zur weiterfiihrenden Lektiire werden das Kapitel 6 in [EFT98|, sowie der
Artikel [Ott11] von Martin Otto empfohlen.

2.5 Ubungsaufgaben
Aufgabe 2.1

Geben Sie eine Signatur o und eine Menge ® C FO[o]| an, so das ¢
erfiillbar ist, aber kein abzéhlbares Modell hat.

Aufgabe 2.2(a) Beweisen Sie den absteigenden Satz von Léwenheim und
Skolem (Satz 2.13).

(b) Gilt auch die verschérfte Variante des absteigenden Satzes von
Lowenheim und Skolem, die besagt, dass die Machtigkeit des Modells
hochstens so groft wie die Méachtigkeit von & ist?

Aufgabe 2.3

Beweisen Sie Bemerkung 2.17, das heifst zeigen Sie Folgendes: Sei o eine
beliebige Signatur und sei A eine beliebige o-Struktur. Dann gilt:

(a) Ist A endlich, so gilt fiir alle o-Strukturen B: A=B <+<— A=EB.

(b) Ist A unendlich, so gibt es eine o-Struktur B mit B = A und B % A.

Hinweis: Fiir (b) kénnen Sie den aufsteigenden Satz von Lowenheim und
Skolem benutzen. Fiir (a) konnen Sie folgendermafen vorgehen: Nutzen Sie
Aufgabe 0.3, um zu zeigen, dass (a) fiir endliche Signaturen gilt. Folgern

Sie daraus, dass fiir beliebige Signaturen gilt: Falls B = A, so ist |B| = |A].
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Folgern Sie daraus, dass (a) fiir abzdhlbare Signaturen gilt. Folgern Sie
dann, dass (a) auch fiir beliebige Signaturen gilt.

Alternativ kénnen Sie mittels |B| = |A] < oo direkt zeigen, dass (a) fiir
beliebige Signaturen gilt, indem Sie iiberlegen, wie viele Bijektionen
zwischen A und B existieren.

Aufgabe 2.4
Sei 0 = {E} die Signatur, die aus einem 2-stelligen Relationssymbol E
besteht. Zeigen Sie:

(a) Die Klasse aller azyklischen (endlichen oder unendlichen) Graphen ist
axiomatisierbar.

(b) Die Klasse aller azyklischen (endlichen oder unendlichen) Graphen ist
nicht endlich axiomatisierbar.

(c) Die Klasse aller endlichen azyklischen Graphen ist nicht
axiomatisierbar.

Zur Erinnerung: Ein gerichteter Graph ist azyklisch, falls er keinen Kreis
endlicher Lange besitzt.

Aufgabe 2.5
Seien A und B zwei Mengen. Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

(a) Fiir jede Menge A gibt es eine Menge B mit A < B (d.h. es gibt eine
injektive Funktion von A nach B, aber keine bijektive).

(b) Fiir alle Mengen A und B mit A < B und B < A ist A ~ B. Das heift,
falls es Funktionen f: A — B und g: B — A gibt, die jeweils injektiv
sind, dann gibt es eine bijektive Funktion h: A — B.

Aufgabe 2.6
Geben Sie einen FO[<]-Satz ¢ an, so dass fiir alle {<}-Strukturen A gilt:

AE6d <<= A ist eine diskrete lineare Ordnung, die ein
kleinstes, aber kein grofttes Element besitzt.

Aufgabe 2.7
Sei A := (N, <V ), und sei B die {<}-Struktur mit Universum

B = ({0} x N)U ({1} x Z)
und Relation

<F = {((i,4),(,5) € Bx B : i<i oder (i=14 und j < j)}.
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Sind die Strukturen A und B elementar dquivalent? Beweisen Sie, dass Ihre
Antwort korrekt ist. Hinweis: Sie konnen Ehrenfeucht-Fraissé Spiele

benutzen.

Aufgabe 2.8

Sei B ein Nichtstandard-Modell der Arithmetik.

Zeigen Sie: Zwischen je zwei Kopien von (Z,<#) in B liegt eine weitere
Kopie von (Z, <?).
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Kap:itel 3

Die Grenzen der Berechenbarkeit

3.1 Entscheidbarkeit und rekursive Aufzahlbarkeit

Zur Erinnerung:
Definition 3.0. Sei M eine abzéhlbare Menge.

(a) Eine Menge L C M heift entscheidbar, falls es einen Algorithmus
gibt, der bei Eingabe eines m € M nach endlich vielen Schritten anhélt
und ausgibt

o JA“ fallsme L
e NEIN“ fallsm ¢ L

(b) Eine Menge L C M heift semi-entscheidbar, falls es einen
Algorithmus gibt, der bei Eingabe eines m € M

e nach endlich vielen Schritten anhélt und dann ,,JA*“ ausgibt, falls
m € L ist

e nie anhalt, falls m & L ist

(c) Eine Menge L C M heifit rekursiv aufzéhlbar (engl.: recursively
enumerable, kurz r.e.), falls es einen Algorithmus gibt, der nach und
nach samtliche Elemente in L ausgibt.

(d) Sei M’ eine Menge.
Eine Funktion f : M — M’ heift berechenbar, falls es einen
Algorithmus gibt, der bei Eingabe eines m € M nach endlich vielen
Schritten anhélt und den Wert f(m) ausgibt.
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Bemerkung: Ist M = A*, wobei A ein endliche Alphabet ist, so kann man
leicht sehen, dass folgendes gilt:

(a) Eine Menge L C M ist semi-entscheidbar genau dann, wenn sie
rekursiv aufzahlbar ist.

(b) Jede entscheidbabre Menge L C M ist rekursiv aufzéhlbar.

(¢) Sind Ly € M und Ly C M zwei rekursiv aufzdhlbare Mengen, so ist
auch die Menge L, N Ly rekursiv aufzahlbar.

3.1.1 Vereinbarung zur Kodierung der Syntax von
FOlo]-Formeln

e In diesem Kapitel sei o eine abzahlbare, entscheidbare Signatur.
Die Sybole aus ¢ sind kodiert als Worter iiber einem endlichen
Alphabet, etwa dem ASCII-Alphabet.

e Wir kodieren o-Terme und FO[o]-Formeln als Wérter iiber einem
endlichen Alphabet.

e Wir erweitern die Kodierung auf endliche Mengen von o-Termen und
FOlo]-Formeln.

e Wir kodieren Ableitungen im Sequenzenkalkiil Rs (vgl. Kapitel 1) als
Worter iiber einem endlichen Alphabet.

Sei A das endliche Alphabet, das wir fiir die Kodierung von Symbolen (aus
o), Termen, Formeln, endlichen Mengen von Termen und Formeln sowie
Beweisen (in Rg) verwenden.

Seien Y,V,T,L,S,G,B C A* die Mengen der kodierten
e Symbole aus ¢ (Y)
e Variablen (V)

e Terme (T)
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e FO[o]-Formeln (L)
e FO[o]-Séitze (S)
e endlichen Formelmengen (G)

e Beweise (d.h. Ableitungen in Rs) (B)

Folie 134
Annahme 3.1. Unsere Kodierung hat die folgenden Eigenschaften:
(a) Die Mengen Y,V,T,1,S,G,B C A* sind entscheidbar.
(b) Die logischen Operatoren
e Negation
e Disjunktion
e Konjunktion
e existentielle Quantifizierung
e universelle Quantifizierung,
aufgefasst als 1- bzw. 2-stellige partielle Funktionen auf A*, sind
berechenbar.
(c) Die beiden Funktionen, die jeder FO[o]-Formel die (endliche) Menge
ihrer Variablen bzw. die (endliche) Menge ihrer Subformeln zuordnen,
sind berechenbar.
(d) Die Substitution einer Variablen durch einen Term in einer Formel,
aufgefasst als 3-stellige partielle Funktion auf A*, ist berechenbar.
Folie 135

(e) Die 2-stellige Relation

{(f, g) € A" x A*: f € L ist die Kodierung einer Formel ¢ € FO[o] und
g € G ist die Kodierung einer endlichen Menge I'
von FO[o]-Formeln mit ¢ € F}

ist entscheidbar.
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(f) Die 3-stellige Relation

{(b, g,f) € (A")? : g € G ist die Kodierung einer endlichen Menge T’

von FO[o]-Formeln, f € L ist die Kodierung einer
FO[o]-Formel ¢, b € B ist die Kodierung einer

Ableitung I" F ¢ im Sequenzenkalkiil}

ist entscheidbar.

Bemerkung: In Abschnitt 3.2 werden wir eine Kodierung angeben, die die
in Annahme 3.1 aufgelisteten Eigenschaften hat.

Vereinbarung: Fiir den Rest dieses Kapitels unterscheiden wir nicht mehr
zwischen syntaktischen Objekten (wie FO[o]-Formeln) und ihren
Kodierungen. Zum Beispiel sprechen wir direkt von entscheidbaren
Formelmengen (und meinen dabei eigentlich entscheidbare Mengen von
Kodierungen von Formeln).

Lemma 3.2 (Aufzdhlbarkeit der beweisbaren Sétze).
Sei o eine abzihlbare, entscheidbare Signatur. Sei ® C FO[o] eine rekursiv
aufzihlbare Formelmenge. Dann ist auch die Menge

{¢ €FOlo] : ® = ¢}
rekursiv aufzdhlbar.

Beweis:
Gemaéfs Vollstandigkeitssatz gilt

{peFOlo] : D=y} = {9 €FOo] : g, o}

Daher zéhlt der folgende Algorithmus nach und nach sédmtliche Elemente
aus {¢ € FO[o] : ® | ¢} auf:

1) Firn=1,2,3,... tue folgendes:

2) Zahle die ersten n Formeln ¢1,...,p, aus ® auf (mit dem
Algorithmus, den es laut Voraussetzung gibt).
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3) Zahle die ersten n Kodierungen von Beweisen in Rg, etwa
bi,...,b, auf (mit dem Algorithmus, den es laut Annahme
3.1 gibt).

4) Priife fiir jedes b;, ob es eine Sequenz I' = ¢ mit I' C

{¢1,...,on} beweist. Wenn ja, gib ¢ aus.

Als unmittelbare Folgerung aus Lemma 3.2 erhalten wir:

Korollar 3.3. Sei o eine abzdhlbare, entscheidbare Signatur. Dann gilt: Die
Menge aller allgemeingiiltigen FOlo|-Formeln ist rekursiv aufzdhlbar.

Bemerkung: Dies ist die Formalisierung der auf Seite 39 angekiindigten
Aussage (Die Semi-Entscheidbarkeit des Allgemeingiiltigkeitsproblems fiir
Formeln erster Stufe).

3.2 Godelisierung von FOlox,]

Folie 138
Notation 3.4 (Arithmetik).

e Wir betrachten nun die Signatur o, = { <+, oo, 0, 1}.

e N bezeichnet wie iiblich das Standardmodell
(N, <V, V) N oV, 1Y) der Arithmetik.

o Fiir Terme t,u € T,,, schreiben wir ¢ < u als Abkiirzung fiir die
FO[oa,]-Formel (t <u A =t =u).

Definition 3.5 (Zahlterme).
Die Zahlterme n, fiir n € N, seien die folgendermafien definierten o,,-Terme

0:=0 und fa.n € Nsein+1:=(n+1); prazise n+ 1 := +(n,1)

Beispiel:

0=0 1=0+1)=+(0,1) 2=(01A+1)=+(11)=+(+(01),1)
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3.2.1 Arithmetisierung

e Wir kodieren syntaktische Objekte wie Symbole aus oa,, Formeln aus

FO[oa,| usw. durch natiirliche Zahlen in Hexadezimaldarstellung, die
wir als Worter iiber dem Alphabet Apex == {0,...,9,a,..., f}
auffassen.

Fiir eine Zahl n € N schreiben wir [n]yex, um ihre
Hexadezimaldarstellung zu bezeichnen. Fiir ein w € Ajj,, schreiben
wir [w]y, um die natiirliche Zahl zu bezeichnen, die durch w in
Hexadezimaldarstellung reprasentiert wird.

Unser Ziel ist eine Kodierung, die alle Eigenschaften aus Annahme 3.1
besitzt.

Weil fiir w € Ajy,, die Worter w und Ow dieselbe Zahl darstellen,
vermeiden wir Kodewdrter, die mit 0 beginnen.

e Die Kodierung eines Objekts o werden wir stets mit (0) bezeichnen.

Zur Erinnerung:
oar-Terme und FO[oa,]-Formeln sind Worter iiber dem Alphabet

AUAr = VAR U {_‘,/\,\/,El,v,(,)7:} U { <,+,',O,1} U {,}

Definition 3.6 (Kodierung von A,,,).
Wir kodieren die Elemente des Alphabets A,, durch Worte iiber dem
Alphabet Apge, wie folgt:

e Variablen: fiir jedes n € N ist

n mal

e Logische Symbole:

— () = 2 = [2nex
—(A) = 3 = [3]Hex
— (V) =4 4] Hex
=3 =5 = [lnex
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— (V) =6 = [6]nex
= (0 =7 = [Thex
= () = 8 = [8nex
= (=) =9 = [nex
= () = = [15]nex

e Arithmetische Symbole:

— (<) = a = [10]gex
—(+) == b = [1]pex
— () = ¢ = [12]pgex
= (0) = d = [13]nex
— (1) = e = [14]Hex

Definition 3.7 (Kodierung von Termen, Formeln und Beweisen).

(a) Fiir jedes Wort w = wy ---wy € A}, ist (w) = (w1)(wy) - -+ (wy).
Insbesondere gilt:

o Fiir jeden Term t € T, , etwa t = s1---5, € A}, st
(t) = (s1)(s2) -+ (s0)-
e Fiir jede Formel ¢ € FO[oa,], etwa ¢ = s1---5, € A7, st

(o) = (s1)(s2) -~ (s0)-
(b) Fiir eine endliche nicht-leere Formelmenge ® C FOloa,] sei
(®) = {p)ff{o2) ff - FFlon)

falls ® = {1, ... @} mit [(1)]ny < ... < [(¢r)]n, wobel < hier die
natiirliche lineare Ordnung auf N bezeichnet.

Beachte: ff € A% wird hier als , Trennsymbol* verwendet.
Ferner sei (0) := 0 = [0]mex-
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Godelisierung

Godelnummer
von
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(c) Fiir eine Sequenz I' F ¢ sei
(CEw) = fIIOV )]

(d) Fiir eine Folge (Si,...,S¢) von Sequenzen (also insbesondere auch fiir
eine Ableitung im Sequenzenkalkiil) sei

(Shy-. ., 80)) == (S1) - (Se).

Lemma 3.8.

Die in Definition 3.6 und 3.7 eingefiihrte Kodierung besitzt alle
Figenschaften aus Annahme 3.1.

Ferner gilt fiir alle syntaktischen Objekte o (d.h. fir Terme, Formeln,
Formelmengen, Sequenzen, Beweise), dass entweder (o) = 0 ist oder (0)
mit einem Zeichen in {1,...,9,a,..., f} beginnt. Daher ldsst sich jedes
Kodewort (o) als Hexadezimaldarstellung der natiirlichen Zahl [{0)]n
auffassen.

Beweis: Ubung.

Bemerkung 3.9 (Godelisierung).

Die Kodierung von Formeln durch natiirliche Zahlen bezeichnet man auch
als Godelisierung.

Fiir eine Formel ¢ € FO[o,| bezeichnet man die Zahl n, := [(¢)]n € N als
die Godelnummer von .

Analog bezeichnen wir fiir einen Term ¢ € A,, die Zahl n; := [(t)]y € N als
die Godelnummer von ¢.

Lemma 3.10.

Die Funktion f: N — N mit f(n) := [(n)|]y (f.a. n € N) ist berechenbar.
D.h.: Es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe einer Zahl n € N die
Godelnummer des Terms n ausgibt.

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 110



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewshlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

Beweis:

Gemék Definition 3.7 gilt: 0 = 0 € o4, und fiir alle n € N gilt
n+1=(n+1) bzw. prazise: n + 1 = +(n, 1).

Man sieht leicht, dass f.a. n € N gilt

no=+(+(---+(0,1),1),---,1)
nmaT:+( « nma?:,l) “

Gemaéfs Definition 3.6 gilt:

Somit ist fir n > 1

(n) = D7b7...07d feS8fe8... fel

n mal, b7¢ n mal,, fe8"

Dies ist die Hexadezimaldarstellung der Zahl [(n)]y € N. Man kann leicht
einen Algorithmus angeben, der bei Eingabe einer Zahl n € N zunéchst den
Term n, dann das Kodewort (n) und daraus die Zahl [(n)]y berechnet.

]

Folie 146

Lemma 3.11 (Definierbare Zahlenmengen).
Sei @ eine entscheidbare Menge von FO[oa,]-Sdtzen, und sei o(x) eine
FO[oa,]-Formel. Dann gilt:

(a) Die Menge {n € N : ® = (n)} ist rekursiv aufzihlbar.
(b) Die Menge {n € N : & |= —p(n)} ist rekursiv aufzihlbar.

(¢c) Wenn fir alle n € N gilt ® = p(n) oder ® = —p(n), so ist die Menge
{neN : ®kp(n)} entscheidbar.

Beweis:

(a) Wegen Lemma 3.8 erfiillt unsere Kodierung die Annahme 3.1.
Wegen Lemma 3.11 und Annahme 3.1 (c) ist daher die Funktion

n +— (p(n)) (fa.néeN) (%)
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berechenbar, d.h. es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe einer Zahl
n die Kodierung der Formel p% (= ¢(n)) ausgibt.

Daher ist die Menge {{(¢(n)) : n € N} rekursiv aufzihlbar.

Laut Voraussetzung ist ® entscheidbar. Aus Lemma 3.2 folgt, dass

{(p € FOloa,] : @ go} rekursiv aufzahlbar ist. Daher ist auch die
Menge { (1)) € S,,, : ® |= ¢} rekursiv aufzéihlbar. Somit sind die
beiden Mengen {(¢(n)) : n € N} und {(¢) € S,,, : ® = ¢} rekursiv
aufzahlbar. Da der Durchschnitt zweier rekursiv aufzahlbarer Mengen
rekursiv aufzahlbar ist, ist auch die Menge

{{¢(n)) : neN, ®=pn)}
rekursiv aufzahlbar.

Wegen () ist daher auch die Menge {n € N : @ |= ¢(n)} rekursiv
aufzahlbar.

(b) folgt aus (a) mit - an Stelle von .

(c) folgt direkt aus (a) und (b) und der Voraussetzung in (c) (Details:
Ubung).

]

3.3 FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen
3.3.1 Ag-Formeln und das Lemma tiber die B-Funktion

Definition 3.12 (Arithmetische Relationen).
Sei @ C FO[oa,] eine Menge von FO[o,|-Formeln und sei k& € N.

(a) Eine Relation R C N* heift ®-definierbar, wenn es eine Formel
or(z1,...,2) € ® mit R = @r(N) gibt.

Zur Erinnerung:
orN) = {(n1,..,mx) €N - N = gl .. i}

(b) Eine partielle Funktion f von N* nach N heiflt ®-definierbar, wenn
ihr Graph

{(nl,...,nk,m) e NF 1w flng, ... ) :m}

eine ®-definierbare Relation ist.
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Folie 148
Notation 3.13 (Beschriankte Quantoren).
Fir x € VAR, t € T,,, und ¢ € FOloy,] schreiben wir
e dz <ty an Stelle von Jz (x <t A @)
e Vo <ty an Stelle von Va (x <t — ).
Wir bezeichnen dx < ¢t und Vx < t als beschrankte Quantoren. beschrankte
Wir schreiben auch Quantoren
e dr <ty als Abkiirzung fir 3z < t(-x =t A p)
o Vx <ty als Abkiirzung fiir Vo < t(-x =1t — ).
Folie 149
Definition 3.14 (Ay: Klasse aller beschrankten FO[oa,]-Formeln).
Die Klasse Ay aller beschrinkten FO|o,]-Formeln ist rekursiv wie folgt
definiert:
e Fiir jede atomare FO[o,|-Formel ¢ gilt: ¢ € A,.
e Sind ¢ € Ag und ¢ € Ay, so gilt auch —~p € Ag, (p A1) € Ay,
(p V) € A,
e Sind ¢ € Ay, x € VAR und ¢ € T, , so dass x nicht in ¢ vorkommt, so
gilt: Jv <ty € Agund Vo <ty € Ay.
Das folgende Lemma liefert einen wichtigen Schliissel zur Kodierung von
Berechnungen durch Formeln der Logik erster Stufe. Das Lemma besagt,
dass man Folgen natiirlicher Zahlen durch einzelne Zahlen kodieren kann -
und zwar so, dass diese Kodierung durch eine beschrinkte FO[oa,|-Formeln
definiert werden kann.
Folie 150

Lemma 3.15 (Das Lemma iiber die S-Funktion).
Es gibt eine Ag-definierbare Funktion

f:N* — N
mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir jedes ¢ € Ns; und jede Folge (ng,...,ns_1) € N® gibt es ein s € N mit
s = max{l,ng,...,ne_1)}, so dass f.a. 1 € {0,...,0 — 1} gilt:

B(s,i) = n,.

(D.h.: s reprasentiert die Folge (ng,...,ng_1) und ((s,1) liefert die
Komponente n;)
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Notation: Im Folgenden bezeichnet § immer die Funktion aus Lemma
3.15; und fiir s,¢ € Ny ist B(s, () := (6(s,0),...,8(s, ¢ —1)).

Beweis:
Sei ¢ € N5q und sei (ng,...,nep1) € N¢. Sei p die kleinste Primzahl mit
p > max{/,ng,...,ny_1}. Sei t die natiirliche Zahl, deren Darstellung zur

Basis p wie folgt aussieht:

Ny_1 14 TNy_9 (E — ].) Ce n; (Z + 1) ... o 3 nq 2 Un) 1
T T T T T T T T T T
p2€fl p2872 p2£f3 p2(€f2) p21+1 p21 p5 p4 p3 p2 pl pO
D.h.
t = 1~p0—|—n0-p1

+2-p* + ny-p
+3-p + ny-p°

+ ...
Y1) pY 4ot

+ ...

L G

Behauptung 1.
Fiir alle 7 € {0,...,¢ — 1} und alle n € N gilt:
n =n; <= Es gibt natiirliche Zahlen mg, my, ms <t s.d.
(1)t = mog+my - ((z’+1)—|—np+m2 -pQ),
(2) n <p,
(3) my < my und

(4) es gibt ein j < my so dass m; = p*

Beweis von Behauptung 1:

”:>(( :

Wir wahlen
me = 1-p0+no-p1+---—|—i~p2(i_l)—i—ni_l-p%_l (<p2i)
my = p%
my = (i+2) ‘p2(i+1)—2i—2 ¥ R _p2z‘+3—2i—2 I

R
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Klar: Damit sind (1), (3), (4) erfillt. (2) gilt, da n; < p.

="
Wihle mg, my, my so, dass (1)-(4) erfiillt sind und sei j € N mit m; = p?.
Dann gilt geméR (1): t =mo+ (i +1) - p¥ +n - p? ™ + my - p? 2. Geméih
(3) gilt: my < p¥. Gemik Wahl von p gilt (i + 1) < p. Wegen (2) gilt n < p.
Die Eindeutigkeit der p-adischen Darstellung liefert 25 = 2¢, d.h. 5 =4 und
n =n;.

|:lBehauptung 1
Im Folgenden nutzen wir Behauptung 1, um eine Ag-Formel p(u, v, w,y) zu
definieren, so dass fiir alle 7 € {0,...,¢ — 1} und alle n € N gilt:

n=mn; < N ): gO[p,t,Z,n]

In der folgenden Formel ¢(u, v, w,y) spielt die Variable

e u die Rolle der Primzahl p,
e v die Rolle der Zahl ¢,

w die Rolle der Zahl i,

y die Rolle der Zahl n,

o, 1, V9 die Rolle der Zahlen mg, mi, my in den Bedingungen (1)-(4)
aus Behauptung 1.

Sei p(u, v, w,y) nun die folgende Ag-Formel:
()O(UW v? w7 y) ::
3v0<03v1<03v2<v<

v=vy+v - (w+1)+y-utve-u-u) A (1)
y<uA (2)
Vo < U1 N (3)

z ist Teiler von v1
7\

Y

§|Z<012~Z=U£/\VZ<U1(E|Z,<U1Z~Z/201—> (4)

~
vy ist Quadratzahl

Elz’ézu-z’:z)>

u ist Teiler von z
NS >
Vv

vy ist Potenz von u
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Behauptung 2.
o(u,v,w,y) ist eine Ag-Formel, so dass fiir alle i € {0,...,¢ — 1} und alle
neNgilt: n=n;, < N [ plp,t,i,n].

Beweis von Behauptung 2:
Folgt direkt aus Behauptung 1 und der Wahl von .

|:|Behauptung 2

Sei nun ¥ (u, v, w,y) die folgende Ay-Formel:

¢(U7U>w>y) = ((QO(U,’U,’U),y) Ny SU A -3z <yg0(u,v,w,z))

V (y:O VAN _‘Elzgvgo(uﬂ)?wwz)))

Behauptung 3.
Y(u, v, w,y) ist eine Ag-Formel, die eine totale Funktion 5’ : N® — N
definiert (im Sinne von Definition 3.12).

Beweis von Behauptung 3:
Fiir alle natiirlichen Zahlen p,t,7 € N gibt es genau ein n € N, so dass
N [ ¢[p, t,i,n], ndmlich

e n ist die kleinste natiirliche Zahl <t mit N = ¢[p, t, 4, n], falls es eine
solche Zahl gibt

e n ist 0, falls es keine natiirliche Zahl n’ < ¢t mit N |= ¢[p, t,1,n'] gibt.

|:|Behauptung 3

Behauptung 4.
Fiir alle £ € N5, und alle (ng, ...,n._1) € N¢ gibt es Zahlen p,t € N so dass
gilt:

e t > max{/,ng,...,ng_1}, und

e fiiralle: € {0,...,0—1}ist 5'(p,t,i) =n,

Beweis von Behauptung 4:
Folgt unmittelbar aus der Konstruktion der Formel ).

|:|Behauptung; 4
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Behauptung 5.
Die Funktion ¢ : N*> — N mit

9(y1,y2) = %(?/1 +yt+ 1) (yi+y2)+y (fa y,y2 €N)
ist bijektiv.
]_3eweis von Behauptung 5:
Ubung.
UBehauptung 5

Die folgende Ag-Formel ~(y1, o, 2) definiert die Funktion g aus
Behauptung 5:

Yy1,y2,2) = (1+1)-2=(yi+ye+1)- (1 +y)+1+1) -y

Sel nun pg(z, w,y) die folgendermafen definierte Ag-Formel:
pa(zw,y) = 3u< 230 < 2 (3w 0,2) A Dlu,v,w,y))

Behauptung 6.
Die Ag-Formel pg(z, w,y) definiert eine Funktion 3 : N* — N, die die
Bedingungen von Lemma 3.15 erfiillt.

Beweis von Behauptung 6:

Die Formel pg(z,w,y) definiert die Funktion 3 : N* — N mit

B(g(p,t),i) = p'(p,t,1), fa. p,t,i € N (da g bijektiv ist, ist 5 wohldefiniert
und hat Definitionsbereich N?). Behauptung 6 folgt unmittelbar aus
Behauptung 4 und der Tatsache, dass g(p,t) > t ist.

|:lBehaLuptung 6

3.3.2  FEin formales Berechnungsmodell

Folie 151
Im Folgenden wollen wir zeigen, dass alle berechenbaren Funktionen und

rekursiv aufzdhlbaren Relationen durch FOloa,]-Formeln definiert werden
kénnen (im Sinne von Definition 3.12) (- daraus werden wir dann z.B.
folgern, dass Th(N) nicht rekursiv aufzéhlbar ist).

Dazu miissen wir allerdings einen prazisen Berechnungs-Begriff
verwenden. Geméls der Church-Turing-These konnten wir dazu jedes
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Konfigurationen
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wsinnvolle Berechnungsmodell wihlen (z.B. Turingmaschinen,
Registermaschinen, WHILE-Programme,. . . ). Fiir unsere Zwecke besonders
bequem ist, das folgende formale Berechnungsmodell zu verwenden:

Wir betrachten deterministische 1-Band-Turingmaschinen

M:(Qa ATM7 57 qo, F)

wobei Q die Menge der Zustdnde, Aty das Bandalphabet, gq den
Startzustand, F die Menge der Endzustdnde und

§:Q\F x Aty — Q x Apy x {<,1, =} die Ubergangsfunktion
bezeichnet. Wir betrachten das feste Alphabet Ary = {|,#, 0}, wobei |
zur undren Darstellung natiirlicher Zahlen dient, # als Trennsymbol und [J
als Leerzeichen (Blank) verwendet wird. O.B.d.A. gelte stets QNATy = 0.

Konfigurationen von M beschreiben wir als Worter
Kk =vqw € (Ary U Q)*, wobei v,w € AL, und ¢ € Q ist.
k = vqw beschreibt folgende Konfiguartion von M:

(Y w

[EEEE [Tl ooomomo- -

I

q

D.h.: g ist der aktuelle Zustand, vw ist der nicht-leere Teil der
Bandbeschriftung und der Schreib-/Lesekopf steht auf dem ersten Symbol
von w (bzw., falls w = ¢ das leere Wort ist, so steht der Schreib-/Lesekopf

auf dem ersten Blank-Symbol [J rechts von der aktuellen Beschriftung v des
Bandes).

Wir schreiben x —; £/, um auszudriicken, dass ' die
) )

NachfolgekonfiguraNachfolgekonfiguration von « ist.

Folie 154
Berechnung von

Unérdarstellung

Eine Berechnung von M ist eine endliche Folge von aufeinanderfolgenden
Konfigurationen. Wir schreiben k —3; &', um auszudriicken, dass es eine

Berechnung gibt, die s in &’ {iberfiihrt.
Notation: Fiir n € N sei
" =1|...| € A}y
——

n-mal

die Unardarstellung von n
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Folie 155

Definition 3.16.

(a) Eine partielle Funktion f von N¥ nach N heiftt TM-berechenbar, TM-berechenbar
wenn es eine deterministische 1-Band-Turingmaschine M=(Q, Aty 9,
qo, F) gibt, so dass fiir alle my,...,mg,n € N gilt

f(mq,...,mg) =n <= esgibt ein ¢ € F, so dass
Qo™ #|™#. . #™ =4 "

Beachte: Fiir (my,...,m;,) € N*¥\Def(f) gilt: es gibt kein n € N, ¢ € F,
sodass qo | # | H#H . H# = Mg

(b) Eine Relation R C N¥ heift TM-rekursiv aufzihlbar, wenn die TM-rekursiv auf-
partielle Funktion fz von N* nach N mit Def(fz) = R und zahlbar
fr(my,...,myg) =1, fur alle (myq,...,my) € R TM-berechenbar ist.

Die Church-Turing-These besagt, dass die TM-berechenbaren partiellen
Funktionen (und die TM-rekursiv aufzéhlbaren Relationen) genau die
berechenbaren partiellen Funktionen (bzw. die rekursiv aufzéhlbaren
Relationen) sind.

3.3.8 FO-Definierbarkeit von TM-Berechnungen und die
Unentscheidbarkeit der Arithmetik

Folie 156
Im Folgenden werden wir zeigen, dass jede (TM-)berechenbare partielle
Funktion durch eine FO[os,]-Formel definiert werden kann.

Vereinbarung 3.17.

Wir indentifizieren das Symbol [J mit der Zahl 0, das Symbol | mit der Zahl
1 und das Symbol # mit der Zahl 2.

Auferdem nehmen wir immer an, dass die Zustandsmenge () unserer
Turingmaschinen endliche Teilmengen von N\{0, 1,2} sind.

Dadurch kénnen wir jede Konfiguration k£ = vqw € (Apy U Q)* als eine
endliche Folge natiirlicher Zahlen auffassen, die wir mit der S-Funktion
durch eine natiirliche Zahl kodieren kénnen.

Folie 157
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Lemma 3.18 (Kodierungen von Konfigurationen sind Ag-definierbar).
Sei M=(Q, A, 0, qo, F) eine deterministische 1-Band-Turingmaschine.
Dann gibt es eine Ag-Formel gp%mf (x,y) so dass fir alle s,¢ € N gilt

N E go%onf [s,¢] <= B(s,{) reprisentiert eine Konfiguration von M
Zur Erinnerung: B(s, () := (5(s,0),...,5(s, ¢ —1)).

Beweis:
Sei 5 die Ag-Formel, die gemiif Lemma 3.15 die Funktion 8 : N? — N
definiert. Wir wahlen

gp%onf(m,y) =z <ydw<z
50/3(.73,2,10) A (\/w =4 )/\
q9€Q
Ve < y(ﬁz’:z = (pp(x,2,0) V pg(x,2',1) V @5(17,2,72))))

In der zweiten Zeile der Formel wird gesagt, dass es in der von x kodierten
Folge der Lange y eine Position z gibt, an der ein Zustand (w) steht.
Hierbei bezeichnet ¢ den Zahlterm von g € Q C N\ {0, 1,2}. In Zeile 3 wird
gesagt, dass an allen anderen Positionen in der Folge eins der Symbole 0,1
oder 2 steht.

Folie 158

Lemma 3.19 (Aj-Definierbarkeit von TM-Berechnungen).
Sei M=(Q, Arm, 0, qo, F) eine Turingmaschine.

(a) Fir jedes k € Nxy gibt es eine Ag-Formel 0§, (2,9, 21, .., 2k), s0
dass fiir alle s, €, mq,...,mi € N gilt
N E @8tails, tma,...,my] < B(s,{) kodiert die Konfiguration
qQo |™ # ... #|™ (also die Start-
konfiguration von M bei Eingabe
(my,...,my) € N¥)
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(b) Es gibt eine No-Formel 0, (x,y, 2), so dass fir alle s,{,n € N gilt

N E @ltoppls: (,n] < es gibt ein q € F, so dass B(s,{)
die Konfiguration |"q kodiert

Folie 159
(c) Es gibt eine Ag-Formel o, ..(x,y,2',y), so dass fir alle
s, 0,8 ' € N gilt
N E il ils 0,8 0] <= B(s,t) und B(s',{') kodieren Konfigura-
tionen k und k' von M s.d. kK — K
(d.h. k" ist Nachfolgekonfiguration von k)

Bewelis:

(8) ©Starei(T,Y, 21, ..., 21) besagt: B(z,y) reprasentiert eine Konfiguration
von M - und zwar die, die an Position 0 den Zustand ¢y hat, dann z;
viele Einsen, gefolgt von einer 2 (= #), gefolgt von z, vielen Einsen,...
Uusw.

Speziell fiir £ = 2 wihlen wir:

PStar k(T Y, 21, 22) 1= 05(,0, qo)
A2 < 21 (1< 2 — pp(a, 24, 1))
N pp(r,21+1,2)
AW <+ st 1(5 42 <5 = pale 1)
Ny=z+2z+2

Fiir allgemeines k: Ubung.
(b) Analog zu (a).

() (pg/[chritt(xv y,2',y') besagt:
e B(x,y) und B(x',y’) reprisentieren Konfigurationen (nutze dazu
Lemma 3.18)

e An allen Stellen aufter der Kopfposition und unmittelbar daneben
sind die beiden Konfigurationen identisch

e An der Kopfposition und unmittelbar daneben unterscheiden sich
die beiden Konfigurationen geméf der Ubergangsfunktion 9.
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Details: Ubung.

Definition 3.20 (Die Klasse ¥; C FO[oa,]).
Die Menge ¥ besteht aus allen FO[os,]-Formeln der Form Jx ¢, wobei
x € VAR und ¢ € A,.

Satz 3.21 (3;-Definierbarkeit der berechenbaren partiellen Funktionen und
der rek. aufzéhlbaren Relationen).

(a) Jede TM-berechenbare partielle Funktion f von N¥ nach N (fir
k € Nxy beliebig) ist ¥1-definierbar.

(b) Jede TM-rekursiv aufzihlbare Relation R C NF (f.a. k € N) ist
Y1 -definierbar.

Beweis:

(a) Sei M eine Turingmaschine, die f berechnet (im Sinne von Definition
3.16). Im Folgenden konstruieren wir eine ¥j-Formel pg(xy, ..., 2k, y),
so dass fiir alle mq,...,my,n € N gilt:

N }: @f[ml,...,mk,n] — f(m17"‘7mk):n
(insb.: (myq,...,my) € Def(f))
<= es gibt ein ¢ €F mit
Q|™#...#|™ =3y "q

Eine Folge k1, ko, ..., Kk, von Konfigurationen der Langen ¢1, 05, ..., ¢,
wird kodiert durch ein Tupel (s1, ¢4, s9, {s, S, ;) von natiirlichen Zahlen,
so dass fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt: B(s;, ¢;) kodiert die Konfiguration x;.

In der folgenden Formel ¢ reprasentiert die Variable u diejenige
nattirliche Zahl s fir die gilt: B(s,2r) = (s1, {1, s2, s, ..., 5., ¢.). Die
Zahl r — 1 wird durch die Variable z représentiert. Die Variablen v und
v’ repréasentieren zwei Konfigurationen; die Variablen w und w’
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repriasentieren die Léangen dieser beiden Konfigurationen.

of(x1, ... 2, y) = JuIz
(

<u
(SOB an? U) A Spﬁ(ual7 U)) A @%art,k(UJwaxlw - ,,’L’k))
2.z

I <udw<u
A Fo < uwIw < ulps(u, 0) A (a2 24+ 1w) A @ (v, w, 1))
A Vo <uVw <uVo' <uV 'gqu’<2(2-2'+§<2-Z+l—>

w
((@5(’&,2- Zlﬁ”) A @B(uaz -2 +l7w) A @5(“72 -2 +27 ’Ul)
A ps(u,2- 2 +3, w')) — gpg/ihritt(v,w,v’,w’))»

e Die zweite Zeile der Formel besagt, dass die ersten beiden Eintrage
in der durch u kodierten Folge die Startkonfiguration von M bei
Eingabe von (1, ..., x;) € NF repriisentiert.

e Die dritte Zeile besagt, dass die letzten beiden Eintrége in der

durch u kodierten Folge (der Lange 2 - z + 2) eine
Stopp-Konfiguration von M mit Ausgabe y représentiert.

e Die letzten drei Zeilen der Formel besagen, dass jedes Paar von
aufeinanderfolgenden Konfigurationen in der durch u kodierten
Folge einen Berechnungsschritt von M repréasentiert.

Somit ist ¢ eine ¥;-Formel, die die partielle Funktion f definiert.
(b) Folgt leicht aus (a)

Bemerkung 3.22. Die Umkehrung von Satz 3.21 gilt ebenfalls.

D.h.: Eine partielle Funktion f von N¥ nach N (bzw. eine Relation R C N¥)
ist genau dann berechenbar (bzw. rekursiv aufzéhlbar), wenn sie
>,-definierbar ist. Details: Ubung!

Folie 161
Als einfache Folgerung von Satz 3.21 erhalten wir

Satz 3.23 (Unentscheidbarkeit der Arithmetik).

Th (N) ist nicht rekursiv aufzihlbar.

D.h.: Es gibt keinen Algorithmus, der nach und nach alle in der
Standardarithmetik N' = (N, <N, 4N, N 4N AN giiltigen Séitze der Logik
erster Stufe ausgibt.
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Beweis:

Sei H C N eine Menge, die rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar ist.
(Eine solche Menge gibt es - z.B. kann H als Menge der Gédelnummern von
Turingmaschinen gewahlt werden, die bei leerer Eingabe nach endlich vielen
Schritten halten).

Da H rekursiv aufzahlbar ist, ist H Y;-definierbar. D.h. es existiert eine
Y.;-Formel pg(z) s.d. f.a. n € N gilt:

neH < N oyun < NEopy: (%)

Angenommen, Th (N') wire rekursiv aufzahlbar. Dann ist Th (N') sogar
entscheidbar - denn: Bei Eingabe eines FO|[oa,]-Satzes ¢ starte das
Semientscheidungsverfahren fiir ¢ und —¢. Fiir eines der beiden wird ,,JA“
ausgegeben. Je nachdem kann insgesamt ,, JA* oder ,NEIN“ ausgegeben
werden.

Lemma 3.11 (c) (fiir ® := Th(N) und ¢(x) :=
Entscheidbarkeit von {n € N : Th (N) = pu 2}

x)) liefert die

H é da H nicht entscheidbar

O

3.4 Der Satz von Trakhtenbrot

Boris A. Trakthenbrot (kyrillisch: Tpaxren6por): russisch-israelischer
Mathematiker (*1921, 1 2016); alternative Schreibweisen: Trachtenbrot,
Trahenbrot

Folie 162

Definition 3.24. Sei ¢ eine Signatur.

im Endlichen er- (a) Ein FO[o]-Satz ¢ heift im Endlichen erfiillbar, falls es eine
fiillbar endliche o-Struktur A gibt, die ¢ erfiillt.

(b) Das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO|o| (kurz:
endl-Erf-FO[o] endl-Erf-FOlo]) ist das wie folgt definierte Berechnungsproblem:

ENDLICHES ERFULLBARKEITSPROBLEM FUR FO|[o|
FEingabe: Ein FOlo]-Satz ¢
Frage: Ist ¢ im Endlichen erfiillbar?

Formal: endl-Erf-FOlo]| := {¢ : ¢ ist ein im Endlichen erfiillbarer
FOl[o]-Satz}
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Folie 163
Unter der Verwendung des Satzes von Gaifman (oder alternativ, des Satzes

von Hanf), sieht man leicht, dass folgendes gilt:

Satz 3.25. Ist o eine relationale Signatur, die ausschliefflich aus
Relationssymbolen der Stelligkeit 1 besteht, so ist das endliche
Erfillbarkeitsproblem fiir FOlo| entscheidbar.

Beweis: Ubung.
O

Der Satz von Trakhtenbrot besagt, dass Satz 3.25 nicht fiir Signaturen gilt,
die mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthalten:

Satz 3.26 (Satz von Trakhtenbrot, 1950).

Ist o eine Signatur, die mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2
enthdlt, so ist das endliche Erfillbarkeitsproblem fir FO[o]| rekursiv
aufzdhlbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis:
Die Semi-Entscheidbbarkeit erhalt man durch einen Algorithmus, der bei
Eingabe eines FO[o]-Satzes ¢ nach und nach fir n =1,2,3,... sdmtliche
o-Strukturen A mit Universum {1,...,n} erzeugt und fiir jede dieser
Strukturen testet, ob sie ¢ erfiillen. Da ein Problem genau dann rekursiv
aufzahlbar ist, wenn es semi-entscheidbar ist, folgt damit, dass
endl-Erf-FO[o| rekursiv aufzéhlbar ist.
Die Unentscheidbarkeit von endl-Erf-FO[o] zeigen wir hier fiir den
Spezialfall, dass o = G4, ist, wobei G5, := {%, Ry, ];?., ]?0, ]?1}

3

Die allgemeine Aussage (fiir beliebige Signaturen, die mindestens ein
Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthalten), erhdlt man dann, indem
man endliche &4,-Strukturen auf geeignete Weise durch endliche gerichtete
Graphen repriisentiert (Details: Ubung).

Um die Unentscheidbarkeit von endl-Erf-FO[74,| nachzuweisen, betrachten
wir eine Menge H C N, die rekursiv aufzdhlbar, aber nicht entscheidbar ist.
(Eine solche Menge gibt es - z.B. indem die Zahlen in H genau diejenigen
Turingmaschinen reprasentieren, die bei leerer Eingabe nach endlich vielen
Schritten anhalten).

Da H rekursiv aufzihlbar ist, gibt es geméfs Satz 3.21 (b) eine 3;-Formel
ou(z), die H definiert. D.h.: fiir alle n € N gilt: n € H & N | ¢gn).
Betrachte nun fiir jedes n € N den FO[oa,]-Satz ¢, := vu(n) = puz.
Offensichtlicherweise gilt fiir alle n € N:
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1) NE=y, <= neH, und

2) ¢, ist ein X1-Satz, d.h. es gibt eine Variable y und eine Ag-Formel
Un(y), so dass ¢, = Ty P (y).

Ziel: Wir nutzen im Folgenden ¢,,, um einen FO[F4,|-Satz @, zu
konstruieren, fiir den gilt

@y, ist im Endlichen erfiillbar < N = ¢, & n € H. (%0)

Daraus folgt dann direkt, dass das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir
FO[& ;| nicht entscheidbar ist. (Denn sonst wéire H entscheidbar, indem
man bei Eingabe einer Zahl n zunéchst die Formel ¢,, erzeugt und dann
testet, ob ¢, im Endlichen erfiillbar ist).

Die Konstruktion der Formel ¢, erfolgt in mehreren Schritten:

Schritt 1: Sei z eine Variable, die nicht in der Formel ¢, = 3y 1, (y)
vorkommt. Sei ¢!, := 3z Iy < 2! (y, z), wobei ¥/ (y, z) die Formel ist, die
aus der Ag-Formel v, (y) entsteht, indem zunéchst

e jede Teilformel der Form Jv < ¢ x (bzw. Vo < t x) ersetzt wird durch
die Formel Jv < z (v <t A x) (bzw. Vv < z (v <t — ¥)), und danach

e jede atomare Formel «, in der Terme ty,...,t, vorkommen, ersetzt
wird durch die Formel (v A t; <z A+ Aty < 2).

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass folgendes gilt:
NE¢, <= NEo (1)

Setze nun &/ (z) = Jy < z Y] (y, z) und beachte, dass ¢, = 3z ¢/ (2).
Gemafs der in Schritt 1 durchgefiihrten Konstruktion ist &, (z) eine
Ap-Formel, in der jede Quantifizierung einer Variablen v beschrankt ist
durch v < z, und in der jeder Term ¢ beschrankt ist durch ¢ < z.

Schritt 2: Es lésst sich zeigen (siehe auch [EFT98], Kapitel 8), dass es zu
der FO[oa,]-Formel &, (2) eine FO[&,]-Formel &,(2) gibt, so dass fiir alle
m € N gilt .

N,..; ist hierbei die d4,-Struktur, die aus N entsteht, wenn wir die
Funktionen in o,, in ihre entsprechenden Relationen iiberfiihren.
Insbesondere gilt fiir @/, := 32 &,(z2), dass

Nea E @, = N E¢, (x2)
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Aufgrund der Details bei der Konstruktion von €' (z) kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass in der Formel £ (2) jede Quantifizierung einer Variablen v
beschankt ist durch v < z.

.....

Universum {0, ..., m}.
Da in £, (2) alle Quantifizierungen einer Variablen v durch v < z beschrénkt
sind, gilt fiir alle m € N3 und alle m’ > m:

Nea E&lm] = N, ., E&[m].
Daraus folgt, dass fiir den FO[F4,]-Satz ¢/, := 3z €. (2) gilt:

Nea E @), <= es gibt ein m € N5 mit M{o 77777 m} =@, (*3)

Schritt 4: Wir konstruieren nun einen FO[g4,]-Satz 7, so dass gilt:
Fiir jede endliche g4,-Struktur A gilt:

AEn < esgibteinme Ny, s.d AZN (*4)

Beachte: Dann gilt fiir den FO[oa,]-Satz ¢, := (@), A 1) folgendes:

©p ist im Endlichen erfiillbar
£ o gibt ein m € Ny mit M, @,
& N B3,
ENEg,

ENEe, EneH
Somit ist @, die fiir (xg) gesuchte Formel.

Um den Beweis von Satz 3.26 abzuschliefen, geniigt es also, die fiir (#4)
gesuchte Formel 7 zu finden.

Dazu konstruieren wir einen FO[G,]-Satz 1, der in einer d,-Struktur A
folgendes besagt:

1) |A] =2
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2)

<A ist eine diskrete lineare Ordnung mit kleinstem und groftem
Element.

Im Folgenden bezeichnen wir mit 0, 1, max das kleinste, das
zweitkleinste und das grofte Element bzgl. <A.

R = {0} und R{* = {1}

R;‘_‘ ist der Graph einer partiellen Funktion + von A x A nach A, die die
folgenden Eigenschaften besitzt:

4.1) Fiir alle (a,b) € Def(+) gilt: (b,a) € Def(+) und b+a=a+b
4.2) Fiir alle a € A gilt: (a,0) € Def(+) und a +0 = a
4.3) Fiir alle a € A gilt

e (a,1) € Def(+) < a # max, und

e falls a # max, so ist a + 1 der Nachfolger von a bzgl. <A.
4.4) Fiir alle (a,b) € Def(+) mit a + b # max gilt:

e b # max,

e (a,b+1) € Def(+), und

ea+(b+1)=(a+b)+1.

R# ist der Graph einer partiellen Funktion - von A x A nach A, die die
folgenden Eigenschaften besitzt:

5.1) Fiir alle (a,b) € Def(-) gilt: (b,a) € Def(-) und b-a=a-b
5.2) Fiir alle a € A gilt: (a,0) € Def(+) und a+0=a

e (a,0) € Def(-) und a-0 =0, und

e (a,1) € Def(-) und a- 1 = a.
5.3) Fiir alle a € A gilt

5.2.1) Fiir alle a € A mit (a,a) € Def(+) gilt:
e (a,1+1) € Def(-) und
ea-(1+1)=a+a.
5.2.2) Fiir alle a,b € A mit (a,b) € Def(:) und a # 0 und
a-b,a) € Def(+) gilt:
e (b,1) € Def(+),
e (a,b+ 1) € Def(-) und
ea-(b+1)=a-b+a.
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Die Bedingungen 1)-5) konnen leicht durch einen FO[da,|-Satz n
formalisiert werden.
Man kann zeigen (Details: Ubung), dass fiir jede endliche &4,-Struktur A

gilt: A erfiillt die Bedingungen 1)-5) genau dann, wenn es ein m € Ny
gibt, so dass A = N

,,,,, m}”

3.4.1 Folgerungen aus dem Satz von Trakhtenbrot

Folie 164
Wir betrachten zunéchst die folgende ,,endliche Variante” des

Allgemeingiiltigkeitsproblems

Definition 3.27. Sei o eine Signatur.

(a) Ein FO[o]-Satz ¢ heiftt im Endlichen allgemeingiiltig, falls fiir jede im Endlichen all-
endliche o-Struktur A gilt: A = . gemeingiiltig

(b) Das endliche Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FOl[o] (kurz:
endl-Allg-FO|o]) ist folgende Berechnungsproblem: endl-Allg-FOlo]

ENDLICHES ALLGEMEINGULTIGKEITSPROBLEM FUR FO|[o]
Fingabe: Ein FOlo]-Satz ¢
Frage: Ist ¢ im Endlichen allgemeingiiltig?

Formal: endl-Allg-FOl[o] := {¢ : ¢ ist ein im Endlichen
allgemeingiiltiger FO[o]-Satz}

Folie 165
Als Folgerung aus Satz 3.25 und Satz 3.26 erhalten wir:

Korollar 3.28 ((Un-)Entscheidbarkeit des endlichen
Allgemeingiiltigkeitsproblems fiir FO[o]).
Sei o eine Signatur.

(a) Falls o relational ist und alle Relationssymbole die Stelligkeit 1 haben,
so ist das Problem endl-Allg-FO|o| entscheidbar.

(b) Falls o mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthdlt, so
ist das Problem endl-Allg-FOlo| nicht rekursiv aufzihlbar.
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Beweis:
Man beachte, dass fiir jeden FO[o]-Satz ¢ gilt:

@ ist nicht im Endl. erfiillbar <= —¢ ist im Endl. allgemeingiiltig

(a) Folgt daher direkt aus Satz 3.25.

(b) Falls endl-Allg-FO[o] r.e. wire, so wire auch das Komplement vom
endl-Erf-FO[o] r.e. Somit wéren sowohl endl-Erf-FO[o] als auch das
Komplement r.e., und daher wire endl-Erf-FOlo] entscheidbar. 4

Bemerkung 3.29. Man vergleiche Korollar 3.28 (b) mit Korollar 3.3:
Die Menge aller allgemeingiiltigen Sétze ist rekursiv aufzdahlbar; die Menge
aller im Endlichen allgemeingiiltigen Sétze nicht.

Folie 166
Unter Verwendung des Satzes von Trakhtenbrot kann man die

Unentscheidbarkeit vieler konkreter Logikprobleme nachweisen. Im
Folgenden wird dies exemplarisch an der Eigenschaft der
Ordnungsinvarianz von Formeln dargelegt.

Definition 3.30 (Ordnungsinvarianz).
Sei o eine Signatur und sei < ein 2-stelliges Relationssymbol, das nicht zu

o gehort.
im Endlichen (a) Ein FO[o U {<}|-Satz ¢ heifst im Endlichen ordnungsinvariant,
ordnungsinvari- falls fiir alle endlichen o-Strukturen .4 und alle linearen Ordnungen
ant < und < auf A gilt: (A, <) o <= (A4, <Y E o

(b) Das endliche Ordnungsinvarianz-Problem fiir FO[o U {<}] ist
das folgende Berechnungsproblem:

ENDLICHES ORDNUNGSINVARIANZ-PROBLEM FUR FOl[o U {<}]
Fingabe: Ein FO[o U {<}]-Satz ¢

Frage: Ist ¢ im Endlichen ordnungsinvariant?

Formal: endl-Ordinv-FO[o U {<}] := {¢ : ¢ ist ein im Endlichen
ordnungsinvarianter

FO[o U {<}]-Satz}
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Folie 167
Unter Verwendung de Satzes von Trakthenbrot kann man leicht einen

Beweis fiir den folgenden Satz finden:

Satz 3.31 (Unentscheidbarkeit der Ordnungsinvarianz).

Sei o eine Signatur, die mindestens ein Relationssymbol R mit ar(R) > 2
und ein weiteres Relationssymbol P mit ar(P) > 1 enthdlt. Dann ist das
Problem endl-Ordinv-FO[o U {<}] nicht entscheidbar.

Beweis:

Aus Korollar 3.28 (b) wissen wir, dass das Problem endl-Allg-FO[{ R}] nicht
entscheidbar ist. Im Folgenden nehmen wir an, dass das Problem
endl-Ordinv-FO[o U {<}] entscheidbar wére und zeigen, dass dann auch
endl-Allg-FO[{ R}| entscheidbar sein miisste.

Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall, dass ar(P) = 1 ist. Bei Eingabe eines
FO[{ R}|-Satzes 1) geht unser Algorithmus zum Entscheiden, ob 1 im
Endlichen allgemeingiiltig ist, folgendermafsen vor:

1) Teste, ob fiir alle { R}-Strukturen A mit A = {1} gilt: A = .
Falls nein: STOP mit Ausgabe ,,7 ist nicht im Endl. allgemeingiiltig”.
Sonst: weiter mit Schritt 2.

2) Sei ¢ ein geeigneter FO[{R, P, <}]-Satz. Teste, ob ¢) im Endlichen
ordnungsinvariant ist.
Falls ja, so STOP mit Ausgabe ¢ ist im Endl. allgemeingiiltig”
Sonst: STOP mit Ausgabe ;1 ist nicht im Endlichen allgemeingiiltig”.

Die Formel ¢ ist dabei wie folgt gewihlt: ¢ := (= — x), wobei

x = 3z (P(x) AVy((P(y) <>z =y) Az <y))
Man beachte, dass fiir alle endlichen { P}-Strukturen A und alle linearen
Ordnungen <A auf A gilt:
(A, <M = x <= P4 = {min"'}, wobei min” das kleinste Element in A
bzgl. <A ist.
Daher gilt:

1 ist im Endlichen ordnungsinvariant
<= f.a. endlichen { R}-Strukturen A4 mit A = - gilt: |A] <1
<= f.a. endlichen {R}-Strukturen A mit |A| > 2 gilt: A =

Daraus folgt, dass der oben angegebene Algorithmus die korrekte Aussage
liefert.
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Bemerkung 3.32. Der obige Beweis von Satz 3.31 zeigt sogar, dass das
Problem endl-Ordinv-FO[o U {<}]| nicht semi-entscheidbar, also nicht
rekursiv aufzahlbar ist.

3.5 Literaturhinweise

Zur weiterfithrenden Lektiire werden das Kapitel 10 in [EFT98|, sowie die
Kapitel 15-18 aus [BBJ07] empfohlen.

3.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1 B
Sei A ein endliches Alphabet. Fiir eine Menge L C A* sei L := A*\ L.
Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

(a) Eine Menge L C A* ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie
rekursiv aufzéhlbar ist.

(b) Jede entscheidbare Menge L C A* ist rekursiv aufzéhlbar.

(c) Eine Menge L C A* ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl L als
auch L semi-entscheidbar sind.

(d) Wenn eine Menge L C A* semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar
ist, dann ist L nicht semi-entscheidbar.

(e) Sind L; € A* und Ly C A* rekursiv aufzidhlbare Mengen, so ist auch
die Menge L1 N Ly rekursiv aufzdhlbar.

Aufgabe 3.2(a) Berechnen Sie die Gédelnummern der oa,-Terme 0, 1, 2
und 3.

(b) Beweisen Sie Lemma 3.11 (c), d.h.:

Sei ® eine entscheidbare Menge von FOloy,]-Sétzen und sei p(z) eine
FOloa,)-Formel.

Behauptung: Falls f.a. n € N gilt:
n n
P — od D =—p—=
el oder @2
dann ist die Menge {n € N: ® |= o=} entscheidbar.
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Aufgabe 3.3
Beweisen Sie Behauptung 5 aus dem Beweis von Lemma 3.15, d.h. zeigen
Sie, dass die Funktion ¢ : N? — N mit

1 .
9y, p) = §(y1 +y2 + 1) (y1 +12) + 2, fir alle y1,y2 € N,
bijektiv ist.
Aufgabe 3.4

Definition: Die Menge X1 besteht aus allen FO[os,|-Formeln der Form
Jx ¢, wobei x eine Variable und ¢ eine Ay-Formel ist.

Definition: Fiir zwei FO[oa,]-Formeln ¢ und v’ schreiben wir ¢) =< o;q ¥/,
falls fiir jede oa,-Interpretation Z = (A, ), fiir die <* eine lineare Ordnung
auf Aist, gilt: ZE¢ <= T E.

Seien 1 und @, zwei Formeln in ;.

Zeigen Sie, dass es ;-Formeln ¢, und ¢ gibt, so dass gilt:

Pv =<-ord (901 \/902) und PA =<-ord (901 /\(P2)

Aufgabe 3.5
Beweisen Sie Lemma 3.8, d.h. zeigen Sie, dass die in Def.3.6 und 3.7
eingefiihrte Kodierung alle Eigenschaften aus Annahme 3.1 besitzt.

Aufgabe 3.6
Arbeiten Sie die Details der Konstruktion

(a) der Formel @§{ und

(b) der Formel pdf ...
aus Lemma 3.19 aus dem Skript aus.

Aufgabe 3.7

Beweisen Sie die Korrektheit der Aussage von Bemerkung 3.22, d.h. zeigen
Sie:

(a) Sei k € N5;. Eine partielle Funktion f von N* nach N ist genau dann

TM-berechenbar, wenn sie Y;-definierbar ist.

(b) Sei k € N. Eine Relation R C N* ist genau dann TM-rekursiv
aufzahlbar, wenn sie »;-definierbar ist.

Aufgabe 3.8

Welche der folgenden Relationen bzw. partiellen Funktionen sind
Y1-definierbar, welche nicht? Beweisen Sie jeweils, dass Ihre Antwort
korrekt ist.
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(a) exp: Nx N—= N mit exp(a,b) = a* (fa. a,beN)

(b) Bit := {(i,n) € N x N : das i-te Bit in der Binérdarstellung von n
ist 1}

(¢c) H:= {np : M ist eine Turing-Maschine, deren Zustandsmenge eine
endliche Teilmenge von N ist, die bei leerer Eingabe
nach endlich vielen Schritten anhalt }

(d) H := N\H

Aufgabe 3.9
Zeigen Sie, dass es eine »;-Formel ¢ gibt, so dass es keine zu —p beziiglich
des Standardmodells N der Arithmetik dquivalente Y;-Formel gibt.

Aufgabe 3.10
Sei o eine Signatur, die mindestens ein 2-stelliges Relationssymbol enthélt,
seien r, s € N und sei R ein r-stelliges Relationssymbol mit R ¢ o.

Eine FO[ocU{R}|-Formel ¢(z1,...,x;) heikt im Endlichen monoton in R,
wenn fiir alle endlichen o-Strukturen A und alle Relationen Ryt Ryt C A"
gilt:

Falls R{* C Ry, so ¢(A, R{') C (A Ry),

wobei ¢(A, R#') .= {a € A°: (A, RA) = ¢la]}.

Beweisen Sie, dass das folgende Problem unentscheidbar ist.

MONOTONIE IM ENDLICHEN:
Eingabe: Eine FO[o U{R}]-Formel p(z1,...,x).

Frage: Ist o(x1,...,xs) im Endlichen monoton in R?

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Trakhtenbrot.

Aufgabe 3.11

Eine Signatur o heifst bindr, falls jedes Symbol in ¢ ein Relationssymbol der
Stelligkeit 2 ist.

Beweisen Sie folgende Version des Satzes von Trakhtenbrot:
Es gibt eine endliche bindre Signatur ¢, so dass das endliche
Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[6] unentscheidbar ist.

Hinweis: Uberlegen Sie sich eine geeignete Reprisentation beliebiger
o-Strukturen durch kantengefiarbte Graphen, reprasentiert durch
Strukturen iiber einer geeigneten binidren Signatur 6. Benutzen Sie die in
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der Vorlesung fiir o := 05, := {<, Ry, R., Ro, R1} bewiesene
Unentscheidbarkeit des endlichen Erfiillbarkeitsproblems fiir FO[o]-Sétze,
um die Unentscheidbarkeit des endlichen Erfiillbarkeitsproblems fiir
FO[5]-Sdtze zu beweisen.

Aufgabe 3.12

Beweisen Sie Satz 3.25 aus der Vorlesung, d.h. zeigen Sie, dass gilt: Wenn o
eine relationale Signatur ist, die ausschliefslich aus Relationssymbolen der
Stelligkeit 1 besteht, so ist das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o]
entscheidbar.

Aufgabe 3.13

Beweisen Sie folgende Version des Satzes von Trakhtenbrot:

Sel 0Graph == {E} die Signatur, die aus einem zweistelligen Relationssymbol
E besteht. Das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[oGrapn] st
unentscheidbar.

Hinweis: Verwenden Sie dazu die in Aufgabe 3.11 bewiesene Aussage.
Uberlegen Sie sich eine geeignete Repréasentation von Strukturen iiber einer
bindren Signatur o durch gerichtete Graphen (d.h. ogpapy-Strukturen).

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 135



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewahlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 136



Kap:itel 4

Godels Unvollstandigkeitssatze

4.1 Theorien und Axiomatisierbarkeit

Fiir das gesamte Kapitel gehen wir davon aus, dass o eine abzéhlbare,
entscheidbare Signatur ist.

Definition 4.1 (Theorie).

(a) Eine o-Theorie (kurz: Theorie) ist eine Menge 7" von FO[o]-Sétzen,
die unter der Folgerungsbeziehung abgeschlossen ist, d.h. fiir alle
FO[o]-Satze ¢ gilt: Falls T = ¢, so ¢ € T.

(b) Eine Theorie T" ist vollstdndig, wenn fiir alle FO[o]-Sétze ¢ gilt:
@ € T oder ~¢ € T. Eine Theorie T" heilt unvollstindig, wenn sie
nicht vollstandig ist.

(c¢) Eine Menge ® von FO[o]-Sétzen ist ein Axiomensystem fiir eine
Theorie T' (kurz: ¢ axiomatisiert 7T'), wenn gilt:

T'={peS;,: ®Eqp}

(d) Eine Theorie T" heifit endlich axiomatisierbar, wenn sie ein endliches

Axiomensystem besitzt.

(e) Eine Theorie T" heifst effektiv axiomatisierbar, wenn sie ein
entscheidbares Axiomensystem besitzt.
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Beispiel:

e Fiir jede o-Struktur A ist Th (A) eine vollstandige o-Theorie.

e Die Gruppentheorie T, ist die Menge aller FO[o¢,]-Sétze, die aus
den Gruppenaxiomen folgen (wobei og, := {o} aus einem 2-stelligen
Funktionssymbol o besteht)

(Details: siche [EFT98])

Folie 170
Als Folgerung aus Lemma 3.2 erhalten wir

Korollar 4.2 (entscheidbare Theorie).

(a) Jede effektiv aziomatisierbare Theorie ist rekursiv aufzihlbar.

(b) Jede vollstindige, effektiv axiomatisierbare Theorie ist entscheidbar

Beweis:

(a) Folgt direkt aus Lemma 3.2.

(b) Fall 1: T ist widerspruchsfrei. Da T" vollstandig ist, gilt dann fiir jeden
FOlo]-Satz ¢ entweder ¢ € T oder - € T'. Bei Eingabe eines
FOl[o]-Satzes ¢ kann unser Algorithmus zum Entscheiden, ob ¢ € T
oder —p € T daher wie folgt vorgehen:

Nutze den Algorithmus aus Teil (a), um 7" aufzuzéhlen, bis entweder ¢
oder —¢ ausgegeben wird und gib entsprechend ,,p € T bzw. ,p & T
aus.

Fall 2: T ist widerspruchsvoll (d.h. es gibt eine FO[o]-Formel ¢ mit

T =1 und T = —). Dann ist T nicht erfiillbar. Somit gilt fir alle

¢ € FO[o] : T = ¢. Da T unter der Folgerungsbeziehung abgeschlossen
ist, ist 7" daher die Menge aller FO[o]-Sétze. Diese ist geméf Annahme
3.1 (a) entscheidbar.

Version vom 19. Dezember 2024 Seite 138



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Ausgewshlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

4.2 Die Minimale Arithmetik

Folie 171
Definition 4.3 (Die Theorie Q).
Die minimale Arithmetik ist die o,-Theorie ), die von den folgenden = minimale Arith-
FOlo,]-Sétzen axiomatisiert wird: metik

oy = Vz ~0=2xz+1
VeVy (z+1=y+1 — z=1y)

Q2) -—

03 = Vrx+0=u

o1 = VeVyor+ (y+1)=(v+y)+1
= Vzax-0=0

VeVyx-(y+1)=(z-y)+x
= Vo (<0 & 2=0)

VeVy (e <y+1 <« (z=y+1Vz<y))
= VaVy(z <y Vy<az)

[ S S SN
Q
I

Folie 172

Lemma 4.4 (,,Korrektheit* von Q).
Es gilt @ C Th (N) und fiir alle FO[oa,]-Formeln (x4, . .., xy) und alle
my,...,my €N gilt:

Falls Q = o=t s0 N |= ¢[my, ..., myl.

Ty ... Tk

Beweis:

Man sieht leicht, dass fiir jedes Axiom v von @ gilt: N |= 9. Daher gilt
auch fiir jede Formel ¢’ € @, dass N = 4. Somit gilt @ C Th (N).
Insbesondere gilt daher fiir alle Formeln ¢(z1, ... x;) € FO[oa,] und fir alle
ny,...,n; € N folgendes:

Falls Q | gpnf Zf, so N = =2 dh N = png, ... 0.

T 1 ... T

Folie 173
Bemerkung: () ist eine o,-Theorie, fiir die gilt

(1) @ ist widerspruchsfrei (da erfiillbar durch N),
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(2) @ ist effektiv axiomatisierbar (da @ ein endliches Axiomensystem
besitzt)

und @ ist unvollstindig (denn: N = @ = falls @ vollstindig wére, so
wire @ = Th (N). Wegen (2) und Korollar 4.2 wire Th (N') dann

entscheidbar. 4, satz 3.23)-
Das heift, es gibt Aussagen, die unabhéngig von den Axiomen in () sind.

Godels erster Unvollstindigkeitssatz besagt folgendes:
Jede oa,-Theorie T, fiir die gilt:

(1) T ist widerspruchsfrei (d.h. erfiillbar),

(2) T ist effektiv axiomatisierbar (d.h. sie besitzt ein entscheidbares
Axiomensystem), und

(3) T 2 @ (d.h. T umfasst die ,minimale Arithmetik®),

ist unvollstindig, d.h. es gibt einen FO[ox,]-Satz ¢, so dass weder ¢ noch
—p aus T folgt.

Um Godels ersten Unvollstandigkeitssatz beweisen zu kénnen, miissen wir
zunéchst ein etwas genaueres Versténdnis der ,,minimalen Arithmetik* @
erlangen.

4.2.1 Der ¥1-Transfersatz

Unser erstes ,,Etappenziel dabei ist, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4.5 (Der ¥;-Transfersatz).
Fiir jede ¥y -Formel @(xq, ..., xx) und fir alle mq,...,my € N gilt

NE@my,....m] = QF o—=F

Die Richtung ,,<=" des Y;-Transfersatzes folgt unmittelbar aus Lemma 4.4.
Um die Richtung ,=—=* des ¥;-Transfersatzes zu beweisen, verwenden wir
die beiden folgenden Lemmas, die uns ein genaueres Verstédndnis dariiber
liefern, wie die Modelle von () aussehen:
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Lemma 4.6. Sei A eine oa,-Struktur mit A |= Q. Dann gilt fir alle
m,n € N und alle a € A:

(a) m*=n* <= m=n

(b) a <Ant = ac {0414, n4}
(¢c) m* <Ant <= m<n

(d) m* +4 0t = m + n?

(e) mA AnA = m - nA

(f) 0A =04 und 14 = 14,

Beweis:

(a) ,<=“:klar,denn m =n = m=n = m* =n*

,—" : Per Induktion nach m zeigen wir, dass fiir jedes m € N gilt: fiir

jedes n € N gilt: wenn m™ = n, dann ist m = n.

m = 0: Es sei n € N mit 04 = n. Zu zeigen ist 0 = n.
Angenommen, n # 0. Dann ist n > 0 und es gilt n =n — 1+ 1. Wegen
A = Y gilt insbesondere A = -0 =n — 1+ 1. Somit gilt 04 # nA.

équA:QAundQ:().

m — m+1: Essein€Nmit m+ 14 = nA. Zu zeigen ist m + 1 = n.
Wegen A |= ¢gny und m+ 1 =m+1 gilt: A = -0 =m + 1. Somit gilt
04 # m + 14 = p*. Daher ist n # 0, d.h. n > 0 (denn angenommen
n=0,s0on=0und 04 =nA %).

Somit: n =n — 141 (mit n — 1 € N). Wegen A |= 1)) folgt, dass
m* = n — 14 Gemih Induktionsannahme gilt m = n — 1. Daher ist
m+1=n.

(b) Aus A |= 4(gr) und A |= 1) (gs) folgt induktiv, dass fiir jedes n € N gilt:

AEVr(z<n + \/:U:g')
i=0

(Details: Ubung.) Daraus folgt, dass fiir alle « € A und alle n € N gilt

a <At —= ac{0414,... 01}
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(c) Wegen (a) und (b) gilt:
m* <At = mte {0414, 0t}
<~ me{0,1,...,n}
< m<n
(d) Folgt induktiv aus A = g3 und A [ ¥(qq). (Details: Ubung.)
(e) Folgt induktiv aus A |= g5 und A | ¢(ge). (Details: Ubung.)

(f) 04 = 04 gilt, da 0 = 0.
14 = 14 folgt aus A = Y(03), da 1 =0+ 1. (Details: Ubung.)

Folie 177
Bemerkung 4.7. Ist A ein Modell von @, so sei N4 die folgendermafen
definierte Substruktur von A:
e Universum von N4 Ny = {n* : n € N}
e Fiir alle a,b € N4 sei
—a<Mp s a<AD
—a+Nb = a+rD
—aNab = aAb
Addition und Multiplikation sind wegen Lemma 4.6 (d), (e)
wohldefiniert (fiir a = m* und b = n? gilt: a +4 b= m +nt € Ny).
e Ferner sei (M4 := 04 und 1M4 = 14 (klar: N4, VA € N4 wegen
Lemma 4.6 (f)).
Folie 178

Beachte: Aus Lemma 4.6 folgt: Ny 2 N, da 7 : (n = n),en ein
Isomorphismus ist. Aukerdem gilt wegen Lemma 4.6 (b) und Axiom 1 qo)
fiir alle a € A\N4, dass n* < a (fa. n € N). Somit ist N4 ein
»Anfangsstiick von A bzgl. <A.
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Zum Beweis des »;-Transfersatzes benttigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 4.8. Fir jedes Modell A von Q) gilt:
(a) Ist t(zy,...,xzx) €in oar-Term und sind n,my,...,my € N, so gilt:

At ot =0t = N, ] =0

(b) Ist p(x1,. .., 2x) € Ny und sind my, ..., my € N so gilt:
A):So[mAa"w%A] <~ N):go[ml,,mk]

(c) Ist p(xy,...,xx) € X1 und sind my,...,my € N so gilt:
Falls N & p[ma,...,my], so A= glm?, . omyA]
Beweis:

(a) Einfache Induktion tiber den Aufbau von ¢ unter Verwendung von
Lemma 4.6. Details: Ubung!

(b) Per Induktion iiber den Aufbau von ¢ € Ay:

e ¢ ist von der Form t; =ty oder t; < ty: folgt direkt aus (a) und

Lemma 4.6 (c).

e o ist von der Form —), (11 V 1by) oder (¢ A 1y): folgt direkt aus

der Induktionsannahme.

e ¢ ist von der Form Vy < t4:
Sei t = t(xy,...,x,) und ¥ = Y(xq, ..., Tk, y). Seien
n,my,...,mg € Nso, dass gilt n =t
daher auch n* = t4[m;4, ..., m;]). Dann gilt:

N Eplmy,...,my] < fa < nglt: N Eom,...,my, /]

fa. ¢ <ngilt AEpmA, .. me? ¢4

<ot gilt A E gt .. omt ]

Ind.annahme

fa.

S|

<~
Lemma 4.6 (b)
= AEem? ..
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e ¢ ist von der Form dy < t: analog.

(c) Sei ¢ eine ¥;-Formel der Form Jy ¢, wobei ¢ = i(x1,...,xx,y) € Ay.
Seien my,...,my € Ns.d. N |E ¢[my, ..., mi]. Dann existiert ein n € N
s.d. N E ¢ma,...,mg,n]. Wegen 1) € A, folgt aus (b), dass
A Eymit, o myt n]. Somit gilt (wegen ¢ = Jyv), dass
AE omit, . mA.

Wir koénnen nun den >;-Tranfersatz beweisen:

Beweis von Satz 4.5 (Der Y;-Transfersatz):

Sei p(x1,...,x) eine 3y-Formel und seien my, ..., my € N.Zu zeigen:

N Egm,....my <= QFE p(m,...,my).

<" folgt aus Lemma 4.4.

,2=—" : Es gelte N = ¢[my,...,my]. Sei A ein Modell von @).Nach Lemma
4.8 (c) gilt dann A = ¢[mi4, ..., m4]. Aufgrund des Substitutionslemmas
gilt dann A = @(m4, ..., my).

DSatz 4.5 (Der Xq-Transfersatz)

4.2.2  Reprdasentierbarkeit von Relationen und Funktionen

Als zweiten Schritt zum Beweis von Gddels erstem Unvollstandigkeitssatz
bendtigen wir den folgenden Begriff der Repréasentierbarkeit von
Relationen und Funktionen.

Definition 4.9 (Représentierbarkeit einer Relation).
Sei T eine Menge von FO[oa,]-Sitzen, sei k € N5, und sei R C NF eine
k-stellige Relation.

(a) Eine FOl[oa,]-Formel ¢(x1,...,z;) reprasentiert R in T, falls fiir alle
my,...,my € N gilt:

o Falls (my,...,my) € R,s0T |=@(my,...,my)
o Falls (my,...,mi) € R,s0 T |= —p(ma,...,my).

(b) R heifit reprasentierbar in 7', wenn es eine FO[oa,|-Formel gibt, die
R in T représentiert.
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Folie 182
Definition 4.10 (Représentierbarkeit einer Funktion).
Sei T eine Menge von FOlo,]-Sétzen, sei k € No; und sei f : N¥ — N eine
(totale) Funktion.
(a) Eine FOloa,)-Formel ¢(x1,...,xx,y) reprasentiert f in 7, wenn gilt: représentiert f in
T
(1) Fir alle my,...,my,n € N gilt:
(1.1) Falls f(mq,...,mp) =n,50 T = p(my, ..., mg,n)
(1.2) Falls f(mq,...,mp) #n, 50 T = —~p(ma,...,my,n).
(2) Fur alle my,...,my € N gilt
T = Yy, Yy ((so(m,...,m,yl) A plma, ... e, yp)) — g1 = yg)
Bemerkung: Falls Q C T, so folgt (1.2) aus (1.1) und (2). Insbesondere ist
also der Graph von f représentierbar in 7' (durch die Formel ¢) (Details:
Ubung).
Folie 183

Das néchste ,,Etappenziel* zum Beweis von Godels erstem
Unvollstéandigkeitssatz ist, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4.11 (Représentierbarkeit (in @) der berechenbaren Funktionen und
entscheidbaren Relationen).
Sei k c N)l.

(a) Jede TM-berechenbare (totale) Funktion f : N¥ — N ist in Q
reprasentierbar.

(b) Jede TM-entscheidbare Relation R C NF ist in Q reprisentierbar.

Beweis von (b):
Wir beweisen (b) unter Verwendung von (a). Sei R C N* entscheidbar. Sei
f : N¥ — N definiert durch

My, ..., My) =
J(mn 2 0 sonst

{1 falls (my,...,my) € R
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Dann ist f eine totale, TM-berechenbare Funktion. Geméf Teil (a) von
Satz 4.11 gibt es eine FO[oa,]-Formel ¢¢(xy, ..., x4, y), die fin Q
repréasentiert. Setze

Cr(@1,. . m) = op(@1,... @, 1)

Behauptung: g repriasentiert R in Q).

Um dies zu zeigen, seien my, ..., my; € N. Dann gilt
e (my,...,m) ER — my,...,mg) =1
( 1, ) k’) Wahl von f f( 1, ) k)

= QF pr(m,...,my, 1)

@y repr. fin Q
Wahl von ¢ Q ): QOR( b ’ k)

.(mlw"amk)gR = f<m177mk)7é1

Wahl von f

= QFpp(ma, ... my, 1)
@y repr. fin Q

Wahﬁi YR Q >: _‘SOR(l"l, .. ,xk)

Somit gilt: pg reprasentiert R in Q).
Dies beendet den Beweis von Satz 4.11 (b) unter Verwendung von Satz 4.11

(a).
D)

Um Satz 4.11 (a) zu beweisen, benutzen wir folgendes Lemma:

Lemma 4.12.

(a) Jede Ag-definierbare totale Funktion ist in @ reprisentierbar.

(b) Sei f: NF — N eine TM-berechenbare totale Funktion. Dann gibt es
Ag-definierbare Funktionen g : N¥ — N und h : N¥*1 — N, so dass fiir
alle my,...,m, € N gilt:

fma,...,mg) = h(mq,...,mg,g(my,...,myg))

(c) Seien g : N¥ — N und h : N¥t1 — N in Q reprisentierbar, und sei
f:N* = N so definiert, dass fiir alle my,...,my € N gilt

f(my,....mg) = h(my,...,mg,g(my, ... ,mg)).

Dann ist f in Q) reprisentierbar.
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Beachte: Satz 4.11 (a) folgt unmittelbar aus Lemma 4.12. Um den Beweis
von Satz 4.11 abzuschliefen, geniigt es also, Lemma 4.12 zu beweisen.

Beweis von Lemma 4.12 (a):
Sei f: N¥ — N durch die Ag-Formel 9(z1, ..., 2y, y) definiert.

Zu zeigen: f ist reprasentierbar in ).

Sei p(x1, ..., 1y, y) die folgende FO[oa,]-Formel:

w(mlw"axkay) = <w($17"'axkay) /\Vy/<yﬁ¢(;1:1,...,a:k,y/)).

Im Folgenden zeigen wir, dass ¢ die Funktion f in () représentiert.
Sei dazu A ein beliebiges Modell von Q.

Behauptung 1.
Fir alle my,...,mg,n € Nmit f(mq,...,mg) =n gilt:

A ): @(m77%72)

Beweis von Behauptung 1:
Es gilt:

flmy,....mp)=n = N EY[my,...,mgn]

i def. f
AE YA, ot e

Y1-Transfersatz

Auferdem gilt fiir alle n’ < n:

f(my,....mp) #n' = N |E—my,...,mg,n]

— A —plmt, . mt

Somit gilt geméf Lemma 4.6 (b) und dem Substitutionslemma, dass

AEYY <n —(my,...,meY).
Somit gilt gemé Definition von ¢, dass A = @(my, ..., mg,n).

|:lBehaLuptung 1
Behauptung 2.

A ): Vg - 'kavy1Vy2((90($17 sy Ly yl) N So(xh <oy Ly y2)) — = yz)

-~

=X
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Beweis von Behauptung 1:

Seien ay, ..., ax,b1,by € A so dass A = ¢lay, ..., ax, b] und

A= glay, ... ax, by]. Zu zeigen ist by = bs.

Wegen A = Q und (qg) € @ gilt dann: by <A by oder by <A b;. 0.B.d.A
gelte by <A by. Es gilt

A):So[ala"'aakabZ]
b
— Ak (Vy'<yﬂ1p(w1,...,:pk,y’)> {ﬂ Lo —2]

Def von ¢ T’y Y
Auferdem gilt: A |= ¢[ay, ..., ax, b1] und somit auch A |= ¢[ay, ..., ax, b].
Daraus folgt, dass b = by und daher A = y.

Upehauptung 1
Beachte: Aus den Behauptungen 1 und 2 folgt geméfs Definition 4.10, dass

die Formel ¢ die Funktion f in @) représentiert.

|:|Lemma 4.12 (a)

Beweis von Lemma 4.12 (b):
Sei f : N¥ — N TM-berechenbar. Geméif Satz 3.21 wissen wir, dass f
¥i-definierbar ist, d.h. es gibt eine ¥i-Formel p¢(xy, ..., 2y, y) der Form
dzp(xy, ..., Tk, Y, 2) mit ¢ € Ay, die f definiert.
Sei g : N¥ — N die folgendermafen gewihlte Funktion: Fiir alle
my,...,my, € N sei

g(my,...,my) = min{p € N: es gibt n,¢ < p s.d.

./\/ |: w[ml, e, Mg, n,é]}

Offensichtlicherweise wird g durch die folgende Ay-Formel y(z1, ...,z w)
definiert:

X(x1, ..., 2p,w) =3y <wdz < w(
(T, Ty Y, 2) A
Vo' <w =(Fy <w' 32 <o Pla, .. ,xk,y’,z’))>.
Sei h: N¥*1 — N die folgendermafen gewihlte Funktion: Fiir alle
my,...,mg,p € N sei

min{n < p: es gibt ein ¢ < p s.d.
N Evimy, ... ,mg,n, 0]},
falls es n,l < p mit N' = ¢[mq, ..., my,n, ] gibt

0 sonst.

h(ml, Ce ,mk,p) =
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Die Funktion h wird durch die folgende Ag-Formel definiert:

E(xy, .. xp,w,y) =
((y:O A =3y <w32<w¢(x1,...,xk,y/,z)) V
(ygw A Jz<w(ey,. .., x5,y,2) A
Vy <y -Jz<w Q,D(:El,...,xk,y',z))>

Man sieht leicht, dass fiir alle mq,...,m; € N gilt
f(my,...,mg) = h(my,...,my, g(mq,...,mg)).
|:|Lemma 4.12 (b)

Beweis von Lemma 4.12 (c):
Sei g : N¥ — N durch die Formel ¢ (21, ..., 71, y) und sei h: N¥F1 - N
durch die Formel @y, (21, ...,z 251, y) in Q reprisentiert. Setze

o(xy, ..., ok y) = Iz ((pg(xl,...,xk,z) A goh(:cl,...,xk,z,y)).

Im Folgenden zeigen wir, dass diese Formel die Funktion f : N¥ — N mit
f(ma, ... ,mg) = h(mq,...,mg,g(my,...,my)) in Q reprisentiert.

Behauptung 3. Fiir alle mq,...,my,n € N gilt:
flmy,...omp) =n = Q= o(my, ... ,my,n)

Beweis von Behauptung 3:
Sei £ := g(my, ..., my). Dann gilt (geméaf Wahl von ¢, ¢p, f):

Q }: sog(mwuaﬂag) und Q ): @h(ﬂ?"'a%7ﬁuﬂ)'

Somit @ = Elz(cpg(@,...,%, 2) N pn(ma, ... ,%,Z,ﬂ)), d.h.
Q = o(my, ..., my,n).

DBehauptung 3

Behauptung 4. Fiir alle mq,...,m; € N gilt:

Q ):V?le?h((%@(ﬂa s 7%)y1) N Qp(mu ceey M, 92)) — 1= 92)
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Beweis von Behauptung 4:
Sei A ein Modell von ) und seien mq, ..., my € N. Zu zeigen ist

A ):VyNyz((sO(m,.--,m,yl) A o(my, ... mu,y2)) = Y1 = yz>-

Seien dafiir by, by € A s.d. A = o[mat, ..., myA, by] und
A E olmit, o myt b (zu zeigen ist by = by). Gemiéf Definition von ¢
gibt es daher ¢y, ¢y € A s.d. gilt

AE pg(ma,...,mg,c1) A gp(ma, ..., mg,cp,bp) und
AE @g(ma,...,my,c2) A pp(ma, ..., my,co,ba). (%)

Da ¢, die Funktion g in @) représentiert, gilt ¢; = cy. Fiir
n:=g(ms,...,my) € N folgt aukerdem A = @4(my4, ..., my, n), und somit
gilt (da ¢, die Funktion g in @) reprisentiert): n* = ¢; = cs.
Mit (x) folgt daher, dass

A ): @h(ma' s 7%7@761) und A ): Soh(ma' = 7%7@7872)'
Da ¢}, die Funktion A in () repréasentiert, folgt, dass by = bs.

DBehauptung 4

Aus Behauptung 3 und 4 folgt unmittelbar, dass ¢ die Funktion f in @
reprasentiert.

|:|Lemma 4.12 (c)

4.3 Der Fixpunktsatz und die Unentscheidbarkeit der
Logik erster Stufe

Zur Erinnerung: In Bemerkung 3.9 hatten wir jeder FO[oa,]-Formel ¢
eine natiirliche Zahl n, := [(¢)]y € N zugeordnet (die sogenannte
,Godelnummer* von ).

Satz 4.13 (Der Fixpunktsatz).
Sei T eine oa-Theorie mit Q C T. Dann gibt es fir jede FO[oa,|-Formel
o(y) einen FOloa,]-Satz x, so dass gilt

TE(x ¢ e(ny)

(D.h.: Fiir jede Formel p(y) gibt es eine natirliche Zahl n € N und einen
Satz x, s.d. gilt:
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e n ist die Godelnummer von x, und

e in jedem Modell A von T gibt die Formel o(n) an, ob der Satz x
erfillt ist oder nicht.)

Beachte: Anschaulich besagt x ,,Die Eigenschaft ¢ trifft fiir mich zu®.

Beweis:
Betrachte die folgendermafen definierte totale Funktion f : N* — N (fiir
my, me € N):

Ny(my) Talls es eine FO[os,]-Formel ¢ (z) gibt, so dass
f(my,mg) := my die Gédelnummer der Formel () ist

0 sonst

Beachte: f ist berechenbar (da unsere Kodierung die Annahme 3.1 erfiillt).

Nach Satz 4.11 ist f damit in () repréasentierbar. Wegen ) C T ist f daher
auch in T représentierbar. Sei {¢(x1, z2,y) eine FO[oa,|-Formel, die f in T
reprasentiert.

Beachte: Ist m € N die Gédelnummer einer Formel ¢ (z), so gilt: f(m,m)
ist die Gédelnummer der Formel ¢ (m).

Betrachte nun im Speziellen die Formel

() = Yy (&a,z,y) = o(y)).

Sei m die Godelnummer der Formel ¢ (x) und y := ¢ (m).

Beachte:

o x=Vy(&(m,m,y) = (y))

o f(m,m)=n,
Der Satz x formalisiert die Aussage:

,Die Formel ¢(y) ist erfiillt, wenn die Variable y mit der
Godelnummer der Formel y belegt wird®.
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Im Folgenden zeigen wir, dass

T E (x < e(ny)),

d.h. in jedem Modell A von T gilt A |=x < A E ¢(n,). Dazu gehen wir
in 3 Schritten vor. o

Behauptung 1. T' = &;(m, m,n,)

Beweis von Behauptung 1:
Wir wissen f(m,m) = n,. Da die Formel ¢ die Funktion f in T
repréasentiert gilt: T = {p(m, m, ny).

|:|Behauptung 1

Behauptung 2. T |= (x — ¢(n,))

Beweis von Behauptung 2:

Sei A ein beliebiges Modell von T fiir das gilt A = x. Wir miissen zeigen,
dass dann auch A = ¢(n,). Wegen A |= T und Behauptung 1 gilt

A E &(m, m, ny). Wegen A k= x gilt gemiR unserer Wahl der Formel x:
A = (&(m,m,ny,) — ¢(ny)). Zusammengenommen folgt daraus

A = p(ny).

|:]Behauptung 2

Behauptung 3. T' = (¢(n,) — Xx)

Beweis von Behauptung 3:
Sei A ein beliebiges Modell von T, fiir das gilt A = ¢(n,). Zu zeigen ist

A = x. Wegen Behauptung 1 gilt A = &¢(m,m,n,). Da £; die Funktion f
in T reprisentiert, gilt auerdem o

A VYV ((Er(m,m,y) A Ep(m,m,y2)) = y1 = 2).
Damit gilt
Ay (&5 (m,m, y) = y = ny). (1)
Auferdem gilt: A = p(n,). (2)
Aus (1) und (2) folgt
Ay (& (m,m,y) = o(y)).

-~

X

Dh. AE x.
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DBehauptung 3

Aus Behauptung 2 und 3 folgt, dass

T E (x © ¢(ny)).

Folie 186
Als einfache Folgerung des Fixpunktsatzes erhalten wir folgendes:

Satz 4.14 (,,Unmoglichkeit der Selbstreprasentation®).
Fine widerspruchfreie Theorie, die () erweitert, ist nicht in sich selbst
reprasentierbar.

Prazise: Sei T' eine widerspruchsfreie oa,-Theorie mit ) C T'. Dann ist die
Relation
Ry = {Tbg : £€T} CN

(d.h. die Menge aller Godelnummern von Sétzen in T') nicht in T
reprasentierbar.

Beweis: Durch Widerspruch.

Angenommen, 1(y) ist eine FO[os,|-Formel, die die Relation

Ry :={n¢ : £ € T} in T représentiert. Sei p(y) = - (y).
Gemifs Fixpunktsatz (Satz 4.13) gibt es einen FOloa,]-Satz y s.d.
T (x < ¢(ny))-

Dann gilt fiir jedes Modell A von T

AEx <=  AEopny)

= A= —Y(n
o(y) = (y) = ()
— ny, & Rp

Y(y) repr. Ry in T
<~ T
RT:{nngeT} X g
Beachte, dass Modelle von T existieren, da T" widerspruchsfrei ist.
Angenommen, jedes Modell von T erfiillt y. Dann folgt x aus 7" und da T’
eine Theorie ist, ist dann xy € T". 4
Somit gibt es ein Modell A" von T" mit A’ & x. Da A =T bedeutet dies
x € T. Wir haben aber gerade gesehen, dass dies dquivalent zu A’ |= y ist.

g
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Als unmittelbare Folgerung aus Satz 4.14 (fiir T := Th (N)) erhalten wir
den folgenden Satz von Tarski {iber die Nichtdefinierbarkeit der ,, Wahrheit®.

(Einen FO[oa,|-Satz £ bezeichnen wir hierbei als ,,wahr*, wenn er vom
Standardmodell der Arithmetik (N) erfillt wird.)

Satz 4.15 (Der Satz von Tarski tiber die Nichtdefinierbarkeit der
Wahrheit).

Die Menge aller ,,wahren® arithmetischen Sdtze ist nicht arithmetisch
axiomatisierbar.

Prizise: Es gibt keine FO[o,|-Formel ¢(y), so dass fiir alle FO[os,|-Sétze

¢ gilt:
N E plng) <= N E ¢

Beweis: Folgt direkt aus Satz 4.14 mit T := Th (N).

Satz 4.16 (Die Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe).

Jede widerspruchsfreie oa.-Theorie T mit Q C T ist unentscheidbar.
Insbesondere ist Q) selbst unentscheidbar (aber rekursiv aufzdhlbar, da
endlich axiomatisierbar).

Beweis:
Sei T' eine widerspruchsfreie oa,-Theorie mit () C T'. Angenommen, T ist
entscheidbar, d.h. die Relation

RT . {HSSGT}QN

ist entscheidbar.
Geméf Satz 4.11 (b) ist Ry dann in @ reprisentierbar.Wegen Q) C T ist Ry
dann auch in T représentierbar. ., sats 4.14

O

Als einfache Folgerung aus Satz 4.16 und Korollar 3.3 erhalten wir
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Satz 4.17. Die Menge aller allgemeingiiltigen FO[oa,]-Sdtze ist rekursiv
aufzdhlbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis:

Die rekursive Aufzdahlbarkeit folgt aus Korollar 3.3

Angenommen, die Menge aller allgemeingiiltigen FO[os,]-Sitze wére
entscheidbar. Wir zeigen, dass dann auch @) entscheidbar wéire und erhalten
damit einen Widerspruch zu Satz 4.16.

Sel g = /\w i) die Konjunktion der FO[o,]-Sétze ¥o1), - - ., ¥ qo), die

geméf Deﬁmtlon 4.3 die minimale Arithmetik ) axiomatisieren. Dann gilt
fiir jeden FOloa,]-Satz &:

£EQ = Yo ¢
<= (Yo — &) ist allgemeingiiltig.

Somit wire () entscheidbar: Indem man bei Eingabe von ¢ den Satz
(g — &) bildet und testet, ob (g — &) allgemeingiiltig ist, kann man
testen, ob £ € @ ist. 4 ,u satz 4.16

O
Folgerung 4.17°. Die Menge aller erfillbaren FO|oa,]-Sdtze ist nicht
rekursiv aufzdahlbar.
Beweis: Ubung!
O]
4.4 Godels erster Unvollstiandigkeitssatz
Folie 190

Godels erster Unvollstéandigkeitssatz folgt unmittelbar aus Satz 4.16 und
Korollar 4.2 (b).

Satz 4.18 (Godels erster Unvollstandigkeitssatz).
Jede widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T mit QQ C T
15t unvollstindig.

Beweis:

Sei T' eine widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie mit
@ C T. Angenommen, T ist vollstdandig. Gemaf Korollar 4.2 ist 7" dann
entscheidbar. 7,4 satz 4.16
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Beziiglich des ersten Godels Unvollstandigkeitssatzes konnen wir sogar
explizit eine Formel pr angeben, die unabhéngig von 7T ist, d.h. fiir die
weder T' |= o7 noch T |= —or gilt.

Um eine solche Formel ¢ zu konstruieren, betrachten wir im Folgenden
Beweise im Sequenzenkalkiil und stellen fest, dass die Beweisbarkeit einer
Aussage durch eine Y;-Formel definiert werden kann:

Lemma 4.19 (Existenz von ,Beweisbarkeitsformeln).
Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie. Dann gibt es eine
Y1-Formel Bewp(x) so dass fiir jeden FOloa,]-Satz ¢ gilt:

TEep < Thrgp < N E Bewr[n,].

Beweis:

. . .. Kor. 4.2
T effektiv axiomatisierbar ==~ T r.e.

= {n, : ¢ FO[oa,]-Satz mit T kg ¢} r.e.
Sam {ny, : ¢ FO[oa,]-Satz mit T g ¢} ist Xi-definierbar,

d.h. es gibt eine ¥;-Formel Bewr(x) s.d. f.a. FO[oa,|-Sétze ¢ gilt

N EBewr[n,] <= Thrae << TEo.

Vollst.satz

Notation 4.20 (,Beweisbarkeitsformeln®).
Fiir jede effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T sei im Folgenden Bewr(x)
eine fest gewihlte 31-Formel, so dass fiir alle FO[oa,]-Sdtze ¢ gilt

Ttgp < N E Bewr[n,|

Aus Lemma 4.19 und dem ¥;-Transfersatz (Satz 4.5) folgt unmittelbar:
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Korollar 4.21. Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie. Dann gilt
fir jeden FO[oa,|-Satz p:

(a) Thgep < QFg BewT(%).
(b) Wenn Q C T, dann gilt:

Falls T'bg ¢, so T g Bewr(ny,).

Beweis:
(b) folgt direkt aus (a).
Zu (a):

Trge <= N Bewr[ng]

Notation 4.20

—  QF Bewr(n,)

Y 1-Transfersatz
Fq Bewr(n
Vollst.satz Q (—@>

O
Folie 194
Lemma 4.22 (Existenz von ,,Godelsétzen®).
Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie mit Q C T. Dann gibt es
einen FO[oa,]-Satz x mit
T = (x _\BeWT(&)) (%)
(Anschaulich besagt x folgendes: ,ich bin nicht aus T beweisbar®).
Beweis: Folgt direkt aus dem Fixpunktsatz (Satz 4.13) fur
p(y) = ~Bewr(y).
O
Notation 4.23. Ein Satz x der die Eigenschaft (x) besitzt, heifit
Godelsatz fiir 7. Godelsatz fiir T’
Folie 195

Godelsétze liefern konkrete Beispiele fiir die Unvollstandigkeit von T (vgl.
Godels ersten Unvollstdndigkeitssatz).
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Satz 4.24 (Prézisierung von Godels erstem Unvollstandigkeitssatz).

Sei T eine effektiv axiomatisierbare o .- Theorie mit Q C T C Th (N), und
sei x ein Godelsatz fir T

Dann ist x unabhingig von T, d.h. es gilt weder T |= x noch T' = —x.

Beweis:
Beachte: T'C Th (N) = N E T = T ist erfiillbar, also widerspruchsfrei.

Schritt 1: Angenommen, T |= x.
Gemals der Definition des Begriffs ,,Godelsatz* gilt dann auch
T = —-Bewr(n,). Wegen N |= T gilt dann: N = =Bewy(n, ), d.h.

N = Bewr([n,]. Gemék Notation 4.20 also T Hgy x, d.h. T W x. 4

Schritt 2: Angenommen, 7" = —.

Gemak der Definition des Begriffs ,,Godelsatz* gilt dann auch

T = Bewy(ny). Wegen N |= T gilt dann: N = Bewr(n,), d.h.
N B Bewr[n,]. Gemift Notation 4.20 also T g x, d.h. T |= x. 4

4.5 Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz

Das Hilbertsche Programm

Ziel: Rechtfertigung der Korrektheit der modernen abstrakten
Mathematik (mit all ihren Beweistechniken)

Methode: durch eine Reduktion auf eine ,,unanfechtbare
finite Mathematik

Etwas genauer:
o  Abstrakte Mathematik®

— beliebige Aussagen
— abstrakte Beweistechniken

— Formalisierung: eine beliebige Theorie A
o , Iinite Mathematik®

— nur ,reale Aussagen®, d.h. Aussagen der Form Vz p(x) mit
o(x) € Ay
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— Notation: Eine ,reale Aussage” Va p(z) heilt wahr, wenn sie im
Standardmodell N der Arithmetik gilt
— ,finite* Beweismethoden (etwa: Beweise im Sequenzenkalkiil)

— Formalisierung: eine geeignete Theorie F' mit Q C FF C A

Zur Erinnerung: Geméaf Vollstandigkeitssatz gilt fiir alle ® C FO[o] und
fiir alle ¢ € FO[o]:
Py < Plzop

d.h. im Sequenzenkalkiil lassen sich genau diejenigen Aussagen beweisen,
die semantisch folgen.

e Moglicherweise kann A eine Theorie {iber einer grofseren Signatur o
als o, sein, damit FO[o]|-Formeln auch iiber andere mathematische
Objekte als natiirliche Zahlen sprechen kénnen.

e Beachte: Formale Beweise in der Theorie A sind , finite Objekte®, iiber
die man mittels einer geeigneten Kodierung in der Theorie F' sprechen
kann.

Ziele von Hilberts Programm

Ziel 1: Finiter Beweis der Korrektheit der abstrakten Mathematik
(Formal: ein Beweis in F', dass alle in A beweisbaren realen
Aussagen wahr sind)

Ziel 2: Finiter Beweis der Widerspruchsfreiheit der abstrakten Mathematik
(Formal: ein Beweis in F', dass A widerspruchsfrei ist)

Behauptung: Die beiden Ziele sind dquivalent, d.h. A ist widerspruchsfrei
< alle in A beweisbaren realen Aussagen sind wahr.

Beweis:

»<=": Angenommen, A wire nicht widerspruchsfrei (also nicht erfiillbar).
Dann sind alle Aussagen aus A beweisbar. Somit gibt es reale Aussagen,
die in A beweisbar sind, aber nicht wahr sind.

,—" 1 A sei widerspruchsfrei. Angenommen, es gibt eine reale Aussage der

Form Vz ¢(z) (mit ¢(z) € Ay), s.d.

AV (),

die nicht wahr ist, d.h. N £ Va ¢)(x). Dann existiert n € N mit
N E —1(n). Wegen —¢p(z) € Ag und Q C A liefert der 3;-Transfersatz
(Satz 4.5), dass A = —p(n). Wegen A = Vai(x), gilt aber auch: A |=1(n).

é zu ,,A ist widerspruchsfrei“
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Der zweite Godelsche Unvollsténdigkeitssatz besagt, dass Ziel 2 nicht
erreichbar ist, d.h. dass es keinen Beweis in F' gibt, der die
Widerspruchsfreiheit von A nachweist.

Um dies zu beweisen, nutzen wir die Beweisbarkeitsformel Bewy(z) und
konstruieren eine Formel Wireir, die besagt, dass die Theorie T'
widerspruchsfrei ist:

Definition 4.25 (Konsistenzsatz Wireir).
Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie mit Q C 7. Der
Konsistenzsatz fiir T ist der FO[oa,]-Satz

Wireir := —Bewp(ng—=1).

Lemma 4.26. Fir jede effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T mit ) C T
qilt
T ist widerspruchsfrei <= N |= Wireir.

Beweis:

T widerspruchsfrei

T nicht widerspruchsvoll

THe0=1(daT 2DQund QFg—-0=1)
N = Bewr(no=1)

N | —Bewr(no-1)

111l

]

Bemerkung: Man beachte, dass der Satz Wfreir dquivalent zu einem Satz
der Form Vz o(x) (mit p(z) € Ay) ist.

Somit ist der Satz Wireir eine ,reale Aussage” im Sinne des Hilbertschen
Programms.

Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz besagt, dass T Fg Wireir, sofern T’
eine effektiv axiomatisierbare, widerspruchsfreie Erweiterung der
sogenannten Peano-Arithmetik ist.
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Definition 4.27 (Die Peano-Arithmetik PA).

Die Peano-Arithmetik PA ist die oa,-Theorie, die von den Axiomen
@1, - - -, Y(qo) der Theorie @) sowie von den folgenden
Induktionsaxiomen ) (;,q,,) axiomatisiert wird:

Fiir jede FOloa,]-Formel ¢(x) sei

Vg = (( @0 A ¥r(p(e) > plr 4 1)) = Vae(o))

Vv
»Induktionsanfang“ ,2Induktionsschritt“

Klar:

« N PA
e QCPACTh(N)

o PA ist effektiv axiomatisierbar.

Wir kénnen nun Godels zweiten Unvollstandigkeitssatz formulieren:

Satz 4.28 (Godels zweiter Unvollstédndigkeitssatz).
Fiir jede widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie T mit
PACT gilt:

T |7/ﬁ WfreiT

(d.h. die Widerspruchsfreiheit von T kann nicht mit den in T verfigbaren
Mitteln bewiesen werden).

Satz 4.28 lasst sich sehr leicht beweisen, wenn man den folgenden Satz von
L6b verwendet:

Satz 4.29 (Der Satz von Lob).
Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie mit PA C T. Dann gilt fiir
jeden FO[oa,|-Satz ¢:

Thgyp < Ttg(Bewr(n,) — ¢).

Beachte:

e Die Richtung ,=—* : gilt trivialerweise. Hinweise zum Beweis der
Richtung ,,<=" : werden gleich noch gegeben.
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e Aus Korollar 4.21 wissen wir bereits, dass gilt

Falls T' kg ¢, so T kg Bewr(n,,)

Beweis von Satz 4.28 unter Verwendung des Satzes von Lob:

Sei T' eine widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie mit
PA CT. Zu zeigen ist T t/ Wtreir.

Beweis durch Widerspruch: Angenommen, T Fg Wireir. Geméaft Definition
4.25 gilt:

WfreiT D:f _|BeWT (n():l ) .

Somit gilt:

T g Wireir
— T Fx “Bewp(no=1)
— fiir jeden FO[ox,]-Satz ¢ gilt: T g (Bewr(no=1) — ¢)
—> insbesondere gilt fiir ¢ =0=1: T kg (Bewp(ng=1) - 0=1)
—> Aus dem Satz von Lob fogt, dass T Fg 0 =1

Wegen T' D PA D (@ gilt aber: T'Fg =0 = 1. Somit gilt: T ist
widerspruchsvoll. 4

|:|Satz 4.28 unter Verwendung des Satzes von Lob

Um den Satz von L&b zu beweisen, verwendet man folgendes Lemma:

Lemma 4.30. Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie mit
PA CT. Dann gilt fiir alle FO[oa,]-Sdtze ¢ und 1:

(a) Falls T'kg ¢, so T g Bewr(ny,).
(b) T kg (BewT(M) — (Bewr(n,) — BewT@)))

(c) Ttg (BGWT(%) — BeWT(nBeWT(nl))

Einige Anmerkungen zu Lemma 4.30:

Aussage (a) haben wir bereits in Korollar 4.21 nachgewiesen. Die Beweise
der Aussagen (b) und (c) sind ,inhaltlich nicht besondern schwierig, aber
sehr aufwéndig.
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Zum besseren Verstédndnis der Aussage von Lemma 4.30 beachte man, dass
Aussage (b) besagt, dass eine Formalisierung der Modus Ponens Regel

Tha(p—=v) = (Trap = Thgy) (%)

in der Theorie T" beweisbar ist.
Analog besagt Aussage (c), dass eine Formalisierung der Regel

Thkge = TtgBewp(ny)

(d.h. eine Formalisierung der Aussage (a)) in der Theorie 7" beweisbar ist.

Die Peano-Arithmetik ist stark genug, um die ,,normale”, elementare
Mathematik formal nachzuvollziehen - dazu zéhlt auch der Inhalt dieser
Vorlesung. Insbesondere lésst sich in PA auch der Beweis der Korrektheit
der Modus Ponens Regel (x) sowie der Beweis von Aussage (a) (d.h.
Korollar 4.21 (b) in PA formalisieren. Dies liefert dann die Aussagen (b)
und (c) von Lemma 4.30.

(Einen formalen Beweis von Lemma 4.30 werden wir hier nicht geben.)

Unter Verwendung von Lemma 4.30 lésst sich der Satz von Lob (Satz 4.29)
folgendermafen beweisen:

Beweis von Satz 4.29 unter Verwendung von Lemma 4.30:
Sei T eine effektiv axiomatisierbare o,-Theorie mit PA C T und sei ¢
beliebiger FO[o4,]-Satz.

Zu zeigen: T kg <= T g (Bewr(ny) — ¢)

,—=" : folgt leicht unter Verwendung des Vollstédndigkeitssatzes, denn:

Thap = TEy

= fa. Y gilt: T = (Y — ¢)
= insbes. fiir 1) := Bewr(n,) gilt: T = (Bewr(n,) — ¢)

= T s (Bewr(ng) — ¢)

,<="": Laut Voraussetzung gilt

T kg (Bewr(n,) = @) (%1)
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Zu zeigen: T gz ¢

Eine Anwendung des Fixpunktsatzes (Satz 4.13) auf die Formel
(Bewr(y) — ) liefert einen ,,Fixpunkt® v, d.h. einen FO[oa,|-Satz x, s.d.

Thg (x « (Bewr(ny) — ¢)) (*2)
Somit gilt
T kg (x = (Bewr(ny) = ¢))
— T kg BGWT(n(XH(BewT(nix)ﬁlp)))

Lemma 4.30 (a)

Lemmﬁ[ﬁo (b) r l_ﬁ (BeWT(k) - (BewT(n(BewT(nix)_ﬂP)))
und Vollst.satz

vy LT (Bewr(n) = Bewr(nBews(ny) = Bewr(ny) ()

Wegen Lemma 4.30 (c) gilt:

T kg (BeWT(&> — BGWTO’LBGWT(&)))
(*3) uncﬁzllst.satz r l_ﬁ <BeWT(&) - BeWT (%)>
= Thg (BewT(&) = 90) (+a)
o Tkgx
THgB
Lemmﬁ?)o (a) & DOWT (k) (*5)

(%5), (*4), Vollst.satz

|:|Satz 4.29 unter Verwendung von Lemma 4.30

4.6 Literaturhinweise

Zur weiterfithrenden Lektiire werden das Kapitel 10 in [EFT98|, sowie die
Kapitel 15-18 aus [BBJ07] empfohlen. Eine ausfiihrliche Erklarung des im
Beweis des Satzes von Lob verwendeten Arguments findet man auf den
Seiten 235-238 in [BBJO7].

4.7 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1
Sei Z die oa,-Struktur mit Universum Z und Konstanten 0 = 0 und
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12 =1, fiir die <%, 4+ und -Z die natiirliche lineare Ordnung, Addition
und Multiplikation auf Z sind.
Zeigen Sie: Th(Z) ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

Aufgabe 4.2

Zeigen Sie, dass in Definition 4.10 (,,Représentierbarkeit einer Funktion®)
die Bedingung (1.2) bereits aus den Bedingungen (1.1) und (2) folgt, sofern
T DO ( ist. D.h.:

Sei T' 2 Q eine Menge von FO[oa,]-Sétzen, sei k > 1, sei f: N¥ — N eine
totale Funktion, und sei ¢(z1,...,x,y) eine FOloa,]-Formel, so dass gilt:

(1.1) Fir alle my,...,mg,n € Nmit f(mq,...,my) =n gilt:
T = o(m,...,mgn).
(2) Fiir alle my,...,my € N gilt:

T = Yy Vys ((w(m,---,@,yl) Ap(ma, ... ,my,ys)) — y1=y2>-

Zeigen Sie, dass dann auch Folgendes gilt:

(1.2) Fir alle my,...,mg,n € Nmit f(mq,...,my) #n gilt:
T = —p(m,...,mg,n).

Frage: An welcher Stelle benutzt IThr Beweis, dass T' D () ist?

Aufgabe 4.3
Arbeiten Sie den Beweis zu Satz 4.15 (Der Satz von Tarski iiber die
Nichtdefinierbarkeit der Wahrheit) im Detail aus.

Aufgabe 4.4
Gilt auch die folgende Variante von Gédels 1. Unvollstandigkeitssatz?

Jede opp-Theorie T, fiir die gilt
(1) T ist widerspruchsfrei (d.h. erfillbar)

(2) T besitzt ein semi-entscheidbares Aziomensystem und
(3) T2Q

ist unvollstindig (d.h. es gibt einen FO[oa,|-Satz ¢, so dass
weder ¢ noch = aus T folgt).

Falls Thre Antwort ,,ja“ ist, so beweisen Sie, dass Sie Recht haben; falls Thre
Antwort ,nein“ ist, so zeigen Sie auf, welche Probleme entstehen, wenn man
versucht, den in der Vorlesung behandelten Beweis von Gddels

1. Unvollstdndigkeitssatz auf die in dieser Aufgabe formulierte Variante zu
iibertragen.
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